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FRACTIONS RATIONNELLES.
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MMeémoire sur les frociions rationnelles ;

Par M. pE STtatvviLLe, répétitcur adjoint A Técole
unpériale polytechnique.
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LA décomposition des fractions rationnelles, qui se présente si souvent
dans la théorie des suites, et dans le calcul intégral , a été présentée,
par les analistes, de plusicurs manieres diverses. En particulier on
y a appliqué le calcul’ difTérentiel ; mais cette application ne me
parait pas avoir été présentée sous le point de vue le plus simple
et le plus lumineux ; et c’est ce qui me détermine a y revenir ici.

Je considérerai successivement , dans ce mémoire, trois sortes de
fractions rationnelles, savoir 1.° celles dont le dénominateur a tous
ses facteurs inégaux ; 2.° celles dont le dénominateur a tous ses
facteurs égaux ; 3.° celles dont le’ dénominateur a ses facteurs’cn

partie égaux ct en partie inégaux.
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I. Soit, en général, 5—- uie fraction rationnelle irréductible dontle
X

dénominateur ¢z ,d’un degré plusélevé ’élue le numérateur, soitle preduit
des facteurs inégaux aera, #—b , x—c ,.:..; en designant par A,
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B, C,....les numérateurs des fractions partielles qni doivent respec-
tivement avoir ces facteurs pour dénominateurs; on aura

x A B C
= — b — ..,
— & v G

dx Xe—g. X

d’olt on conclura , en chassant les dénominatcurs , et se rappelant
que ¢x=(x=2a)(@—b)(x—C)..0..

Yoz A(5—b) (@) er e
-Bla—a)(@—C) ... «
A C(z—a) (2B .o .

Cette équation étant identique , elle devra subsister encore , en y
mettant successivement pour x les quantités @, 4, ¢,....; observant
donc que chacune de ces substitutions fait disparaitre tous les termes
du second membre , excepté un seul, il viendra

va=A(a—b)a==c) ..c.. ,
Vb=B(b—a)(b—c)..... ,
Ye=Cle—a)(c—b)ern.. ,
D'un autre cété, en différentiant 'équation identique
ox=(2x—a)(—b)(x—C). .00 ,
on obtient cette autre équation identique
g’x:(:x-—b)(x—-c} ceesd

o B Cama L€ 2 DR
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F(r—a)(x—b)..c.s
e iR
daquelle , en y mettant successivement pour # les seconds termes
e, &, €y40.., donne
va=(a—b)a—c).....
¢b=(b—a)(b—c).....
o/c=(c—a)(c=b)us.,.
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divisant done, par chacune de ces derniéres, les équations corress
pondantes du précédent groupe, il viendra

«P__a_A_A 4o Yo _
p,a—— > le—_ b ¢/G‘ 9gsrese

Ainsi, si Uon forme une fraction dont le numdérateur soit le méme

que celui de la fraction proposée, et dont le dénominateur soit la fonction

prime de son dénominateur; en substituant successivement pour x , dans

cette fraction , les scconds termes des dénominateurs des fractions

partielles, pris avec des signes contraires, on obtiendra les numérateurs de
Soit, par exemple, la fraction

¢es mémes fractions.

bx2em224-18 bx2emos 418

K 3mm O 21 1£—0 - (X—1) (Xmm2) (x=—3)

le numérateur , divisé par la fonction prime du dénominateur, donnera

Gx2——220418 .

"
32wy 22411

en y faisant suceessivement z=1, 2, 3, on obtiendra : =1, =2,
£=3; de sorte quon aura
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Bx2—=nox=t-i8 1 2 3
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On -voit par ld que, dans le cas particulier oi le numérateur de
la fraction proposée se trouverait etre la fonction prime de son dénomi-
nateur , les numérateurs des fractions parlielles se trouveraient tous
égaux a l'unité, comme il résulte dailleurs de la théorie des diffé-
rentielles logarithmiques.

-

. Y " . . .
11. Soit encore — une fracticn ra‘ cnnelle irrédductible , dont le
Qx . . s

dénominateur soit d’un degré plus éieve que le rumérateur ; mais
supposons (iue ce déneminateur scit le produit de m facteurs égaux
4 x—a , en sorte qu'on ait ¢x={x—a)"; on pourra alors écrire:
l'équ:ation identique

E

Yo J{a-(r—ad}

Qx. (x=——a)™

En développant le second membre de cette équation, par la série
de Taylor , on obtiendra

_:.4,1 T"T‘V/ 1‘ ,'¢(r;)
fr__ve | Yo PR Nk i B

;; T x—a)™ ' (x—a)ym-1 (x~——a )2 (x=—a)m "

D’od Ton voit que le numérateur d’ane fraction partielle quelconque
s’obtiendra , en formant” une derivée da numérateur de la fraction
proposée dont I'ordre soit la difference entre 'exposant du dénomi~
nateur de la’ méme fraction proposée et ’exposant’ du dénominateur
de la fraction partielle dont il sagit , en divisant ensuite cette
fonction dérivée par le produit-d’autant des premiers nombres naturels
qu’il y a d’unités dans le nombré qu'\- indique son ordre de dérivation,
et en y mettant ‘enfin pour z le second terme @ du bindme z=a.
Soit, par exemple , la fraction
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3a2— (x~}-2 30t jx}2

K33 x2=d-Sx—1 T (@—1)s

Ye numdérateur et ses dirivdes successives , divisdes respectivement
par 1 et 2, sont

"
en y faisant #=1, il vient

r ., 2 3
et on a conséquemment

Y
3x2—fa-t-2 ' + 2 4 3 ]
(x=—1)3 (x=—1)3 (x—1)32 x—1

111, Soit enfin 7:/—- une fraction rationnelle irréductible , dont le
X

dénominateur , d’un degré plus élevé que son” numérateur , n’ait
ni tous ses facteurs égaux ni tous ses facteurs inégaux. Soit
¢ox=(x—a)™z ; la fonction fr pouvant renfermer ou mne point
renfermer de facteurs égaux, mais n’en renfermant aucun qui soit

? ) M 4
égal a w—a. Soit posé

Ja Fx dx
ox (xw—g)™ -?x—' )

Si Ton pouvait déterminer les fonctions Fa et ®x , le problé¢me
qui nous accupe pourrait étre considéré comme résolu, puisque, la
décomposition de la premicre fraction du second membre se rappor-
terait au second cas que nous avons traité, et que la décomposition
de l'autre se rapporterait soit au premier soit au cas présent, suivant
que les facteurs de fr seraient ou ne scraient pas tous inégaux.

Au lieu de déterminer immédiatement Fa, il serait préférable de
chercher d’abord ¥a , F'a, F/a ,....; car, cutre qu’il serait facile

sk -
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d’en déduire Fz , ainsi que nous le verrons tout-i-1'heure, la

décomposition de la premitre fraction du second membre se trouverait
ainsi exécutée.

Si, dans notre équation , on chasse les dénominateurs ; et, qu’apris

avoir changé # en a4y, on développe par la série de Taylor ,
il viendra

'«Pd—F—{- Vat+ -‘—y-:- Vigdmoooio=
Fa-+ ‘%F’a+-‘:—’i Flad-. .38 fat -‘E- f/a+£ fllgd-...}

+y"’§<l>a+2:—"<1>’a+% &g 1.}

d’olt, en comparant les puissances semblables de y
Vv a=feF a |
V' a=fa¥F’ g}~ {/aFa ,
Vig={a¥" g~4-a{a¥‘a4{"aFa ;
et, en général

¢(n)a=faF(n)a+-% faF "7 —-I—- -—--f” FO e

ceosr o

pourvu que 2 soit moindre que m. Or, comme ¥z et fx sont
connus, on aura facilement Yo, Vo, ¥/ ,...., fa, fla, f/a,....;

on n’aura donc d'inconnues, dansles équations ci-dessus, que Fa,

¥a,¥/a,...., quelles serviront 3 déterminer. 1l viendra alors.

(x—a)?

aF’a-{-

Flat-..
et ensuite

_ Ja—fxFx

(X=—a)™

Soir



RATIONNELLES.

Soit proposée, pour exemple , la fraction

gab—g4as4-383x0i—787x34-8g122—5762-}-192
(o1 )3 (Fme2)2 (=3 (Kw=1) ‘

Nous aurons iei

Yo=q2°—q42°+3832+—78723+8g12*—=5762-}F192
pr=(a—1) (@ —2)(a—3) (=—4) ,

a=1

fr=(x=—1)*(x~3)(@—4) =zt w112’} 442*~762448 ;

done

V=542 —f702 4153223 —23612°+178220—576 ;
Vg=27024—18802° 445964 —4 722041782 ,
Vo= f23—332*4-88x~76 ,
/2 =122"—662-+88 ,
et par conséquent
Ya=18 , Va=-—3q , ’a=46,

fa= 6, fa=-—17, f/a=34;

done
18=6F e ,
—39=6F/a—17F 2 ,
46 =06F"a—34F/a434Fa ;
et de 1A
Fo=3 , ¥Ya=2, ¥la=2,
Done

- Fo=342(z—1)+(@—1) =242,
f2Fr=af—11a54462% = 98241362 —1522-96 ,
Yx—fzF2 =828 3x5ﬂ—337x4-——689x3+755;52—-424-2”—1—96
Tom. 111, 40
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Jx—=fxF 2

T} 3..—... 2 J— .
¢r= =82’ —592*+1362—q6 ;
done enfin '
Yo 3 2 1 +8x3—-59x3+136:c-—96
e (@—1) @ (@—1F  a—I | (x—2)(@—3)(x—f)

On décomposera la derniére fraction, en lui appliquant le méme
procédé.




