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244 SEPARATION

ANALISE TRANSCENDANTE.

Memoire tendant a démontrer la légitimité de la
séparation des €chelles de différentiation et d'inté-
gration des fonctions qu'elles affectent ; avec des
applications a lintégration d'une classe nombreuse
d'equations ;

Présenté i la 1.7 classe de I'institut, le 25 d’octobre 1811

Par M. J. F. Frangats , professeur & 1école impériale
de lartillerie et du génie,

(o Y Via Wiy Wio Wip Vig Vi Vo Vi

DEPUIS que M. Lagrange a réveillé Pattention des géometres, sur
Vanalogie , apercue par Leibnitz, entre les puissances ct les ditférences,
par les beaux theorémes de son mémoire de 1772 , plusicars
géometres ont cherché 3 démontrer ces théorémes, et a étendre la
méthode de calcul fondée sur cette analogie ; mais Arbogast est le
premier qui se soit proposé de debarrasser cette méthode des incon—
véniens qu’entraine le passage alternatif des indices aux exposans ,
et des exposans aux indices. L'idée heureuse qu’il a eu de detacher
les caractéristiques ou échelles d’opérations des fonctions qu’elles
affectent , pour les traiter comme des symboles de quantités, remplit
parfaitement le but qu’il s’est proposé. Mais cette idée est en méme
temps si hardie et si opposée aux idées regues , qu'on a eu jus-
qu'ici une sorte de répugnance & l'admettre , malgré Iexactitude
des résultats qu’elle fournit; et on a naturellement lieu de désirer
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une démonstration & priori de la légitimité de cette opération. Cette
démonstration est d’autant plus nécessaire , que 'opération de déta-
cher les échelles n’est pas applicable 4 tous les cas ( ce qu’au surplus
elle a de commun avec la méthode fondée sur I'analogie en question);
il faut donc que la démonstration da principe conduise elle-méme
3 distinguer les cas auxquels elle est applicable, de ceux ou elle
ne Pest pas. Clest cette démonstration , avec quelques applications de
la méthode de séparation des échelles, qui va faire le sujet de ce
mémoire.

§ L

De la séparation des échelles , dans les fonctions & une seule
variable.

1. Si, entre les deux variables # et y, on a une équation ex~
primée par : .
(1) Flz, y)=o0 ,
et qu'on multiplie cette équation par tant de constantes et fonctions de
constantes qu’on voudra, on ne changera en rien la relation entre
x et ¥, exprimée par cette équation , et on n’y introduira aucune
relation nouvelle. Ainsi, les équations

2 aF (@, y)+oF(z, y)+cFx, )+ .vc..ovo =0,
- g fi(a,b,c,)F(x,y)4f,(a,6,c,.)F(x,y)4=0 ,
qu’on peut aussi mettre sous cette forme
(3>§ (at+btc4.... e.ooooii il DR (2, y)=0,
[fi(a,b,¢,...)4f(a,b,¢,...)+....]F(z,y)=0 ,
et dans lesquelles @, &, ¢,.... sont des constantes quelconques, ne
disent ni plus ni moins que la proposée (1). Mais il n’en serait plus
de méme , si I'on multipliait la proposée par une ou plusieurs fonc-~
tions soit de x, soit de y , soit de x et y: ces nouveaux facteurs,

introdaisant évidemment des relations nouvelles, changeraient néces=
sairernent la nature de la proposée,
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2. De méme, si on differentie, tant de fois qu’on voudra, I'équa-
tion (1), soit aux différences soit aux differentielles , et quel que
soit le systéme de différentiation ( c’est-a-dire , quelle que soit la
variable ou la fonction des deux variables dont on considére la
différentielle comme constante ), on n'y changera en rien la relation entre
z et y, et on n'y introduira aucune relation nouvelle. En effet,
en différentiant une équaticn cntre deux variables, on ne fait autre
chose qu’exprimer l'indétermination complette de 'une d’elles ; car,
si P'une des variables regoit un accroissement arbitraire , lautre en
regoit un qui est determiné par la forme de I’équation proposée , sans
qu’il y soit introduit aucune relaticn nouvelle. Ainsi les équations

“ J Fx,y,=0, ATz, y)=0, EFx, y)=o
4 | PF@,y=o, AT, y)=0, ETF(x, y)=o ;

e

. [
. L] . . - 3 . L] . . - . . L3 . . . . . . . . L] . - . , ( )

n’exprime ni plus ni moins que la proposée (1). 1l en serait de
méme d’un systéme quelconque de ces équations, combindes entre
elles et avec des constantes, telles que sont les suivantes :

9"F(x,y)+a; =t Flry) +Z79"' *Flay) 4. +iF(vy)=o0 ;
P,y )+a A0 TF @,y )b A" *F(a,y) Ak A F () =0

Les échelles’, ou signes de différentes espéces de differentiation, se

(%

comportent donc de la méme maniére, a 'egard de ’équation proposée
qu'elles affectent , que les constantes des équations (2). On peut
donc considérer ces constantcs comme des (chelles; et réciproque~
ment , on peut traiter les échelles comme des quaitlités constantes s
sauf 4 se rappeler , dans les résnltats, que c3s échelles indiquent des

(" A Vexemple d'Arbogast , M. Frangais emploie ici la caractévistique £, comme
signe de I'état varié de la fonction ; quant au d, Cest, comme le D de M. Kramp ,

dorx)

un signe de dérivalion; en sorte quon a b:p(x):n@(éc): . Voyezle Calcud .

des dérigations , pages 306 et 375.
J. D. G,
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opérations délerminédes qu'il s’agira d'effectuer. Ainsi, on peut écrire
les équations (3) de cette maniére :

@+ ad™ -k b ot 4k )F(x,y)=o0,
© { (0*alom 4 bA T . FEAYF(z, y)=0 ;
et c’est ce qu'on appelle détacher les échelles.
3.1 est de plus évident qu’on peut faire subir aux constantes
et aux échelles détachées , (3) et (6), telles opérations qu’on veut,
sans introduire aucune relation étrangére a la proposée ; ainsi, par
exemple , aux équations (3) et (6) on peut substituer
platdtct+..ccvieiiinieiiie i DR, y)=0,
S efifia,b,c,..)+fla,b,6,0 ) Fuenns 1F(z,y)=o0,
) oI ad=i4- BV iA...ecot BF(z,y)=o0,

0 DA AT I BAR T +EANF (2, ) =0 ;
ou ¢ n'affecte que les constantes et les échelles , et indique une
fonction quelconque. A plus forte raison peut-on les mettre sous
une forme identique, telle que serait leur décomposition en facteurs,
ou leur expression sous forme de fonction non développée. Ainsi,
Sl 0—a; 5, d—y 5, 0—#; 5 «ovv.e O—a,, sont les facteurs de Pechelle
o"+a)" ‘45" 4= ..... +k, on pourra metire les équations ()
sous la forme

(a—"‘x )(D""'“: )( —, ).:.. (;)""‘n )F(x:}’)—“—o >
( ) g (D——oa;A)(()"—'“zA)(b—";A) - (a—u,,A)F(x,y)=o o

On pourra donc mettre aussi les équations

1 39""-{— n 7_1_:-_1 n 2E39n-,+ oo +ENF(z , ) =0 ,

Q"4 l EJ»

(9)
(9+ 92+'_‘ 93+ ‘234 94+¢'c-'o-oocoooooo-ouco.)F(x,y):-O"
sous la forme .
(10) (O+EYF(z, y)=o , (eb—-x)F(x , ¥)=0 ;
parce que le développement de ces dernitres formes redonnerait les

premiéres.



248 SEPARATION

En général , si I¥échelle est le développement d’une fonction de
forme connue, on pourra substituer i ce développement la fonction
non développée.

4. Cette manitre d’envisager les échelles d’opérations fait voir
clairement pourquoi la méthode de les detarher ne doit s'etendre
quaux formules ou équations dans lesquelles elles ne sont com=
binédes qu’entre elles et avec des quantités constantes ; elle démontre
de plus, ce me semble , d’une maniére bien convaincante, et deduit
des premiers principes du calcul, la legitimité de celte opération,
quand les échelles ne sont mélees gu’entre elles , ou avec de quantités
constantes. Flle fait voir encore la necessité d’adopter la notation
différentielle introduite par Arbogast, comme la seule susceptible
de cette opération, Cette notation s’écarie d’ailleurs le moins possible
de celle de Leibnitz, puisquiil suffit de faire dans celle-ci do=1,
pour avoir celle d'Arbogast.

5. Si léquation (1) devient identique, et prend la forme
(11) T —@r=0 ;

P'une de ces fonctions, multipliée par I'échelle , peut étre mise
dans le second membre ; alors on peut laisser Pechelle non développde
dans 'un des membres , et écrire son développement dans lautre.
Ainsi , toute équation dont le second membre est le développement
du premier , peut élre considérée comme une équation & échelles ,
qui, étant multipliée par une fonction quelconque de z , fournira
une multitude de formules et de théoréemes que souvent on ne
pourrait obtenir, par les voies ordinaires, que d’une maniére longue
et laborieuse. Mais , avant de nous livrer aux applications, nous
allons établir les relations qui existent entre les diverses échelles ou
signes de différentiation.

6. Lorsque, dans ¢x , la variable # recoit un accroissement £,
cette fonction devient ¢(ax—z) , et Von a, par le Théoréme de
Taylor,

oo+ = ooRom+ 1 10w — Dt e

Quand
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Quand on a z=1, cette équation devient
¢(x+x)=¢x+9¢x+§9’¢x+~%—93¢x+..’...
2.

En détachant les échelles des seconds membres de ces équations ,
on peuat les mettre sous la forme

(12) ¢(x+5)=ega. oz, ¢(.:r+1)=eb. or.

Les expressions ¢(x—+2) et ¢{z~1) sont ce quon appelle les états
variés de ox ; la variation dépendant de ’accroissement de la variable ,
qui est =%, dans la premiére expression , et =1, dans la seconde.
Afin de les rendre susceptibles du calcul des déchelles , nous repré-
senterons , avec Arbogast, ¢(x—1) par E'ex, ou simplement par
Eox, et conséquemment ¢(z--%) par Ef¢x ; les seconds membres
des équations (12) justifient complétement cette notation. Par ce
moyen , on peut mettre ces équations sous la forme

Ei oz =2 or Fer=2. ox.
On a donc, en détachant les échelles

E=¢ ;
équation qui exprime la relation entre I’échelle de I'état varié et celle
des différentielles.

On a coutume d’exprimer aussi le premier membre de I'équation
que fournit le théoréme de Taylor par ox-+Qex ; de sorte que
p(@+z)=@s-+AQAox , et que Lor exprime laccroissement de ox ,
lorsque 2 devient a—:. Nous réserverons cette notation pour le cas
ou laccroisseiaent de x est =1, et nous représenterons par A;(px
I'accroissement de ex, lorsque & devient z-{~¢; afin que, par notre
notation , I’échelle indique en méme temps aceroissement de la variable

. Ainsi, nous aurons

. aa R

oat)=FE gr=ox+AD pzx=":".0x,

(13)
o5 :Egi%’.f——::px +A§¢¢r=e@.¢x .

e

TOI-TJe III- LR}
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En ddétachant les échelles de ces deux systemes d’équations, on

obtient les relations suivantes, ecntre les échelles des états varies ,
celles de différences et celles des differeatielles

) E=i+A=d, Ef=4a ="

De cclles-ci on tire ensuite celles que volci:

A=FKm—1= (1+A)g—-1=eb—r, AE: R =(1-4+4) )8 1-:43‘a

(16) I=LogE=Log(1+A)= T-Tog.(1+A) =Log.(+A)E.

7. Telles sont les relations qui existcnt entre les différentes échelles
de différentiation. On en tire immdédiatement , et de la manitre la
plus rigourcuse, les beaux thiordmes que X. Lagrange a donnés

le premicr , dans son mémoire de 1772 , et d’antres cncore plas
géndéraux. Car, en faisant, sur les deux membres des équations (14),

(15) et (16), les mémes opérations ( sans y introduire des vamah!eo)
et multipiiant les rdsultats par ¢x , on aura autant de théorémes

séndraux qu'on voudra. Nous nous contentercus d'en tiver la bel

théorie de [interpofation , donnde par M. Lagrange dans un des

Mémoires de lamﬂemw de Berlin , pour les années 1792 et 17¢3.
Puisqu’on a (14) ———:—{-Ag, on aura aussi B’ __x—%—A‘; mais

on a Ee...(IT é—“(1+A 3 done 1-+A _(I+A£§5 s et enfin
A,=0+A )5—-1 En élevant chaque membre 2 13 puissance n ,

on obtient

(17) ={(+4) 2-—-1"‘ ,

et, en multipliant par ex

]
(18) A';@xzi(x-}-.&é)é —1i"orx ;
ot il ne s’agit plus que de développer Péchelle du second membre

ct de multiplier par ¢x chacun des termes de son developpement.

Cette formule contient la théerie la plus générale de linterpolation ;
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elle fournit, en effet, la solution du probleme suivant: Connalssant

les différences d’une fonction , pour un accroissement dunné de la
*
variable , déterminer sa différence d'un ordre quelcongue, pour un
7 queé ,

autre accroissement de la varialie ?
Si Von voulait "avoir, en differcntictles , Pexpression de la diffé-

rence d'un ordre quelconque 2, pour un accroissement %z de la
variable , la seconds des déquations (15) , élevée & la puissance 2,

donnerait immédiatement .

A= Py,

et, en multipliant par ¢x

(19) A;q)x—_-(eg_b_——- I)I.epx s
ott il n’y a plus qu'a développer Iéchelle du second membre et
multiplier par ¢x chaque terme du développement; on aurait de la

s . .
méme maniére , en changeant le signe de »

(20) 2 oxr= A;@x = (egb__ 1 ).n. ox.

Y
a

B

Ny

8. Les deux exemples que nous venons de donner ne sont que
des résultats , pour ainsi dire immédiats , des relations de définition
entre les échelles de différentiation ; et l'on en tirerait ais¢ment
beaucoup d’autres théorémes également remarquables. On en peut
aussi déduire un grand nombre de la remarque que nous avons faite
au n.° 5, que toute équation entre des constantes pouvait étre consi-
dérée comme une équation a (ehelles qui, étant multipliée par oz,
fournissait des formules et des vérités nouvelles. Je me contenterai
d’en donner deux exemples, tirés d’un ouvrage inéddit de feu mon
frére, quia pour objet ce genre d’application du calcul des échelles
qu’il a trés éteadu , sans avoir connu la démonstration de la légitimité
de ces opérations.

9. On trouve dans les Cpuscula analytica d’Euler , tome

page 173, cette formule

.67,
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(3,) % «==5in. u——-éi-bm ox--%— fzun.nz-—» Sin. n amte

T asv e
7

Fu la mettant sous la forme exponentie‘xie , ellz devient

I ——aN—1 , = — - — — -1
-?- u‘/::((;“‘v_l - “V I)... -I_ i 63“ I_._ '3"‘\/ I)+ ‘)“V I 5“ )"“ou

320
: D) ) d__
Soit uf/=—1==¢ ; & cause de ¢ =E, on aura
T sy ! -
0= —E ) — o BB - (B —E s

ou, en multipliant par ¢x , et effectuant les opérations indiquées par
les caractéristiques E,

1 }
(22)  =dew={p(a-t1)—p(v—1) }— 5 fe(a+3)—o(x—3) it
Si, 1.° on fait ¢x=wx, on obtient la formule de Leibnitz,

| §

w 1 1 1
— T L e — ——e
4 3 5 7+9

\
. . 1 . .
Si, 22 on fait exr= —,on trouve , en divisant par 2,
@ 1 1 I 1 X 1 I
(23) = —=———, +. = —_— ~——-+.
4 x2 XL2em { 3 2232 5 X252 7 .7(:--—-72
. . I
on bien, en faisant =~ =—a,
xZ
= 1 1 1 1 t 1 1

/ — T —— e —, - — — wesge
(24) 4 I4-a 3 :+32a+ 5  14-5%a 7 1+72a+

ot la quantité ¢ demeure absolument arbitraire. Si l'on fait ¢=o,
on retrouve la série de Leibnitz.

Si, 3. on fait exr=Log.

, on aura
. = I o x-41 I x+3 x5
3 .1 -Loo.<x__l Log. < + 2 Log ( 2 )
En faisant——;— =ay/ 1, et divisant par 2, on obtient
(26) —Z— a=Arc.(Tang. =a)— é—z Arc.(Tang. = 30)—{—-3‘; Arc.(Tang.=5a)—..u:

On voit, par cet exemple , avec quelle facilité on déduit les for-
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mules (23), (24), (23), (26) de Iéquation (22), considérée comme

une équation 4 échelles.
10. Nous prendrons, pour second exemple, la formule

a-4-Cos.x

—_— e 0 — . 2 3 / -
14-242Cos.a}-a3 Cos.x—aCos.24~+a*Cos.3u—a’Cos.furt-.... s

qu’on trouve dans les Mathématical mémoirs de Landen, tome 1.°%,
page 106. Etant débarrassée du dénominateur , elle devient

(27)  a-+Cos.a=(142aCos.2~4a2) (Cos.e—aCos.2a-4-a2Cos.34—a3Cos.fajrm)s

Faisons d’abord a::E‘E; en multipliant par ¢, nous aurons

o(z4£)4-exCos.a=
[ex—+20(2x+ £)Cos.ad-o(x-}-2%)]Cos. «

(28) -—[¢(x+ £)20{x42£)Cos. e+ (x+3£)] Cos.2«
~[o(r4-28420(x+3£)Cos.a~4-¢{x+4%] Cos.3«
—[o(24-35)420(x+4£)Cos.ato(x45%) | Cos.4«

S i e te e et i s e
Soient suecessivement ¢x==Sin.x et gxr==Cos.z ; ’équation précédente
donnera , en observant qu’on a Sin.[2~rg]-4-Sin.[ 2~ (n-+-2)z] = 2Sin.

[#+{n+1)£]Cos.z et Cos.[# +nt]-+4Cos.[v-(n~42)z] = 2Cos.[ 2 =
(n+1)¢]Cos.z ,

Cos.xSin. . . .
(290 = Sin.z4:. a)%(%é—: Sin.(#4-£)Cos.«==Sin.(-4=2%) Cos.2e~4Sin.(#~4-3%) Cos. Ja—:.000

‘c , SinxSin.g
(30> 0 os'x—;.Cos.x-}-Cos.é

=Cos.(x~4£)Cos.x = Cos.(x42£)Cos. 24-4-Cos.(24-3£)C0s.3 amm. v
Si, dans ces deux équations , on fait z==0 et {==w«, elles deviendront
(31) 2 Tang.«==Sin.2¢— Sin.f«~+Sin.6e—S8in.Su—-.. ..
(32) 2 =Cos.20—C0s.226~+C05.234mm Cos. 4ot~ . o .

Soit, en second lieu, a:ga, dans l’équaﬁon (27); en la muyl«
tipliant par ¢z, on obtient
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£ 2 ox 401 CoS.a=—=
(px-4-2 0 ¢xCos,u+;92¢J)Cos. “
—(z 3 ¢x+2§’\:2@:&(‘,03.“-}-539%@(305.2&
-{~—(2292¢xl§~25393@xCos.»+g494¢x)Cos.3u
-7(5393@,r—{-22494¢quos.n+2595¢x)(lqs.4a _
Soit ex=8in.x, et qu'on égale séparément & zéro ce qui est affecté
de Sin.z et de Cos.x, on aura les deux équations
(34) Cos.e=(1—¢*)(Cos,s—73*Cos.3#-{-5*Cos.50—£° Cos.724-....)
 4-2£7Co5.4Cos. 20 —5*Cos.4a+5+ Cos.64—3°Cos.8a—+....) 5
35)  1=2Cos.« Cos.s- —o-ngos‘éa-}—z‘Cos 5a—z8Cos.7a4-....)
—(1—% )(Cos.zu——;‘Cos 4ad-24Cos,6e—:zCos.8at..00).
Si, dans ces équations , on fait =1, elles donnent
(36) t =Cos.2 s Clos 42+Cos. 6z—Cos. L T
(37) ° 1Seécid=TCosa=Co05.32Cos.52~=Co8.  ttg=.ue. ©
En mettant ,"dans 1*équation (36), « & la place de 2«, elle devient
(38) * = Cos.e—Cos.24-4-Co8. 38 —C08.4 ..o
Ces deux dernitres équations, c‘émpa\x‘ées aux équations (31) et (32),
donneat lieu 4 des rapprochemens remarquables, )

(33)

L A A A L

-

11. Les deux exemples qgue je .viens de donner suffisent pour
faire connaitre lesprit de la méthode, ct les avantages qu’elle pré-
" sente, pour parvenir, avec une singalicre facilité , 4 des résultats
qu'on n’obtiendrait souvent qxie d’ane manitre pénible par les voies
ordinaires. Je va's indiquer maintenant une application d'une autre
nature de la methode de detacher les echelles. Elle faisait le sujet
d'un wémoire sur Vlntégration des équétions linéaires & coefficiens
constans-, qv; ) avais pré'sente’ a Vinstitut en Van- X1, mais.que j'ai
faif retn‘er, parce qu’alors je n'étais pas en- o.e en état de justifier

la chtnmxté de Ta’ méthode , atitrement que I:ar Pexactitude de ses
résultats.
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12. §i l'on suppose q:e 'équation (1) soit rdeolne et mise sous
la forme y=@x , il est ev dent qu'on pourra lui appliquer les mémes
raisonnemens que nous avons falts sur Uequation (1), pourvu que
Péchelle qui affecte V'un des membres soit equivalente i celle qui
affecte Pautre. Il est encore évident qu’on ne changera pas la relation
‘entre x et y, en foisant, sur chacune de ces deux échelles iden-
tiques, des opérations équiva.entcs { sans cependant introduire de
variables ) et que ces échelles , en elles-mémes, sont entiérement
arbitraires, Mais, s'il arrive que, par suite des opérations indiquées
-par I'échelle , le sccond membre , qui est une fonction explicite
de x, disparaisse ; alors l'échelle du premier membre cesse d’étre
arbitraire , et elle détermine la forme de la fonction y ou @x. 1l
est évident que, dans ce cas, on ne peut plus faire , sur I'échelle
qui affecte y ou le premier membre, des opérations quelconques,
mais seulement des transformations qui ne changent pas les relations
“entre les différentes parties de l'échelle, et qui n’y en introduisent
point de nouvelles. Ainsi, si 'on a (a—a)yZ(Q——a)qox, on peut
faire (9—0—5)y=(9~a—b)¢x, tant que le second membre sub-
‘siste ; mais, si (g—a)px:o , il n’est plus permis de faire (9——a——5)y=o;
on a alors nécessairement (J—a)y=o03; et cette équation n’exprime
plus, & proprement parler, qu'une relation entre les échelles ; de
sorte qu’on a d—a=o , et non y=o0; et cette relation —a=—0
détermine la forme de y ou ex, ainsi que nous allons le voir.

L’équation ’

(39) 0PX—a9x =0
donne, en détachant les dchelles , 9=a , et par conséquent = e
ou, d’aprés l'équation (14),
(40) . E=¢ ;
d’ot l'on tire
(41) Fh=ys ou 1=¢* E*

multipliant cette derniére par oz, on a

(42) az=ek, Bk oy ek, o(w—F) 5
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si donc z=4k ; on aura

ph==c*. 0 k—k)=¢", ¢(0)=C . ¢**;
donc enfin

(43) br=C.e* ;

C ‘dtant une constante arbitraire qui, d’aprés notre méthode , est la
valeur initiale de ox.

On voit, d’apres cela, comment la forme de la fonction dépend
de celle de 'échelle , et comment celle-ci sert 3 déterminer lautre.

13. Cette méthode d’intégration est générale pour toutes les équa-
tions lindaires aux différentielles ou aux différences du premier ordre ,
a coefficiens constans., Elle consiste, comme 'on voit, 1.° &4 détacher
Véchelle de 1’équation proposée ; 2.° & ramener cette échelle a celle
E de létat varié, au moyen des équations de définition (14), (15)
et (16); 3.° & dégager E et i élever les deux membres & une méme
puissance arbitraire % ; 4.° 4 diviser les deux membres par Et, pour
avoir l'unité dans le premier membre ; 5.° &4 multiplier les deux
membres par la fonction détachée ¢x, et a effectuer les opérations
indiquées par Péchelle ; 6.° enfin & faire 2=£k. Quelques exemples
vont éclaircir cette marche.

14. Soit 4 intégrer l'équation aux différences
(44) A,px—agx=0 ;
en dé:achant les échelles, on a
(45) Ag—a=o0 ou Ef1—s=0
d’ot l'on tire

.
>

X L4
E=(1+af et Fr= 1) ;
done

k
1= (1+a)E.E"" K

et, en multipliant par la fonciicn détachée ox;

k k
r=(1+4a¢ i E*ow=(14a)ip 2—1k) ;

2.
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si donc #=%, on a

k k
lq'= \g k'— = . 3 H B
donc enfin ¢h=(1+ake(k—k)=C.(14a)% ;
(46) ex=C(x+a)t.
15. Soit encore 4 intégrer I'dquation aux différences mélées
(47) Eox—ad ox—box=o0.
Son équation A échelles est
(48) Ewdd—b=o0 ou E—aLog E—b=o.
Il sagirait de tirer de cette équation la valeur de E, ce qui ne
peut s’exécuter que par les séries. Soit # cette valeur, on aura
E=- et Er=ut ;

et par conséquent
1=JE* ,

et , en multipliant par la fonction détachde,
pr=uE*.ox=0atp(x— k)

d’ott, en supposant x=Fk,

oh=dato(h—Fk)=C. ;

donc enfin
(49) pr="Ca",
« étant déterminé par I’équation
(50) a—gliog.e—~b=o0." )
Le systtme des équations (49) et (50) est donc lintégrale de la
proposée.

Ces deux exemples font assez connaitre la marche et I'uniformité
de cette méthode d’intégration , pour les équations linéaire du premier
erdre. Passons actuellement a 'imtégration de celles des ordres supérieurs.

16. Si Uon a une équation linéaire , a coefliciens constans , telle

que les suivantes :

(51) 9”¢x+a,9""¢x+a,ﬁ9""¢x+ veinta =0,
(52) Ag@x—l—a,Ag" @x-—j—a,Ag’-@x—-{—. «oa,02=0;
Tom. 111, 36
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les dchelles détachées donnent
(3 Ita0""4a, " s, =0,
(34) A'é-{—a.‘A"%"—{—a,A'%“—!—....+a"=0 .

En supposant que les racines de ces deux équations, résolues par

rapport a d et A A, soient «, , «,, %y yeanact
metire sous la forme

(@—u, ) —a,)(@—a,) .. e P—w)=0 3
(A%“"‘“xXAE‘—'“z)(Aé-“;) e .(Ag—g;"):_o ’
Ces deux équations sont satisfaites par les deux systemes suivans
9_“x=0 9 9—-—-04,_:0 , 9—-6@;"—’-0,...-9-——&,,:-‘-0 5

2
=0, AE—-az:o ) A%——uszo RPN

. » on pourra les

A g0 -

En multipliant ces équations par la fonction détachée, elles deviennent
QWV—““;‘M:O " Q@x—¢,¢x=o yeees 9@.27'—"‘,,@-%':0 )
Aé@x—u,¢x=o s qu)x——u,.@x:o sere A PLZ—u 0x=0

2
dont les intégrales sont, d’aprés les n.°% 12 et 14,

o X

“&x “llx
ox=c,.€ , ex==c,e seves QI=CL B

x x x
‘szcx(l"‘—“x)z ’ @Z"‘—"L‘z(l—*—“,)Z grese ¢x=€n<1+“u)z HE

et, puisque les deux équations proposées sont linéaires , leurs inté-
grales complettes seront les sommes de ces deux systémes d'inté-
grales particulieres ; elles seront , par conséquent,

x a X
(55) oxr= clealx—l——c,e“‘ —l—c,em’v—-l— ceen cue“" ,
x x

x

(56)  ex=c,(14= t4e,(14=,) .. 0 (144, )k
Notre méthode d’intégration , pour les équations linéaires des ordres
supérieurs , consiste donc a décomposer ’échelle en ses facteurs du
premier degré , et & multiplier chacun de ces facteurs par la fonction
détachée ; ce qui réduit l'intégration de ces équations & celle d’autant
d’équations linéaires du premier ordre quil y a de facteurs.
17. Pour completter cette théorie, il nous faut examiner en par-
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ticulier le cas ol I'¢quation aux échelles a des racines égales. Dans
ce cas, qui a toujours plus cu moins embarrassé les géometres (%),
les intégrales cessent d'étre complettes ; et il faut, pour les rendre
telies , recourir & une nouvelle considération. Jusqu'a présent , on a
généralement employé celle de linfini, qui est peu satisfaisante. Nous
allons la remplacer par une autre plus simple et plus rigou-
reuse , et que, pour plas de clarté et de bri¢vetd , nous appliquerons
a un exemple.

18, Supposons que ’équation (53) ait trois racines égales ¢, =«, =«
on aura (0—«, )’==0. On ne satisferait qu'imparfaitement & cette équa-
tion , en supposant Q—uxzo ; car il faut exprimer que c’est (0—uz,)’
qui est zéro, ct non pas seulement (@—=,) ni (9-4,}’. Pour ex-

primer cette circonstance , jobserve qu’on a

h R / ) 4 I

eL “l::[+(9—-—ax)+;—;(9——%1)2+ ;;3(9—‘“1)3—*--“.. 3
dire donc que (@—u)'=0 , est la méme chose que de supposer
Péquation suivante :

&= 1 (@ —a) (=)
Soit actuellement e tel qu’on ait e#=1-p-4;*; ce qui suppose

d e

o
aussi #’==0; on aura évidemment 9-—-&,:#; donc E=¢ =¢

@ . . .
.;—-_-:ewx.p”:(r-l—ﬂ-{— tu?)e 5 d'o on tire, par notre marche ordinaire,
"
(58) ¢x-"-'-6‘(1+,u+ ;'-‘uz)x.e
x
cause de g'=o0, on a (14w Ip )= 1-[—(;&-}-};&3)-;-

X
3
x  x—I ,
— ; valeur qu’on peut mettre sous la forme 1~4p, 24, 2% ;
I 2

o *

Or ,

+
Péquation (58) devient alors
(59) pr=c(1e e -
Cette intégrale satisfait 3
(60) (9—-%;)3@’!’,‘ >

indépendamment des relations qui existent entre «, et w,. En effet,

(*) Voyez les pages 46 et 139 de ce volume, J. D. G.~
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bien que les intégrales qu’on déduirait des équations (9-——%,)-_—0 et
(9———%)2:0 ne soient pas les intégrales complettes de I’équation (€0) ,
elles doivent néanmoins y satisfaire , et en étre des intégrales par-

- . . e ., %
ticulieres. Or, l'intégrale particuliére tiréde de (9—"‘1}:0 est bx=ce  ,

et celle tirde de (J—=,)*=0 est, par le procédé méme dont il est

. %X / .
question , er=e(1-++w/a)e " , o étant tel que ¢ =1--u/;denc, puis-
que la proposée est satisfaite, 4 la fois, par les équations

%X
er=ce ,

X

L2vq @
ox =ce ~tcp'xve

P o X X
Pxr=ce —Fcpnre Hcp,2*e

il sensuit, en c¢ombinant les deux premitres valeurs de ¢z, qu'elle

. .« o @ x A
est aussi satisfaite par @x=cw/ze , quelle que soit la nature de
la constante ¢/, qui sort du calcul, comme facteur commun & tous

. %X . .
les termes; donc aussi Pxr=cpx¢ satisfait encore a la proposée ,

indépendamment de la valeur de la constante cg,; donc enfin Pr=

cu,x*e  satisfera aussi la proposde, puisqu’elle est lindaire, indé-

pendamment de la valeur de la constante cx,. On peut donc remplacer

les deux constantes cp, et ¢z, par deux constantes arbitraires quel-
[ : P que

eonques ¢, et ¢, , et donner ainsi & 'intégrale de l'équation (6o) la
forme connue

@ X
(61) x=(c;} e, xc,x%)e .
On treuverait de méme , pour un nombre 7 de racines égales,

(62) ox=(c,~4c,x4c, x>+ ... +cix"":‘emx 5

2
et lintégrale complette de I'équation (51) deviendrait alors

— . o PR ¢,
(63) ex=(c,}c,x4c, 2’4 FciatVe  eipe T At
Le principe , ainsi que le procédé de cette méthode , sont enti¢rement
lIes mémes, quelle que soit la nature des échelles qui ont des facteurs

égaux ; ils ont , comme tout le reste de la méthode, le mérite de
Puniformité,
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§. 1L

De la séparation des échelles , dans les fonctions & plusieurs variables.

19. Jusqu’a présent , nous n’avons appliqué la méthode de sépara-
tion des échelles qu’a des fonctions d’une seule variable ; mais il est
évident qu’en faisant sur F(z, 5, z)==0 les mémes raisonnemens que
nous avons faits sur F(« , y)=o0, on arriverait aux mémes conclu-
sions , et qu’ainsi la légitimité de cette méthode, pour les fonctions
a plusieurs variables, se trouve aussi bien démontrée que pour les
fonctions d’une seule variable. Nous nous eontenterons donc d’établir
les notations et les principales relations de définition entre les échclles
ou signes de diverses espéces de différentiations des fonctions & plusieurs
variables , et nous donnerons quelques exemples d’application de la
méthode. Pour plus de simplicité , nous ne considérerons que des
fonctions de deux variables indépendantes ; il sera aisé ensuite d’étendre
la méthode & des fonctions d’un plus grand nombre de variables.

20. Soit une fonction de deux variables ¢(z , ¥); nous indique=
rons sa différentielle totale par J ; sa différentielle partielle, en ne
faisant varier que x, par 9"; sa différentielle , relative 3 la varia=
bilité de y, par J-*; de sorte qu'on aura

(64) do(z, y)=3" ez, y)+"0(z, ¥)
et, en détachant les échelles ,
(65) d=340-r.
Nous représenterons de méme par E et par A Détat varié et la
différence totale , lorsque les accroissemens de « et de y seront chacun
égal & 1; ainsi nous aurens
(66) e(e1, y+0=Ee(z,y)=0(z, y)FLo(z, y)=c" 0z, y) ,
et par conséquent, en détachant les échelles,
(67) E=14A="

Nous indiquerons par Ef» et par Af» I'état varié partiel et la dif-
férence partielle , par rapport a x, lorsque cette variable devient
z—4-1; et de méme par E-' et par A-* Jétat varié partiel et la différence
partielle , par rapport a y , lorsque y devient y—-1. Ainsi nous aurons

Tom. 111 37
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(68) Ev=1tAv="", Ei=1tar=7>"
Ces équations,combinées avec celles (65) et (67), donnent
(o) E=2"T>'=2"

L =R E = (AL (1A

(700 A=FE—i1=¢ b4t —1=E% E'—1=(+AV) (14 AN)—
 SAUEAHAD A =AU A ESS AHAL B

d’o Von tire

{71) Am___(eb‘,'{-b’l__-I)rn:(At,_l__A,x.El,)mz(A,l_*_Ax,.E,x)m.
21. Lorsque les accroissemens des variables ne sont plus égaux X
V'unité , et représentés par £, pour celuide z, et par », pour celui
de y , nous indiquerons les états variés partiels par EE’ et K7,
les différences partielles par A" et A, , état varié total par Efvet
la différence totale par AE »» De cette manicére , la notation
indique, en méme temps , la valeur des accroissemens des variabless
ce qui est nécessaire, comme on va le voir par les relations suivantes :

() BP=iAT =+ A=, B =G aty= e

09 E=ibA, =EPE =+ AN G+A)=0HAN s = P
De Id on déduit

(74) A;?‘Eg’—l=(1+A">5-1=eéa’ —1, Ai = B =1 ATy mr = o

nnx;

(75) As,FEg’”--mEg’-E’”—x=<1+A”><I+A’f,>—~xz(x-%-A")é(x+A”>”-—x.

+A"E5’ & +A”E>”Sc%°"+v3"__

(76) Al'=Et—; z(x—l—A%’)E-x_eb‘ —1, A =R -—-x—-(x-—{-A )v-—x'*eb e g

(77) A=E~1=E".F"'

—x=(1+A%)z(x+A’ Vomr=@m =Y
. ’ 1A
Et de 1y on tire



DES ECHELLES. 263

(78) AZ;’!= A;n,oA,':):/EE’—I )m(Ew—— I)n__: {([-—*—A!,)E—"I }m{<I+A’!) u_—l }nz (8£bt’_ I)M(eybﬂ

- m 1 2 n o m, !t
’,%-—-1} {{I—}-A’u/’v—-[} =(8 -—]) e --'I)
b b

1

g
(80) AZU=(EE’°— )" =H A AT — 1 A AT ) =

79) Am,n= m’.A’n=(EI’— I)m(E’I-— ])n=,<I+A

m

O A A1
(81) A_-m____zgu___(EE,U_ [)_m_—_-_-(A;’_‘_ A’Z-Ez’)_m—’_-(A’z-l"A;’.E’”)_m

£
-l
L]

'=2Z’( =+ A,:' 2;"]35,)“”’ = z’um( 1+A;’-2’!.E’v)—m= (8ial’+"b‘ — 1)
On déduit aussi des équations (72) et (73)

d" = Log. E""=Log.(14+A")= 'IE Log.(1+A;’)=Log~(x+A;’)2§ ,

(82) .
1 217 =Log. E’I:Log.(xu-{-A’I): :—Log.(I+A’:)=Log.(1+A,Z;; ’

(83) 9= 40+ =Log.E*+-tLog Er'=Log.(E*. E+*)=Log. E=Log.(1-4-A")+Log (14-A)
=Log. {1+ A")(14+A"")}= -;—-Log.(x +A;’)+ = Log.(1 +A:) = Log.{(x +A;:)§(1 +A:I")i} .
(84) =@ 4" =97 (x+({’".9")m = 2™x +f*.9*’)m ,
6 T fr=@r T fraa fo. 0= e frLT
ol f indique Popération inverse de J; de sorte que f:?"‘.na,
avec le signe d'intégration ordinaire, le rapport. suivant : f & =fdx .

IS

22, Toutes ces équations ne sont que des relations de définition, entre
les différentes échelles de différentiation , ou des résultats qui en dérivent
immédiatement, En les multipliant par ¢(«, y), elles offrent autant de



264 SEPARATION
théorémes généraux, plus oumoins remarquables. Les équations (85) don-
nent deux expressions en séries del'intégrale d’un ordre quelconque d’une
fonction & deux variables. En y faisant m==1, on a les deux séries
de Jean Bernouilli. Les équations (81) donnent des séries analogues ,
pour les différences finies. On pourrait tirer de toutes ces équations
une foule d’autres conséquences , en faisant sur chaque membre des
opérations équivalentes ( sans y introduire des variables ), et mul-
tipliant les résultats par ¢(x, y); on obtiendrait ainsi aatant de
théorémes généraux qu’on voudrait. Nous nous contenterons , comme
pour les fonetions d’une seule variable , d’en tirer une formule générale
d’interpolation , pour les séries doubles.

Par le méme procédé qui nous a donné I'équation (18) , on
obtient

(86) A

myn

my, 1, 4 m y1. .2 n
:Ag,’. ,m_——"{(l-l-Az’)é——I} .{(x—i—A,u)u—-l} ;
et, en multipliant par ¢(x, y)

' . @
B7) &)o@, =LA i1 (A o1} (a ).
> < b
Au moyen de cette formule, on passe d’un systime de différences ,
relatives & des accroissemens £ et v, 4 un autre systtme de diffé-

rences , rclatives & des accroissemens-¢ et » ; ce qui donne la solution
la plus générale de l'interpolation des séries doubles.

b,

23. Nous avons vu, au n.* 5, qu’une formule quelconque , entre
des quantités arbitraires, pouvait étre considérée comme une équa-
tion a échelles , et nous avons fait voir,, par deux exemples, qu'en
multipliant ses deux membres par une fonction de #, on obtenait,
avec beaucoup de facilité , des théorémes , soit connus soit nouveaux.
Nous pourrions faire des applications semblables, pour les fonctions
4 plusicurs variables; mais, pour ne pas trop grossir ce mémoire,
nous laisserons cet exercice au lecteur , et nous passerons de suite &
Vintégration des équations lindaires 2 plusieurs variables.

Les 'principes et la marche de la méthode étant les mémes
dans ce -cas que dans celui des équations lindaires i une seule
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variable , nous ne répéterons pas ce que nous avons dit plus haut,
sur ce sujet, et nous passcrons de suite aux applications.

24. Soit a intégrer Péquation aux diflérentielles partielles

(88) Q'Jqo(x,y}:aa"«p(x,y)—}—bp(x,y).
En détachant les échelles, on a ‘
(89) d=adv+5 .

ou bien Log.EV=gLog F-"~}-b=Log.E*-}-Log.et =Log.(¢?.E*) ; donc
Ev=¢b E*, et par conséquent Eb==cbt, E-* | et ensuite 1= bk, E-k,
Erk—=ctk E=bek, En multipliant par la fonction ddtachde ¢(z, s

on trouve

o(z , y)=et.E-X* o(z, y)=cro(x—k , y-ak).
Si lon a w=£k, cette expression devient
o(k , y)==¢t*. ¢(0 , y+ak)=e®* fly+t-ak) ;
ol f désigne une fonction arbitraire; on a donc, en général
(90) o(x , y)=eb* fly+ax).

Si l'on avait résolu I’dquation aux échelles, par rapport 3 E:f ,

au lieu de la résoudre par rapport 3 E*, ou aurait trouvé pour intégrale
oz, y)=¢ . fle+=);

mais il est évident que cette intégrale ne différe qu’en apparence

de (9o).
25. Soit A intégrer, en second lieu , Idquation aux différences

partielles

(91) o(o5, y)=ae(z, y+)+be(z, y) »
ou
B0z , y)=aB"o(z , y)t-bol, 9) 3
I’équation aux échelles sera i
(92) E£’=0E’”+5 s

v k E _k *
d’olon tire EP = (eE + 2)z, et par conséquent 1=(aE’ui+; b .E " *
donc en multipliant par la fonction ,

Y L ~k ) k
oz, 1)=0GE 420t .E oz, y)=@E +b)i.o@=k,y)
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u- ,0/5_1) I b 5—‘_ ,O,E_;)
az E +—‘Al(05 .E \E + —2—( E )’lt(/{—zlag E \g

L3 Sk
+?(?)3k(ﬁ’—2)(f’f—2’g)ag VR ’)—l—. v dola—k , y)
- i b, k. k

=afola—k , y4o 7 3 7 ket ola—k, ybo( 5 —1))

L (3 P R—Dat % ofa— T yH (. =2

Si #=k cette expression devient
- , N 5 k b _’S_! { , k
7{:7’/=azf(y+r—-)+—-kag S y+p\E_1)}

k_, k
b (3 PRE—at T f gt (=) e

donc enfin

O slw,y)=ai fyte 3 )b et fly b (5 =)
2 (% yata—gat oSty (F —2) i

R
Si lon avait commencé le développement de (¢E’°+-5)z parle ter-
me &, on aurait obtenu

0 o =l fr4 S
b (Frale—tl 2 S (et

Ces deux intégrales ne coincident qu’autant qu’elles se terminent ;

ce qui n’arrive que dans deux cas : savoir , 1.° quand =1 ; 2.° quand

x . .o . r
T est un nombre entier positif. Hors ces deux cas, les deux inté-

grales vont & Pinfini, et différent entre elles comme deux dévelop-
pemens de la méme fonction commencés par les deux extrémités.
26. Soit enfin V'équation aux différesces mélées partielles
(95) o(i+t, ¥ =adlo(x,y), ou Ebo(z,y)=ud oz, ).
On aura, en détachant les échelles,

(96) Eb=a ;
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- k& LI S
ce qui donne E’ =02z, et 1=a’zE ; d'olt on tire, par notre

procédé ordinaire

. *E
(97) 0%, y)=ai%y fy.
Si de léchelle (g6) on avait tiré la valeur de Eo*, on aurait trouvé
Eb KEE, KES

El =ca et par suite E’ =c¢a , 1=c¢a B ; ce qui donne,
en multipliant par la fonction détachée
KES kES
oz, P=ea ET0(x, y)=¢ea oz, y—k)

k EN2_ o Y\’ ,
={14 = E‘f’-;--;(-a-) 20 £ (2 ) B g

k 1 k \2
=o(@y—h)+ — o(etty—I)+— (‘7; > o(at2g, ol i
donc ,si y=£%

e =fet = fatd+ (= ) ekt

et enfin
09  Ho=fot L fotitt (L ) ftoiti

Ces exemples suffisent pour indiquer Pesprit de la méthode, dans
Vintégration des équations linéaires du premier ordre a plusieurs varia-
bles. Passons 4 celle des équations linéaires & plusieurs variables dont
Pordre est plus élevé.

27. Lorsque Déquation aux échelles d’une équation linéaire d'un
ordre supérieur est décomposable en facteurs du premier degré ,
chacun de ces facteurs, multiplié par la fonction détachée et égalé
A zéro , fournit une équation linéaire du premier ordre, qu'on intdgre
par le procédé que nous venons d’exposer; et la somme de ces
intégrales particuliéres est 'intégrale complette de la proposée. Mais,
lorsque Péchelle n’est pas décomposable en facteurs du premier degré,
il faut avoir recours 3 la méthode d’approximation que nous allons
exposer par un exemple,

28, Soit I'équation aux différences particlles
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(99) A9 y)HBI 6@, )HCo%0(, y) et N0y |
+B.270(2, y)HC2"00(x , )t =N 010 2, y)
FC 0z, y) AN e(x, y) ) =0 ;
.. Ceveienaas
+N" (2, y) |
et supposons que son équation aux échelles
(100) A4+By ' ~4-Co¥4-.. . . 4-No™ 3
B0 - C vy . LN T
6,0+ N ) =0,
AR L R R T
+No" )
ne soit pas susceptible d'étre décomposée en facteurs du premier

degré ; on pourra du meins en tirer, par la méthode du retour
des suites , une valeur de 9% de cette forme

(101) a“':‘“l+ﬁlb’x+713'z+3xa’3+v"' >
d’ott Fon tirera

\E’) _gul+/ela’l+713’ z_i‘ ‘Sla’ 3 +

et
Ek’—— e(m+/s.b"+ma’=+a§a-=+.....>E

wik wk r aky,2 ek 3
=¢ D.e LV 4IpnV +ip%e T 4w
» étant le signe de dérivation , et ne se rapportant qu’a «,.

On tire de la, par notre procédé ordinaire

(102) @@,y =" f, y4D0.¢" 0 f 100 0 iy

ceite expression peut se metire sous la forme suivante , au moyen
des échelles détachdes

D.):*
(103) ox, y=e¢ .emx.f,y
ou D ne se rapporte qua «,, et »' A y

.
3
. -

Cétte
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Cette intégrale n’est que particuliére , mais on la complitera aisé~
ment, en considérant que «, est une des racines de l’équation

(104) A~+Bert-Cou*~4-....4+Nu"=0 ,
et que £, , ¥;5 d1,-+-. s¢ déduisent de «, , d'une maniére simple
et uniforme , par le calcul des dérivations ; d'ou il est facile de
conclure que , si «,, @y, «(,....s0nt les autres racines de Iéqua—
tion (104), on aura, pour chacune d’elles , une autre valeur de Jv ,
et unc intégrale particuli¢re correspondante. La somme de toutes
ces intdgrales particuliéres sera l'intégrale compléte de la proposée,
qu’au moyen des échelles détachées, on peut mettre sous la forme

suivante :

(105) e,y =" " Sy Sy Sy S

Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de supposer , pour ce qui
précede , la résolution générale des équations. Comme il ne s’agit ici
que d’approximation , il suffit que les valeurs de &, , @, , #; ;... «, soient
exprimées en séries ; ce qui est toujours possible, soit par la méthode
de M. Lagrange ( Mémoires de Berlin , 1768 ), soit par le n.° 285
du Calcul des dérivations.

Dans tous les cas semblables , quelle que soit la nature des échelles,
la marche de la méthode est exactement la méme, et n’a pas besoin
de noavelle explication.

29. Notre méthode d’intégration est donc générale, et applicable
a tous les cas des équations linéaires ,a coefliciens constans ; qu’elles
soient aux différences ou aux différentielles , les unes et les autres
totales ou particlles , séparées ou mélées ; mais ce qu’elle a de par-
ticulier , c’est son uniformité constante, pour toutes ces espéces
différentes d’équation ; uniformité qu’clle ne doit qud la séparation
des échelles , dont elle est une des applications les plus intéressantes.

30. Les deux genres d’applications que je viens de présenter de
la méthode de séparation des échelles , suffisent pour donner une
idée de son importance , et de son utilité dans diverses branches
de- I'analise. Nous avons lieu d'espérer, d'aprés cela, quon nous

Tom. 111, 38
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saura quelque gré d’avoir démontré la légitimité de cette méthode,
en la déduisant des premiers principes du calcul. Ainsi , cette fameuse
analogie entre les puissances et les différences , apergue par Leibnitz,
et devenue si féconde, entre les mains des premiers géomeétres de
nos jours, se trouve enlin , non seulement démontrée, mais pro-
digieusement étendue , et ramenée 4 une méthode de calcul rigou-
reuse , débarrassée des entraves qu'y mettait le passage alternatif des
indices aux exposans, et des exposans aux indices.

31. Non seulement ces entraves génent le calculateur , en
Pobligeant de considérer les mémes nombres , tantét comme
des exposans et tantét comme des indices , mais elles ont
encore retardé les progrés de la méthode et , qui plus est, elles
ont induit en erreur des géometres distingués, parce qu’ils n’ont pas
saisi le vrai moment auquel il fallait repasser des exposans aux in-
dices. Nous citerons, pour preuve de cette assertion, le développement
fautif de Z¢x, donné par MM. de Lorgna et Prony, dans le 3.m°¢
volume des Mémoires de Pacadémie de Turin , page 432, et dans
le 4.m¢ cahier du Journal de lécole polytechnique , page 53g. Ces

auteurs donnent , pour le développement de cette intégrale aux
différences finies

6 Sor= —0 ! ! A
(106) oz olx~41) -+ o(x4-2) + o(x+3) + ’
1 1 1

tandis que la véritable expression , déduite de 1’équation aux échelles

(107) EZA":(E—-I)"'=E"+E“Z+E'3+...

est
(108) Ser=0(x—1)+¢(v—2)4p(x—3)4.....
32. Cet exemplan’est pas le seul qu'on puisse citer. M. Brisson ,
dans son mémoire sur l'intégration des équations différentielles par-
tielles , inséré dans le 14.™¢ cahier du Journal de I'école polytechnique,

se propose , pages 199 et 200 , de donner le développement de d"x,
suivant les puissances de n. A cet effet, il fait u=¢", et il obtient
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(109) u=" ("= orpndymte = T e = T 2 e

2 2

il ordonne cette série suivant les puissances de 2 , en lui donnant

la forme

(110) u="(v+> 4+ B+

n3 n4
+ 1.2.3.4 D+“") ?

et il observe I'analogie qui existe entre les termes 4, B, C,... et
Log(140), {Log.(1+45) }*, {Log.(1454)}?, ... D’aprés cette analogie,
il introduit la caractéristique a, et représente ¢4 par ale™)=a(),
d'ou il deéduit

(111) Qnu—-::u—{—-’f- A(u)-—l—%h’(u}%—%ﬁ(@-}-..... .

1.2.3

Voyons, d’apres la théorie des échelles détachées , ce que signifie
cette caractéristique a, et si Pexpression (111) est exacte.
L¢quation (109) peut éire mise sous la forme

(r12) S u=" ( exv) =ex(x +J )n.v = . B"Log-(1+b).

En représentant Log.(x—l—a) par d, , et développant cette derniére

expression , on obtient

2 3 .
(113) Su=c". enal.vz ex(v+—7:-9,v+ :n:— J: v—l—l—n?ég Jotan).

Notre J, est donc ce que M. Brisson a voulu représenter par a ;
mais il se trompe certainement, en enveloppant ¢ sous le signe A.
Pour avoir le développement de ¢ suivant les puissances de la
caractéristique A ou 9‘ , il faut partir de son équation de définition

LY ’ . ! z
d,= Log.(1 42} ,d’ou l'on tire 2 = ey , et par conséquent O
n . . .y , . .
=(ea‘-—-1) ©; ce qui est bien différent de l'expression (r11), qui

(3. n 4 n
se réduit 3 Dz =€ .4 La valeur de ? u, que nous venons de
trouver, ne donne plus le développement de cette quantité suivant
les puissances de 7 ; pour l'obtenir, il faut la metire sous la forme

n Log.®
Gn 8

du= .%; ce qui donne



272 SEPARATION . DES ECHELLES.
n2 . 3 ,
(114) u=u-+ -':- (Log.?).u-{—irz- \Log.g) ut :%\Log.gf.u—%-.. ,

et fait voir que V'analogie que M. Brisson a cru entrevoir entre d"z
et 4"u est complete; puisque le développement de ces deux expres—
sions est le méme , et ne differe qu'en ce que 2 est un symbole de
quantité et J une caractéristique d’opération. Mais il y a cette différence,
entre le développement (114) et celui de M. Brisson, que le pre-
mier procéde suivant les puissances de Log.d, et le sien suivant
celles de Log.(1+9)

Cet exemple fournit une nouvelle preuve des erreurs que peut
faire commettre I'analogie entre les puissances et les différences ,
lorsqu’on ne détache pas les échelles.

33. M. DBrisson a cru entrevoir aussi le germe d’un nouveau calcul,
dans sa caractéristique a , qui est notre d.. Feu mon frére était
depuis long-temps en possession de la théorie de ce calcul, qu’il a
étendue a des calculs de la méme espece, d’ordres supérieurs. Toute
cette théorie repose sur Iéquation aux échelles QI:Log.(I—i—Q). La
caractéristique d, est i la (:ax'actéristi.que9 ce que celle-ci est a A
des différences finies ; car, de méme qu'on a 9,=Log.(1+9), on
a aussi J=Log.(i-+A). Ce nouveau calcul pourrait donc étre appelé
Calcul différentiel du second ordre; il a évidemment son inverse ,

dont la caractéristique est fl.—_—_l)j !, desorte qu’on af‘z{Log.(x +9) i,

Si Pon fait de méme 91=Log.(1+9,) , 9, =Log.(149,) .44
on aura les bases d’autant de neuveaux calculs différenticls , des
3me  yme . ordres. Voici les relations de définition qui lient
ces différens calculs entre eux.

=14A, E,=14J , E,=149,, E;:1+3, serre y

]
E=~, ; E,:ea‘ , E,:.szDz , E,:—.eb’ seees s

'A=eb-—1 ’ 9:@3‘——1 ’ 9,=ea‘-—1 , 9,:63’—1,....

Metz, le 7 de septembre 1811.



