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ANNALES
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

ANALISE TRANSCENDANTE.

Meémoire sur les fucultds numériques ;

Par M. Kramp , professeur , doyen de la faculté des sciences
de l'académie de Strasbourg.

[a Vi Vi Vi Vi Vo Vi Via Vo )

1. DANS mon Analise des réfractions astronomiques ( chap. 1II.
n.°® 142 et 203 ) j’al enseigné & trouver la valeur numérique de
toute faculté quelconque, par des séries convergentes a volonté ;
mais les méthodes qué jai indiquées , pour parvenir & ce but, peu-
vent étre considérablement simplifiées. Je donne le nom de Facultés
aux produits dont les facteurs constituent une progression arithmétique,
tels que .
a(a~-r)(at-2r)..... [a(m—1)r] ;
et , pour désigner un pareil produit, jal proposé la notation

amr,
Les facultéds forment une classe de fonctions trés-élémentaires, tant
que leur exposant est un nombre entier, soit positif seit négatif;
mais , dans tous les autres cas , ces mémes fonctions deviennent
absolument transcendantes. (*)

(" La théorie des Facultés numériques , que M. Kramp désigne aussi sous la
‘dénomination de Factorielles, et qui reviennent encore & ce que Vandermonde
a appelé Puissances du second ordre , wayant encore élé développée jusqu'ici
que dans un trés-petit nombre d’ouvrages, nous croyons convenable de donaer

Tom. 111, I



2 FACULTES
2. Fobserve que toute faculté numérique quelconque est constam-
ment réductible 4 la forme trés-simple

ici une idée succincle de ces sortes de fonclions , ¢t des notaions par lesquelles
on les désigne,

Dans Vexpression

a™'=g(a4r)(at2r)eee. [a-(n—1)r] ,
o est ce quon appelle la base de la faculté, r en est la différence, etm en est
Vexposant 5 il est clair quon a, en renversant Uordre des facteurs’,

[ mi-r
o™ =[a-(m—1)r]™".
Dans le cas olt r==0, la faculté se réduit évidemment & une simple puissance ;
ainsi on a

o™ =g",
Au moyen d'un multiplicateur choisi d’une maniére convenable , on peut chan-
ger, & volontd, soit la base soit la différence d’une facullé. Le- principe de cette

transformation réside dans les dquations suivantes , qui se vérifient d’elles-mémes
par le simple développement ,

= Jrti(2): (%)

Si l'on derit équation identique
a'la’'4-r)....[a'+(m—1)r] [a’—l—m;] co o [@"(m—~-n—1)r]
={a/(a+r).... [a'Fm—1)r]} < a’-—l—mr) el [a’+mr+/n--1)r]}

suivant la notation des facultds, il viendra
a/m—i—"l' =a1mlr><(a/+nzr)"h' H
ou en posant m—4n=p , d'olt n==p—m , et a’+mr_..a y Aot a'==a<=emr , et
renversant , cetle equatlon deviendra :
{ pf ey mir mlp Ly Plr ;
la—mr ™", gP-mr ={(ge—mr)!
faisant alors p=m , et réduisant, il viendra
- . "__ °
ol 1
ainsi foute faculté dont Pexposant est zéro vaut Uunité.

Si, dans la méme équation, on fait p==o0, en observant que, d’apres ce qul
précede , (a—mr)"" 1, il viendra

1
a‘ml"—-, ! —_—

. - - -

(a—mrymit’ " (ge—pymi=r >
ce qui fournit 'interprétation des facultés dont I'exposant est négatif. On trouvera aussi que
e 1 _

¢ (amry™=r T (gegepymic '




NUMERIQUES. 3

it =1.2.3..,,....m
ou & cette autre forme plus simple
m!
si l'on veut adopter la notation dont j'ai fait usage dans mcs
Elémens darithméiique universelle , n.° 28g.
On a, en effet A
a™"' =a(a~+r)(a4-2r).....[a+{m—1)r]

R §(§_+1>(:’—+2) | S ]
] 1~3<f—_1>§ [§+<m-;)]

r . -

1.2.34.4,. ( —-—1)
r
<i+m—1>'. ' ‘
— r

et ( ;_1)!
am™ " =ala—r)(@—2r)(a—3r).....[a—(m—1)r]

=, i:-( 2 —1)<§ -2>.... [-f--—(m—-l)]

Nous terminerons par un rapprochement entre les notations de Vandermonde
et celle de M. Kramp. Vandermonde fait

a.(a—1)(a—2).....(a—m-41)= [arjt »

d'oli il suit qwen rapprochant les deux notations, on a

m
[¢] =(a—m—-1)"* =qgmi~t,
Si, aprés avoir changé a en @/, on pose a/==m-}1=a, dolt a/==a-}-m==x , on
obtiendra cet aulre rapprochement

m
[eFm—1]=a™* =(a-}+m—1)m-".

Toutes les facultés pouvant étre exprimées en fonction d’autres facultés dans
lesquelles la base et la différence sont également P'unité, et ces derniéres devant,
en conséquence , se représenter fréquemment dans les calculs ; M. Kramp , dans son
Arithmétique universelle , a proposé de-les écrire simplement comme il suit

1.2.3.4veee..mm==1™*=m!

",

J. D. G,



4 FACULTES

a a o a
1.2.3...%. (—-—-m)[—--——(m-l—l)_l....(—-—x)-
r r ~ r r
a
1.2.3.....(————772)
r

;o
(-————m !

\ r
ce qui donne les deux expressions littérales qui suivent
Q a
——4m—rx ! —
r r

amr — —r", am[-r_.

a a
-—--—1)! —_—m !
r . r

lesquelles ont lieu quels que soient @ et 7. (*)

3. Les facultés numériques étant ainsi réduites , dans tous les
cas, a la forme bien plus simple y!, qui n’est fonction que d’une
seule variable ; il suffira de connaitre les valeurs numériques de ces
derniers produits , pour les y compris entre les simples limites
zéro et plus un, pour pouvoir en déduireimmédiatement toutes les autres.
En effet, désignant par m -une fraction comprise entre 0 et -1,
et par 2 un nombre entier quelconque , on voit que tous les nombres
possibles , positifs ou négatifs , rentrent dans la forme m—n, Or,
nous avons

(m=n)! =1 =t pe Yt =m ! ()",

(*) Ces deux formules, qui reviennent entiérement au méme , dans le cas d'un
exposant entier, doivent élre soigneusement distinguées, dansle cas d’un exposant
non entier. Si 'on imagine une courbe ayant r pour abscisse et les facultés o™i pour
ordonnées , cette courbe cessera d’étre continue a4 r==o0 ; et celle qui aurait pour ordon-
nées les facultés ™" ne sera pas la continuation de la premiére : bien qu'en cet
endroit elles aient une tangente commune , et le méme rayon osculateur, Les absurdités
apparentes auxquelles j'ai été conduit, dans mon Analise des réfractions, viennent
de ce que, par un excés de confiance dans la loi de continuité , jai passé trop
légérement de 7 posilif & ¢ négatif , en étendant A celui-ci ce qui wavait été
démontré que powr Lautre.



NUMERIQUES. 5

It m!
T "
(emmn) | == 1T = —_— = ™

d’otit Pon voit que la détermination des facultés (m2~n)! ne dépend
que de celle de m! et des facultés (rm—1)"* et m""* , & exposans
entiers. L’application aux cas particuliers donne, en supposant tou-
jours 72 moindre que l'unité,

(1~4m)! =(~+m)m! , (—14m)! = -:—2'- ,
) m!

(2+m)! =01 + m)(e4m)m! , (—2+m)! s

m!

(B4m)! = (14m)(2~4-m)(3tm)m! , (—34m)! =~

.
4 00 ¢ 00 009 0e ca0 8002000000000 PR R R R R N A N I N

m(1=——m) (2=—=mn) ’

4. Frappé de ces idées, M. Bessel , professeur d’astronomie 3

Konigsberg , aconstruitune table des logarithmes briggiens des fractions
p¥-1]1

Ve
depuis #=1 jusqud x=2, a dix décimales , avec leurs premiéres,
deuxiémes et troisitmes différences , qu’il a bien voulu me
communiquer , par une lettre du 7 mars de la présente année 1812.
Ajoutant aux logarithmes de la table de M. Bessel celui de ‘/;_—;, qui est
0,39908 99342 , ~

on aura les logarithmes des produits y!, entre y=o et y==1. Ces
produits sont égaux & l'unité, pour y=o et y=1. Ils parviennent
. a leur minimum vers y=0,46; on a alors a peu prés y! =0,885604. Pour
calculer ces logarithmes, l'auteur a employé une méthode particu—
liere , différente de la mienne , sur laquelle nous reviendrons plus loin.

Il est presque superflu d’avertir que tous les logarithmes de la
table ont une dixaine de trop a leur caractéristique. (*)

() Voyez la précédente note.
(**) 1l parait, par la marche des quatritmes différences , qu'on ne peut guére

compter sur le 10.° chiffre décimal des logarithmes de cette table.
J. D. G.



FACULTES

TABLE des Logarithmes des valeurs que prend la facu!

¥ Valeurs de Log.y'#  Différences I. Différences 1I. | Différ, III
0,00 0,00000 00000 — 247 1206493 ~~ 7 04106 — 10030
0,01 9,99752 87307 — 240 08337 - 6 94076 — 9770
0,02 9.G) 312 78720 — 233 1_’,.311 -4~ 6 84306 — 9517
0,03 9:99279 64209 — 226 30200 ~= 6 74789 — 9275
0,04 0:99053 ”)+o¢)+ — 219 55416 - 6 65514 — go42
0,05 9,98803 78,83 — 212 89goz - 6 56472 — 8813
0,06 9,98620 88686 — 206 33430 ~ 6 47659 — 8597
0,07 998414 55256 — 199 85771 - 6 3062 — 8389
0,08 § 998214 69485 § — 193 46709 | ~ 6 30673 | — 8183
0,09 f 998021 22776 § — 187 16036 | - 6 22490 | — 7987
0,10 9,97834 ob740 — 180 9:5546 + 6 14503 — 7799
0,11 9,97653 13194 — 174 79043 -+ 6 06704 — 70616
0,12 997478 34151 — 168 72339 =+ 5 99088 — 7433
0,15 973>oq 61812 — 162 73251 -+ 5 91650 — 726%
0,14 99714 88561 — 156 81601 + 584383 | — 7102
0,10 9969q0 obgbo — 150 97218 -t 5 77281 — 6940
0,16 | 996839 09742 R — 145 19937 | =4 5 70341 | — 6789
0,17 9,96693 89805 — 139 49596 -+ 5 63552 — 6635
0,18 9,95554 40209 — 133 8bo44 -+ 5 56917 — 648g
0.19 9.96420 54165 — 128 29127 ~4- 5 50428 — 6352
0,20 9,9b:92 25033 — 122 7869() -+ 5 ,44076 — 06212
0,21 9,96169 46339 — 117 34623 -4 5 37864 — 60680
0,22 ggbofw 11716 — 111 96759 = b5 31784 — 5954
0,23 9,95940 14957 — 106 64975 ~+ 5 25830 — 5825
0,24 ,93835 49982 — 10I 39145 -+ 5 20005 — 5709
0,25 99573o 10807 — gb 19140 -+ 5 14296 — 5583
0,26 | 9,95635 91697 — 91 04744 ~+ 5 of707 — 3476
0,27 9,95544 86953 - 85 96237 -} 5 03231 — 5363
0,28 | 9,95458 go716° — 8o 92906 ~ 4 97868 -— 5292
0,29 9,95377 97810 — 75 9%oo8 ~+ 4 92608 — 5153
0,30 ,95302 02772 — 71 02430 “+ 4 8745:5 — 5o0ba
0,31 3,85231 eoéZz — 66 14975 ~+ 4 82403 — 4953
0,32 9,95164 85367 — 61 32572 ~+ 4 77450 — 4859
0,33 9,95103 52793 — 56 55122 + 4 7_259: — 47‘()_/,_
0,34 9,95046 97673 — 51 82531 ~+ 4 67827 — 4674
0,35 94995 15142 — 47 14704 -+ 4 63153 — 4587
0,36 3,34328 00438 — 42 51551 ~} 4 58566 — 4499
0,37 | 994905 48587 — 3792985 | o+ 4 54067 | — 4419
0,38 9,94867 55902 — 33 38918 =+ 4 49648 — 4334
0,39 9,94834 16984 — 28 89270 -+ 4 45314 — 4258
¢ 040 9,94805 27714 — 24 43956 ~+ 4 41056 — 4179
0,41 9.94780 83758 — 20 02900 —+ 4 36877 — 4104
0,42 9,94760 80858 — 15 66023 -+ 4 32773 — 4033
0,43 9:94745 14835 — 11 33250 + 4 28740 — 3961
0,44 9,94733 81588 — 7 04510 -+ 4 24779 — 3889
0,45 9,94726 77073 — 2 79731 - 4 20890 — 3824
0,46 994723 97344 -4 1 41159 -+ 4 17066 — 3759
0,47 9,94725 38503 -4 5 58225 -+ 4 13307 — 3692
0,48 9,94730 96728 4+ 9 71532 ~+ 4 09615 — 3630
0,49 9.94740 68260 -+ 13 81147 -+ 4 05985 — 3570
0,50 I 9:94754 49407 4 17 87132 + 4 02415 — 3509




NUMERIQUES.

» pour toutes les valeurs de 5 , depuis y==o jusqud y=r1.

. Valeursde Log. y ! Diftérences I. Différences 1. | Différ. J1I.
0,50 9,94754 49407 + 17 87132 ~+ 4 02415 — 3509
0’51 9’9+77'> 36339 -+ 21 89947 ~+ 3 98906 — 3451
0,52 9,94794 26086 -+ =25 83453 =+ 3 95455 — 3396
0,55 9,94820 14539 -+ 29 83908 ~+ 3 92059 — 3336
0.5 B 9,94849 98447 | o 33 75967 | o+ 3 88728 | — 3286
0,53 9,9+b65 "/+14 -+ 37 64bgo ~+ 3 85437 — 3232
0,56 994921 39104 ~+ 41 Soi27 ~ 3 82205 — 3179
0,57 9,94962 89231 4 45 32332 - 3 79026 — 3130
0,53 9,95008 21563 -+ 49 11358 ~+ 3 75896 — 3080
0,59 9.95057 32921 -+ 52 87254 ~+ 3 72816 — 3031
0,60 9,95110 20175 ~+ 56 6oo7o0 ~+ 3 69785 — 2986
0,61 9,95166 80245 ~+  Go 29855 ~+ 3 66799 — 2037
0,62 9,95227 10100 =+ 63 ¢b654 -~ 3 63862 — 2894
0,63 9.93291 06754 -+ 67 60516 ~ 3 60g68 — 2849
0,64 9,95358 67270 4+ 71 21484 ~+ 3 58119 — 2806
0,65 9,95429 88754 + 74 79603 -+ 3 55313 — 2766
0,66 9,95504 68357 -~ 78 34916 - 3 52547 — 2721
0,67 9,95583 03273 -~ 81 87463 =+ 3 49826 | — 2683
0,68 9.95664 90736 -+ 85 37289 4+ 3 47143 7| — 2643
0,69 9,95750 28025 -+ 88 84432 ~~ 3 44500 — 2605
0,70 9,95839 12457 -+ 92 28932 -+ 3 41895 — 2566
0,71 9,95931 41389 “+ 95 70827 -+ 3 39329 — 2529
0,72 9,06027 12216 + g9 10156 ~ 3 368o0" | — 35495
0,75 9,96126 22372 4 102 46956 - 3 34305 — 2457
0,74 9,96228 69328 - 105 81261 -+~ 3 31848 — 2421
0,75 9,96334 50589 - 109 13109 4 3 29427 — 2393
0,76 9,96443 63698 4 112 42536 -] <= 3 27034 — 2354

0,77 9,96556 06234- =+ 115 69570 ~4 3 24680 — 2321
0,78 9,96671 75804 -+ 118 94250 - 3 22359 — 220}
0,79 996790 70054 -} 122 16609 -+ 3 20065 — 2257
0,30 9,95912 86663 -+ 125 36674 -+ 3 17808 — 2231
0,81 9,97038 23337 4 128 54482 - 3 15577 — 2197
0,8%’ 9,97166 77819 - 131 79059 -+ 3 13380 — 2170
0,83 9,97298 47878 =+ 134 83439 4 3 11210 — 2140
0.84 9,97433 31317 -+ 137 94649 =+ 3 ogo7o — 2112
0,35 997571 25966 + 141 03719 ~+ 3 06958 — 2083
0,86 997712 29685 -+ 144 10677 -+ 3 04875 — 2058
0,87 9,97356 40362 - 147 15552 4 3 02817 — 2028
0,83 9.98003 55914 -} 150 18369 -+ 3 00789 — 2005
0,89 9,98153 74283 - 153 19158 -4 2 98784 — 1977
0:90 9,98306 93441 - 156 17942 -+ 2 96802 — 1952
0,91 9,98463 11383 - 159 14749 ~+ 2 94855 — 1928
0,92 9,98622 26132 -+ 162 o0gbo4 ~+ 2 92927 — 1903
0,93 9,9%784 35736 -+ 163 02531 -+ 2 qroz24 — 1879
0,04 9:98949 38267 + 167 93555 + =2 89145 — 1856
0,99 9,99117 31822 + 170 82700 + 2 87289 — 1832
0,96 9,99288 14522 -+ 173 6ag8q -+ 2 85457 — 1811
0,97 9,90461 84511 ~ 176 55446 -+ 2 83646 — 1787
0,93 9,99638 3a957 -+ 179 3g0g2 -} 2 818359 — 1765
0,99 9,99817 79049 § ~+ 182 20951 + 2 8oogi — 1746
1,00 0,00000 00000 4 185 01045 -+ 2 78348 — 1723

— —_—
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TR . 0 [ IR
5. Dans louvrage déja cité ( chapitre 1T, 3q ) jai prouvé que,
% étant unc fraction positive plus petite que ;, on a

il

Tang./iz== - ;
(-——h)"‘ —1

mais , suivant les réductions enseignées ci-dessus, on a

'

I R Gl DL i il

T —n! 1-{—-2/1‘ nl ?

(___b>’;l"“l___ (—7)! “T-“'L’JL (1=—1)! )

- (—h=—25)! T a2 (2=l
d’otr résulte

h(t=—h) [CE NARNETHY

Tang.ha= .
ST =i ha—h)

Ainsi, silon demandait la tangente de 66°.35/ , onaurait 2=0,37 ,
1 —h=0,63 , :4+A=0,87 , :—A=0,13 ; dou

0,37%0,63 0.87!0,13!
Tang.66°.36/= -0 | — |
0,87%0,13 0,070,631

Voici le calcul :
Log. 37 =1,66820 17241
Log. 63  =1,79934 054g5
Comp. arith, Log. 87  =8,06048 07474
Comp. arith. Log. 1 =8,886G05 66477
Log. 0,87! =0,7856 40362

Log. 0,13! =9,9730g 61812
Comp. arith. Log. 0,35!

w

=0,05004 !

5
Comp. arith. Log. 0,62! =0,04708 93246

Log. tang. 66°.36/ =0,36377 43220 .

.



NUMERIQUES.
6. 1l a été prouvé, dans le méme ouvrage que

piej

Sin.m= (Fm)n-mi+1 (—n)m-nl—1

Sinnwz (—m)n-ml—1 - (Hn)ym-nl+-1 2

faisant »=1:, et faisant ensuite successivement m=4 et m=1~%,
il viendra

G =m0 5!

Sil’l.]m: == 5
X gl (1 —h)!
—hy: Bl ~1 hl(1—Ph)
(3=—h)hl+1 4(E=h) (3 4-R)(0,5)! (0,5)!
Cos.hw= = ;
i (=R (3 4h)t

et, comme il est prouvé que
Gl=O)'=:v=,
ces formules pourront étre écrites comme il suit:

. h(1—h) (L—h)(:4P)
Sln-b?ﬂ'-— mw‘ N COS.bW—— m =

Ainsi , moyennant la table que nous venons de donner, on trou-
vera facilement, et jusqu'a dix décimales, le sinus, le cosinus et
la tangente de tout angle proposé.

7. L’intégrale

Semrettde ;

prise depuis /=0 jusqu'd /=co étant dgale 2
P ( i) '
I _ n °
m - m ?

le logarithme de cette intégrale, pour toutes les valeurs de = et
de 7, se trouvera facilement par le moyen de la table,

8. L’intégrale
Sy™t(r—y")rdy

prise depuis y=0 jusqu’d y=1, étant égale &
Tom. 111,
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10 FACULTES

1
rrz[r _ n' .

—_— )
mn1r mu-r

en employant les réductions qui ont €té enseigndes , on trouvera pour
Vexpression de cetie intégrale

n! \ —_——1 >
m
r.( —-—-—{—n\!
)
formule facile & calculer au moyen de notre table.

9. Venons présentement au calcul de cette table ; soient B, , B
Bs, By ,....\es nombres de Bernoulli , A partir du second , en sorte
qu’on ait B,=+4+, B,=—=, ..... (*). Dans louvrage cité,
yai employé la notation I'y, pour desngner la série

(*) On sait quc ces nombres se déduisent les uns des autres au moyen de
la formule

n n—1I n n—I n—2
O R e S e

n n—i1 n—3s p—3
! 12 "3 Ty By—...;
en y faisant successivement n égal A1, 2, 3, 4 ,....; voiciles dix qui suivent
le premier , avec leurs valeurs approchées , en décimales

B, =+ & =+ 0,08333 33333 33 ,
B, =— 5 =— 0,00833 33333 33 ,

B, =4 5 =+ 0,003g6 82539 68,
B, =— 1 =— 0,04666 66666 67 ,
B,.=+ 5 =+ o00757 57575 76 4
B, ,==— 225 =— o0,02109 27960 93 ,
B, ,—+ & = 0,08333 33333 33,
B, ;=— 51 =— 0,44325 g803g 22 ,
B =4 &2 = 3,05395 43302 70 ,
B, =125 == 0645621 25212 12 .

J. D. G.



NUMERIQUES. 1
By By’ Bey™+i Bay'= e
Cectte série, lorsque y est une petite fraction, est tellement conver-
gente que les trois et méme les deux premiers termes suffisent pour
en trouver la valeur numérique jusqua neuf décimales. Souvent
méme on pourra faire simplement I'y=2Z,y=;y. On trouve le I
d’'un nombre quelconque r par la formule qui suit:

\ :
'r=r 1—{fmr —m—Log.1m" - <m-—— :—Z—l— -;— ) Log.(i~}-mr) ,

dans laquelle 72 désigne un nombre quelconque, pris & volonté ; on
q 8 : q q P
peut le prendre égal &4 4, 5 ou 6, tout au plus. Jai prouvé de
plus que
I'n=1—;Log.2s , I'2=; (1—~Log.2) ;
et quon a ensuite

I

Fm_-]-_f =TI"1~+m~+Loga ™ —(m--; Log.(m=1) ,
S 2 miz___ an .
sz—i—x =I"2-4-m~Log. mLog.(2m-1)
Ainsi les I' de toutes les fractions de 'une ou de lautre des deux
formes générales et ;—;7%1— , m désignant un nombre entier quel-

conque , se réduisent, dans tous les cas, & une simple addition de
logarithmes hyperboliques.
1o. Si Pon applique au cas de ¢=1, r=1, les formules de
Vouvrage cité, on aura
I

Log. nat. (+y)!=—-y—|—(y'-|—})Log.(x+y)—1"1—l—[‘.-1-_§ ,

Log. nat. (—9*)3=+y—<y—i>Log-<1—y>—F1+F'T_I7 5
( Refr. ast. chap. I, 181 ). La variable y sera, dans tous les

cas, une fraction moindre que 'unité. Si toutefois la série qui donne

T X
I' = et I' — ne parait pas converger assez t6t , on prendra, &
1=y

1y
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volonté , un nombre entier. 2, de 4 a4 6, ce qui suffira pour trouver
jusqua 8 décimales le logarithme qu'on demande. On aura alors,
moyennant les formules des n.°® 195 et 204 de l'ouvrage cité :

Log. mate (+y)!=—l—y—Log.(1-y)H '+ A4-* 4y Log.(14-A—ty) T 14T ——

Log. nat. (—y)'=—/h-4-y—Log.(1—y)"* (24 —y)Log.(1+~—y)—T1 4T
Moyennant ces dernitres formules, le calcul des produits (-y)!, et
par conséquent aussi celui de toutes les facultés numeériques a ex-

posans fractionnaires , ainsi que celui des autres fonctions qui pourront
A A LR . o« e, *
y étre ramenées , me parait réduit a sa plus grande simplicité, (*)

A

(*) On peut encore parvenir au but par la méthode suivante. On sait que , x
#tant un nombre quelconque, on a

B, B B
1y=—2=% L — e o e B s
Log.(x.)__‘ Log.2w4-xLog.x-}; Log.x M{x bl vee Sl ...} H
M étant le module. ( Voyez Lacnoix, Traité élémentaire de calcul différentiel
etc., 2. édit., pag. 595 ; ou Traité des différences et des séries, pag. 142 ).

+h+3'

+h—y

Soit fait, dans cette formule, x==N-{y, N étant un nombre entier arbitraire, Vs

mais quil conviendra de prendre au moins égal 4 10, ety étant la fraction comprise
entre o et 1 pour laquelle on cherche la valeur de Logsy!. En substituant dans

la formule ci-dessus , on obtiendra la valeur de Log.(IN-{=y)}. Mais par les formules
de M. Kramp, on a

N4 L=y L (DN
y (N
o — ()’+1)N“

dou

ct, en passant aux logarithmes,
Log.y ! =Log.(N4~y) ! =—=Log.(yf-1)NI*
Logy ! =1} Log.am4- N4y )Log.(N-y)—Log (y4-1)N*
B, B B
-—M§<N+y)—— - —-% .
(N4y) ~ B(NAHy)d Sy
Au surplus, la méthode de M. Kramp parait beaucoup plus expéditive; et nous

windiquons celle-ci que pour ceux de nos lecteurs & qui les principes sur lesquels
repose la premicére ne seraicnt point familiers,

donc

J. D, G.
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ANALISE.

T'héorie de lélimination , entre deux équalions de degrés
quelconques , fondée sur la méthode du plus grand
commun diviseur ;

Par M. Brer , professeur & la faculté des sciences de
Yacadémie de Grenoble.

a Sa Vi Nig Vg W Vi Vo Vo ¥ V]

J ‘a1 donné , dans le XV.¢ cahier du Jouwrnal de Pécole impériale
polytechnique , une théorie de I’élimination , par le plus grand commun
diviseur , que japplique & la résolution de 7z équations algébriques,
de degrés quelconques , entre 2 inconnues. Cette théorie , pour deux
équations seulement , était déji connue , et méme répandue dans
la plupart des élémens d’algebre ; mais personne , que je sache,
n’avait encore fait connaitre le moyen de dégager I’équation finale
des racines étrangeres qui s’y introduisent nécessairement , par la
nature des opérations , et, par suite d’estimer le degré de cette
équation , réduite aux seules racines qu’elle doit contenir. J’ai fait
réflexion depuis que ce point d’analise pouvait étre présenté sous un
point de vue beaucoup plus simple, et qui permet d’abréger con-
sidérablement les calculs. C’est 1A ce qui va faire le sujet de ce
mémoire.

Soient X==0 , X/==0 deux équations complettes en x et y, ordon—
nées par rapport & x, la premiére du degré m et la seconde du
degré n. Supposons 7>n—1 ; en cherchant le plus grand commun
diviseur des premiers membres de ces équations, avec les attentions
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prescrites dans le mémoire cité (*), on produira une suite d’équa-
tions dont les trois premitres seront
X =X ¢ +X" ,
Y X =XV g XN,
Y Xl = X/ g4 X101
Dans ces dquations, ¢, ¢/, ¢/ sont des quotiens fonctxons entitres

en x et y; ¥Y7/* et Y///* sont respef‘mement les quarrés des coefficiens
en y des premiers termes des polynomes X’/ et X///. e

En vertu de la premiére éqnation , toutes les solutions ou couples
de valeurs données par les équations X=o, X’=o0, sont aussi données
par les équations plus simples X’=o0, X/=o.

La seconde prouve queles solutions de X/=o0 et X”=o0 se composent

des solutions de X”=o0 et X’=0 , moins les solutions de Y"*=o
et X/=o

Enfin on voit, par la troisitme , que pareillement les solutions de
X/’=o0 et X//=o se composent des solutions de X//=¢ et X//=o0,
moins celles de Y*=0 et X'"/=o0.

Dénotant donc en général par le symbole [P, Q] la totalité des
solutions que fourniraient les équations P=o et =0, nous aurons

X ,x ]=Xx,x"],
[X , X0 =[X" ; Xm]—[¥"=>, X7,
[X, X =[X" , Xt l—[ Y1, X,
d’ol nous conclurons }
[X, X=[X" , X —[ ¥, X(']—[ Y=, X0].

Avant de considérer un plus grand nombre d’équations, jobserve

(* Ces altentions consistent principalement 4 multiplier tout le dividende , .chaque
fois quon change de diviseur, et avant d’exécuter la division, par le quarré du
coefficient du premier terme du diviseur. Par ce procédé , les deux termes du
quotient se déterminent de suite, sans aucune difficulté, A la vérité celte prépa-
ralion peut étre superflue dans quelques cas particuliers ; mais, comme on a

ensuite égard aux racines élrangéres quelle introduil , elle est absolument sang -
inconvéniens. J.D. G
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que X7 doit renfermer ¥7/* comme facteur. En effet, X7, X/,
X/ étant respectivement des polynomes en x des degrés n—r ,
n—z2, n—3, a chaque valeur y=g¢, ¢/, 8/,...., tirée de I'équation
Y=o, il correspondra dans I’dquation X”=o0 , dont le premier
terme disparaitra , 7—2 valeurs de x qui devront également satis—
faire aux équations X”/=o0 , X"//=o0; donc X/, qui est un poly-
nome du degré n—3 par rapport & &, devra étre nul de lui-méme
lorsqu’on y fera y=g, ¢/, #”,....; puisque, dans le cas contraire ,
une équation aurait plus de racines que d’unités’dans son expo-
sant (*). Le calcul prouve, en effet , que X/ est divisible par
Y/ (**), Quant a X/, comme pour Y=6,8, 7,50, il reste

(" Ceux qui ne sont pas accoutumés a la marche de l'analise pourraient croire
que ce raisonnement prouve seulement que X est divisible par Y”; mais, bien
que I'équation Y72==o0 ait ces racines égales deux a deux , ces racines ne sen
comportent pas molns comme autant de racines distinctes et inégales.

(**) Si, entre les équations
YnXr=X"g X" , YnXr=Xmg'4X"
on élimine X, il viendra
XMz XN (YW 2 g1y "X Y2 3

or, comme ¢”X'Y"2 est divisible par Y72, la question se trouve rédwite & prouver
que Yadeglq! est aussi divisible par Yz,
Pour y parvenir, soient posés

X! =A an =B & VO a2l B g3 0ns
X =A" B~ 1B gn=24-Cl -3 Ju D/ 1= Aefes 110
X1 A go11= 2L B/l xn- 3+C’/’x"-4+D”’x”' Sebiieny
¢=Mx+N , q'=M'x4N" ;
en sorte quon ait
Yr=Ar , Yr=dAv
il faudra prouver que
ANz (M- INI) (M1 4-N")
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généralement du degré n—-=2, il s’ensuit qu'a chacune de ces valeurs
de y , les équations X’==o0 et X”/=o0 font connaitre les mémes racines

pour #, c’est-a-dire, qu'ona, suivant notre notation, [¥** , X///]
— [Y//z R X/’].

Soit donc X///=g/Y"*  on aura

[X/, X1 =[ X, 5, Y l=[xw , gu[X , Y],
ou, par ce qui préceéde,
[ X, X////] = [ X, 5////]..‘.[ X, Y//z] F
puis donc on a
[X, X =[X/" , X1 —[Xt12 | Xt1)—[ Y113 | X1/
on aura, en substituant,
[X, X =[ XV , BN e[ X112, X))

d’ott lon voit que la division de X7/ par ¥7//* a fait évanouir les
solutions étrangeéres [X¥7/?, X//] qu’avait introduit la multiplication
par Y723 la division du reste suivant par Y7/* ferait de méme
évanouir les solutions étrangeres [¥Y7//>, X/”/] que la multiplication
par ce méme facteur a introduite ; et l'on voit qu'en général en

ou
MM sz2 e (VN - N/ V) s (NP N A1)
est divisible par A2
Or, daprés les relations qui existent entre X/, X7, X, g/, ¢ , et qui

doivent avoir lieu indépendamment de toute détermination de x, on trouve
facilement

M=A'A4" Mir=dArA4m ,
M/B/4-N/ A=B' Az , MBI NV AN==B1r 4= ,
M Cl-N! Bl A=C' A2 , M DI4-N'C/'4-Bli=D' A" ;
si , aprés avoir éliminé B entre ces équations , on en tire les valeurs de M/, IV,

Mn, N' et A"z, comme d’autant d’inconnues , pour les substituer dans la fonction
ci-dessus , on se convaincra quelle devient, en effet, aprés les réductions, exac-
tement divisible par A2,

J. D. G.

ayant
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ayant lattention de diviser chaque reste, & mesure qu’on opere,
par le quarré du coefficient du premier terme de celui des restes
précédens dont lordre muméral est moins élevé de deux unités;
outre que les calculs deviendront plus simples , I’équation finale en
y se trouvera absolument délivrée de toute solution étrangere.

Voyons présentement quel sera le degré de cette équation finale.
Représentons simplement les deux équations proposées comme
il suit :
{2 j=0 , {a"™+.....}=0;
et supposons qu’on opére exactement comme il vient d’étre prescrit.
Voici le tableau des dividendes successifs égalés aux produits des
diviseurs par les quotiens, augmentés des restes dans lesquels on a

mis en dyidence le facteur a supprimer :

{xm +u-u-uuuuuu-}

A USRI 8 3. S SRR S B 6 S L S SIS P L T SR S

={[ymntr el e e M T e Jaep - { [y 2O 2D el )2 2 5

[ym-ndrt- ]2t I R

[_7 2 (=14~ 7-)+...] 2{ [ym-n—l- 2 +".]xn. 1 +“_}

_—_{f[y 2(Me e 2 ), ] z+} {[)’ 3 (m-n)+ 5+--.]x+...}-}-[_ym’"+ X +,,,]z§[y 3 (m-n+3)a,. a0 - 3+} ,

[y 3 (M=t 30, ]2 [y 2 (Mot 20, o 2}

={[y;(m—n+3)+...]xﬂ‘3+..§{[ys(m-n)+z; +...]x+...}+@fg(m-,z+z)+_,,]z§[y4(m-n+ 4)+,._]xn-4+..,} ,

[y 4 (m-nr)m.]2f [y 3 (merik 3 Y3 e d

::{ [y4 (m=n+ 4 )+...]x"’4+...}{l;y7 (m-n)—- 23 +...]x+...}+£y 3(men4-334,.] e{[y § (m=n 5 )fn, M0 Sl s

@ s 000 0 .

2 0 5 0 6 0 0 8 6 6 0 s 00 s 0 s B s B0 96 e O s @
On voit par la que la forme générale des restes successifs est

[ykmntop, Gk, 5

. on en déduira la forme da dernier reste en remarquant que, ee dernier

reste ne devant plus renfermer z , la valeur de £ qui lui est relative,
doit étre déterminde par la condition n—i=o dou k=n et
k(m—n—-k)=mn ; Péquation finale en y, qui n’est autre chose que
ce dernier reste égal a zéro, doit donc éire de la forme

Tom, 111 3

8 9 s s s @ 0 e e e e s a0 s e s s

cee e
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e =0 3}

cest-h-dire , que Je plus haut dogré auquel puisse s'élever I'équation
Sfinale résultant de Pélimination d'une inconnue , entre deux équa-
tions qui en renferment deux , est le produit des nombres qui
expriment les degrés respectifs de ces équations. (*)

Si les équations ne sont pas complétes; si, par exemple, elles
sont de la forme

{[ymr_‘_““]xm,_{_""}:o , {[y"/-‘l'-...‘]x""‘—-m;:0 ;

il fandra, avant d’exécuter la premitre division , multiplier le divi-
dende par

Ly.u'_‘_' Veee ]m-n-l— 1 :

en opérant ensuite comme dans le premier cas, ce multiplicateur se

trouvera facteur du second reste , et les restes successifs seront de
la forme :

{[ykm/,,. ("’+k)(m‘"+k)+“‘<.]x"‘k+h“} ;

on aura donc pour le dernier reste, qui nc doit pas contenir z,

n—k=o ou k=n; dou km/—4~(n/~4k)(m—n-+k)y=mn--mn'~-m’'n
= (m-}-m’)(n4-n')—m'n’ ; I'équation finale sera donc de la forme

g Mm@ E-m | —

.

2

et, puisque m-f-m’ et n-n/ sont les degrés respectifs des équations
proposées , il en faut conclure que le degré de I'équation finale sera
le produit des degrés des équations proposées diminué du produit
des degrés des coefficiens de lcurs premiers termes. (**)

(*) On peut voir, dans le mémoire cilé, comment lawteur étend celte théorie
4 un nombre quelconque d'équations.

(**) Quelque excusable que pourrait étre M. Bret de montrer de la prédilection
pour des méthodes qiril a si heureusement perfectionnées; il est loin néanmoins
de se faire illusion sur leur insuffisance, et il convient que I'élimination, de quelque
maniére d'ailleurs qu'on y procéde, est une opéralion & peu prés impraticable ,
dés que les équations sont nombreuses ct clevées, a raison de la longueur et de
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TRIGONOMETRIE.

Démonstration de quelques formules trigonomeétriques
nouvelles ou peu connues;
Par M. pu BourcuET , professeur de mathématiques spéciales
au lycée impérial.

b Y Vo o p Vo W Vo Ve VL, V]

SOIT ¢(n) une fonction quelcoflcille»’d’;xn nembre 7, que nous sup-
posons essentiellement entier et positif ; convenons, pour abréger,
de dénoter sirﬁplement par Ple(g....A)} le produit de toutes les
valeurs que regoit la fonction ¢(7) , lorsqu’on y met successivement pour
n les nombres COI]SE(,ﬂtlfS de la sulte naturelle g, g+1 y 82,00 A

en sorte qu’on ait ’ °

Pso(g... iz)}——» o)X e(g~1) X< ¢(g+°) > aar X ¢Kﬁ)

Cette notation admise , le Tﬁéoreme a’e Cote donne

3
p

Mg ™M Cos oAM= P g 4* b, Cos, 20 =0Tk e +52§

la complication des calculs qu'elle exige. Il désiverait done que lon pit déterminee
tous les systemes de valeurs des inconnues qui satisfont & des équations proposées ,

sans élre obligé d’y avoir recours. Cest 14, en effet, un sujet qui serait tout & fait

digne de fixer l'attention des géométres. Toute la difficulté du probléme se réduiraie
évidemment A savoir déterminer sans résoudre aucurie‘éguatio’n , 1.2 les limites

extrémes des valeurs de chacune des inconnues ; 2.° une limite au-dessous de faquelte -
ne pit tomber la différence entre deux valews de chacune de ces mémes

inconnues,

J. D. G,
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pourvu qu’on prenne successivement le signe == et le signe ==
dans le second membre.

En exposant b=a , cette formule devient

2(0.M=1)zd-z
224™(1—Cos.z)=Pq24*| 11+ Cos. ———— ! ;

' - am S
sortant de dessous le signe P le facteur 24* qui deviendra au dehors
2mg4m . remarquant que 1—Cos.z=28in.*;z, etdivisant par 4a*,
il viendra . :

Sin2iz=2?%m2_, PJ 1 -+ Cos. 2Qum—n)mtz)
' - 2m ?
ou

. am { . ¢ 2m

Sip2lzz=22™" ‘.Pgl—l—Cos.z———————(omm—l)W-"zg XP { 1—Cos 2—-—————————(0“'"1—-””4_2% ,
ou

© Sinrtamarnen Py Cos 20D
am >
ou.
. r - . 2(0.dn=—1) 7}z
Sln.z;.z__zzm 2, P{Sm.‘ oY
2m .
ou , en extrayant la racine quarrée

.‘ ; .- R /1L

2m

Faisant enfin z=2x, il viendra

Siniz=2""1, P g Sin. ©.m—n=tx %
. m

En développant le second membré de cette équation , elle deviendra

1 - 1 x N '5—+x . Azﬂr X
Sin.z=2™1*, Sin.—.Sin. ——, Sin. -
’ m

It P
.Sin.~ -~ ,; 4y

«++Sin.

¢

(m— 2)a-x
- om

i / e (mn)ada . nam—x '
mais comme, en général , Sin, ————— =S8in. , on pourra
m m

encore mettre la méme équation sous cette autre forme
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wx . 2z-fbx . 2m=—x
—.Sin. ...Sin,

Sin.z=2""1, Sin. —. Sin. Sin. =—=., Q1))
m m ’

—.
Ces formules assez remarquables en elles-mémes , conduisent immé-
diatement a celles que Lacroix a démontrées, d’apres Lhuilier, dans
son Traité des différences et des séries (*). 1l suffit, en effet, pour
les en déduire , de faire dans I'équation (I), #=:=, et dans Ié-
quation (II) , #=2= , en multipliant cette derniere par 2. On
obtient ainsi ’

. I = ., 3= . em—3 =m . ame=1 =
1=2"'Sin.— = ,Sin.— —...Sin. ~ .Sin, - . (B)
m 2 m 2 m 2 2
. 12 .., 3 =& . 2m=——37 _, 2m=1 z )
v/ 2=2".8in.— =.Sin.— —= ..Sin, —.Sin. - . (A
2m 2 am 2 2am 2 am 2

La formule (B) est un peu plus élégante que celle de Lhuilier, que
Lacroix a désignée par la méme lettre. La différence nait de ce qu’ici
les valeurs de m commencent a I'unité, tandis que, dans la formule
de Lhuilier , elles commencent & zéro.

En concentrant, pour plus de bridveté, les seconds membres des
équations (B) et (A), et multipliant la premiére par 2 , elles
deviennent

2m

2=2"’P§ Sin, 2= a§ , (B)

am 2

C . 2(1am)=—1=
Vz:sz{Sm. ————-—l——-——z 5 (A)
et il est trés-remarquable qu’on obtient la racine quarrée du produit

2’"P{ Sin, 2 w§ >

2m

par la simple substitution de— 3 .

2

De cette relation on peut conclure , en quarrant ’équation (A7) ,

* Yoyez le n.°o 1094, page 431, équations (A) et (B).
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TP {Sin.g 2(1..am)—1 i %"‘Pg Sm'o 2(Lim)~—1 = 1
am

2 2m 25,

o
&)

2

ou , en se rappelant que Sin.2x=2Sin.zCos.x

2mp %Sin.z 2(7..m)=—1 f% :P{ 28in. 2(T.m)—1 .ECO 5, 2m—1 @}

—(
2m 2 am am 2

<&

ou, en remarquant que 2 ést 7 fois facteur dans le second membre,

{Sm i w%:P ﬁSin. . :" Cos. 2qem—t = § ,

21m 2

21 217 2
ou encore
(L)1 n-} ism- (L0t e ) —p Sin. 2 roTT)— %P{COS.2(L“m)——I =
2m 2 ) 5 2m 2 am
ou enfin
I’gSin. 2(L.m)==1 f.} :‘-P%COS.Z(I."m)—-! Z; . (C)
2m 2 am 2

d’ou résulte encore .

P%Tang.w-’f%:l

2mn 2

T e D (]

@ « @ . . .
Posant — =& , dou m=-—, et 2m—1= , 11 viendra , en
fm, Lo 2w
substituant dans Iéquation (C) et développant,
Sin.#Sin.3#Sin.5@..1.Sin( & w=—w)==C0s.9C05.39C05.50.....C05.( £ 7=—a) ; )

équation qui, au surplus , se vérifie aisément d’elle-méme, en
observant que

Sin. «=Cos.(;7— a)
Sin.3s==Cos.( ; wa—3)
Sin.(:5—3x)=Cos.34
Sinu(tae= @)=Cos. & .

2

¥
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Si Ton divise le premier membre de I'équation (D) par le second,
et vice versd , il viendra
Tang.oTang.34....Tang.(} #—a) =Cot.eCot.34....Cot.(; m7—ay=1 .
L’équation (A) peut étre écr]te ainsi

zln- 5 _
1=2"7".8in. — Sin. ——Sin, ——......Sin. (em—1D)m
4 i 47); 4m °

o .
en y mettant pour 7 la valeur T et ayant égard & I'équation (D),

elle devient

—>=Sin.Sin34...Sin.(; 7= ») == C05,6C08.30...C05.( F 7 —4) .
2 4o

L’équation (II)} divisée par Sin. = devient
m

Sin.x . wx | 2edx Saf-x (m=—1)a4-2x
o
=2m"1, Sin, Sin. Sin. e SINy ————
. X m m m m
Sin.—-

m

faisant , dans cette équation, #=o , en remarquant qu'alors on

doit avoir
Sin.xe

xzm’(*) \

Sin, —
m

il viendra, en divisant par 2m-*

(Mm=—=1Yz )
5

= Sm. Z Sin. Sm —...Sin,——=
2m_ m

w w . .
posant alors — ==¢, d’ott m= — , il viendra
m @

=SineSin.24Sin30., .0 Sin(m—s) . . (E)

(" VYoyez mon Traité de calcul différentiel et intégral , art, 6o,
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. ﬁ .
Or, par }’hypothése , m étant un nombre entier , — doiten étre un
@

aussi ; c’est-a-dire , que @ est un sous-multiple de =. Si, en outre,
il est aussi un sous-multiple de 2=, ce qui aura toujours lieu,
dans la nouvelle division du cercle , toutes les fois que «, sous-
multiple de = , ne sera pas 8° ou 40° ; la série (E) aura un nombre
Kol .

. @ me .
——1 impair de facteur; et le <—) facteur , qui sera le moyen
@ 24

. " .
entre tous , sera Sin.fz=1; de plus, les— —1 facteurs situés 2a
2@

w
la droite de celui-la , seront respectivement égaux aux ——r1 facteurs
24

situés & sa gauche, puisque la somme des arcs également distants
des extrémes et constamment égale 3 =. Donc » en extrayant la
racine quarrée des deux membres de I’égquation (E), il viendra

= ':-Sin.wSin.wain.gwu.....Sin.(;w-—-a) Iy

w
——
2Y e =Co05.2C05.26C05.30.0000. C05.( 2 7—0) 3

d'olt on tire encore les équations
=Tang.,Tang.2,Tang.34...c.o... Tang.(; a—0)
I T
=Cot. # Cot. 24 Cot. 3a.cen. Cot. ((7—a)

Si nous posons ,==1°; nous aurons

e 200 400 20 _ 10
@ P _— = — = -
e i 2199 2200 2100 299 .

en passant donc aux logarithmes de Briggs , nous trouverons

Log.Sin.1°4-Log.Sin.2%4-Log.Sin.304...d-Log.Sin.gge=1—099°Log.2 , ()
Log.Tang.1°4-Log. Tang.2~4Log.Tang.3.0-}-. +o}Log. Tang.99°=o0 ; (&)
Tnais si au rayon 1 on veut sybstituer lerayon 1 00000 00000,
comme on le fait dans les tables trigonométriques , afin d’éviter les
logarithmes négatifs , il faudra ajouter gq dixaines au second

membre
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membre de Péquation (F);si de plus on veut pousserjusqu’a 100°, cette
¢quation deviendra

Log.Sin.1 °+Log.Sin.zo-{—LOg.Siu.30+....+Log.Sin.Ioo°=mo 1—g9Llog.2 ,
c’est-a-dire , ,
Log.Sin.1°+Log.Sin.2°+T.0g.Sini3°4-...-Log.Sin.100°=g71, 1983.
Ainsi pour le rayon r 00000 00000 et la division centésimale , le
prodait des sinus naturels de tous les degrés du quart de cercle est
un nombre qui a g72 chiffres & sa partie entitre.

Si @, sous-multiple de =, ne l'est pas de 2=, ce qui aura lieu
seulement , comme nous l'avons déja observé , lorsque » sera égal
4 40° ou a 8° ; alors le second membre de I'équation (E) aura un
nombre pair de facteurs ; et sa premitre moitié , dont le dernier
facteur sera Sin:(s—w&), sera égale & la dernitre, dont le premier
facteur sera Sin.; (=—¢). Extrayant donc la racine quarrée des deux
membres , i1 viendra :

@
= =08in.Sin.2451M.36.....8i0. F (w—a) .
-t
2 . @
En faisant successivement @==/0° et »=8°, on aura
Sin.40°Sin.80°=:¢/5 ;

Sin.8°.8in.16°.8in.24°.8in.32°.... Sin.g6° =

4og6 *

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Hecherche de quelques proprictes de lellipse et de
lellipsoide ;
Par M. BRocuat, professeur de navigation & St-Brieux.

[a ¥l Vla Vi VA WL VP, Wi V1o V1o ¥

§ L

SOIT
az},2+5zxz:azbz (A)
Véquation d’une ellipse , rapportée 2 son cenire et & deux diamdtres

Tom. 111, 4
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conjuguds ‘quclconques 22 et 25. On sait qu'une tangente X cette
ellipse a pour équation
a*yy'-brrz! =ab* (B)

#/ ct y/ étant les coordonnées du point de contact, lices entre elles
par 'équation (A).

Soient désignées respectivement par &/ et b/ les distances de l'origine
auxquelles cette tangente coupe les axes des x et des y ; alors,
dans I’équation (B),

Zx=o0 y=u,
A devront répondre
¥=o ‘ x=a ;

on aura donc, d’aprés cela,

a* b2
[ /e &
x_a' » y—b,‘s

substituant donc, dans l'équation (A), il viendra
a’?*b*+-b"*a* =a*b* (©)
et 'équation de la tangente sera simplement
ay+brx=a'b. (D)

Concevons présentement que a’ et 5/ soient seuls donnés, et
que @ ‘et b soient deux lignes variables , lides uniquement entre elles
par Péquation (C) ; alors cette équation sera celle d’une ellipse,
rapportée 2 deux diameires conjugués 24/, 20/

L’équation (D) sera celle de I'un des cétés d’un parallélogramme
inscrit 4 cette ellipse, de manitre que ses diagonales soient les deux
diameétres conjugués 24’ et 24/.

Et , quant & I’équation (A), elle appartiendra & toutes les ellipses
qui, ayant méme centre que la précédente, et leurs diamétres con-
jugués dans la méme direction que les siens, auront successive-

ment ces diameétres doubles des coordonnées de tous ses points.
Et il est aisé de voir que ces dernitres ellipses , inscrites & une
‘suite de parallélogrammes inscrits eux-mémes a la premiere ellipse,
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seront aussi inscrites au parallélogramme dont il vient d’étre question
ci-dessus.

De 13 résulte le théoréme suivant :

THEOREME. Si, & une ellipse donnée , on inscrit arbitraire-
ment un parallélogramme dont les cOtés soient paralléles & devx
diamétres conjugués ; Uellipse inscrite ¢ ce parallélogramme , de
maniére @ ce qu'elle touche les milieux. de ses cbtés, se trou-
vera aussi inscrite au parallélogramme dont les diagonales seraient
ceur des diamiires conjugués de la premiére ellipse , auxzquels les
cotés de Pautre parallélogramme sont supposés paralléles.

Supposons actuellement que les diametres conjugués doent il a été
question jusqu’ici soient rectangulaires.; et soient conséquemment les
axes mémes de la courbe, I'un des parallélogrammes deviendra un
rectangle , et V'autre sera un lozange. Or 'équation (C) donne

! ame— a’b
a= S TF , dok fab= L V=T

mais 4ab exprime l'aire du rectangle inscrit a l’elhpse donnee par
La'h

Péquation (C) ; onc-—-\/l//"—[) xprxme aussi cette aire; or, si

Von dgale & zéro le cocflicient différentiel de cette expression, pris

par rapport a 4, il vient

.

=+, Tou a=r-=

= NG
valeurs qui déterminent les quatre sommets du plus grand rectangle
inscrit, lequel, comme il est facile de le voir, a -pour ses diagonales
les diametres conjugués égaux de Uellipse, et est conséquemment
sernblable au rectangle formé par les tangentes aux sommets de
cette ellipse. :

De Ia nous pouvons conclure que, de toutes les ellipses inscrites
au lozange qui a pour sommets les sommets de la premicre cllipse,
la plus grande est celle qui est inscrite au rectangle dont les dia-
gonales sont les diametres conjugués égaux de cejte premiére ellipse.
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L’ellipse ainsi construite est semblable & la premiére, et a son aire
moiti¢ de la sienne.
Si dans lequation (C) on fait =&, on aura
a'b/
quantité facile & construire. Alors le rectangle inscrit sera un quarré,

et lellipse correspondante un cercle ayant pour rayon la valeur
de a.

Q=

§. IL
Soit

bz arcty*arbr=abc? , (E)

Téquation d’un ellipsoide rapporté & son centre ‘et A trois diamdtres

conjugués quelconques 24, 25, 2¢. On sait qu'un plan tangent a
cet ellipsoide a pour équaation

b crxzx’-a*cyy’'4a*bzz = a*be? ¥
x/, ¥/, z/ étant les coordonnées du point de contact, lides entre"
elles par I’égnation (E).

Soient désignées respectivement par @/, &/, ¢/ les distances de

Porigine auxquelles ce plan tangent coupe les axes des x, des ¥
et des z; alors, dans Véquation (F)

3/':0

3 devra répondre x=a’ ,
zZ=0
z=o0

3 devra répondre y =05/,
xr=0
x=0

3 devra répondre z=¢/ ,

=0
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on aura donc, d’aprés cela,

a? b2 c?
/= — /= . S
d v > Y o <= pa

substituant donc dans DPéquation (E), il viendra
b2 ar{-c*a* b +-a* b c* = a* b c!* G)
et 'équation du plan tangent sera simplement
bc'x-clalyalb/ z=a'blc’ . (H)

Concevons présentement que @/, 5/, ¢/ soient seuls donnés , et
que a, b, ¢ soient trois lignes variables , lides uniquement entre elles
par Iéquation (G); alors cette équation sera celle d’un ellipsoide
rapporté & trois diamétres conjugués 24/, 24/, 2¢/.

L’équation (H) sera celle de I'une des faces de l'octaddre inscrit
a cet ellipsoide , de manitre que ses diagonales soient les trois
diamétres cenjugués 24/, 20/, 2¢/.

Et quant & léquation (E), elle appartiendra a tous les ellipsoides
qui, ayant méme centre que le précédent, et leurs diamétres con—
juguds dans la méme direction que les siens, auront successivement
ces diametres doubles des coordonnées de tous ses points.

Et il est aisé de voir que ces derniers ellipsoides , inscrits & une
suite de parallélipipedes, inscrits eux-mémes au premier ellipsoide ,
se trouveront aussi inscrits a l'octatdre dont il vient d’étre question
ci-dessus.

De 1a résulte le théoréme suivant :

THEOREME. i, & un ellipsoide donné , on inscrit arbitraire-
ment un parallélipipéde dont les arétes soient paralléles & trois
diamétres conjugués ; Uellipsvide insciit & ce parallélipipide , de
maniére & ce qu’il touche les centres de ses faces , se trouvera
aussi inscrit & [octaédre dont les diagonales seraient ceuzx des
diamétres conjugués du premier ellipsoide auxquels les arétes du
parallélipipéde sont supposées paralléles.
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Supposcns présentement que les diametres conjugués dont il a été
question jusqu’ici soient rectangulaires, et soient conséquemment les

axes mémes de lellipsoide ; le parallélipipéde sera alors rectangle.
Or, I’équation (G) donne

a! o 8a’lic .
a= 176/ ‘/b/zc/z__b/zcz_c/zbz’ d’ou 8abe= T . \/b/zc/z__blzcz__c/zbz H
3 . (5

mais 8abc exprime le volume du parallél‘ipipt‘:de inscrit & Pellipsoide
8a’bc
blc!

donné par l'équation (G); donc Vb2 —b2c*—c/*b* est ausst

Vexpression de ce volume ; or , si ’on égale A zéro ses deux coefficiens
différenticls pris en faisant varier successivement 4 et ¢, il viendra

b1l PP =0 ,  Bclr—202b—b¢* =0 ,

d'ou

4
Z=i-b-g , czi:/—; , a=-Tt—
ces valeurs de @, 4, ¢, déterminent donc les huit sommets du
plus grand parallélipipede rectangle inscrit & Vellipsoide , lequel,
comme il est aisé de le voir , a pour ses diagonales les diamétres
conjugués égaux de-l'ellipsoide , et est conséquemment semblable au
parallélipiptde formé par les plans tangens aux sommets de cet
ellipsoide.
De 1a, nous pouvons conclure que , de tous les ellipsoides inscrits
A loctaddre qui a ses sommets aux sommets mémes de 'ellipsoide
donné , le plus grand est celui qui est inscrit au parallélipipede
rectangle dont les diagonales sont les diametres conjugués égaux de
ce premier ellipsoide. L’ellipsoide ainsi construit est semblable au
premier , et son volume est au sien, comme 1 est 3 3y/3.
Si Von fait c=b=a, il vient
a’dlc!

a= Va2bagbi2gi g al
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le parallélipipede inscrit & Pellipsoide est alors un cube, et Pellip~
soide inscrit a ce cube devient une spheére dont le rayon est cette
valeur de «.

CORRESPONDANCE.

Lettre de M. Bret, professeur & la faculté des sciences de
Yacadémie de Grenoble,

Au Rédacteur des Annales.

[a Z Via Vg Vi Vo Vo Vo Vg o V]

MONSIEUR ET TRES-CHER CONFRERE ,

J ’A1 Thonneur de vous soumettre quelques remarques qui concernent

deux mémoires de votre derniére livraison des .dnnales , et qui me
paraissent intéressantes.

§. 1. Sur la construction des formules qui servent & déterminer

la grandeur et la situation des diamétres principaux , dans les
lignes du second ordre (*)

L’équation
1
Tang.z»:—-—a:—c 9
ou, plus généralement
K
Tang.(za—l—lxﬂ:—m ,

donne langle a--1k= que fait I'axe des 2/ ou des y/ avec Vaxe

(*) Voyez la page 332 du 2.° volume des Annales.
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des x; on trouve les deux angles « et «4:=; en sorte que la
méme formule fait connaitre les directions des axes des a// et
des y//. Si « désigne Iangle que fait Paxe des a// avec I'axe des z,
il faudra porter sur cet axe des x//, & partir du centre , la valeur

Y= V 2[bde—ae>*—cd>—(b:—4ac) f]

(b2—fac)[(a4c)—\ b2+ (a—c)?] ?

si & est négatif, et il est faux si  est positif.
" Soit donnée pour exemple l'équation y*~4-3zxy--br=1.
Rappelons les formules de mon mémoire ( tom. II, p. 218 );

ce résultat est vrai,

ay*~2bzy+-cax*=P , gy*~+ha*=P ,
22 —(a+-c)e+4-(ac—b*)=o ,

b - 2b
Sin.2e==— — , Tang.2e=—
g—h a—c

En substituant, on trouve

2*—6z+2 =0, dou. z=% ou

"l

z

Sin.2e= g Tang.2e=2=;

or, comme Sin.2« doit étre positif , il Sensuit que g=1:, A=;
done ' '

A=L, B=2
En appliquant les formules de M. Rochat, on trouve au contraire

A*=2 , b=,

3z

1l est donc trés-important de faire attention au double signe du
radical , dans les valeurs de M et N, ou dans celles de get 4 car,
sans cette précaution , on d_etermmeraxt bien exactement Dellipse et
I'hyperbole , mais trés-souvent ces courbes ne seraient point situdes

comme elles doivent ’étre , relaivement aux axes primitifs des coor-
données,

§. 2.
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§. 2. Observation sur lo démonstration du principe qui sert de
Jondement & la théorie des équations. (*)

L’équation 4a"4-Ban-t-4-.....=y élablit entre les variables &, 4
une relation telle qua chaque valeur de z=eu, o/, o«/,.... il
correspond une valeur de y=g , &/, #”,..... Réciproquement,
pour y=g on doit trouver 2=« , et par eonséquent , il
cxiste une série d’opérations A faire sur y=p et les ceefficiens
A, B, C,.... de manitre 4 obtenir x=« ou, ce qui revient au
méme, on a

w=0(4,B,C,.....8) ;
et on aura pareillement
u’=¢/<A,B,C,....:ﬁ/) 5

u”:@//(A,B, C,.....0") ,

@ ® o 00 08006 0 0008 00688 00 o

Il s’agirait donc de démontrer que les fonctions ¢, ¢/, ¢//,,." sont
les mémes ou, ce qui revient au méme, qu’il faut constamment exécuter
sur les différentes valeurs de y la méme série d’opérations pour en
conclure les valeurs correspondantes de z ; il faudrait prouver en
outre qud chaque valeur de ¥, non comprise dans lasérie g, 8/, 6/ 5.0
il doit ndcessairement correspondre une valeur de x ; or, clest ce
qui ne me parait pas établi par le raisonnement de M. du
Bourguet.

Jai oui dire, au surplus, que M. Gauss était parvenu & démontrer
que toute équation est décomposable en facteurs réels du second
degré au plus , sans supposer la décomposition en facteurs du pre-

(") Voyez la page 338 du 2.6 volume de ce recueil.

Tom. 111,

(31
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mier degré. $'il en est ainsi, le principe que M. du Bourguet a eu

en vue de démontrer,se trouve étre une conséquence toute natarelle
de celui-la.
Agréez , etc.

Grenoble, le 7 mai 1812.

1

QUESTIONS RESOLUES.

Solutions du probléme d'alliage proposé a la page 235
du deuxiéme volume des Annales,

E NONCE. Deux vases A et B, dont les capacités sont respec~
sivement a et b , sont remplis , Lun et Pautre, d'un mélange d’eau
et de vin dont la proportion est connue pour chaque vase. On a
deux mesures égales , dont la contenance commune est c 5 et que
Pon plonge en méme temps dans les deux vases pour les remplir ;
aprés quoi on verse dans chaque vase le liguide tiré de Pautre.

On réitére lo méme opération n fois successivement. On dzmande
p

quelle sera alors la proportion de Peau et du vin dans chaque
vase P

Premiére solution ;

Par M. LuuiLier , professeur de mathématiques a Yacadémie
’ q
impériale de Geneve.

Soient X, X/, X/, les quantités d’eau qui se trouvent rester

dans le vase A , aprés trois opérations consécutives quelconques ,
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et ¥, ¥7, Y les quantités d’eau correspondantes qui se trouvent
dans le vase B.

Par l'opération qui fait passer les quantités d’eau des deux vases
de Xet ¥ 3 X/ et ¥’/ on extrait , savoir:

. . c ‘
de A une quantité d’eau exprimée par— X ,
a

“ . 7 ¢
de B une quantité d’eau exprimée par— Y;

on aura donc

=X = Xe— ¥
a [}

we

et on aura pareillement

~

X=Xl = X me Y7
G o

on a d'ailleurs
X4-Y=X'+Y";

dliminant donc ¥ ct Y7 entre ces trois équations ,il viendra

xi=(am = )3 (= £)

partant , les quantités d’eau successives contenues dans le premier
vase forment une suite récurrente du second ordre , dont 1'échelle
de relation est

Hemimi)e Hmimp)s

cette suite récurrente provient donc du développement d’une fraction
dont le dénominateur est

c c + c c) .
— D — — — |\ T I~ e e =
! a b a b

c’est-2-dire ,
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c c
— —— J - — x .
(I x){ I ( a b % b
‘ou , ce quirevient au méme, du développement de la somme de deux
fractions de la forme

M N

—= [——— = \z g
a b
or, les termes généraux correspondans de ces développemens sont

. [ c
Ma* et .N(I———-—--Z—)"x"-
@

b

partant
[ c n
X=M+N(1———-—-—) ;
a b
M et N étant deux constantes qu’il s'agit présentement de déter-
miner d’aprés l’état initial du mélange dans les deux vases.
Soient « et g les quantités d’eau qui se trouvaient respectivement

dans les deux vases A et B, avant la premitre opération ; aprés
cette premidre opération il se trouvera dans le vase A. une quantité

d'eau exprimée par
¢ c
e B
a b B
ainst il faut qu’en faisant successivement

n=o , X=u,

on ait c .
n=1, X:T.a--; o -I;-(a;

ce qui donne

w=M~+N ,

»—--:- a—4= i,B:.M'—{—.N(I-——’E-—.f_> 5
a b a b
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de 13

e-}-8 ab=—pa

a4-b ? - a~-b

=a‘ ;

8t partant

X:a.u+ﬁ+ub—ﬁa<x—-f--—i>" .
a--b a+-b a b

De la on déterminera le moment ( s'il est possible ) ol les
quantités d’eau contenues dans les deux vases seront entre elles dans
un rapport donné, ou celui auquel la quantité d’eau contenue dans
I'un de ces vases sera égale & une quantité donnée.

Si, dans Détat initial du mélange , les quantités d’eau contenues
dans les deux vases sont respectivement proportionnelles aux capa-
cités de ces vases, on a x:p=a:b; de la wb—pa=o0, et partant

u4-p .
adb
Ainsi, dans ce cas particulier, quelque multiplides que soient les
opérations , I'état des deux mélanges demeure invariable,

X=a.

L2

Deuaciéme solution ;

Par M. TEpENAT , correspondant de la premicre classe de
I'lnstitut, recteur de lacadémie de Nismes.

Soient aprés z opérations, X; la quantité d’eau qui se trouve dan}
le vase A, et ¥y la quantité d’eau qui se trouve dans le vase B.
A la fin de Topération suivante , ces deux quantités seront devenues
respectivement Xy, , et ¥y, ; or, il est clair que la quantité d’eau
qui se trouvera alors dans le vase A sera égale & celle qui sy
trouvait aprés la 2™ opération , moins celle que la (z-+1)™° en
a soustraite , plus celle qu’elle y a introduite ; ce qui donne sur-le~
champ V'équation
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c c _ c €
Xy =X;""‘; g+'z Y;—<1"" > )XZ+T Y‘
Mais , d’un autre c6té, si on désigne par « et g les quantités d’eau

qui se trouvaient respectivement dans les deux vases A et B, avant
. e %
la premicre opération, on aura

X{+Yz=u+ﬁ , dou Y,=“+3—X

substituant donc dans I'équation ci-dessus, elle deviendra
0(“+l3)
Sppm (et & Yo
équation du premier ordre aux différences ,entre les deux variables
X et z, dont les coefficiens sont constans, et dont l'intégrale est

_ u+6 c\7 | "
x=aie(i—2—2)

¢ étant une constante arbmalre.

(" Voyez le Traité élémentaire de calcul différentiel et de calcul intégral
de M. Lacroix, deuxieéme édition , page 573.

De l'équation
c(u+fs)
XZ+1_ (l—'—_‘_ )X+

c(a~4-p)
Xz+z—(1_"“""'>xz+x+ 5

d’olt , en retranchant et transposant,

C c c (4
Xron= (=S — ) K= (1= S — 5 )% 5

équation du second ordre qui rentre dans celle de M. Lhuilier.
Pour lintégrer, on posera Xy=—p? dolt Xy, y=pi+1, X, . ,=pt+? ce qu
donnera, en substituant et divisant par p?%,

a " c c ¢ e
r= (= 5=7 )+ (=S —5 )=

on déduit

d'olt
: ¢ c
=31 e S — —
P P P 3

donc
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Or, 4 z==0 doit répondre Xz:“; donc
a4 ab—p8a R

u:zz.a+b+C » dott C= prral

et par conséquent
X:a u+ﬁ “Z)—ﬁa< 1— ___)z .
H a4-b
D’aprés cela, si l’on dénote simplement par X , ¥ les quantités
d’eau, et par X, ¥7 les quantités de vin contenues respectivement
dans les deux vases A et B, aprés la ™€ opération ; et si en outre
« et g/ sont les quantités de vin que renfermaient ces deux vases,
avant la premiére opération ; en observant que
Xd-Xlm=od-v/=a , X+4Y¥=at}s ,
Y+Y =p4p'=b , XY= o/ ¢/

X::a.“‘H; “b—pe ( — ---c—>
a ]

>
on trouvera

a-}-b a-4-b

ol / /h— P c [
X/":”‘aj-i “I;+/Za< =L 'b_) '
ros oS (i)

o B oo/ by 3]
Y’L‘”’-Jﬁ* iﬁa(‘—:-z) :

Parmi une multitude de remarques auxquelles ces formules peu~

vent donner lieu, nous nous arréterons aux suivantes.
c

c . .. .
— et < étant, dans les cas, deux fractions positives , il en résulte
a

c < . . 4
que — - 7 est toujours compris entre o et 2, et que consequem-—
[

c ¢ . Co .
ment 1——-— = est toujours fractionnaire et compris entre ~~1 et —1,
a

c ¢ \7
X=M4+N{1——— = .
~M-+ -—
Les constantes M et IN se détermineront tant par léquation du premier ordre

ue par 'éial iuitial du mélange.
Ll & J. D. G,
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PR QUESTIONS PROPOSEES.
Done 1.° les valeurs de X, X/, ¥, ¥/ tendent constamment %
se rédaire 3 leurs premiers termes , & mesure que 2 devient plus

grand ; et elles y tendent de maniére & rester toujours au-dessus ou

. A c c ab . ,
toujours au-dessous, silona -~ ~+ n <1 ou c<a——;; tandis qu'au

contraire elles se trouvent alternativement au-dessus et au-dessous de
ab

a4-b’

2. Si lYon avait exactement c=—-

cette limite , si l'on a ¢>

a(-lib’ d’ou 1—%——% =o, les
valeurs de X, X/, ¥, X7 atteindraient leurs limites respectives dés
la premitre opération; de maniére que les opérations subséquentes
n’y changeraient rien , et qu’alors le mélange se trouverait homogéne
ab

9
a-4-b
assuré , sans mé&me connaitre 'état initial du mélange dans chacun
2

des deux vases, que ce mélange est cxactement le méme dans un
et dans l'autre apres une scule opération. Kt il est de plusaisé de voir
que la chose aurait licu également ,lors méme que les liquides mélds
dans chacun s’y trouveraient au nombre de plus de deux.

dans les deux vases. Ainsi, en prenant la mesure ¢=

on secra

QUESTIONS PROPOSEES.

Probléme de Gnomonique.

1.° TRACER , sur une colonne cylindrique et verticale , portant un
chapiteau circulaire , un cadran solaire’ dont I'heure soit indiquée par
Tombre du chapiteau sur le fust de la colonne ?

2.° Déerire sur cefust, les deux courbes qui terminent les lignes
horaires , au solstice d’été et aa solstice d’hiver ?

3.° Faire une application spéciale des méthodes ou formules aux~
quelles on sera parvenu , en se donnant , en nombres , les diameétres
du chapiteau et du fust de la colonne , ainsi que la latitude du lien?
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ANALISE ELEMENTAIRE.

Considerations propres <& fournir , dans un grand
nombre de cas, des limites extrémes , (rés-approchées ,

des racines des e€quations numeriques ;
\'o;\" P-:‘ ‘

Par M. pe Ma1zitRre , professeur de mathématiques des Pages
de LL. MM., et professeur de mathématiques spéciales

au lycée de Versailles.

W NN

1. ON sait que l'emploi des dérivées successives conduit , d’'une
maniére sure, au nombre entier immédiatement supérieur a la plus
grande racine -additive d’'une équation ; que cette mdthode est trés-
rapide , si cette plus grande racine est un petit nombre ; mais qu’elle
devient trés-pénible, et pour ainsi dire impraticable, lorsqu’au con-
traire la plus grande racine additive est un grand nombre , sur-
tout si ’équation est d’un degré un pea élevé.

La méthode que je vais expeser pourra sembler moins générale ;
mais elle est beaucoup plus rapide, dans le cas o la plus grande
racine additive est un grand nembre. Elle est fondée sur un théoréme
généralement connu ; elle n’en est, en quelque sorte , que le dévelop-
pement ; et elle est dailleurs si variée qu’elle peut étre considérée
comme satisfaisant & tous les cas.

II. Une équation quelconque X=o , peut éire représentée comme
il suii

A"A4=P 2™ P g™ e =P ™ i — Pia " ke - Pr=0; (1)

—P; étant son premier cocflicient scustractif ; et —/P, som coef-

Tom. LI, 6
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ficient soustractif le plus dloigné de zéro. On sait que, dans cet
état de choses , on doit avoir

214y By - (2)
Quoique la démonstration de cette proposition ne soit pas difficile,
et qu'elle se trouve dans plusicurs ouvrages élémentaires ; comme on
s'est quelquefois mépris sur le sens des mots , et sur la véritable

interprétation do résultat; en ne trouvera peut-étre pas mauvais
que je reproduise ici cette démonstration.
On aura

z<LL , (3)

si, L étant substituée & x, dans X=o, le résultat est additif,
et si les résultats ultérieurs conservent le signe -}~ , pour tout nom-
bre substitué >L. Or, de la somme des additifs de (1), la plus
petite valeur est a™; et de la somme des soustractifs, la valeur la
plus éloignée de zéro est

_Pk(xm-i+xm-i-x+xm-i-:+mm+l) 5
valeur qu'elle aurait , en effet , si chaque terme était soustractif
depuis le premier soustractif —P;z™, et s’ils avaient tous pour
cocfliciens le coefficient — P, le plus éloigné de zéro. 2 sera donc <L,
si, pour le nombre I, et pour tout nombre supérieur 3 L, on a

Lm> P Im-ig-Lmis - Lm-im2 e A1 i (4)

Dans cette relation , le polyndme L™-id-Lmi-t[mi-2p., -1
est le quotient de la division de L™-+'—g par L—1 ;doncla con-
dition (4) sera remplie, si la suivante est satisfaite

Lm-i4T
Lm>pk§ — "s. )

Cette dernidre peut étre mise sous cette autre forme

L">

pkLm-i+ X . Pk

—

L—1 L—1 ; (6)

et I'on voit que la condition (6) sera satisfaite par L, et par tout
nombre supérieur a L, si I'on a sculement

AN
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meiet 1
Lmi Eka:;— 5 7
pourvu toutefois que L soit trouvé >1 ; sans quoi la relation (7)
pourrait ne pas entrainer la relation (6). La relation (7), et con-
séquemment toutes les précédentes seront donc satisfaites , ( sauf V'ex-
ception qui vient d’étre indiquée ), si l'on a

Ind—1)2 P Im-i*r . (8)
ou

Lm0 (L2 Py, (9)
ou e€ncore

Lo(I—1)2 Py s (1)

or, cette dernitre condition sera remplie par L et, & foriiori , par
tout nombre plus grand que L, si Ion a seulement
(L1} (L—1)=P, , (11)
ou
o L—=1)=DP, (12)
ou enfin
L=14+y/P, . (13)

Maintenant , pour L et pour tout nombre >ZL, la relation (10)
sera satisfaite, ainsi que chacune des précédentes, jusqua la rela-
tion (7); et, parce que (13) donne L>1, les mémes nombres qui’
satisferont & (10) satisferont aussi & (6), et par conséquent 2 la
relation (4) ; done

214V P, -

IlI. Voici présentement diverses observations propres 2 déduire de
cette formule une limite trés-approchée de la plus grande racine
additive , méme dans les cas qui paraissent les moins favorables.

1.° Si le premier coefficient soustractif ——P; était précédé d’un
coefficient additif P,, tel qu'on elt
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-Ph>Pi 5

comme alors le bindme P z™h—P;z™ 7 serait additif , pour toute

valear de x>1; on pourrait faire abstraction du signe — qui

précéde P;, et considérer comme premier coefficient soustractif le
premier —P;, des suivans, qui ne se trouverait précédé d’aucun
coeflicient additif au moins aussi éloigné de zéro.

2.° Si —P,, coefficient soustractif le plus éloigné de zéro , était
précédé d'un coefficient additif P, , tel quon edt

>

on pourrait, & ce coefficient, substituer le premier —P;, des sui-

vans, que ne précéderait pas un coefficient additif au moins aussi
éloigné de zéro.

Pg Pk5

3.2 8i, le sccond terme étant mnégatif , le premier trindme
am—P 2™ '+P,2™* , mis sous la forme a™ *(x*—P,x+P,),
avait ses deux dernitres racines imaginaires ; ce qui arriverait si
Pon avait P,<4P,; ce trindme resterait additif , quelque valeur
réelle qu'on donndt & a ; on pourrait donc faire abstraction du
signe — du second terme , et prendre tant pour premier coefficient sous-
tractif que pour coefficient soustractif le plus éloigné de zéro, ceux des sui-
vans qui satiferaient 4 ces conditions. A quoi on doit ajouter qu’on pour-
rait, 4’égard de ces derniers, faire usage des deux remarques précédentes.

4° Si —Pga™i ou —Pa™* pouvaient étre compris , comme
seconds termes , dans des trinémes A racines imaginaires , on pourrait
faire abstraction des signes — qui les affectent , et les considérer
comme additifs.

5.° Si 'un ou Tautre des termes —P;z™mi, — P,a™* peuvent étre
compris dans un groupe de termes rendus additifs, par une subs-
titution trés-inférieure & celle que donne I'usage de la formule , méme
modifiée, L=1-/P,; alors ces termes devront tous étre considérés

comme s’ils étaient positifs, et il faudra les remplacer par des termes
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choisis dans les deux parties restantes du premier membre de
I'équation.

6.° Enfin, si l'on pouvait décomposer le premier membre de
X=o0 en plusieurs groupes rendus respectivement additifs par L, ,
L,, L,,..... tous <1-/B,; on serait sir que z devrait étre
inférieur au plus grand de tous les nembres L,, L,, L,,...

IV. EXEMPLE I. Soit I'équation
2°~423z4—102°+52"—400x+S8500=0. (1)

On sait que la formule indiquée par ILacroix donnerait ZL=jor.
Le premier usage de la formule 1+\i/Fk donne L==21. On peut
modifier cette limite en écrivant Péquation (1) comme il suit

25102t —102°+b2*—40024-8500=0 ; (2)
~-13z¢
or, comme le bindme 1oz¢—104° est toujours additif , pour #>1,
la formule 1-/P, donne L=1-44/%00 ou L=6.

On peut encore écrire la proposée sous la forme
2°10(xt—2")+-52*~4~132(2*—30)—1024-8500=0 ; (3)

et, comme le 4.° terme est rendu additif par =4, ona L=/,
Enfin la proposée peut étre écrite comme il suit

241 0(at 2413244 5(x*—8oxr-4-1700)=0 ; (4)

et, comme le trinéme 2°—8ox--1700 a ses racines imaginaires , on
a L=1.

EXEMPLE 1II. Soit Iéquation

28— 30242602432 —10002*—400002—8600=0. (1)

Le premier emploi de la formule 1~/ P, donne L=/4ooo1. Mais,
en écrivant la proposée sous la forme
a2t (x> —30x-4-226)4-3 4232 —10002°—400002—8600=0 ; (2)
comme les racines du trinéme z*—3ox-226 sont irﬁaginaires , on

pourra prendre L=1-4}'70000 ou L=16.
On peut encore écrire la proposée comme il suit :
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;t4(3¢z_3ox+zz6)+3.r5+34x2(x”—’-5;3-5)——40000x—-8600=0; (3)
@, par ce qui prfécéde, devant étre >6, on peut faire abstraction
du terme 342*(#*—22%), toujours additif , pour toute valeur de #
au-dessus de cette limite ; on pourra donc prendre L=14\/%0000 »
pourvu que cette valeur ne soit pas inféricare a 6 ; elle peut donc
étre admise, car elle donne L=10.

EXEMPLE I1I. Soit 'équation

z*—nx-7=o0. (1)
Ce cas est un des plus favorables & la méthode des dérivées suc-
cessives , qui donne bientét L=-2. Le premier usage de la formule
1}/ P, donne L=4; mais, en mettant la proposée sous la forme

#(@*—7)+7=0, (2
on trouve L=3. Ainsi, dans les cas méme les plus défavorables,
la méthode que je viens d’exposer ne le ceéde guere 4 celle des dérivées.

Je ne dirai rien de la limite des racines soustractives, dont la

recherche peut toujours , comme lon sait , étre ramenée a ce
qui précede.

-
=

ANALISE TRANSCENDANTE.

De lintegration des équations linéaires d'un ordre
quelconque , & coefficiens constans, dans le cas des
racines égales ;

Par M. F. M.

[a Via Vo Via " Vi V]

A M. LE BEDACTEUR DES ANNALES,

MONSIEUR ,

ON sait qu'en procédant 3 Pintégration des équations linéaires, 3
coefficiens constans , la substitution de ¢™ au lieu de y , semble
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en défaut, lorsque deux ou un plus grand nombre de racincs de
Péquation en m sont égales entre elles; et que d’Alembert publia
en 1748, une méthode trés—ingénieuse pour écarter cette difficulté.
Cependant , quel que soit le mérite de cette méthode, adoptée par
Euler, dans son calcul intégral, et depuis par les auteurs de tous
les traités sur cette matiére , il m’a semblé quelle laissait & désirer
un procédé plus rigoureux.

Je n’ignore pas qu’au fond le moyen employé par d’Alembert, et par
les autres géometres aprés lui, peut étre entiérement justifié , soit
par des considérations tirdes de la thdorie des limites , soit en faisant
adroitement disparaitre dans les termes d conserver ( par un calcul
un peu leng quand il y a plus de deux racines égales ) la quantité
infiniment petite dont on a supposé que les racines venaient a
différer. Mais cette petite différence % que, dans tous les traités que
je conmais, Uon annulle, sans que les quantités ¢k, ck*, ck®,...
deviennent nulles en méme temps, occasione toujours de ’embarras
aux commengans, quine peuvent pas encore saisir le véritable esprit
de la démonstration.

Je pense donc que la méthode suivante , qui mest point sujette
aux mémes difficultés, ct qui a 'avantage de donner immédiatement
lexpression générale de l'intégrale, quels que soient Uordre de I'équation
et le nombre des racines égales, pourrait étre introduite , avec
avantage , dans les élémens ; et c’est pour lui donner la publicité
nécessaire que je me suis déterminé , Monsieur, 4 vous l'adresser.

§. L Cas ou toutes les racines sont égales.
Soit Yéquation
d"y4-A4d" y.dor-t-Bd" *y.da*~-....4Nyda"=o0 ; ®
on sait que son intégrale complette est
Y= alem g/ eE S em ", g™ em s
m'y, m'’, m”,....m™ étant les n racines de 1’équation

m"+=Am" +-Bm" . ... 4N=o , Q@
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qui provient de la substitytion de ™ , au lieu de y', dans
Téquation (P)

Quand tontes les racines de Iéquation (Q) sont égales entre elles
et 3 m, lintégrale assignée se rédait i *

y:{a/+a//+a’/’+ veen +a(”)>e’""= w.e™* ;
mais cette valeur de y n’est plus qu'une intégrale particulitre , puis-
quelle ne renferme qu’une seule constante arbitraire «.

La simple substitution de ¢™, au lieu de y, parait donc étre ici
en défaut, et ne pouvoir faire connaitre la véritable intégrale de la
proposée (P).

Cependant , puisque cette substitution satisfait toujours & I'équation
différentielle , et puisque le défaut apparent de la méthode dépend
d’une certaine relation existante entre les coeflficiens constans

A, B,....N; supposons
y=u. eme
14 . ] ! r M
z étant une fonction de 2 qu'on peut espérer de déterminer en
telle sorte que lintégrale renferme le nombre de constantes arbitraires
nécessaire a la question.

Remarquons auparavant que , dans le cas ou Iéquation (Q) a

toutes ses racinesdgales, comme elle est équivalente & (m—m)"=o0,
on a

A=——.m N

) 1

n n I
B=4—. m?

+—— ’

n Ne—I N2 »
C=— —_m’

1’ 2 3 ?
.‘.'.".‘.';0.'....‘..."
N=1tm" ;

le signe supérieur ou le signe inférieur devant étre pris, dans la
valeur de N, suivant que 2 est pair ou impair.

En
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En conséquence , Ja proposée devient
n n n=—3x
dy— —d"'yumdat — . — Ay mrdat—.. Emidat =0

-or, on sait que, lorsqu’une fonction y est de la forme w.t, u et 2
étant des fonctions de z, on a

d"y=d"(u.t)=(du-ds)" ,

pourvu qu’on écrive le développement avec les précautions conve-
nables ; c’est-a~dire, qu'on a

1] 72 =1
d"y=2d"u-}- - d"“u.dt—}-—; . Td"“u.dzt—l—. votwds ;
mais , quand £=¢™*, on a, par la nature de la fonction ¢™*,
d"=t.(mdx)" ;
donc ,

d”y:t(d"u—-l——': d""‘u.mdx-{- _Z_ . ’1_:—1d""u.mﬂdx/“—-}—----‘*‘”'m"dx")5 (B)

mais la forme de la proposée, dans le cas actuel , est

dtr—= _':_ dr2ymda— .:1. . tymidet-... . m"dz"

en mettant donc, dans le second membre de cette dernitre équation,
au lieu de d* 'y, d™*y ,..., leurs valeurs en 7z, #, #, tirdes de la
forme générale (R), égalant ensuite entre elles les deux valeurs de
d"y , et divisant de part et d'aulre par #, on aura l'équation

identique

—
dtuammrdari~4-.. | =o. ¢ ¢

d"u-{—- d*-*umdz-t —

n n—
— d""umdx—-—-‘> _I...___.dr:- 2y midaie—.
1

o

2

n  n=—1 .
) *umidat—t..
3 2

-3

Towm. 11,
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ce qui donne d"u=o07; et, en intégrant,

u=a/+av4-a .. e Ma™t
donc
¥ =1l = (g a2 L Aea P ) ems

valeur qui, renfermant z constantes arbitraires , est I'intégrale complette
de la proposée (P).

§. . Cas o quelques racines seulement sont égales.

Lorsquil n’y a que p racines de 'dquation (Q) qui soient égales
entre elles et & m ; n étant supposé égal & p-4-¢ Vintégrale se
réduit a
y=(a'+a"+...4aP)m g g+ den®F x| ey P D
ou

—, oMX @4-1),mPH 1)y P+ ,mP+Dy |
y=a.™ta ¢ .. taP+De ¥y

intégrale qui n’est que particuliére, puisqu’au lien de 2 ou g
constantes arbitraires, eclle n’en renferme que 1-}-g.
Dans ce cas, I'équation (Q) revient 2

(m—m)l (n—m@F V), (n—=mP+D) =0,
Considérons séparément le premier facteur, et posons ldquation
mP=A'm? - BmP = -H/'=0.  (Q)

Il est évident, par le cas général que nous venons de traiter, que

cette équation sc rapporte a l'équation différentielle
Ly ydat-B/dP 2y dat ... . -Hlydaf =0 , P

dont toutes les solutions &:em” seraient égales entre elles ; en sorte

que  son intégrale sc présenterait sous

la forme particuliére
y:«..emx.

Si donc, en raisonnant comme dans le cas général , nous ins-

tituons les mémes calculs , nous trouverons , pour l'intégrale complette
de cette équation (P/),
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y=w.e=(a/4-a" x~4-a"" 2 ... a2 )™
valeur qui renfermera p constantes arbitraires.

Mais, d’aprés la propri¢ié des équations différentielles linéaires ,
Von sait que, si on a 2 valeurs particuliéres de 4, leur somme
donne immédiatement I'expression générale de cette fonction.

Donc, en réunissant la valeur précédente de y aux solutions fournies
par les ¢ facteurs inégaux de l'équation (Q), lesquelles renferment
chacune une constante arbitraire, nous aurons enfin pour intégrale
complette de la proposée (P)

y=a'+Fa" x40/ x> A0 PP V) 0P ) gm®H! )"+...+a(‘”+‘”e"‘(}1+q)x .
J’ai T'honneur , ete.

Périgueux , le 27 juin 1812,

ANALISE.

v

Doutes et réflexions , sur la methode proposée par
M. Whronskr , pour la résolution genérale des e€qua-~
tions algebriques de tous les degres ;

Par M. GERGONNE.

[a s Sla Vi Vo Vo W, Vg V]
&

DEUX mémoires , sur la résolution générale des équations, viennent
de paraitre successivement , dans lintervalle de quelques mois.
M. Coytier qui, peu avant, avait déja publié quelques observations
sur les équations algébriques (*), est l'auteur du premier de ces

(*) Brochure in-4.° de 16 pages , chez Eberhart, rue du Foin-St-Jacques,
n.° 12, a Paris, :
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deux mémoires (*) , dont jaurais , trés-volontiers , rendu compte
dans ce recucil , si lauteur avait exposé ses idécs d'une manicre
plus précise , et qui prétat moins & Varbitraire. M. VWronski, déja
connu par un ouvrage trés-remarquaable (**), est lauteur du
second (***). Ce dernier mémoire renferme proprement une méthode;
et cette méthode , dont lauteur promet de développer les principes
dans un ouvrage plus étendu, s’y trouve exposée avec autant de
netteté que de concision. M. Vronski admet en principe que ¢, , 35
Py o0t Py désignant les m racines m™e de lunité, et m étant le
degré d’une équation en x, privée de son second terme, les racines

Ly oy Tyy Xyyeeeady, de cctle équation peuvent toujours étre mises
sous cette forme

A A A L, ()

L I I I I I I I R A A R

wm———“t’m\m/ £ +P;1\"7 %z’lr'(‘,;n\m/ g ;+°-‘-+P$- ! \’7 Sm-19

£ 5 €24 B3 5000 Em., €tant des quantités & déterminer , que M. VWronski
appelle les parties constituantes des racines , et qu'il suppose devoir
étre , dans tous les cas, les racines d’'une méme équation du
(n—1)™° degré’, qu’il appelle la réduite , parce qu'en effet c’est a la
résolution de celle-ci que doit se réduire celle de la proposée.

(*) Brochure in-4.° de 16 pages et deux tableaux, chez le méme libraire.

(** Voyez le 2.2 volume de ce recueil, page 65.

¢***) Brochure in-4.° de 16 pages, chez Klostermann fils , rue du Jardinet,
n° 13, a Paris.

.
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1l n'est donc question que de former cette réduite , et voici,
pour cela, comment V’auteur procede. Il pose; sans les démontrer,
m équations, qu'il appelle fondamentales, entre deux classes distinctes
de fonctions des racines de la proposée. Les fonctions de la premiére
classe, au nombre de m™ ", sont celles que M. VWronski a désignées
par la caractéristique hébraique Aleph , dans sa  Philosophie des
mathématiques : ce sont les développemens des 72™* premitres puis—
sances de la somme des racines de la proposée , dont les termes
seraient privés de leurs coefliciens numériques. Les fonctions de la
seconde classe , au nombre de 7™ * seulement, que l'auteur désigne
par le symbole €, et sur lesquelles je reviendrai tout & 'heure, sont
telles qu'en y substituant pour »,, x,, #,,....2, leurs valeurs
hypothétiques , donndes par les formales (A), elles deviennent des
fonctions rationnelles et symétriques des élémens £, , &, , £, 5.« Zm.y 3
et comme, d’un autre c6té, les fonctions A/eph sont réductibles en
fonctions dés coefficiens de la proposée, soit immédiatement, par
les principes connus, soit, plus commodément , & Vaide d'une loi
de dérivation que M. VWronski indique , il en résulte que les équations
fondamentales peuvent étre amenées & mne plus renfermer que les
ccefliciens de la proposée , combinés symdtriquement avec les élé~
mens £;, £, 5 £3500s:ém.

Ces équations , ainsi transformées, se trouvant en nombre supérieur
d’une unité a celui des élémens qu’elles contiennent ; l'auteur prescrit
d'en éliminer tous ces élémens , excepté un quelconque, qu’il désigne
simplement par £, et pour la déterminstion duquel il obtient conséquein-
ment deux équations, dont les degrés , en supposant que I’on procéde
2 Dlédlimination de la manitre la plus simple, paraissent devoir étre
1.2.3....(m—1) pour lune, et 1.2.3....(m—2)m pour lautre.
M. Wronski affirme que les premiers membres de ces deux }Squations
auront un commun diviseur qui sera du (m—1)™¢ degré sculement,
et qui, égalé & zéro, serala réduite cherchée.

Ce procédé réussit complettement pour le troisitme degré; mais

Je Wai pas eu,.je l'avoue, le courage d’en terminer Iapplication



54 RESOLUTION GENERALE

au quatriéme, ou l'on est obligé de ca]culier 16 fonctions Q0 et 64
fonctions Alcph. 11 n’y a méme guere- d’apparence que personne
songe A l'étendre au cinqui¢me degré, poar lequel les € doivent
étre au mombre de 125 et les Aleps au nombre de 625; et ou il
faut finalement chercher le plus grand commun diviseur entre deux
polynomes, I'un du 24™¢ et l'autre du 30™¢ degrés.

Quant aux fonctions désignées par le symbole € ; sans expliquer
ici en détail la loi de leur formation, ce qui ne se pourrait sans
donner & cet article plus d’étendue que le mémoire de M. VVronski
n’en a lui-méme, je me bornerai a dire qu’elles sont formdes , d’une
maniére réguliére, avec les sommes de puissances des degrés m ,
2m, 3my....,m™ " *m des valeurs hypothétiques des racines de la
proposée , exprimées par les formules (A); en supposant qu’aprés
avoir développé ces sommes de puisances, on supprime dans leurs
développemens tous les termes irrationnels. Cette précaution est au
surplus inutile , pour le troisitme degré , ol les termes radicaux
s’évanouissent d’eux-mémes par les propriétés des racines de I'unité ;
mais il n’en est plus ainsi pour les degrés plus élevés. Si'donc M.
‘Wronski n'avait déja donné des preuves de son profond savoir, on
serait tenté de-craindre qu’il ne se fut laissé égarer ici par I'analogie ,
et qu'il n’ait cru trop légérement que, les termes affectés de radicaux
disparaissant d’eux-mémes dans le troisitme degré , ils‘devaient
également disparaitre dans les degrés plus élevés.

M. Wronski croit étre le premier a.n’avoir pas fait subir de
modifications 3 ses méthodes , pour les appliquer au 4.™° degré;
mais il me semble qu’en cela il se trompe. La forme qu’il assigne
aux racines , dans tous les degrés, est, en effet, exactement celle
que DBezout leur avait assignées avant lui (*), avec cette seule
différence qu’au lieu des quantités £, , &2 5 £; y+-o+ Zm.q » Ce sODL les

‘quantités Vi ‘m/—g:, "7?;, oV tm-; que Bezout cherche a déter-

(*) Voyez le volume d’algebre de son Cours, l’ﬁsage de la marine. Voyez
aussi les Mémoires de U'académie des sciences de Paris, pour 1762 et 1765,
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miner. Cela doit , 4 la vérité, élever un peu plus le degré des diverses
€quations ; mais en posant

a—_——\m/%m»: s 5=—{n/im-z > :"—"\m/ifm._, geeeey

on rendra tous les calculs de Bezout immeédiatement applicables aux
formules de M. VVronski.

Ce rapprochement entre les deux méthodes semblerait nous autoriser
4 douter du succes de la dernitre , méme des le 4.™° degré. 1
parait, en effet, résulter de l’analise de Bezout que , dans ce cas
particulier z, , %,, %, ne sauraient étre , comme lannonce M.
‘Wronski , les racines d’une méme équation du 3.™¢ degré;
mais que , tandis que %, est donné , & part , par une équation
du 3¢ degré, %, et gz, se trouvent donnés simultanément , par
une équation du 6. Il pourrait se faire , au surplus , que la
méthode de M. VWronski, exacte seulement lorsque 72 est un nom-
bre premier, dut étre modifiée dans le cas contraire.

M. WVronski observe, en terminant son mémoire , que, dans la
question qui vient de Voccuper, le point capital est la connaissance
de la forme que les racines doivent affecter. 1l est trés-vrai , en
effet, que si, pour tous les degrés , les racines devaient avoir la
forme que l'auteur leur ‘assigne , et si sur-tout les quantités £, ,
225 £350.-+%m., devaient &tre , comme il le prétend , les racines
d’une méme équation du (72—1)™® degré; le probléme de la résolution
genérale des équations algébriques pourrait, par cela seul, étre regardé
comme complétement résolu. On va méme voir que , dans cette
hypothése , on pourrait, pour chaque degré, parvenir & la réduite
par une méthode qui, en méme temps qu’elle serait incomparable-
ment plus courte que celle quiindique M. VVronski, aurait en outre
Pavantage de porter avec elle sa démonstration.

Soit, en effet, » un nombre entier quelconque , moindre que
m  Soient muliiplides respectivement les équations (A). par ¢7, ¢,
Pys0eeetme En prenant la somme des produits, et se rappelant que
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Avec ces valeurs il sera facile de former, en fonction de »,, z,,

Xy yeue 2y, les divers coefficiens de la réduite ; et, si les asser—
tions de M. WWronski sont exactes, ces coefficiens devront , aprés
le développement et les rédactions résultant des propriétés des racines
m. ¢ de Punité, se réduire & de simples fonctions symétriques de

Ty &yy Zy,.0.. &y , exprimables conséquemment par des fonctions

rationnelles des coefficiens de la proposée.

Quelque
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Quelque simple que soit cette méthode, comparée i celle de M.
Wronski, elle est susceptible encore de quelques perfectionnemens
Gwil convient de ne pas négliger. En premier lieu , en affectant
les seconds membres des équations {A) du dénominateur communr
m, ce qui est permis, tant que les élémens g, , z,, £, ,c.c08p_,,
ne sont pas encore déterminés , on parvient évidemment 2 délivrer

e

> . I .
les valeurs de ces élémens du cceflicient — qui les affectent toutes,
m

En second lieu , soit désignée simplement par p une racine »™°
de l'unité qui ne soit pas, en méme temps, racine de l'unité, d’un
degré inférieur & 7, ainsi qu’il pourrait arriver si, f étant pris au
hasard , m n’était pas un unombre premier. On pouarra remplacer
Pr s Pas P3 oe-eePm P2 p, ¢*, ¢° 5 oo p” ou 1. Il nentrera donc , dans
les calculs, qu’une seale racine de I'unité ; et Pon n’aura besoin,
pour opérer les réductions, que d’avoir égard aux seules ¢quations

p=1 et 1-pptp P T =0

Ainsi, en posant, pour les valeurs hypothétiques des racines,

3{’\’72 - \/%z-l-f %+...+p M1 "75”2_!},
&
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Toma III: 8



58  RESOLUTION GENERALE DES EQUATIONS,
sur quoi il faut remarquer qu’en vertu de ’dquation pm=1 , on pourra

sabstituer aux exposans de ¢ supéricurs & m-~1 le reste de leur
division par m.

Si I'on veut appliquer cette méthode : a I'équation du troisiéme degré
sans second terme, L 4-prtg=o ,

on poscra

R TRV I
=:{ \/% +o Ve s
“‘§§ Vit Vs
il viendra ainsi ¢, =z, 4 v, 42,),

L. =02 tre,4a)) s

d’olt on conclura, en développant , et faisant usage de lequatxon
1}t =o0 ,

2(x) 2 4a))
—3(@'x Az 22l 22 e, 2))
+12x,x,x; R
bk, = {(@ a2 — (02 2,2 2,2 )P

vemplagant les fonctions symétriques des racines de la proposée par
les fonctions équivalentes des coefficiens p et ¢, il vigndra

e =

£y +Zz =—27q , il€1=_27pg 5

la réduite cherchée sera donc
gt2798—27p°=0.
Maintenant donc que M. Wronski a entre les mains un moyen
-beaucoup plus court, et peut-étre plus direct que le sien , pour
former ses diverses réduites, c’est 4 lui de voir si, en effet, ses
principes se vérifient au deld du troisitme degré, 1l ne s’agit ici,
j'en conviens , que d'un travail purement mécanique; mais ce travail

est néanmoins nécessaire pour légitimer & nos yeux les méthodes

de M. Wronski , jusqu’a ce qu’il nous ait clairement développé les
principes sur lesquel il les a fondées.
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Japprends , 3 Vinstant, que le méme gdomdtre vient de publier
le Prospectus d’une REFUTATION de la Théerie des fonctions
analiiigues de M. LAGRANGE. Jignore ce que peut signifier le mot
réfutation , dans la langue de M. VWronski, laquelle, comme Von
sait , n’est pas celle de tout le monde. Mais , suivant I'acception
commune , pour qu'un ouvrage soit susceptible d’¢tre 7¢/u#é , il faus
non seulement que cet ouvrage renferme des erreurs, mais que, de
plus , ces erreurs y soient prédominantes, et qu’clles en constituent ,
pour ainsi dire, l'essence et le fondement; or, jc ne sache pas que
rien de pareil existe dans le livre des Fonciions. Que M. VVronski
consacre un ouvrage a défendre la méthode de Leibnitz contre celle
de M. Lagrange, 4 lui permis, sans doute. Il pourra méme trouver
beaucoup de gens de son parti, aujourd’hui sur-tout , ou l'on aime
tant A rétrograder en toutes choses. Mais un tel ouvrage ne sera
point proprement une réfutation du livre des Fonctions. Son illustre
et modeste auteur a moins cherché , en effet , dans ce livre , & faire
prévaloir ses idées qu’d montrer simplement qu’a la métaphysique
obscure , et souvent trompeuse, sur laquelle on avait établi jusqu’ici
le calcul différentiel , il était possible de substitrer des idées tris—
exactes et trés-lumineuses, et j'ai pcine 4 croire que l'on puisse
jamais parvenir & nous prouver qu’il n’y a pas complétement réussi.

QUESTIONS RESOLUES.

Solutions du probléme de probabilité proposé & la
page 324 du second volume des Annales ;

Par MM. TEpexaT , correspondant de la premiere classe de
. ’ :
VInstitut , recteur de Pacadémie de Nismes: D. ExcoxTRE
b Y b
professeur, doyen de la faculté des sciences de 'académie
de Montpellier; LnuiLier, professeur de mathématiques
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6o QUESTIONS
A Tacad¢émie impériale de Geneve ; LE Granp et Rocrar,
professeurs de mathématiques & Saint-Brieux.

[a Za Vi Vo Vlo Vi Vi Vg Vo V)

4 L4 -~
E NONCE. Une loterie étant composée de m numéros 1, 2, 3,...m,
dont il en sort n & chaque tirage ; quelle est la probabilité que ,
parmi les n numéros d'un méme tirage, il ne se troupera pas deux

nombres consécutifs de la suite naturelle ?

Je vais rendre un compte sommaire des diverses solutions qul ont
été données de ce probléme , en insistant principalement sur les
différences essentielles qu’elles pourront offrir.

Je commencerai par la démonstration d’un principe sur lequel
reposent toutes ces solutions. Ce principe est généralement connu
mais , la démonstration qu’en ont fourni MM. Le Grand et Rochat

étant trés-courte , on me pardonnera de la rapporter ici.
Soient

©
|

I 4+ 2 4 3 4.+ m s
1.2 423 4+ 3.4 4.4+ mimtr),
S, = 123423443454 oo . m(m—-1)(in4-2) ,

NG
I

® 0 o 0 0 o 8 00 % ¢ 806 e s s s S s 00 0 e o . s a0 o o0 s

Sp=r1.2.3..p4-2.3 4o (P4 1)43.4.5. (p-2)F i Fm (4= 1) g2 0 (gp—3) -
Us’agit de prouver qu’on doit avoir

m(m=1) ,
m(m—1)(m-}-2) ,
m(m=1)m=-2)m-+3) ;

Sp:;;l—‘_—lm(m+1)(m+2)(m+3).....(m+p—-I)(:m—i—-p).

Pour y parvenir, supposons que ceite loi se soit vérifide pour les
m-—1 premiers termes de la dernidre suite, de manidre quon ait
1.2.3. pd2.3 40 (PAD+3. 050 (p2) i (m=1) () 1) o (M -p—2)

X

== o (e 1 (2) (M~ 1) o (ofp==2) (M=fp—1) ;

S, =
S.=

3

Blm wle ww
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on aura alors

I
Sp=
Tt

- (m==1) (M) (m—=4=1)..(mp=—2} (n~f-p=1)-f-m2 (-1} (mF-2) oo (M~f-pmm1)
I
ou Sp= e m(m—=1)(m=t=2) e (m~-p—1){ (m—1 )4 (p+1)} ,

ou Sp= ;—_:: m(m—4-1)(m—~4-2) o (m=p—1) (m-p).

11 est donc prouvé par I que cette formule scrait vraie pour les
m premiers termes de la suite , si elle était vraie pour ses m—1
premiers termes ; or , il est aisé de se convaincre qu’elle est vraie -

pour les deux premiers; car on a

1.2.30.p42.3 4 pt1 =234 p[14(p+41)]

1 2
= 2.3 4 p(p1)(042) ;.
ainsi l'expression de Sp est exacte , et il en doit étre de méme de
cellées de §,, §,, §,,.... qui n'en sont que des cas particuliers,
il résulte aussi de 1A qu'on doit avoir
me—z . m—3 m—4 Mol P,

4
. -:!-— + -+ 3+2+I=—————~ . 5

1 I X 2

m==x m-—3 m.—‘;_

:3 +0u+ 6 +3+I == . . « ™ s

m-—3 m—4 me—4 m

: -+

1 2 1 2 3
Ml M==5 M= m—5 m—6 m—7y Mme=3 m—f m=—5 me—p
. . . . oy IO —_ . . .
T T e hebro = e

V8 s s 8 8 4 B s s s 8 2 5 0 8 s s 4 s 0 s e e £ 8 s e B 8 @ 8 e s s 89 e s e 0 2 8 ® s 6 o B . es e e @ e s e s 22

Je passe présentement 3 la question proposée. Comme il est connu
que, lorsqu’un événement dépend de quelques chances , comprises
parmi plusieurs autres , toutes également possibles, la probabilité de
cet événement est exprimée par une fraction dont le numérateur est
le nombre des chances de larrivée desquelles cet événement dépend ,
et dont lc dénominateur est le nombre total des chances ; et comme,
d’un autre c6té, on sait de combien de maniéres z» numéros peu-
veat étre choisis entre 7z; on voit que la question se réduit a déterminer,
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de combién de manitres les m nombres 1.2.3..7.m peuvent étre
pris 2 4 » sans que, dans aucane combinaison , il se trouve deux
ou un plus grand nombre de numéros conséeutifs.

On peut chercher directement le nombre des combinaisons de cette
sorte ; ou bien on peut, au contraire , chercher le nombre de celles
qui renferment des numéros consécutifs; puisque ce dernier nombre,
retranché du nombre total des combinaisons 7z & », donnera pour
reste le nombre des combinaisons dont il est question dans I’énoncé
du probléme. C’est ce dernier parti qu’.‘a pris’ M. Lhuilier. Pour
abréger le discours, il appelle Ambe successif I'assemblage de deux
numéros se succédant consécutivement dans la suite des nombres
naturels ; soit que ces numeéros soient seuls , soit qu’ils fassent partie
d’une combinaison d’un plus grand nombre de numéros. Cette défi-
nition posée, M. Lhuilier parvient 4 la formule générale par la
considération des cas particuliers , en procédant a peu prés comme
il suit.

1.° Dans lecasde »=1, le nombre des tirages qui donnent des
. . m m
ambes successifs est évidemment 0= — — —
: j 8 I
2.° Dans le cas de =2, le nombre des tirages qui donnent des
ambes successifs est évidemment

me—1x m m=—Ix Mm==1 me—2

I 1 2 I 2

3.° Dans le cas de »=3; si 1 et 2 font tous deux parties d’un
tirage , on pourra leur adjoindre I'un quelconque des 72—2 numéres
restans ; si, au contraire , 1 doit faire partie d'un tirage, sans que 2
doive s’y trouver, il faudra lai adjoindre toutes les combinaisons deux
a deux des m—2 numéros restans qui peuvent fournir des amhes
consécutifs , et dont le nombre est, par ce qui précéde, m—3.

Ainsi le nombre des tirages ayant 1 pour leur plus petit numéro,
et présentant des ambes successifs , sera (72— 2)-4-(m—3) ; pareille~
ment le nombre de ceux d'entre eux qui auront 2 pour leur plus

petit numéro , sera (m-—3)-+ m—4,; le nombre de ceux qui .aurent 3
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pour leur plus petit numéro , sera (m—4)+(m—>5) , et ainsi de suite.
On voit, d’aprds cela, que le nombre total des - tirages de trois
numéros présentant des ambes successifs , sera
§ (n—2)-(m=23) }4{ (m=3)F-(m=—15 j 4 { tn—14-(n—5) } - { 140}
= { (n==2)4-(m—3)4-(m =441} =} { (n==3)4-(m—f)f-(n—5) ... 1 }

Mm=—1 m=—2 = m=—2 m—3 m  me=1 =2 m=—2 m==3 m—;
—rr f— .

— . . — . —— .

1 2 I 2 1 2 3 I 2 3

4.° Dans le cas de =4 ; 1 et 2 devant faire & la fois partie

Me—2  m—3

d’'un méme tirage, on pourra leur adjoindre chacune des
- I 2

combinaisons deux 3 deux fournies par les 7—2 numéros restans.
Si au contraire 1 doit faire partie d'un tirage, sans que 2 doive s’y
trouver ; il faudra adjoindre 3 ce numéro 1 toutes celles des com-
binaisons trois & trois des 7-—2 numéros restans qui présenteront

des ambes successifs et dont le nombre est, par ce qui précede,
m—3 m—4f = m—f me=b

1 =2 1 2
Ainsi le nombre des tirages de quatre numéros qui, présentant des

ambes successifs , auront 1 pour leur plus petit numéro, sera
Me——2 m—3  m——3 m— m—4 m=—b . e . .
. -+ o -+ —. 3 le nombre des  tirages de
1 2 b ¢ 2 I 2 .
cette sorte qui aurent 2 pour leur plus petit numéro, devra donc étre

m—3 m—4t . me=—4f m=—=5 m—5 m—~6 .
. . -+ . ; le nombre de ceux qui auront
I 2

I 2 b 2 -
2 - .o . m=—j m—5
3 pour leur plus petit numéro, sera semblablement - -+
m—5 m=—6 = m—6 m=—7 .. . '
. -} . , et ainsi de suite.
1 2 1- =2

On voit, d’aprés cela, que le nombre total des tirages de quatre
numéros présentant des ambes successifs , sera

. 4+ .

Mz M=3 = m=—=3 me—f = m—f me=5
: +I=
X 2 1 2 1 2

4 Sm—-?).m—4+m—4-m-—5+m—-—5'm—G}
S

I 2 I 2 1 2
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M. Lhuilier applique encore ce raisonnement au cas o n=>5 et,
4 raison de la marche uniforme du procedé, il est conduit & con-
sidérer le nombre des tirages de » numéros qui présentent des ambes
consécutifs comme étant la djfférence enire le (m—n-t1)™¢ et le
(m—2n~-2)"° nombres figurés du 7™ ordre. Or, comme le premier
de ces deux nombres figurés exprime le nombre total des tirages
de » numéros , il en résulte que le dernier représente le nombre de
ceux d’entre eux qui nont point d’ambes successifs.

M. Lhuilier observe , au surplus, que I'on pourrait s’assurer d'une
maniére rigoureuse de P'exactitude de ce résultat, par le raisonne-

ment connu qui consiste & prouver que, ‘si ce résultat est exact,

pour des tirages de m—1 numéros, il doit I’étre aussi pour des
tirages de z numéros.

MM. Tédenat , Encontre , le Grand et Rochat ont au contraire
cherché & calculer directement le nombre des chances favorables.
Pour parvenir & leur but, ils supposent qu'on a fait des chances
de cette sorle divers groupes , en placant dans le premier groupe

toutes
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toutes celles dont le plus petit numéro est 1, dans le second toutes
celles dont le plus petit numéro est 2, dans le troisitre toutes
celles dont le plus petit numéro est 3, et ainsi de suite. Les choses
ainsi entendues , voici comment ils procedent.

1.° Il est d’abord évident que , il ne doit sortir qu'un seul

numéro a chaque tirage , le nombre des chances favorables sera
m

le nombre total des chances , c’est-a-dire , 7 ou -

2.° §l doit sortir deux numéros a chaque tirage , celles des
chances favorables dont le plus petit numéro sera 1, ne pourront
étre complétées que par quelqu’un des m—2 numéros 3, 4, 5,...m ;
le nombre de ces chances sera donc m—2.

Celles des chances favorables dont le plus petit numéro sera 2,
ne pourront étre complétées que par quelquun des 2—3 numéros
4,5, 6,....m; le nombre de ces chances sera donc m—3.

Celles des chances favorables dont le plus petit numéro sera 3,
ne pourront étre complétées que par quelqu’un des 7—4 numéros
5,6, 7,....m3 le nombre de ces chances sera donc m—4.

Et ainsi de suite, jusqu’ad la chance favorable dont le plus petit
numéro sera m2—2 , laquelle sera unique : attendu qu’elle ne pourra
étre complétée que par le seul numéro s, '

Ainsi , dans le cas de z=2, le nombre total des chances favo~

rables sera

(m—2)A-(m—3)A-(— )4 .7 o . Frafr= T T

.

I 2

7

e’est-a-dire , le (m—2)™° nombre triangulaire.

3.0 §’il doit sortir trois numéros a chaque tirage , celies des
chances favorables dont le plus petit numére sera 1, ne pourront
étre complétées que par celles des combinaisons deux a deux des
m—-2 numéros 3, 4, 55....m qui ne présentent poini de nom-
bres consécutifs , et dont le nombre est , par ce qui précede ,

(m=—2)—2 (N=—2)==I m—4j
. ou
I 2 b

Tom. 111. 9

m—3
 —
2
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Celles des chances favorables dont le plus petit numéro sera 2,
ne pourront étre complétées que par celles des combinaisons deux
4 deux des m—3 numéros 4, 5, 6,....7, qui ne présentent point

de nombres consécutifs , et dont le nombre est, par ce qui précéde ,

(m.._a) — (?71—3)-—- T Mme—b m—4
. . °
I 2 1 2

Celles des chances favorables dont le plus petit numéro sera 3 ,

ne pourront &tre complétées que par celles des combinaisons deux

a deux des m—4 numéros 5, 6, 7,....m qui ne présentent point

de nombres consécutifs , et dontle nombre est, par ce qui précede,

(Mm=—4)=2 (m=—f)—1 m—6 m—5
. ou

I 2 I 2

Et ainsi de suite, jusqu'd la chance favorable dont le plus petit
numéro sera m—4 , laquelle sera unique : attendu qu’elle ne pourra
étre complétée que par les deux seuls numéros m—=2 et m.

Ainsi , dans le cas de n=3, le nombre total des chances
favorables est

m—} m-—3+m—-5 m-—-4+m-6 m—-5+ . +3+x— My M3 m—2
. — . wens = ¢ . H

1 2 1 2 3

I 2 1 2

cest-a-dire , le (m—4)™° nombre pyramidal.

4.° 8l doit sortir quatre numéros & chaque tirage ; celles des
chances favorables dont le plus petit numéro sera 1, ne pourront
étre complétées que par celles des cembinaisons trois & trois des
m—2 numéros 3, 4, 5,....m qui ne présentent point de nom-
bres consécutifs , et dont le nombre est, par ce qui précede,

(m—2)=} (M=—2)=3 (mw=2)—2

m—6 m=—5 m—f
ou .
1 2 3

1 2 3

Celles des chances favorables dont le plus petit numéro sera 2,

ne pourront &tre complétées que par celles des combinaisons trois
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3 . - . .
a trois des m—3 numéros 4, 5, G,....7m qui ne présentent peint
de nombres consécatifs , et dont le nombre est, par ce qui précede,

m=—3)—4 m=—3H—3 (m=—3)—2 M7 e m—5

. —— cu .
1 2 3 1 2 3 °

Celles des chances favorables dont le plus petit numédro sera 3,
ne pourront étre complétées que par celles des combinaisons trois
a trois des m—4 numéros 5, 6, 7 ,....m qui ne présentent point

de nombres consécutifs , et dont le nombre est, par ce qui précede,
L

(m=—fy—f (m=—})=—3 (m=—4)=—2 ou m=—8 m—7 m=—5

1 2 3 b { 2 3

Et ainst de suite, jusqu'a la chance favorable ayant m—=6 pour
son plus petit numéro , laquclle sera unique; attendu qu’elle ne pourra
_Atre complétée que par les trois seuls numéros me—q , m—2, m.

Ainsi , dans le cas de n=4, le nombre total des chances favo~
rables est

m—6 m=—5 m—4f = m—7 m—6 m=—5  m—8 m—7 m—6

. ot ~ X
X 2 3 1 2 3 ~+ 1 2 3 Fotdt
__m=—b6 m—5 me—=j m——3

— . . . 2

1 2 3 4

clest-a-dire , le (m—6)™° nombre figuré du 4.° ordre.

La marche parfaitement uniforme de ce procédé conduit & eon-
clure,, sans qu’il soit nécessaire de pousser linduction plus avant,
qu'en général , n désignant le nombre des numéros qui sortent a
chaque tirage , le nombre des tirages différens qui ne présentent
point de numéros consécutifs, est le (m—2n-4-2)"¢ nombre hguré
du 2™° ordre ; c’est-a~dire ,

me—2nf2  memone}d  mee2ne-4 Memn=f-1
T ® . Sesees T »
b ¢ 2 3 n

ce qu'il serait d’ailleurs facile d’¢tablir par un raispnnement rigoureux.
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Si présentement on considére que le nombre total des tirages possibles
de z» numéros parmi m est

m. me—I me—2 m=—n-{-1

—

. . te e
I 2 3 : n ’

-~

on en conclura que la probabilité demandée par I'énoncé de la question est

Mme=an~d-2  Memecnf-3 me=—2n-d-4 m=—=n-}-1

. .
m m=—1 M2 m=—n~-1

M. Encontre remarque que , si 'on avait égard & Uordre de sortie
des numéros , dans chaque tirage , le nombre des tirages dans lesquels
il ne se trouverait pas deux numéros voisins dans la suite des nom-
bres naturels , serait simplement

(m—=2n—-2)(1n-—2n4-3)(m—2n-+44).. .. (m—n-+1) ;

et comme alors le nombre total des tirages possibles serait

m . (m—1) . (m—2) . ... (p=—n-}1) ;

il s’ensuit que la probabilité cherchée serait encore la méme que
dans le premier cas.

M. Tédenat observe que, lorsque z=1I(m-t1), le nombre des
tirages sans numéros consécutifs se réduit & l'unité, et quil devient
nul, si Pon a 2> I(m-tr1).

On peut encore parvenir au but par une autre méthode qui peut
paraitre un peu moins simple que les précédentes , mais qui a sur
elles I'avantage de résoudre , outre la question proposée , une autre
question non moins intéressante , et qui a avec elle une trés-grande
analogie. Je vais I'exposer brievement.

Pour étre plus court et plus clair , j’adopterai les dénominations
suivantes :

Jappellerai Combinaison totalement continue, toute combinaison
dont les numéros , du plus petit au plus grand, se trouveront étre
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des nombres consédcutifs de la suite naturelle, J'appellerai Combinaison
tolalement discontinue , toute combinaison dans laquelle il sera
impossible de rencontrer deux nombres consécutifs de la méme suite.
Quant aux combinaisons formdées en partie de nombres conséculifs
et en partie de nombres non consécutifs, elles pourront étre indif-
féremment appelées Combinaisons partiellement coniinues ou Com—
binaisons partiellement discontinues.

Jobserve présentement que chacune de ces diverses sortes de
combinaisons peut étre considérée sous deux points de vue trés-
distincts. On peut supposer tous les numéros & combiner disposés
les uns & c6té des autres, du premier au dernier , suivant l'ordre
de leur grandeur, sur une ligne droite, sur une branche de courbe
ou sur une portion de polygone; ou bien on peut les supposer
rangés, suivant le méme ordre, soit sur la circonférence d’un cercle,
soit sur toute autre courbe fermée, soit enfin sur le périmetre d’un
polygone ; et les deux numéros extrémes qui, dans le premier cas,
ne seront point consécutifs, devront étre réputés tels dans le second.
Jappellerai Combinaisons rectilignes les combinaisons faites avec
les numéros disposés de la premitre de ces deux manidres , et
Combinaisons circulaires celles qui seront faites avec les numéros
rangés conformément a la seconde hypothése. Lies unes et les autres
pourront étre d’ailleurs zozalement ou partiellement continues ou
discontinues.

Il est d’abord clair que 7 numéros, pris » ¥ 2, doivent fournir
m  combinaisons circulaires et m—n—--1 combinaisons rectilignes
totalement continues; mais le nombre de leurs combinaisons, soit
rectilignes soit circulaires , totalement discontinues, n’est point aussi
facile & déterminer.

La question ou Pon propose de déterminer combien 72 numéros,
pris » a n, peuvent fournir de combinaisons circulaires totalement
discontinues , revient a celle-ci : Un polygone de m cbtés étant
donné , combien peut-on construire de polygones de n cdtés dont
tous les sommets soient des sommets du polygone donné sans qu’au-
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cun de leurs cbiés soit coté de ce polygone ? Sur quoi il faut
remarquer qu’ici toute diagonale isolée doit étre considérée comme un
polygone de deux c6tés dont les cotés se confondent ; et que tout
sommet doit &tre considéré comme un polygone d'un seul coté.

La question ot V'on propose de déterminer combien m numéros,
pris » & n, peuvent fournir de combinaisens rectilignes, totalement
discontinues , revient & celle-ci : Une portion de polygone de m
sommets , ou de m—1 cdlés, éiant donnée ; combien peut-on cons—
truire de portions de polygones den sommets , ou de n—1 cb’és ,
dont les sommets soient tous des sommets de la portion de polygone
donnée , sans qu'aucun de leurs cdOtés soient cdtés de cette portion
de polygone P Clest proprement 1i la question qui a été proposée.

Je vais mener de front ces deux questions ; mais je dois observer
auparavant que , comme ici la disposition respective des numéros
dans chaque combinaison, n’est de nulle considération ; on peut
supposer qu’ils sont rangés , dans toutes, par ordre de grandeur |
et qu'ainsi les polygones et portions de polygone dont il s’agit
d’assigner le nombre, doivent étre convexes, si les polygones ou portions
de polygones donnés sont supposés tels.

1.° Il est d’abord évident que le nombre des extraits , soit circu=

laires soit rectilignes , totalement discontinus, n’est autre que le
m

nombre total des extraits, c’est-a-dire, - -

2.° L’adoption d’un numéro quelconque, pour faire partie d’'un
ambe circulaire totalement discontinu , donnant Pexclusion a ses
deux voisins , & droite et & gauche, on ne pourra lui adjoindre que
les extraits rectilignes , totalement discontinus, que pourront fournir

les 2—3 numéros restans , et dont le nombre est par ce qui précede ,
m—3

— Si l'on en fait de méme successivement , pour chacun des m

1 5 I3 m_3 .
numéros , le nombre des ambes qu’on aura formés sera m. —— ; mais ,
- - I

chaque ambe se trouvant ainsi répété deux fois, il sensuit que le
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pombre des ambes circulaires, totalement discontinus que 7 numéros
peuvent fournir , est seulement

m 77—y

— ——
. .

2 I

Pour passer de lh aux ambes rectilignes , on remarquera que le
seul de ces ambes qui ait été exclu du nombre de ceux qui viennent
d’étre formds , est celui qui résulte de I'assemblage des deux numéros
extrémes. Ainsi, le nombre des ambes rectilignes, totalement dis-
econtinus , que 72 numéros peuvent fournir est

m m—3 M Mommd
———— el T —— —,
a I 1 2

3. L’adoption d’un numéro quelconque , pour faire partie d’un
terne circulaire , totalement discontinu , donnant l'exclusion & ses
deux voisins , & droite et 3 gauche ; on ne pourra lui adjoindre
que les ambes rectilignes , totalement discontinus, que pourront four-
nir les m—3 numéros restans , et dont le nombre est, par ce qui
précede , (m—:))_l . (m_i)—z ou mté' .m:5 . Si TYon en fait de
méme successivement , pour chacun des 7 numéros , le nombre

s < mef me—-5 .
des ternes quon aura formés sera m . - 5 Tnais, chaque terne
2
NP e e ee e .
se trouvant ainsi évidemment répété trois fois , il s’ensuit que le
nombre des ternes circulaires , totalement discontinus, que 7 numéros
peuvent fournir est seulement

m me—f m—b

3 1 ' a2 °

Pour passer de la aux ternes rectilignes , il faudra joindre i ce
résultat le nombre des ternes circulaires dont les numeéros extrémes
font partie , sans renfermer d’autres numéros consécutifs , et dont
le second et le pénultidme se trouvent conséquemment exclus; or,
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ce nombre de ternes est évidemment égal au nombre des extraits
rectilignes , totalement discontinus que peuvent fournir les m-—4

. . m—4 . .

numeéros restans , c’est-a-dire , par ce qui préctde, — . Ainsi, le
I

nombre des ternes rectilignes , totalement discontinus , que 7 numéros

peuvent fournir est

M4 m—5+m—4 _ m2—5m--6 m—4 __m—2 m—3 m=—4

m
3 . — . . .

I 2 1 1.2 3 1 2 3

4.° L’adoption d’'un numéro quelconque , pour faire partic d'un
quaterne circulaire, totalement discontinu, donnant I'exclusion & ses
deux voisins, & droite et & gauche ; on ne pourra lui adjoindre que
les ternes rectilignes , totalement discontinus, que pourront fournir

les m—3 numeéros restans , et dont le nombre est, par ce qui précede,
(m=—=3)=—2 (Mm=—3)=~3 (m=—3)=—} m—5 m—6 m=y

. . ou . . .
i 2 3 1 2 3

de méme successivement , pour chacun des 7 numéros , le nombre

Si Von en fait

s , m—5 m~6 m—y .

des quaternes qu’on aura formés sera . . . s mais,
4 2 3

chaque quaterne se trouvant ainsi évidemment répété quatre fois ,

il s’ensuit que le nombre des quaternes circulaires, totalement dis-

continus , que 7z numéros peuvent fournir est seulement

m-——=5 me—6 m-—y

I 2 3

m
% '

Pour passer de la aux quaternes rectilignes, il faudra joindre 3
ce résultat le nombre des quaternes circulaires, dont les deux numéros
extrémes font partie , et dont le second et’le pénuliitme se trouvent
conséquemment exclus; or, ce nombre de quaternes est évidemment
égal au nombre des ambes rectilignes , totalement discontinus, que
peuvent fournir les 7—4 numeéres restans, c’est-a-dire, par ce qui-_

(M=—f) =1  (M——if)=2 m=—5 m=06

précede , - - ou —— . ——. Ainsi , le nombre des

quaternes
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quaternes rectilignes , totalement discontinus , que 72 numéros peu-
vent fournir est

m=—5 mw=b me—7 = mee5 m=—6 ml—7md12 m=5 m—>6

.

1 2 3 X 2 1.2 3 4

__m—-3 Ml ==5 m=——G

. — . -

1 2 3 4

»13

Comme on apergoit déja facilement , sans pousser I'induction plus
loin, la loi de ces divers rdsultats , je vais de suite en prouver
Pexactitude , pour le cas général ot les 7z numéros doivent étre
pris » a n.

Soient respectivement désignés par C,,, et R, le nombre des
combinaisons circulaires et le nombre des combinaisons rectilignes ,
totalement discontinues que peuvent fournir 7z numéres , pris z a n.

I’adoption d’'un numéro quelconque, pour faire partie de I'une
des combinaisons circulaires , 2 & 7, totalement discontinues , donnant
Pexclusion a ses deux voisins, & droite et & gauche, on ne pourra
lui adjoindre que les combinaisons rectilignes , z—1 & n—1, totale-
ment discontinues , que pourront fournir les 72--3 numéros restans , et
dont le nombre devra éire représenté par 2, _; ,,_,+ Sil'onen fait de méme
successivement , pour chacun des 72 numéros, le nombre des combinai-
sons 7 a 2 qu'on aura formées, sera R, _,,,—, ; mais, chaque combinai-
son, n a n, se trouvant ainsi évidemment répétée 2 fois , il s’ensuit
qu’on doit avoir seulement

c Boynne ()

mon =

C IR

Pour passer de 14 aux combinaisons rectilignes, il faudra joindre

3 ce résultat le nombre des combinaisons circulaires, z & 7z, dont

les deux numéros extrémes font parties , sans renfermer d’autres

numéros consécutifs , et dout le second et le pénultitme se

trouvent conséquemment exclus; or , ce nombre de combinaisons

est évidernment égal au nombre des combinaisons rectilignes, n—2
Tom. 111 10 -
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3 n—2, totalement discontinues , que peuvent fournir les m—4
numéros restans , c'est=a-dire ; By, ., . On a donc d’aprés cela

Bm,u= Cm,n+Rm- 4yt=2 (II)

Telles sont les équations générales de relation entre le nombre
des combinaisons rectilignes et le nombre des combinaisons circu-
laires , et dont l'intégration résoudrait complétement les deux
problémes,

De ces deux équations on en peut facilement déduire deux autres
dans lesquelles R et C soient séparés. Si, en effet, on ¢élimine
Cou entre elles, on aura d’abord '

m
Bm,n= ;Bm-z,n-x +Bm-4,u—z . (7‘)
Si, ensuite, on change 7 ct » respectivement en m—/ et n—2,

dans la premitre , et en m—3 et n—1, dans la seconde , il
viendra

(n_g)cm—hn—z=(”2""'4)Bm-7,u—; >
Cm"‘i.v"' 1 :-Rm..g,n- X_Bm—y,n- 3 )

d’olt on conclura, par Vélimination de R,_, .., et la substitution
de la valeur de R,_;,,.,, donnée par I'équation (I)

m -2

Cm_ 3,1 -+ -

C n m__4 m=4,n-2" (6)

ER IR

myn =

Si maintenant , en suivant lanalogie indiquée par les résultats
précédemment obtenus, on pose

LEC N B BNY ?
1 2 3 n

m—n--1 m—n Mme—n-—1x m—2n-}-2
Bm,n::
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M M=l essem2 Mme—27i-}-1
C ;; * * «® o o 0 ;

I 2 n—I

il sera facile de se convaincre que ces valeurs satisfont aux équations
(r) et (¢), et conséquemment aux équations (I) et (II) , et quainsi
elles en sont les intégrales ; ce qui garantit l'exactitude de ces
deux formules.

D’aprés l'inspection des mémes formules, on voit aisément qu’on
peut écrire

me—=2n-}-2

R By (0]

m,n
? n

m  m=2nd4-1
Cm,YI::' T-

/
—1 Crney e (¢
équations qui conséquemment peuvent remplacer , soit les équations
(r) et (¢), soit les équations (I) et (II).
Les valeurs successives de Cpm,, qui répondentd n=1, 2, 3,...n,
c'est-a—dire ,
m m—3 m m—f m=5 m m—5 m—6 m—y

m
I

? 1 2’123’12’34

c o0 o

sont trés-remarquables , parce qu’elles entrent , comme coefliciens ,
dans un grand nombre de développemens. Ce sont, en particulier,
les coefficiens des termes du développement de 2Cos.mz, ordonné
suivant les puissances descendantes de 2Cos.x. Ces sortes de nom-
bres, qui se représentent fréquemment dans I'analise , recoivent donc,
par ce qui précéde , une interprétation & la fois combinatoire et

géométrique.
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QUESTIONS PROPOSEES.

Theorémes de Statique.

1. S: ron joint , par des droites, le milieu de chacune des diago-
nales d'un quadrilatére & un point de I’autre diagonale , qui soit autant
éloigné de l'une de ses extrémités, que le point d’intersection des
deux diagonales est éloigné de son autre extrémitéd ; l'intersection
de ces deux droites sera le centre de gravité de laire du qua-
drilatere

1. Soit déterminé, sur chacune des deux diagonales de la base
d’'une pyramide quadrangulaire , un point qui soit autant éloigné de
Vune de ses extrémités , que le point d’intersection des deux
diagonales est éloigné de son autre extrémité.

Si , da point ainsi déterminé, sur chaque diagonale , on mene une
droite au centre de gravité de I’aire du triangle qui, ayant pour base
Vautre diagonale , a son sommet au sommet de la pyramide ; les deux
droites ainsi mendes se couperont en un point, et ce point sera le
centre de gravité¢ du volume de cette pyramide.
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ANALISE APPLIQUEE.

Essai d'application de lanalise.algébrique au phéno-
meéne de la circulation du sang ;

Par M. Kramp , professeur , doyen de la faculté des sciences
de l'académie de Strasbourg.

h Vo Wl N Vo Vi Wi VI, VI VT, V]

1. SOUMETTRE 4 lanalise littérale le mouvement du sang dans les
vaisseaux dua corps animal, c’est la un probléme auquel , depuis plus
d’un siécle, on parait avoir renoncé. Les efforts de Borelli, Keil,
Jurin , Sauvages, Bernoulli et autres hommes célebres sont connus:
leurs longues démonstrations , fondées sur une application vicieuse
de principes qui pouvaient étre justes en eux-mémes, n’ont conduit a
aucun résultat certain ; leurs ouvrages sont oubliés et le terme méme
d’latromathématicien est tombé en mépris. Au milieu de cette
immense variété de forces qui agissent ensemble dans les corps
vivans , tant animaux que végétaux, il existe pourtant quelques lois
certaines qui permettent d’appliquer & la physiologie du corps animé,
les principes généraux de l'équilibre et du mouvement; c’est ce que
je me propose d’assayer dans ce mémoire.

2. Imaginons wune masse quelconque , lancée par une force de
projection quelconque , et qui, aprésavoir éprouvé i chaque instant
Peffet des forces accelératrices et retardatrices qui auront pu agir
sur elle , ait acquis, au' bout du temps 7, la vitesse ». Désignant par
P la somme des forces accélératrices, et par () la somme des forces
retardatrices , on aura du=(P—¢)ds; équation qui ne repose sur

Tor:. 111 1t
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ancune hypothdse , et qui, par sa simplicité et sa généralité , est
applicable & toutes les suppositions de mouvemens quelconques.

3. Elle nous présente les trois cas de P=10, de P>Q et de

P < Q. Dans les deux derniers cas, le mouvement sera accéléré ,
ou bien il sera retardé, du moins pendant 1'élément de temps dz.
Dans le premier cas, la vitesse restera la méme 3 ct, si cette méme
égalité avait lieu dans tous les points du systtme, il en résulterait
pour le corps un mouvement rigoareusement uniforme. On voit, de
plus , que Vuniformité de mouvement ne peut avoir lieu, 4 moins
qua tous les points du systtme, la somme des forces accélératrices
et celle des forces retardatrices me soient rigoureusement dégales
entre elles.
- 4. Léquation du=(P—Q)d¢ est applicable au cas d’un fluide cir-
culant dans un canal étroit; seulement alors il faudra entendre par
v, non la vitesse actuelle du fluide , mais le produit de cette
vitesse multipliée par la section du canal , lequel exprimera la
guantité de fluide qui, pendant I’élément de temps, aura traversé
cette scction. Tant que, dans tous les points du systéme, on aura
P=(,le mouvement du fluide sera tel que, dans des temps égaux,
il passera par chaque section du canal des quantités de fluide
rigoureusement égales entre clles ; condition qui ne saurait avoir lieu,
4 moins que , dans tous les points du systéme , il n’existe une
égalité parfaite entre les forces accélératrices et les forces retarda-
trices qui agissent sur le fluide.

5. L’application de ces principes au mouvement du sang est facile.
A chaque contraction , le ceceur chasse d'un c6té dans Vaorte , de
Vautre dans le tronc des artéres pulmonaires, une onde de sang,
¢valuée 4 deux onces, & peu prés, mais dont la quantité est heu-
reusement indifférente pour lobjet que nous nous proposons. Il
communique a chacune des deux ondes un certain degré de vitesse,
résultant des contractions partielles de ses fbres musculaires , et
d’autant plus diflicile & déterminer qu’il doit dépendre d’une infinité
de circonstances qu’il serait assez téméraire de vouloir soumettre au
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calcul. 11 est indifférent encore que les degrés de vitesse, communi-
qués par les deux ventricules aux deux ondes de sang, soient égaux
ou inégaux entre eux.

6. L'onde de sang lancé dans l'aorte, y éprouve, dés son entrée,
Vaction des différentes forces retardatrices dont on peut voir l¢°
dénombrement dans les ouvrages de nos célébres physiologistes , et
dont leffet va en augmentant depuis/le tronc de laorte jusques au
plus petits rameaux artériels , et augmente encore pendant le retour
par le systéme veineux. On aura donc du=—@dz; ce qui donne
u=~Const.—/(Qdz. Ainsi donc la vitesse du sang au bout du temps
t sera égale a la vitesse initiale de l'onde, moins une certaine
fonction du temps 7z, qui nécessairement va en augmentant. 1l
résulte de I3 qu'indépendamment des forces accélératrices, la vitesse
initiale de l'onde ne saurait étre conservée ; que son mouvement, bien
loin d’étre uniforme , serait bientét épuisé ; et que , dans des in-
tervalles de temps égaux , il ne pourrait jamais passer des quantités
égales de fluide par une section donnée du systéme.

7. Cependant la condition d’un mouvement uniforme du sang est
indispensable au maintien des forces qui, dans Détat d'une santé
parfaite , peuvent seules présider a toute cette classe nombreuse de
fonctions animales qui dépendent de sa circulation entierement libre.
Il est essentiel qu'a chaque battement du ceeur, les deux oreillettes
reoivent des deux troncs veineux des quantitds de sang rigoureu-
sement égales a celles que les deux ventricules lancent dans les
deux troncs arlériels ; il est essemtiel , de plus, que cette égalité ait
lieu pour chaque partie du corps en particulier ; sans quoi la quantité
de sang que cette partie doit contenir, dans l'dtat de santé, ne saurait
rester la méme. Galien, & quila circulation du sang était inconnue,
définissait fort bien Vinflammation par sanguinis influaus copiosior
guam pars postulat , et il avait raison. Cet influxus copiosior est
Veffet fort naturel d'un mouvement accéléré du sang, a4 son entrée
dans la partie. Il peut y avoir de méme un mouvement retardé ; et,
quoique Galien n’en parle pas aussi clairement , on voit qu’il doit
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en résulter un état opposé au premier, et qui exigera, pour sa guérison, -
un traitement contraire.

8. I ¢équation diflérentielle du mouvement du sang , dans Détat
de santé, sera donc du=o; ce qui revient i P=0Q. Vexistence de
la force accélératrice P, et son égalité A la somme des forces retar-
datrices (), est donc bien prouvée. Elle doit résider dans les vais-
seaux eux-mémes , et sur-tout dans les artéres. Leur irritabilité n’est
pas absolument démontrée ; mais leurs dilatations et contractions
tombent sous les sens, et on ne voudra pas les regarder comme
les effets d’une simple élasticité. Dans ce cas, la systole , égale
tout aa plus a la diastole , ferait regagner a londe le degré de
vitesse que celle-ci lui aurait fait perdre ; ce qui n’ajouterait rien
3 sa vitesse absolue. Je scrais disposé A croire que, dans le batte-
ment des artéres , la systole est plus forte que la diastole , et qu’en
ceci consiste peut-ctre lavantage que doit avoir sur la simple élas-
ticité cette force vitale particuliére qui anime les vaisseaux artériels.
Dans tous les cas, nous désignerons par P cette force accélératrice,
a Vendroit du systtme qui répond au temps Z; nous aurons donc,
pour -condition indispensable du mouvement du sang , dans létat

de santé, P=(; c’est-a-dire , que la force vitale des artéres doit
étre partout c¢gale i la somme des résistances.

9. Tant que cette équation de condition dz=o0 ou P=( sera
maintenue , le sang coulera, dans le systéme des vaisseaux sanguins ,
comme s’il circulait dans le vide parfait; et la conservation rigou-
reuse de la vitesse primitive , impriméde par la contraction du cceur,
permettra , jusqu’d un certain point, Vapplication de I'analise. Soient
A.... La masse entiere du sang ; :

B.... La masse de ’onde que le ventricule gauche chasse-dans V'aorte ;
#.... La vitesse primitive que cette onde a reque du cceur;

V... Le volume entier ou la capacité du systéme

2.... Le nombre des battemens, pendant le temps donné T.

1o. La masse entitre du sang sera domc partagée en un nombre
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s A
d’ondes égal éE . Le temps employé par chacune de ces ondes,

pour parcourir tout le volume du systéme , sera égal & P'espace divisé
I8 nl”

par la vitesse, ou ii—u . La fraction o exprimera le nombre des
battemens qui auront lieu dans le méme temps. Ainsi donc, le
mouvement du sang devant étre regardé comme uniforme et continu
dans l’état dg santé, ce qui suppose nécessairement que le nombre
des ondes est égal & celui des contractions du ceeur qui ont licu,
pendant le temps que chaque onde emploie a achever enticrement
sa circulation, on aura n%: = g » ou nBYV=ATu; équation géné-
rale et applicable non seulement a I’état de santé , mais a tout
mouvement du sang, dés qu’on le suppose parvenu a l'état d’uni-
formité, La vitesse du sang sera donc proportionnelle directement
4 la fréquence du pouls , & la masse de I'onde et & la capacité
du systéme , et réciproquement i la masse entitre du sang.

11. Quoiqu’on ait raison de supposer que , dans I’état de santé,
le systéme des vaisseaux sanguins est entiérement rempli, on aurait
pourtant tort de regarder le volume du systtme comme égal a la
masse du sang, ou de faire 4=F, en prenant ici pour A4, non
la masse elle-méme mais le volume qu’elle occupe. 11 faut, en effet,
que A soit .moindre que #7, sans quoi la circulation du sang devien-
drait physiquement impossible. C’est & quoi la nature a pourvu,
en donnant & nos vaisseaux l’extensibilité dont ils ont besoin, pour
entretenir le mouvement. De la systole ils passent & la diastole, 2
Varrivée de chaque nouvelle onde. Dans le premier de ces deux
dtats , il sera permis de supposer }F'=. ; mais , dans le second,

.V ., v
on aura V"> A ; et Iexces de la fraction = sur 'unité, ou 2—-1 R

sera ce que nous entendons par grandeur ou quantz'z’é du pouls.

T - 4 Tu ..
Or, en vertu de l'égalité nBV=.4Tu , on aura ~ = o 5 amsi,
n

la grandeur du pouls sera proportionnelle i la vitesse du sang , divisée
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par la fréquence du pouls, en supposant toutefois une valeur cons-—
tante 3 B, masse de l'onde que le ceeur chasse dans laorte , &
chacune de ses contractions. Et effectivement , nous voyons que,
daus le dernier stade des maladies aigués , le pouls devient plus
petit, & mesure qu’il devient plus fréquent. D’un autre cété, une
augmentation dans la grandeur du pouls nous fait présumer, toutes

choses étant égales d’aillcurs , une augmentation proportionnée dans
la vitesse du sang.

12, De cette méme égalitd nBV=ATu, on fire immeédiatement

. nBV . .
1a conclusion 4= - b c’est-a-dire , que la masse du sang ne saurait

changer , & moins que quelques-unes des quantités n, B, V', u, ou
toutes ensemble ne regoivent un changement proportionné. A chaque
arrivée d’une nouvelle quantité de suc alimentaire , fourni par les
premicéres voies , la quantité que nous désignons par A sera aug-
mentée ; il en résultera que la fréquence du pouls, la masse de
Vonde sanguine, et la capacit¢ du systéme de nos vaisseaux sanguins

seront aussi augmentés ; mais la vitessc absolue du sang en sera

diminuée. Ces trois conclusions sont assez bien prouvées par l'ex-
périence. Il en résulte de plus qu’a chaque changement de la masse du
sang , désignée par A , Luniformité dans son mouvement doit étre
interrompue , jusqua ce que U'égalité entre les deux produits nBV
et ATu soit rétablie de nouveau.

ATu

13. Cette méme égalité fournit de plus 7= ; ce qui nous

montre que la capacité des vaisscaux sanguins doit étre considérée
eomme une quantité trés-variable. La dilatation des canaux artériels
et veineux est une suite naturelle de leur réplétion; leur abaisse-
ment est la conséquence de leur inanition. Dans ce cas , la capacité
¥V du systeme peut étre supposée proportionnelle & la masse 4 du
sang : on aura donc z=nh ; ainsi, la vitesse du sang scra pro-
portionnelle & la fréquence du pouls et & la masse de londe.

14. 11 est des cas pourtant ou la capacité du systtme }° est
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diminuée, tandis que la masse entitre A4 du sang reste la méme.
Ccla arrive , par exemple, 4 la suite de chaque couche ; cela a
encore lieu immédiatement aprés 'amputation d’un membre de quelque
conséquence. Alors, regardant 4 et B comme des quantités sensi-

Tu ..
blement constantes , on aura = —. Ainsi donc, la capacité du

systtme étant proportionnelle & la vitesse du sang divisée par la
fréquence du pouls, Peffet doit étre une augmentation dans la fré-
quence du pouls, et un ralentissement dans la vitesse du sang. Le
premier de ces deux effets est suffisamment prouvé par I'expérience ,
et l'autre en est une conséquence nécessaire.

15. Jusqu’ici nous avons supposé P=0Q et du=o0; ainsi le mou~
vement du sang était censé rigoureusement uniforme. Il cessera de
I'étre des que cette égalité n’aura pas lieu ; et Uon peut prévoir
qu’il sera accéléré dans le cas de P>Q, et retardé dans le cas
de > P. Il en résultera deux grandes classes de maladies parfaite-
ment opposées ; et l'on voit que le rapport de l'une a l'autre est
celui du plus au moins, du positif au négatif.

16. Ce serait bien pcu connaitre les limites de nos facultés intellec-
tueiles , aussi bicn que celles des connaissances que l'observation
est en état de nous fournir, que d’entreprendre a intégrer I’équation
différentielle du=(P—Q)ds , tandis que les fonctions P et (), aussi
bien que la forme conjecturale qu’elles peuvent avoir , sont des quantités
absolument inconnues pour nous. Tant qu’il sera permis de les supposer
indépendantes du temps 7, on aura, en intégrant u=(P—Q)t+4-Const.
Ainsi , Vaccroissement ou le décroissement de la vitesse sera pro-
portionnel au temps. Mais il est assez visible que ce rapport ne
peut se¢ maintenir que dans les premiers instans. Il cessera d’avoir
lieu dés que les quantités P et  , dont la premiere exprime la
somme des forces accélératrices et 'autre celle des forces retardatrices ,
seront devenues fonctions du temps; et des-lors il faudra renoncer
A intégrer 1'équation différentielle du=(P—Q)ds.

17. Examinons d’abord le cas de P>Q , ou de du positif. Le
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mouvement du sang sera sensiblement accéléré ; et , sans vouloir
soumettre 4 un calcul rigoureux la solution de I'équation du=(P—Q)dz,
on voit pourtant que les conséquences de ce moavement accéléré doivent
gire celles qui suivent : accumulation de la masse sanguine dans le
systéme veineux , et par conséquent a la surface du corps; elle pénétrera
avec force dans ces petits vaisseaux qui sont invisibles dans 'état
naturel ; de la ces yeux étincelans , ces battemens fréquens du ceeur
et des artéres ; cette force et cette fréquence du pouls ; cette respi-
ration embarrassée ; ces urines colorées, ces céphalagies ; cette foule
de symptémes entin dont I’ensemble constitue cette classe de mou-
vemens fébriles qui est connue sous le nom de Pyrexies.

18. L’autre cas de P<(Q, ou de du négatif a pour suite un
mouvement du sang refardé. L'onde de sang qui, & chaque batte-
ment, rentre dans le coeur , par le tronc du systtme veineux , est
moindre alors que celle que le cceur chasse dans l'aorte. Le sang
s’accumulera donc, dans le systéme artériel , en laissant entitrement
vides les petits canaux du systéme veineux , tt en se retirant en
partie des grandes veines. L’évacuation du ceeur , & chaque batte~
ment , ne sera quincomplette ; continuellement , mais faiblement
irrité , il éprouvera des contractions petites , mais plus fréquentes
que dans I’état naturel ; le resserrement et la contraction des vaisseaux
veineux de la surface , leur disparition, la péilear répandue sur
tout le corps, la diminution de I’embonpeint, les yeux languissans;
tels sont les symptomes que lon doit regarder comme la suite
naturelle de cet état ol la somme des résistances est plus grande
que celle des forces vitales des artéres, et détermine , en consé-
quence , le refoulement de la masse sanguine vers l'intérieur da corps.

19. Et tels sont les deux genres opposés de maladies qui
doivent nécessairement avoir lieu, dés que Pégalitd entre la somme’
des forces vitales et celle des résistances n’est plus maintenue , ce
qui rend impossible cette uniformité dans le mouvement du sang,
qui est pourtant la condition indispensable & I’état de santé parfaite.
Le mouvement alors scra gccéléré, dans le cas de P> Q; retardé,

dans
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dans le cas de P< Q. L'un et autre des deux états opposés font
naitre les symptomes -que de tous temps on a désignés par la
dénomination générale de Siévres. Les deux classes opposées ont ¢té
parfaitement reconnues ; mais on ignorait la cause ph‘ysique de cette
ditférence , laquelle pourtant est géoméiriquement démontrée , et
susceptible d’¢tre énoncée par une équation différentielle fort simple.

20. 1l est assez naturel de désigner les mouvemens fébriles de la
premiére classe par la dénomination d'ézat positif, et ceux de la
seconde par celle d’ézat négatif ; attendn que la différence de 'une
a l'autre est effectivement celle du plus au moins, da positif au
négatif. Les dénominations de fidere positive et de fiéere négative
seraient toutefois assez impropres. On se sert du mot fidere pour
désigner la maladie entiére, dont chaque accés est souvent marqué
par des symptémes qui annoncent alternativement I'un ou lautre des
deux états. C’est ainsi que chaque accés de la fidvre intermittente
ordinaire commence toujours par le frisson , qui porte tous les
caractéres de ce que nous avons nommé éfaz négatif’; il est suivi
par la seconde période qui est celle de la chaleur, et dans laquelle
on reconnait le passage du négatif au positif ; vient enfin la crise
de l'acces , qui rétablit tout dans l'état natarel d’égalité entre la
force vitale des artéres et la somme des résistances.

21. La fitvre n'est donc jamais une maladie du cceur lequel ,
uniquement destiné & donner a londe la premiére impulsion , ne
peut prendre aucune part aux variations de vitesse qu’elle peut éprouver
dans son cours. Elle ne dépend pas non plus de la vitesse absolue
du sang, trés-variable en elle-méme, et affectée par les causes les
plus légeéres. Un exercice quelconque du corps, plus long-temps
soutenu que de coutume ; une passion un peu violente ; un excés
quelconque commis dans I'usage des alimens, etc., provoquent une
vitesse augmentée du sang , un pouls plus fréquent que de coutume,
et un accroissement de chaleur; mais personne ne sera tenté de
désigner cet état par le nom de fitvre. Tant que subsistera 1’égalité
entre la somme des forces vitales et celle des rdsistances , le mou~

Tom. II1, 12
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vement uniforme du sang sera maintenu par la simple cessation
des causes accidentelles qui avaient provoqué un pareil état; la répar~
tition égale de la masse sanguine, dans les deux systémes artériel

et veineux, sc¢ rétablira d’elle - méme , et tout rentrera dans létat
naturel.

22. L’état positif , indiqué par P>Q , peut avoir deux causes
générales ; la force vitale des artires sera trop grande , ou bien la
somme des résistances sera trop petite. La force vitale des arteres
tient au systéme nerveux ; des observations anatomiques nous donnent
lieu de croire que le nerf intercostal , et ses ramifications , étendues
dans toutes les parties du corps , sont destinés , par la nature , a
maintenir cette force. Une disposition vicieuse dans cette partie impor-
tante du systtme, peut augmenter cette méme force au dela de
la mesure naturclle; elle peut aussi Vaffaiblir au point qu’elle ne
saurait plus balancer la somme des résistances. Indépendamment de

. 4 - . . . . .
la force vitale, une disposition vicieuse du sang peut cxciter des

mouvemens fébriles La masse sanguine est sujette 3 se coaguler ;
et cette tendance continuelle doit étre comptée parmi les principales

résistances que le sang rencontre dans son cours. Bien loin de la
regarder comme un défaut, nous la jugeons absolument nécessaire
pour prévenir Vétat de P> (), et empecher ainsi que le mouvement
‘du sang, d'uniforme qu’il devait étre , ne devienne accéléré. L’obser-
vation a suffisamment prouvé qu’un sang chargé de particules bilicuses
est trés-disposé & produire des pyrexics; tandis que la présence de
la pituite , dans cette méme masse, provoque I’état entiérement opposé.
1l parait donc que cette tendance naturelle au coagulum est diminuée

par la premiere des deux causes , et augmentée par la seconde.

De plus, nous aimons a reconnaitre, dans la présence du calorique,

une des grandes causes qui influent sur cette mobilit¢ de la masse

sanguine ; ces accés de fievres inflammatoires , qui suivent depuis

Vétat de la trauspiration supprimée , et le refoulement du calorique
dans l'intérieur du corps, nous rendent cette assertion fort probable.

23, Au défaut d’intégrer léquation du=(P—Q)ds, dans le cas
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de P>, nous pouvons prévoir que cet état me peut pas se sou-
tenir long-temps. Le sang accumulé dans le systtme veineux, trouverait,
en y entrant, une somme de résistances supéricures 3 ce que doit
étre @ dans l'état naturel ; ainsi , au bout de quelque temps,
I'équilibre entre P et Q sera de lui-méme rétabli; mais 'une et
Pautre quantités seront plus grandes que I'état de santé ne peut
le comporter. Le mouvement de la masse sanguine sera revenu de
lui-méme & I’état d’uniformité ; mais la vitesse du sang sera augmentée
au point ou elle doit nécessairement troubler la marche de plusieurs
fonctions naturelles ; la masse sera indgalement répartie entre les
deux systémes ; et, tant que 1’équilibre de ces deux forces se main-
tiendra , on voit que 'égale répartition ne saurait se rétablir d’elle~
méme. Les symptomes de la pyrexie resteront ; seulement ils n’augmen-
teront plus. L’acces sera parvenu a son maximum. Alors doit approcher
le moment décisif qui doit prononcer sur le sort du malade. 11
survient quelques signes précurseurs du changement qui se prépare.
1l doit, en effet, arriver de deux choses l'une, attendu que l'une
des deux forces doit, & la fin, Pemporter sur l'autre. La marche
des maladies nous fait voir, ou du moins elle rend trés - probable
que , pour arriver & une fin salutaire , il doit se faire un change-
ment dans la mixtion méme de la masse sanguine. Clest ce que
les plus anciens maitres de l'art ont désigné par le nom de coction ,
terminée par la ¢rise. Elle s’annonce ordinairement par des frissons,
et par plusieurs symptémes auxquels on reconnait I’état négatif de
la ficvre ; et cela doit étre ainsi , attendu que , pour passer de
Pétat positif & celui de zéro, il faut bien que la nature prenne une
marche rétrograde. I.a crise se termine par des évacuations appelées
critiques , et qui donnent une preuve assez évidente du changement
de mixtion qui s'opére dans la.masse méme du sang. Elle a visible-
ment pour son double but , d’opérer une répartition égale de Ia
masse sanguine dans tous les vaisseaux du corps , et de rétablir
Véquilibre , indispensable dans I'état de santé , entre la force vitale
des artéres et la somme des résistances.
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24. La progression, trés-sensiblement arithmétique , que les jours
critiques forment entre eux a été, dans tous les temps, un grand
probléme & résoudre parmi les maitres de Vart. I.intégration de
Péquation du={P—())d¢, si elle était possible, éclaircirait sans doute
ce mystere. Peut-étre I'équation intégrale se trouverait du nombre
de celles dont les racines proctédent dans une progression arithmé-
tique ; et, si cette conjecture était fondée!, elle servirait au moins
3 répandre un peu de jour sur une des opérations de la nature qui,
en sécartant de la marche ordinaire dans I'état de santé, paraissent
d’autant moins susceptibles d’dtre rcprésentées par des signes et des
expressions algébriques.

25. Mais , pour que cette crise soit heureuse , il faut que
cette force P se maintienne , et qu'elle continue a balancer la somme
des résistances (), augmentées par lentrée du sang dans les petits
vaisseaux artériels et veineux. Cela n’arrive pas toujours ; il est assez
fréquent , au contraire , dans le cas sur-tout ot le malade est dépourvu
des secours de Vart, que la force vitale des arteres succombe 2 la
somme des résistances. Alors Vexpression P—(Q deviendra négative ;
le mouvement du sang, d’accéléré qu’il était, deviendra retardd; et,
par une suite de changemens faciles & concevoir, d’aprés les prin-
cipes qui viennent d’étre exposés, la fievre , positive jusqu’alors,
deviendra négative. Cest ainsi que se prodait ce que les maitrés
de Part ont désigné par le nom de mauvaises crises ; elles se recon—
naissent 3 la marche de la maladie , & la constitution connue du
malade et & la constitation épidémique ; mais sur-tout & ce que
les signes diagnostics de la fievre négative , précurscurs de la crise,
se soutiennent trop long-temps, et que les forces du malade ne se
rétablissent pas.

26. La fievre négative qui succéde ainsi 3 la fidvre positive , est
bien plus dangereuse qu’elle ne laurait été si elle s’était présentée
deés le commencement. Considérant , en effet, que le sang alors est
engagé dans tout lensemble des petits vaisseaux du corps, et qu’il
n’est plus soutenu par la force vitale des vaisseaux , nous devons
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concevoir que son mouvement se ralentira, qud la longue 1l s’ar-
rétera tout-a-fait, et qu'ainsi la maladie se terminera par une inaction
générale et une immobilit¢ absolue de la masse sanguine. Tant que
la marche de la fievre était positive, on a di facilement concevoir
lidée dun rmaximum : ce maximum aurait di avoir lieu lorsque,
par lentrée méme du sang dans les petits vaisseaux , la somme des
résistances serait redevenue égale & la somme des forces vitales des
arteres. Mais un pareil terme est contraire 4 l'idée d’une fievre qui,
de positive qu’elle avait été, est devenue négative. La force vitale
des arteres ayant succombé uhe fois & la somme des résistances , ne
pourra lui redevenir égale, qu’autant qu’elle sera soutenue par des
secours extraordinaires , et indépendans de la marche naturelle de
la maladie, abandonnée 4 elle-méme. '

27. Dans les acces de fitvres intermnittentes , qui tous commencent
pas cet effet négatif , indiqué par P<Q , la nature emploie un
moyen bien simple pour opérer la répartition égale de la masse
sanguine , et pour rendre de nouveau la force vitale des artéres
égale 4 la somme des résistances : c’est lintensité avec laquelle
opérent alors toutes les forces musculaires pour pousser la masse
sanguine , accumulée dans le systtme artériel , pour opérer son
passage dans le systéme veincux , et en effectuer ainsi la répartition
égale entre les deux systemes, Il en résulte une nouvelle force
accélératrice , laquelle , ajoutée & celle des artéres , la rend égale
a la somme des résistances. Mais au maximum des fidvres inflam-
matoires , on ne peut guéres compter sur un accroissement d’intensité
des forces animales, affaiblies par la durde méme de la maladie :
elles sont réputées nulles alors ; le rétablissement de Iéquilibre,
entre les forces accélératrices et les forces retardatrices de la circulation ,
ne peut plus étre exigé de la nature , abandonnée a elle-méme ; elle
a un besoin indisi)ensable du secours de lart.

28. Ce que nous avons dit jusqu’ici sur les deux forces désignées
par P et (), regardait la circulation du sang , considérée dans son
entier depuis sa sortie du ventricule gauche , dans le tronc de laorte,

.
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jusqu’d son entrée de la veine cave dans loreillette droite. Mais,
Véquation du= (P—@)d doit encore avoir lieu, pour chaque partie
du corps en particulier , indépendamment du systéme entier. Des-
quelle n’est plus maintenue , il en résulte des affections locales
dans le commencement, mais plus ou moins graves, suivant l'im-
portance de la partie affectée,, et qui doivent nécessaircment proyoquer, ,
dans tout le systtme des vaisseaux sanguins, d’une maniére plus
ou moins sensible , I'un des deux états désignds par les notations
P>Q et P<L(, et par les dénominations correspondantes de fievre
positive et de fiéere négative.

2g9. La condition d'un mouvement uniforme, dans chaque partie
du corps , est encorc fondée sur I’équation dz=o ou P=(. Elle
cessera d’avoir liea , lorsque les quantités P et () ne seront plus
égales entre elles. Dans le cas de P> @, la différentielle dz deviendra

positive 5 le mouvement du sang sera accéléré , durant son passage,

par les vaisseaux de cette partie ; il s'accumulera donc dans les

veines ; il entrera , avec plus ou moins de force, dans les petits
vaisseaux veineux qui, dans ’état natarel, restent invisibles & I'ceil ;
il donncra un nouveau degré de vitesse & toute cette masse de sang
qui le préceéde; il en résultera , pour tout l'ensemble du systeme,
ce que nous avons nommé fidere positive ; et la partie, elle-méme,
sera affectée d’'une inflammation locale. On voit que cette différence
P—() peut fort bien aller jusqu’a détruire insensiblement la structure

méme des vaisseaux de la partie, & provoquer les phénoménes qui

annoncent la coction de eette masse , et enfin A établir la suppu-
ration.

3o. Dans le cas opposé de P<@Q, la différenticlle dw deviendra

négative ; le mouvement du sang sera retardé dans la partie

; le
sang commencera a se ralentir, sur-tout dans les vaisseaux artéricls,

tandis qu’il abandonnera, peu & peu, les petits canaux veineux; le
sang dont ils seront remplis opposera une certaine résistance a la
masse sanguine qui, amenée par les artéres, devrait entrer dans les
vaisseaux de cette partie, et passer de Ja dans le systéme veineux
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sans rencontrer de résistance ; et ainsi se produira cet état, opposé
au précédent, que nous avons désigné par la dénomination de fidere
négative. L’alfection locale de la partie prendra alors le nom de
gangréne. La figvre qui accompagne cet état, et dont la marche,
parfaitement opposée i celle de la fi¢vre inflammatoire , a été fort
bien connue par les anciens , prend alors le nom de typhus , tandis
que lautre était appelée par eux synothus.

31. L'inflammation locale passe a I'état de gangréne, dés que la
masse sanguine a assez pénctré dans les petits vaisscaux pour que
la somme ) des résistances l’emporte enfin sur la force vitale P , et que
cette derniére finisse par succomber a l'autre. L’état de Q> P succede
alors & celui de P> Q; et les symptémes qui annoncent l'un de
ces deux états sont remplacés , et souvent en trés-peu de temps, par
ceax qui annoncent lautre.

32. 1L est trés-possible, au reste , que I'inflammation topique soit
accompagnée de tous les signes de la fidere négative ; et que, d’un
autre coté, la fidore positive soit unie i Iétat gangreneux d’une partie
déterminée du corps. Les forces que nous avons désignées par P
et (), sont les sommes de toutes les forces partielles , propres &
chaque partie du corps; en sorte qu’en désignant ces derniéres par
2> 97, 9 5 p’, g7 ,eue., on aura P=p4-p/-p/'+.....,
Q=g9-+4¢+g"4..... Or, il est possible qu’on ait, en méme temps
P>Q et p<g, ce qui exigera que quelques-unes des quantités
P s p’s p” 4eee., soient plus grandes que leurs eorrespondantes ¢/,
g” 5 ¢ ,....; ou bien il est possible qu'on ait & la fois P<Q
et p>¢ , auquel cas quelques - unes des quantités p/ , p” ,
7’ y...., devront, au contraire , étre plus petites que leurs corres-
pondantes ¢/, ¢/, ¢///,.... Dans ce dernier cas , I’état de la fidvre
sera ndgatif , malgré linflammation locale dont certaine partie dua
corps se trouvera affectée ; dans le premier , au contraire, la maladie
aara tout le caractére d’une fidvre positive, bien que quelque partie
du corps soit affectée de gangréne.

33. La fievre négative , accompagnée d’inflammation locale dans
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quelques parties du corps, nous fera donc présumer, avec certitude,
qu'une autre partie , externe ou interne , sera affectée de gangrene.
Réciproquement , la ficvre positive, jointe a I'état gangreneux d’un
ou de plusieurs endroits , nous fera juger , avec le méme degré de
certitude , que , dans d’autres endroits , il doit y avoir des inflam~
mations locales et partielles. T’observation des fitvres exanthématiques
confirme chaque jour la wvérité et Vapplication pratique de ces corol-
laires. Ayant reconnu une fois 1’état positif ou négatif de la fievre,
on pourra faire une pergnose certaine sur la fin qu’elle doit avoir;
et réciproquement , en comparant la totalité des inflammations locales
avec celle des endroits déja tombés en gangréne, on sera en état
de prononcer avec' certitude sur celle des deux forces P et @ qui
doit cnfin 'emporter sur lautre.

34. La péripneumonie , ou Plinflammation locale de la substance
des poumons, forme une classe a part, par plusieurs des symptomes
qui Vaccompagnent. Ici , il faut appliquer I'équation du=(P—Q)dz
au circulus minor , ou au passage du sang par les viscires de la
poitrine ; P désignera la force vitale des vaisseaux de ces parties ;
Q exprimera la somme des résistances que le sang peut y rencontrer:

35. 11 y aura inflammation de la substance des poumons, dans
le cas de P> (@ ; la masse sanguine sera accumulée dans les vais—
scaux veineux de ces viscéres ; elle communiquera son mouvement
accéléréd i celle qui la préctde immédiatement , ct qui sera portée
dans le ventricule gauche du cceur et dans ‘le tronc de Vaorte,
auquel il communique. Il y aura accumulation de la masse sanguine
dans le systéme artériel ; elle paraitra refoulée vers lintérieur du
corps , quoiqu’on ait effectivement alors P>, et que la marche
de la fidvre soit évidemment positive. Il est trés-ondinaire , en effet,
que la péripneumonic , au plus haat de son ¢tat inflammatoire,
paraisse sous les apparences d'une fidvre négative , et on en voit la
raison dans la simple application des principes généraux que nous
venons de poser. Dans I'état oppos¢ de P<, le sang sera accu-
mulé dans les canaux artériels de ce viscere; les ondes amendes

successivement
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successivement par le tronc de la veine cave , y trouveront une
résistance supérieure 3 ceile qui avrait lieu dans létat naturel ; le
sang sera donc accumulé¢ dans le systeme veineux , et conséquem-—
ment la maladie , quoiquion ait P<Q , présentera l'apparence
trompeuse d’une fievre positive et inflammatoire; mais la force vitale
des vaissecaux n’en sera pas moins inférieure a la somme des résis-
tances. La difficulté d’établir, dans les inflammations des poumons,
un pronostic certain, en suivant les régles ordinaires que prescrit la
séméiotique dans tous les autres cas, et l'exception formelle que
présentent , a cet égard , les affections inHammatoires du systéme
pulmonaire, ont été reconnues, de tout temps, par les véritables maitres
de lart. Le systeme , trés-simple , que nous venons d’établir cn
rend suffisamment raison.

- 36. En conséquence des théorémes que mnous venons d’avancer,
on peut donc regarder comme prouvé que la cause prochaine de
toutes les affections morbitiques , tant générales que topiques , qui
sont connues sous le nom de pyrexies , réside dans le défaut d’égalité
parfaite entre la somme P des forces vitales des vaisseaux et la
somme des résistances désignée par ). Désignant par z la vitesse
de l'onde, prise dans le sens que neus lui avons donné au n.° 4,
la condition nécessaire & I’état de santé sera du=o , ou P=(; etle
grand probléme de soumettre la marche entiere de toute cette classe
nombreuse de maladies au régime de I'analise , et de lut donner
le caractére de la certitude et de I’évidence mathématique , se réduit
4 lintégration de léquation du=(P—(}ds ; intégration que nous
reconnaissons étre infiniment au-dessus de nos forces actuelles, et
que nous nous bornons conséquemment & recommander aux Médecins—

Géometres des siécles a venir.

Tom. I11. 13
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CORRESPONDANCE.

Lettre de M. Du BourcUET , professeur de mathématiques
speciales au lycée imperial ,

Au Rédacteur des Annales ;

En réponse aux observations contenues dans la lettre de
M. Brer, insérée A la page 31 de ce volume,

fa Via Via Vg VU, VI, Vo Vi Vo V]

MoONSIEUR ET CHER CONFRERE ,

IL n'était pas , ce me semble, nécessaire d’établir, a& priors, les
deux propositions mentionnées par M. Bret , pour démontrer le
principe qui sert de fondement a la théorie des équations , puisqu’il
s’agissait seulement de prouver , comme je I’ai fait complétement,
quiil existe au moins une quantité « ( et non plusieurs quantités «,

@, «,....) qui, substituée a la place de #, dans le polynome

Ax"4-Ba"'4-....4Q, le fait évanouir.
Mais , indépendamment da principe que j’ai démontré 3 la
page 338 du second volume des Annales , rien n’empéche que,

conformément au désir qu'en témoigne ‘M. Bret, je ne démontre que,
dans les équations
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[ =¢ (.’4,8,...-13 ) )
o =¢/'(A,B,....8") ,
«'=9¢"(4,B,....p")

(@)

2

® e 8 s s 000t e

les fonctions indiquées par ¢, ¢/, ¢”,....sont les mémes ; ce qui,

ce me semble, peut se faire, assez simplement , de Ja manidre
suivante.

En mettant successivement « et g8, « et g/, «/ et ”/yu0u., &
la place de & et ¥ > dans I’équation

y=Az"+Ba" +.....,
il vient
<] =Ao&”+BOA"—!+Q.-¢ Y
P’ =‘4u"+Bun-x+--.. )

b
Rl =Ad 4B ... s ( )

L R I R e I )

Or, puisquil faut faire les mémes opérations sur «, o/, «/,.....,
pour obtenir les valeurs respectives de g, &/, #”/,....., et que
les coefficiens 4, B ,..... sont combinés d’'une méme maniére dans
toutes ces équations avec «, o/, «”,...., il est clair que, si l'en
met la premiére des équations (b) sous la forme

ﬁ=F(.A,B, ceee)

op pourra mettre les suivantes sous les formes respectives
-4 —'=F(A, B,.... u/> N
p!=F(A,B,....«) ,

.
® % s 800 08 00 0 00 9
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et, 3 cause des équations (@), on pourra ensuite écrire

3 :—:.F[A,B,----¢ (AvBa"'ﬁn ?
g/ =F[4,B,...¢/ (4, B,...¢/))] ,
ﬁ”:F[A,B, .o--@”(A; B,o--:sl/>] b (f)

T 88 s e 888 .00 00 It e e s o

mais, si Pon fait g=pg/=p"=....., ce qui ne saurait altérer I'égalité
entre les membres des équations (¢) (*), les premiers membres de

ces équations devenant identiques , les seconds le deviendront aussi;
on aura donc

FA4,B, (A4, B, )1==F (A4, B,0c.¢/(A, B0 £)1==F (A4, B;01..¢' (4, B, 0.0.8)] == 5

or , puisque les fonctions indiquées par ¢/, ¢/ ,.... ne changent
pas , par les substitutions respectives de g a la place de ¢/, p7/,...,
et que, de plus, tous les membres de la suite d’égalités précédente
sont des mémes fonctions , indiquées par le caractére commun F',
il s’ensuit évidemment que ces égalités ne peuvent avoir lieu qu’aatant
quon a simultanément

o(A,Byue..p)=0¢/(A,B,....8)=0¢"(4,B,....00=....5

2

car, sil en était autrement, il s’ensuivrait que les mémes combi-
naisons de quantités différentes ¢(4, B,....8), ¢/(4,B,....8),
¢(A, B,....8),.... avec les mémes quantités 4 , B,.... seraient

égales, ce qui est absurde: donc les fonctions ¢, ¢/, ¢7,.... sont
les mémes.

(* En effet, Péquation g=F[A,B,..¢'(4,B,...8)]..(d) ou g=F(A,B,....&) , prise
pour exemple 1w’ élant qu’une autre maniére d’écrire 'équation g/==Aw/"~-Ba/t~ 1~f...(e) 5
il est clair que la substitution da symbole g, & la place du symbole g, dans
I'équation (d), équivaut a la substitution de « et g, ala place de « el & dans
Péquation (e) ; substitution permise d’aprés Phypothése.
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Quant au second principe que M. Bret trouve que mon raison-

nement n’est pas établi, il est encore plus étranger a la démonstration

en question que le précédent , et je dois d’autant moins m’arréter

a le démontrer, qu’il 'est déja, de la manitre la plus simple et la plus

claire, dans tous les ouvrages élémentaires de mathématiques qui
traitent des problémes indéterminés et de l'interpolation.

Agréez, etc.
" Paris, le 6 juillet 1812,

Lettre de M. Birarp, principal et professeur de mathe-
mathiques au collége de Briangon.

Au Rédacteur des .Annales.

[ %0 T Ya 2l “a Sa “a 4]

MoONSIEUR ,

MONSIEUR Bret a donné , % la page 223 du 2.® volume des
Annales ( janvier 1812 ), pour construire I’équation & la parabole ,
une méthode qui, 4 la rédaction prés, est exactement celle que
Ton trouve 3 la page 75 de mes Opuscules mathématiques , publiées
en 1810 (*); méthode que je lui avais communiquée dés le mois
d’aotit 1808.

L’honnéteté et la délicatesse de M. Bret, la réputation méritée dont
il jouit comme géometre, et le peu d'importance de I’objet ; tout

(*) Un volume in-8.°, chez Louis, libraire, rue de Savoie, no 6, & Paris,



98 QUESTIONS

m’assure qu’ayant perdu de vue la communication que je lui en avais
faite , 1l n’a publxe cette méthode sous son nom, que parce quil a
cru , en effet, ne la devoir qu'a ses propres réflexions ; et, si
maintenant je me permets de réclamer , ¢’est uniquement afin qu'on

ue croie pas que jai voulu moi-méme dérober quelque chose a
M. Bret.

Agréez, cte,

Briancon , le 7 juillet 1812,

‘F

QUESTIONS RESOLUES.

Solutions du probléme darithmétique proposé & la
page 356 du deuxiéme volume des Annales ;

Par MM. L Graxp et RocuaT, professeurs de mathéma=
tiques & St-Brieux , et Dusav,, éléve du lycée d’ Angers.

[a Via ¥ Vi VL, Vo Vo V1o

E NONCE. Deux suites , composées chacune de n nombres positifs
et inégaux, étant données; comment faut-il disposer entre eux les
nombres de ces deux suites, pour que la somme des produits des
termes de la premiére par les termes correspondans de la seconde,
soit la plus grande ou la plus petite possible ?

Comment faut-il disposer entre eux les nombres de ces deuz
suites, pour que la somme des quotiens des termes de la premiére

par leurs correspondans dans la scconde, soit la plus grande ou la
plus petite possible ?



Les solutions de ce probléme, fournies par MM. Le Grand,
Rochat et Dubain, étant les mémes, quant au fond, et ne pré-
sentant que quelques légdres différences de rédaction, il va en étre
rendu compte dans un méme article.

Soient A, , A,, A, ,.ce. Agyeiii 4yy.iii A, les nombres de
la premitre suite , rangés par ordre de grandeur , du plus grand
au plus petit; et supposons que ceux de la seconde, rangés comme

}, soient B, , B,,

maximum

ils doivent I'étre , pour donner lieu au g ..
minimum

B; ,.oocBg, a'ooBb,!t-an-

Lt* CAS. Pour la somme des produits.

Puisque
A4,B,+A4,B,+....4A4,BA. 7. 44,84 .. +A4,B,=P ,

maximum

est ung L 2, il faut que, les nombres de la premitre suite
mimimum

conservant toujours le méme ordre , la permutation entre eux de
deux quelconques des termes de la seconde suite donne un résultat

moindre ., s x qe , L.
I ¢ que le précédent ; c’est-a-dire , qu'en écrivant
plus gran

A, By+A,B, . ..A,Botue.. Ay Bt 4,B,=0 ,

on doit avoir

P . < P
4 >
ou , en substituant , et supprimant, de part et d’autre , les termes
communs ,

A,B,+4,B, § A BA-AB,

ou, en transposant et décomposant,
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A—A)B—B) <
( g h)( h g >O )
ou, parce que, par 'hypothése, 4,—A, est positif,
~ .B,,——Bgéo ou B,,;Bg.

Ainsi tes termes de la premiére saite allant en décroissant , du

. . . maximum
premier au dernier , il faut pour le % . ; que les termes de
minimum
. décroissant A 3
la scconde aillent en croissant { du premier au dernier.
L0l

1% CAS. Pour la somme des quotiens.

Tout étant d’ailleurs comme dans le cas précédent, soit posé

A A, ’ Ag -Ah Ay
— it —4. i =+ =P
B[ +‘B‘ + + Bg + + Bh + + B" ?

i tte quantité est : { maxim”m} i T'on pose
u ue cetie u 1 est su 0§€e un S1 0 0
pusq 9 PP minimum §’ P
A A, A. A, Au o
'B_+E:+"’ +E++—%+ et “—-Q >

on devra avoir
17 ; P,

ce qui donnera, ‘en substituant et supprimant, de part et d’autre,
les termes communs ,

.Ag Ah ~ Ag- A :
B, B> B, T,
h g 8 By
ou
sy L . A
y
(7 e
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< 4B, +4,B; ,

f‘45"BS—I""4IzB'h >

ou, en transposant et décomposant
<, .
(A=) Be—B) S0 3
ou, parce que .Ag=-A, est supposé positif ,

Ainsi , les termes de la premiére suite allant en décroissant , du

maximum 2

premicr au dernier , il faut -pour le g que ceux de la se-

minimum S

croissant

conde aillent en{ }, du premier au dernier.

décroissant

Ce qui précede renferme la solution complette du probléme proposé;
mais M. Le Grand s’est, en outre, occupé du probléme indiqué
dans la note , et qui consiste a savoir , dans le cas ot I'on donnerait
simplement les 27 nombres qui doivent compaser les deux suites,
comment on devrait les répartir dans ces deux suites pour obtenir le ma-
imum ou le minimum ., soit de la somme des produits soit de la somme
des quotiens. 11 observe 1.° que, pour avoir le maximum de la somme
des produits ou le minimum de la somme des quotiens , il faut, aprés
avoir disposé les 2z nombres , par ordre de grandcur, da plus petit au
plus grand, placer le second sous le premier , le quatriéme sous le
troisitme , le sixiéme sous le cinquieme, ct ainsi de suite; 2.° que,
pour avoir , au contraire , le minimum de la somme des produits
ou le maximum de 1; somme des qubtiens , il faut , aprés avoir

Tom, 111 14
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disposé les 27 nombres , par ordre de grandeur, du plus- grand au
plus petit , placer le dernier sous le premier, Pavant-dernier sous
le second , le (2r—2)™° sous le troisitme , le (27~3)™° sous le
quatritme , et ainsi de suite.

M. Le Grand remarque encore 1.° que, si Uon a m suites de »
nombres chacune, et qu'il soit question de disposer les nombres qui
composent chacune d’elles, de manitre que la somme des produits
des termes correspondans dans les m suites soit un maximum , il
faudra encore, comme dans le cas de deux suites seulement, ranger
les termes de chaque suite, par ordre de grandeur , du premier

au dernier , de manitre qu’ils aillent en croissant ou en décroissant ,

dans toutes les suites ; 2.° que, si I'on a seulement 722 nombres

quil soit question de partager en m suites de 2 termes chacune,

de manitre & ce que la somme des produits des termes correspondans

de ces m suites soit un rmaximum ; il faudra, aprés avoir disposé
ces mn nombres par ordre de grandeur , du plus petit au plus
grand , former la premitre suite avec ces nombres , pris de » en 2,
3 partir du premier, former la seconde avec ces nombres, pris de
n en n, a partir du second , former la troisitme avec ces nombres,,
pris de 2 en 7z, a partir du troisitme, et ainsi de suite.

Les principes qui viennent d’étre développés peuvent souvent étre
appliqués avec avantage ; noas allons le prouver par un exemple.

Soient ¢, ¢/, ¢/, trois droites ct g, 8/, g/ trois angles donnés,

dont la somme soit deux angles droits, et tels conséquemment que la
moitié d'aucun ne soit un angle obtus, et proposons-nous de déter-

miner de quelle maniére on doit accoupler ces trois angles avec les
trois droites , pour que la fonction

¢2C0s.£8in. #'Sin.g"4-¢/>Sin.£Cos. ' Sin. g""4-¢"2Sin, 8Sin. g/ Cos. 57

25in. 8Sin.#'Sin. 8" 2

soit un maximum ?
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- En introduisant les demi-angles, au lieu des angles méme , on
transforme facilement cette fonction en celle-ci

. c? c/2 c/'2
:g Tang. '}ﬁ+Tang. iy +Tang.§ /3//] - [cﬁTang.}ﬁ ~+e*Tang "3’+‘//2T3”5‘5ﬁ"]§

or, pour que cette quantité soit un maximum , il faut dvidem-
ment que

' c2 c/2 cl’z

Tang.; 8 + Tang. ;£ + Tang. + "

'soit un maximum , et qu'en outre
¢*Tang.  p4-c/*Tang. g/4-c//*Tang. 2 g/ ,

soit un minimum.

Ces deux conditions se trouveront, & la fois, satisfaites, d'apris
ce qui précede, si ¢*, ¢’*, ¢/ allant en croissant, Tang.; 8, Tang.z 4,
Tang. 2 ¢/ vont au contraire en décroissant ; ou, plus simplement,
si, ¢, ¢/, ¢ allant en croissant, g, g/, g/ vont en décroissant. Ce
serait le contraire si la fonction proposée devait étre un minimum.

La question que nous venons de traiter est celle dont s’est occupé
M. Bidone 2 la page 380 du deuxitme volume de ce recueil. On
voit que lapplication des principes développés ci-dessus en fournit
une solution & la fois directe et élégante.
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QUESTIONS PROPOSEES.

Probléme de Geométrie.

ON demande quelle est la courbe telle ‘que , pour chacun de ses
points , le rayon de courbures est une quatritme proportionneiie a
I'abscisse , & l'ordonnée et 4 une droite donnée de grandeur ?

Probléme de probabiliié,

Une loterie étant compesée de m numéros 1, 2, 3,....m , dont
il en sort 2 & chaque tirage; quelle probabilité y a-t-il que, parmi
les » numéros d’un tirage , il ne se trouvera pas 4 nombres con-
sécutifs de la suite naturelle ? '




LIGNES ET SURFACES DU SECOND ORDRE. 1c5
————

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Application de la methode de maximis et minimis & o
recherche des grandeur et direction des diamétres
principaux , dans les lignes et surfaces du second
ordre qui ont un centre; ces lignes et surfaces elant
rapportees a des axes de directions quelconques , pas-
sant par ce centre ;

Par M. Berarp, principal et professeur de mathématiques
du collége de Briancon, membre de plusieurs sociétés

savantes.

[a Vo Vi Vg Sig Vi Vg NTo VL V)

LE sujet dont je vais m’occuper a déja été traité de diverses manidres
dans ce recueil ; mais, outre qu'on a toujours supposé que les lignes
et surfaces du second ordrec étaient rapportées a des axes rectan—
gulaires ; ce qui Ote aux résultats une généralité souvent trés—
précicuse ; la méthode que je vais suivre me parait conduire plus
directement et plus simplement au but que ne saurait le faire la
transformation des coordonnées qui , dans le cas sur-tout ou les
coordonnées primitives ne sont pas rectangulaires , entraine dans
des calculs d’une extréme complication. Tel est le double motif qui

Y

me détermine & revenir encore sur ce sujet.

§. Lk
Soit
Ax*4-By*~-2Cxy=D ; (1)
I'équation d’une ligne du second ordre, rapportée i son centre et

a deux axes faisant entre eux un angle s.
Toi, 111, 15
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En désignant par 7 la distance d’'un point quelconque de cette

courbe 4 son centre, on aura
£y ~4-2xyCos.y=r2. (2)

Et la propriété qui caractérise les quatre sommets de la courbe est
que , pour chacun d’eux , 7 doit étre un maximum on un minimum.
Supposons donc que x et y soient les coordonnées de l'un de
ces sommets , auquel cas 7 sera la moitié de l'un des diametres
principaux. Soit posé
y:px H
les équations (1) et (2) deviendront

(Bp*4-2Cp+-A)2>=D ,
(p“—l—zpCos.y-—l—I)x’:r’ 5

d’olt on conclura, par I’dlimination de 2*,

o]

(Br*—D\p*~4-2(Cr*>—DCos.»)p+-(Ar*—D)=0; 3)

différentiant cette équation , par rapport 4 p seulement , puisque, par
Vhypothese , dr=o0, il viendra
(Br*—D)p-4-(Cr*~DCos.,)=o0 ,
d’ot
' Cr>—DCos.y
e
cette valeur , substituée dans I'équation (3) , donne

(Ar*—=D)(Br*~D)—(Cr*==DCos.»)*=o0 ,
ou, en développant et ordonnant,

(AB—C*)r4—D(A~4+B—2CCos.,)r*+D*Sin2y=0.  (4)

Les quatre racines de cette équation , lesquelles seront , deux & deux,
égales et de signes contraires , seront les distances du centre de la
courbe & ses quaire sommets, ou , ce qui revient au méme , ses
quatre demi-diametres principaux. Les deux valeurs de r*, substi-

tuées dans celle de p, donneront , pour cette inconnue , deux valeurs
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75 p”, etalors les directions des diamétres principaux scront données
par les deux égquations
y=px , y=plz.
Pour que les deux valeurs de r*, tirdes de Ddéquation (4) soient
réelles , il faut, comme l'on sait, que la quantité
(A+B—2CCos.9)*—4(AB—C*)Sin 2y,
soit positive ; or , cette quaniité est la méme chose que la suivante
(A—B)*Sin.*y+{ 26—~(A+-B)Cos.. }*,
laquelle est essenticllemient positive ; ainsi les deux valeurs de 72
seront réelles , dans tous les cas.

Maintenant, les valeurs de r* peuvent étre ou toutes deux positives,
ou l'une positive et P'autre négative, ou enfin toutes deux négatives ;
et, d’aprés les principes connus , 1'équation (1) appartiendra a lellipse
dans le premier cas, & l’hyperbole dans le second, et n’exprimera
absolument rien dans le troisitme. Dégageant donc le premier terme
de I'équation (4) de son coeflicient, et appliquant la reégle de
Descartes , on trouvera, apres les réductions convenables , que I'équa=
tion (1) appartient &4 lellipse, si l'on a

AB—C*>0 , D(A+B=—2CCos.%)>0 ;
qu’elle appartient & I’hyperbole , si T'on a
AB—C* <o ;
et quenfin elle n’exprime rien, si I'on a

AB—C*>0 , D(A+4B—2CCos.y)< 0.

En particulier les deux valeurs de 72, et par conséquent celles
de r, seront égales, si l'on a

(A—B)Sin.yd-§ 20 —(A-+B)Cos.y =0 ,
ce qui ne peut avoir lieu qu’autant quon aura a la fois
A=B, 20=(A4B)Cos.y ;

et alors I'dquation (1) appartiendra & un cercle.
Dans le cas particulier ou les axes des coordonnées seront rectan=
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gulaires, on aura Cos.y==0, Siny=1; et il viendra conséquernrent
(AB—C*yr*—D(A+B)r*+-D*=o0 ,
Cr2
P="3—D"’
I’équation (1) appartiendra & Dellipse , si 'on a
'\ AB—C*>0 et Did+B)>o0 ;
a T'hyperbole, si 'on a
AB—C*<Lo ;
et elle n'exprimera rien, $i l'on a
AB—C*>0 et D(A+B)<o:
En particulier, elle appartiendra au cercle , sil'on a, A la fois,
A=DB et C.=o.
Tout cela s’accorde avec les principes connus.

Supposons que les axes des coordonnées soient deux diamétres

conjugués de la courbe; alors on devra avoir C=o. L’équation (1)
deviendra :

Az*By*=
en sorle que les quarrds des demi-diamdtres conjugués seront

D D

5 B

la somme des quarrés de ces demi-diamétres sera donc
D D _ DA+4B)
— TR

A B AB

et le produit de leurs quarrés et du quarré du sinus de Pangle qu'ils
comprennent ou, ce qui revient au méme, le quarré de Vgire du
parallélogramme construit sur leurs grandeurs et directions, sera
D>Sin.2y
4B
Mais , dans la méme hypothése de C=o, P'équation (4) devient

A B
7. + +-—-—— Sin,? ¥==0 ;
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.. . A-4-B
et, par la théorie des équations D.—t—- est la somme des quarrés
1 ’ AB

e 1o . D2, .
des deux demi-diametres principaux, et = Sin.?y est le produit des

quarrés de ces diamdtres.

Donc, dans les lignes du second ordre qui ont un centre, 1.°
La somme des quarrés de deux demi-diamétres conjugués quelcon-
ques est égale & la somme des quarrés des deux demi-diaméires
principauz ; 2.° Le parallélogramme construit sur les grandeurs
et directions de deux demi-diaméires conjugués quelconqgues est
équivalant au rectangle construit sur les grandeurs et directions
des deux demi-diaméires principaux.

§. IL

Soit .

Az* 4By *4-Cz*A-2Alyz4-2 B/ z2-}-2C'zy =D (1)
’équation d’une surface du second ordre , rapportée & son centre
et a trois axes dont les directions soient telles qu’on ait

Angy,z)=e, Ang(z,2)=p, Ang(x,y)=s.

En ddsignant par r la distance d’un point quelconque de cette

surface 3 son centre, on aura
2*~y>~z*~-2y2Cos.e+-222Cos.p-t-22yCos.y =72, (2)

Et la propriété qui caractérise les six sommets de la surface courbe

est que, pour chacun d'eux , r doit étre un maximum ou un

minimum.

Supposons donc que #, ¥, z soient les coordonnées de I'un de
ces sommets, auquel cas 7 sera la moitié de l'un des diametres
principauxl Soient posés

x=pz ., y=qz;
les équations (1) et (2) deviendront
(Ap*~+Bg*++-C—A-2A'g4-2Bp+2Cpg)z*=D ,
(p*+g*+1-429Cos.a~4-2pCos.e-+2pgCos.y)z* =7°,

@’olt on conclura, par l’édlimination de z*,
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(Ar*—D)p*~-(Br*—D)g*~+2(C/r*~—DCos.y)pg .
+2(B/r2—-DCos.ﬁ}p+2(‘4/r’~—-DCos‘u)7+(Cr“’—D):=o ; @)
différentiant cette équation , par rapport a p et ¢ seulement, puisque,
par hypothese , dr=o0; et ézalant séparément & zéro les multipli~
cateurs de dp et dg, il viendra
(Ar*—D)p-+(C/r*— DCoswy) g+ (B/r*—~DCos.g)=o0 ,
(Br*—D)g—-(€/r*—DCos.y)p—t(A'r*—DCos.)=o0 3
ce qui donne
(A'r?=—DCos.a) (Clr2=—~DCos.9)—( Br2—D) (B/r2—I1Cos.8)"

- (Arz—D)(Br2—L) —(C/r:—Cus.y)? ?
(B/r2>—DCos. ) (C'r2—DCos.9) = (Ar2—D) (A'r2=—=DCos.&)
7= (Arze==D)(Hr2—D)—(U'r2—10Cos.9)2 !

substituant ces valeurs dans I'équation (3}, elle deviendra

(Ar2==D)(Br2==D)(Cr2>—D)~4-2(A'r>—DCos.a) (B'r>—LCos.8) (C'r2=—DCos.%)
= (Ar2 - D)(A'r2 - DCos.x)2~ (Br2 - D) (B'r2-DCos.g)*~ (Cr3 - D) (C'r2 -DCos.y)*==0,

ou, en développant et ordonnant,
(A4BC+-24'B'C'—AA*~BB*—CC*)rb
(BC—A4"*)4-2(B/C'—.A4A")Cos.e
—D ( A-(CA—DB"*)4-2(C’' 4’—BB/)Cos.p Y r*
A-(AB— C*)+4-2(A'B'=C ") Cos.y
(4)
A5in.? s 2 A4/(Cos.a—Cos.£Cos.y) :
~+-D* 4-BS8in.*g—2B/(Ces.p—CosyCos.e) ) r*
+C8in.?y——2C/(Cos.y—Cos.2C05.8)
~—D?(1—Cos.*«a—Cos.? g—Cos.*y=2Cos.«Cos.8Cos.5) =o.
Les six racines de cette équation , lesquelles seront, deux & deux,
égales et de signes contraires, seront les distances du centre de la
sarface courbe & ses six sommets, ou, ce qui revient au méme,
ses six demi-diametres principaux. Les trois valeurs de 7* , substitudes
dans celles de p et ¢, denneront, pour ces inconnues , trois systémes

de valeurs p/, ¢/, p//, ¢, p""', ¢/, et alors les directions des
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diamedtres principaux seront donnés par les trois’ systemes d’équations
x=pz , a=plz, x::p"”z ,
y=q'z 5 y=g'z ; y=g"'z .

On sait qu'une équation du troisitine degré étant

ax’+ba*~fca+d=o ,
pour que ses trois racines soient réelles ct indgales , il faut qu’on ait
43ac—b*)3bd—c*)—(9ad—be)* >0 ;
en appliquant cette condition aux valeurs de 7*, données par I’équation
(4), on se convaincra qu’elles sont toutes trois réelles , et qu’ainsi
on peut juger de leurs signes par les signes des termes de cette
équation. '

I équation (1) appartiendra 4 Vellipsoide , si les trois valeurs de
r* sont positives ; elle appartiendra & Vhyperboloide & une nappe,
si une seule des valeurs de 7* est négative ; elle appartiendra i
Vhyperboloide & deux nappes , si une seule des valeurs de 7* est
positive ; enfin Iéquation (1) n’exprimera absolument rien, si les
valeurs de 7*, données parl’équation (4), sont toutes trois négatives ;
c’est-a-dire , si tous les termes de cette équation ont le méme signe.

Si deux des valeurs de r* sont égales ; c’est-a-dire si , en con-
servant les notations qui viennent d’¢tre employées , on a

4(3ac—b*)(3bd—c*) =(9ad—bc)* ,
I’équation (1) appartiendra & une surface de révolution. Si enfin les
trois valeurs de r*, dtant pesitives , sont égales entre elles, ce qui
arrivera, si 'on a, a la fois
' 3ac=b* , 3bd=c*; -
I’dquation (1) appartiendra & une sphere.

Dans le cas particulier ol les axes des coordonndes seront rectan~

gulaires , on aura
Sin.e=1 , Sing=1, Sin,=1,

. Cos.e==0 , Cos.pg=0, Cosy=o0,
d’out
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(ABC+-2A4'B/C/—AA"*—BB"*—CC*)r*

—D(BC+CA+AB—A"*— B’*—("*)r*
+D*(4+4+B+-C)r*— D=0 ;

2

“A'Cirrw=B!(Br2—D) B/C'rr—dA! (Ar2=~Dy

2

=r. =r>. H
P (Arze—=D)(Brz=—D)—Crr4 » 7 (Ar*=—D) (Brz=—D)—C'>r4 ?

résultats qui, aux notations prés, coincident parfaitement avec ceux
qui ont été donnés par M. Bret (*).

Supposons présentement que les axes des coordonnées soient trois
diamétres conjugués ; alors on devra avoir

A'=o0 , B'=o0, (/=03
en sorte que l'équation (r) deviendra
Ax*~+By*~+-Cz>=D ;

les quarrds des demi-diametres conjugués seront donc respectivement

D D D
—A- > B ? el >
et léquation (4) deviendra
‘ ABCrS—D(BCH-CA4-AB)r*

~+-D?(ASin.?«~-BSin.* g4 CSin.*y)r*
o D3 G052 4= C 08, B G542y -2 C05.2C08,£C0807) = 0

2

ou g
D D D z
LIS S i T
4 % 2 TETCy
D D D D . D D
—_— 2 — 2 — r*
+{B . Sin.?a~- T Sin.2g4- 5 — Sin. y§
D D D
—— T (I—-Cos 2 y—Cos.2g—C0s.* =2 Cos.#Cos.£Cos.y) =03

) . . .
d’olt Ton voit, par la théorie des équations ., que la somme des
quarrés des demi-diamétres principaux est

D D D
a+ts 1T

‘I)
(™ Voyez les pages 33 et 144 du 2.° volume des dnnales.

que

<
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que la somme des produips de ces quarrés deux a deux est

D D

D .
B CSm e —'——Sm./s-}—— —éSm.’y;

et qu’enfin le produit de ces mémes quarrés ou le quarré du produit

des demi-diamétres principaux est

z g -% (1-—Cos.’u—-Cos.23-——Cos.°27+z\Cos.uCos./sCos.y).

Donc , dans les surfaces du second ordre qui ont un centre, 1.°
La somme des quarrés de trois demi-diamétres conjugués quelconques ,
est égale & la somme des quarrés des trois demi-diamétres principaux ;
2.° la somme des quarrés des aires des irois jfaces adjacentes & l'un
des angles triedres du parallélipipide construit sur les grandeurs
et directions de irors demi-diamétres conjugués quelconques , est
égale & la somme des quarrés des aires des trois faces adjacentes
@ lun des angles triédres du parallélipipide rectangle consiruit sur
les grandeurs et directions des irois demi-diamétres principauz ;
3.° enfin , le parallélipipéde construit sur les grandeurs et directions
de trois demi-diaméires conjugués quelconques , est équivalent au
parallélipipéde rectangle construit sur les grandeurs et directions
des trois demi-diamétres principauz.

Ainsi, en dénotant , pour plus de simplicitd , par @, &, ¢,les
trois demi-diamétres principaux , et par @/ , 4/, ¢/ trois demi-
diamétres conjugués queleonques, on aura les trois équations

ar bt =t
b2c*Sin2e-c*a’*Sin 2 p4-a?b*Sin 2y =b2*c*-c*a*+-a*d>
a”b*¢*(1—Cos.*e—Cos.* s—Cos.*4-2Cos.C0s.6Cos.y) = a*b7c* ;

sur quoi il faut remarquer que quelques-unes des lignes «, 2/, 7,
4, ¢, ¢/ peuvent étre imaginaires, et qu’alors leurs quarrés sont

négatifs. .
Tom., 111 16
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ANALISE TRANSCENDANTE.
Second meémoire sur les facultés numeriques; (*)

Par M. Krane , professcur , doyen de la faculté des
sciences de lacadémie de Strasbourg.

(o Ve Wia Vg Wi Vg ¥Tp Vig ¥}

I. LES produits dont les facteurs procedent suivant une progression
arithmétique , et que j’ai nommds Facultés numériques , wont pas
¢té inutiles au progrés de Vanalise. lls ont servi 4 exprimer , par
un seul terme, et & trouver , d’'une maniére fort simple , les valeurs
numériques de toutes les fonctions transcendantes qui dépendent du
cercle, aussi bien que quelques classes , trés-nombreuses, d'intégrales
définies. 11 s’en faut de beaucoup que cette mine soit épuisée. Le
langage de Vanalise transcendante a ¢ié borné, jusqu’ici , aux seules
iddes de fonctions exponentielles et de fonctions circulaires ; et il est
naturel de considérer cette extréme pénurie, comme une des causes
_principales de Vimpossibilité ot nous nous trouvions de résoudre le
plus grand nombre des problémes qui se présentaient 3 nous. Les
facultés numériques viennent, fort & propos, pour enrichir ce lan~-
gage , et pour étendre ainsi le domaine de la science.

2. Jai prouvé, dans un premier mémoire, que toute faculté était
réductible 3 la forme trés-simple "' ou #! ; mais, comme les
facultés de cette derniére forme ne dispensent pas de la considération
des autres ; afin de faire correspondre une difi¢rence de dénomination
4 une différence de symboles , jappellerai, & Vavenir, Factorielles
les fonctions de la forme générale &', et je réserverai exclusivement
le wom de Facultés numériques , ou simplement de Facultés , pour

(") Voyez la page premicre de ce volume.
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désigner les fonctions de la forme 171* ou y!, auxquelles se réduisent les
premiéres, dans le cas particulier oulon a2 a=1 et 7=1.

3. La factorielle 2™ ou a(a+r)(a—|—2r)(a+3r).........(a—kmr-——r)
peut toujours étre développée en une série de la forme

a™+Aam " r+Ba™ i L M.

Jai fait voir ailleurs (*) que, dans le cas d’un exposant infiniment
petit, les coefficiens 4, B, C,..... devenaient ces nombres méme
dont T'usage , dans le calcul sommatoire , a été remarqué par leur
illustre inventeur Jacques Bernoulli. Mettant dz a la place de m,
et désignant par —B,dm , —B,dm, —B,dm,.... les valeurs que
recoivent les coefficiens 4, B, € ,...., dans le cas d'un exposant
infiniment petit, on aura
B, ,
=B ,—:28B, ,
=B,—3B,4-38, ,
=B,—4B,+6B,—4B, ,

CYCE Y L™ Y

et en général
I

n n n-—I
Dy Bkt B

En faisant le calcul de ces nombres , on verra que tous ceux d'un

n  Ne==]  7im—=2

BA.* =B,

1 2 3

. . . o\ ’ Y
indice impair , tels que B, , B;, B,.... sont égaax i zéro, 4
Pexception du premier B, qui est ;; et que tous ceux d’un indice
pair ,savoir B, , B, , Bg,....sont alternatlvementposz'_lz'f.f et négatifs.
Leurs valeurs sont
— x — 4 —— T —_— T
.B,—+T;’ -B4""""K?.' ? Bé"“+?7':’ BS""'—TXZ LR

4. Les nombres de Bernoulli nous ménent naturellement aux
deux fonctions que jai désignées par Az et I'z. La premitre Az,
par laquelle nous exprimons la série

6
B i4-B,1*+B t*+B ...,

sert & trouver la premiére dériver de la factorielle &1", dans Jaquelle
nous regardons ’exposant y comme la variable de la fonction. En faisant,

pour abréger , a4ry=¢, on a

(* Yoyez Elémens &’ arithmétique uniperselle , page 360, n.°5 557 et suivans,
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say=e (Logi—A T ) L™
Ta seconde I'z, par laquelle nous représentons la série
B,t+4-B 34-iBst’ 4Byt 4. ...,
est lide avec la premiére, par I'équation lindaire trés-simple
B+t oli=Ar

Elle est essentielle pour trouver le logarithme naturel de la facto~
riclle @V, On a, en effet,

- , z 1 4 r r
Log.(a" ):-—-—yu-—-Loga}—{—( —— )Log.-;— —I - ~+r -
5. Le logarithme naturel de la factoriclle &V que, pour ubréger,

nous représenterons simplement par ¥, est remarquable par la
forme de ses dérivdes successives. On a d’abord

. plLog Y:Log A=A —:—- :

sur quoi on peut remarquer que c’est I'expression de la somme de
fractions

r r r r
a a+r+a+zr+"“+ ?

i=r

r . . .
augmentée de Log.a—A—~, Si ensuite , pour abréger, on désigne
a ;
n
simplement par 2-; , la somme infinie de fractions

rn it rn g

_— + s 00 e
1t + (t+r)"+ (-2 (t+a'r)"+ ?
on aura , en faisant toujours &'=1,

. rz
plogX=-+ =-,
a - r3
D'Log. Y=~ 2% 5o

e

piLog. Y=~ 6= —

w ?

(" La letire D est employée ici comme signe de dérivation ; en sorte
* f
quen général

d.prx)

DOE)= -
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D’Log. Y =— '>42-- ’
D”'Log Y_+1202— ,

6. Ces sommes de fractions se trouvent facilement, par les for-
mules connues. On a, en effet,

2l =l 4 D 4B, D 4B, T4 6B, L ..
2-— 212 +- t—5+4 4‘-t—5----|-- t_7-+...’
T4 r6 r8
2? —212+2t5 + B t_4+IOB‘ ;+2IBG tT"I"‘oo. >
r rd rl r9
té 3t3+ +4 -t—S- +20.B4 ‘t_7- +56B6 E’ + re. g

Ve

© ¢ 8 8 2 0 0 8 o0 0 s C . 8 20 6 0 s e s e s 0 8 8 .. s e 8206 .0 a6

Toutes ces séries peuvent étre regardées comme convergentes 3

hY

volonté, attendu qu’on n’aura qu’a calculer & part quelques-uns
. r" .
des premiers termes de = - > et employer ensuite la formule , pour

trouver la somme des autres. Lorsque , dans ces formules, on suppose
A r une valeur Zmaginaire , on est conduit i une suite de théorémes
du plus grand intérét dans l'analise , et sur lesquels nous reviendrons
en son lieu.
7. En désignant par la série
Ay:}—By’-l—Cys—i-Dy‘—F. . .

ordonnée suivant les puissances de I'exposant y, le logarithme naturel
-de la factorielle &’!", les coefliciens 4, B, C, D,..... seront ce
que -deviennent les dérivées de ce logarithmc, dans le cas de y=o,
ou de 7=a, respectivement divisées par 1, 2, 6, 24, 120,....
On aura ainsi

A=Log a——A—:- N

B=+gz-’§ ,



2 k 6 14 X
B L 4B, L 4B, —L — . —Logti— "
1.2 y
B,.

B,
B,.
B,
B,.
B,

B,.
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D:—{—';S-r-t .
at
b r5
E=~—-;2-;? s

De Tog.@" on passe facilement 4 cette factorielle elle-méme ; et,

si l'on représente par ‘
14-A'y++B/y>4-Cly* =Dyt 0.
la série qui Vexprime, on aura
A'=4,
2B'=AA'4-2B ,
3C'=AB'4-2BA4-3C ,
4D/ =AC'42BB'4-3CA'+4D

@ 8 4 0 1 0 e P 8 0 e s s e et B0 s e

8. On peut remarquer, au sujet des nombres de Bernoulli , que
les séries que nous allons désigner, et dont nous ferons un usage
fréquent , dans le calcul sommatoire, sont toutes parfaitement som-—

mables. En faisant, pour abréger, ¢¥=z, on a

4'123.4 ' T %'1.23.4.5.6
y 3 5 I a1
T+B"L B.. — +.__.______l_+__.__'t.

1.2.3 ¢ 1.2.3.4.5 ¥ 2 a1’
2 1 x
B . — 4 e ——
+ 4 12 + ¢ 1.23.4 + +y3 (x=——1)2 ?
y y3 ys 2 x(x-l—l)
- +By.—- B,. = — =
X +5 1.2.3 +5s 1.2.3.4.5 e y3 (x—1)3
2 & 6 x(x2-fx-4-1)
+B . — B . .._!___ ens — T —
¢ 1.2 +0s 1.2.3.4 + + it (x—1)% ’
S 3 S AUTY, N AR S i s s in s
1 1.2.3 1.2.3.4.5 3 (x—1)5

y* & 120 bd2623 46622426
+B,. — +B,.. N + ___+__x(x 4-66x24-262-}-1)

1.2.3.4 " 56

M

(x—1)6

9

12345 Y

(x—1)7

Y y3 N 720 a(x557xid-302034-302224-5 n
;"‘!’Blo::;—{—gn-—__{_"“__ . ~+-57x044-302034-30202-4-57 2 :

et ainsi des aatres. La loi que suivent les coefficiens des polynomes
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fonctions de # qui entrent dans les seconds membres se présente
assez naturellement ; on a, par exemple, pour le dernier

7=5.1 - 2.26 ,
302::4 26— 3.66 ,
~ 302=3.66- 4.26 ,

57=2.26- 5. 1 ;
et ainsi des autres. La seconde de ces séries a été donnée par EULER
( Inst. calculi differentialis , part. 11, chap. vi, §. 163. ). De
celle-ci j’ai déduit la premiére, par intégration, et les autres, par
des différentiations successives.
9. Si, dans la premitre de ces séries , on suppose y=20y/ =1,
on est conduit a celle qui suit :

Log. m =4B,.— —16 +64 m—-'..;.;

Cette série , peu connue , est peut-étre la plus convergente de toutes
celles qui font connaitre le logarithme du sinus d’un angle proposé.
La sapposition de 4 imaginaire , appliquée aux autres séries , conduit
aussi a des théorémes fort intéressans.

10. Ayant trouvé le logarithme naturel de la factorielle ”I" égal 2

-t £
—y(1—Log.a)4 (-;—-—3)1,;03.-; -r % -+ ;— ,

la lettre # désignant toujours a-+ry, il importe d’examiner ce que
devient cette expression , dans le cas d’un exposant imaginaire. Soit
donc y==p-t-ig , la lettre  désignant la racine quarrée de moins un ;

on adara
Log.(a" 1" ={(p-}-ig)(Log. a-—x)_;_(;,__ z + +lq )Log a-}pr-t-igr
r
~F s a~prigr”
Ici, silon fait
B = (akpry ()
Tang.p= A
atpr

On aura
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a--pr--igr= k{Cos.o—+iSin.e) ,
Log.(a—+pr—+igr)= Log. k-io ,

le logarithme de of +ilr prendra donc la forme d’un bindme M-4-iN,
dans lequel on aura

a k
M=p(—1+4Log.a) -{—(,v-—- -:—+ T)Log.; —qgo—T" ;‘-

r r3 r’
+B,.~E Cos.o+B,. ’5_}5005'3¢+B°'-£31£_5C05'5¢+ ceee s

k
N=g(—1-+Log.a)+ (p— -;I: +—Z-) q:-]—qLog.—-a

r 30 5
—B,.— sall.¢~B4.§,§s;n.3¢_Bﬁ. SIESin.5¢~—. s
les deux séries sont convergentes 4 volontd.
11. Ayant ainsi
Log.(of ¥ )= +IN ,
il est visible qu'on aura
Log.(a” "y =1—iN ;
ce qui donnera
Log.(aP+T(gP~" =2 1] |
aP-+iqir
og.m =2IN ;

d’olt on conclura

al+iq\r .

~ =¢&*¥ =Cos.2 N--7Sin.2 N.

Dans le cas, trés-fréquent, de p=o, lequel donne

r

B=a—4¢r* , Tang.e= :7;— 5

on aura
a 1 k r r s .
M= (7 —= ) Log. 5 —7¢—T 3 -+B.. § Cose-k B oz Cos3oti,

k . o,
N=g(—1-+Log.a)4- ( 1:--—- :—) ¢-+gLog. = ——B,.%Sm.@—-Bp-% Sini3g—...; ;
et par suite
Log.aV' =M-4IN ,
LOg.ﬂ“iq‘r:M——-iN i



NUMERIQUES. I2%
—aiitzzz'N.

M a-igi”

12. Quelles que soient la base « etla différence 7 , la factoriclle
@V, dans les deax cas de 7 positif et de 7 négatil, qui doivent toujours
étre soigneusement distingués, sera réductible & la facultd 1711 | pour
laquelle nous avons proposé la notation trés-simple ¢!, devenue
nécessaire , par l'usage trés-fréquent de ce genre particulier de fonc—
dans la plupart des opérations de haute analise. Nous avons
observé , dans un premier mémoire , que le passage des factoriclles

aux facultés s’exécutait au moyen des deux formules
a
P = ANl —F S -
a

La supposition de a=1 , 7=1 donne aux formules précédemment

d’'od

Log.aitr<a=ig"=2M , Log.

tions ,

calculées une trés-grande simplicité. On a alors

Logy!=—y=4(y+:)Log.(1+y)—Tr+I'——,

formule qu’on peut rendre convergente & volonté, en y introduisant
un nombre entier arbitraire %, qu'il suffira de prendre de 4 i 6.

11 viendra ainsi
Log.y! =—h—y—Log.(14y)H (42 4y)Log.(x +7z+y)—-1"l—l—l" +b+_y

Sur quoi on doit observer qu’il s’agit toujours ici de logarithmes

naturels.
13. Si, dans cette supposition de a=r=1,

la forme du binéme imaginaire p—4r7g , en posant alors

Pexposant ¥ prenait

';_,z: 1 z+ 27 T n — q
(t+p)*~+y ng.e= =
C
M=—p+(p-+)Logh—go—Ts+B, 2 p 2
Sm@ Sin,3¢

N=—g+(pti)otglogi—B, ———B,— -~ —...

il viendrait
Tom. 111,
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Log.(p-ig)l=M-4N , Log.(p—iq =M—iN.
Posant, de plus, p==0, ce qui doune

k*=1-44*, Tang.e=yg
Co Cos.3
M=:Logli—qo—T1+4-B, S¢+B4 (;),5@

I

Sin. Sin.:
g iedglogh—B, = —p 0y

“ T3 ceeee
on aura
Log.(+'9)!'=M—+iN , Log(—~ig)!=M—iN ,
ce qui donnera encore
!
Log.(ig)! < (—ig)!=22{ , Log. i+ q;‘ =2IN.
—iy
14. Le logarithme de y! pouvant toujours étre développé en une
serie de la forme

Ay~+By*+Cy*~+-Dy*-
on aura dans le cas actuel de a=r=1 ,
— A=Ax =B,4+B,4B,+B;+... ,
doB=1~4 14 I 4 L 4= i4+2B,+ 4 B,~+ 6 B+
—3C=1+4 i 4+ 5+ = .. —f+';+35‘1+loB4+ 21 Bgtun
+4D=1+%+ 5+ 2 =141 +4B,420B ,4 56 B+,
—SE=1454 24254 =i+ 458,435B ,~+126B+.... ,
+0F=14 44 54 = +..=i4+6B,4+56B ,+252B-+.... ,

sy

----------------------- e s s 0 o

Les valeurs numériques de toutes ces sommes de puissances sont
connues ct calculées ; quant & celle de Arx, elle est

0, 57721 56649.....

On sait de plus que les sommes a indice pair sont réductibles aux
puissances paires de = ; d’ou P'on obtient



NUMERIQUES. 123

w2
B=—+42RB,.— ,
1.2
- 3 o
D=—n B,—,
1.2.3.4

F=—42B, — T __

2

H: —27.B L
8 1.2.3.4.5.6.7.8 7

@ ¢ ¢ 8 s 0 08 6 0. o 010 a e a0

Quant aux autres coefficiens 4, C , E ,.... I'analisc ne neus offre pas

les mémes moyens de les obtenir ; il faudrait, pour y parvenir,

interpoler la séric des nombres de Bernoulli, d’aprés une loi pro-

bablement fort simple , mais que nous ne connaissons pas encore.
15. Ayant

Log (4y)!=4y+By*+Cy’ + Dy‘~+..... 5
on doit avoir _
Log.(—y)!=—dAy—+By*—Cy*4-Dy‘—..... ;
de la résulte
Log.(4y ! X (—y)\=2By*d-2Dy‘+2Fy~.... ;
~ en changeant y en 7y, on aura de méme
Log (iy)! X (—iy)==—2By*~+-2Dyt—a Iy’ ...
16, On a vu (8) que
BT 4B, L 4B, ;—;_ZTG 4. =Log. ¢¥—=¢ "%’
En remplagant y par Zy, on aura, aprés les réductions connues,

_ y? 5 y8 a2 Y
_le—-:+B4 —Ba.m-“—....——-LOo.( ;Sln. A >.

2 ‘1,234

3

1.2.3.4

Les réductions appliquées aux valeurs des logarithmes de (- !(—y)!
et de (47y)!(—Zy,! qu'on vient de trouver , conduisent aux deux

théorémes trés-importans qui suivent :



124 FACULTES

THEOREME 1. (+)(—y)=g5, -
THEOREME 11 (=iy){(—iy)= Wy_:y .

Les principes généraux étant posés , proposons-nous la solution
générale des deux problémes qui suivent :

17. PROBLEME 1. Evaluer numériquement le produit

22 2 { x2 2 g x2 x2 § )
= 1— Lo ————— e
g a> @t 0 (abany § (g

continué & linfini ?

Solution. Ce produit se décompose dans ceux-ci
a—x a=—x-fr a=—x-}-2r a—x~}-3r .
e a—-r : a~f-ar ' a+-3r e
at-x  atxdr  adxdor  adx4-3r .
e ° adr adzr ad-3r T ’
dans mon Analise des réfractions , je les ai réduit respective—
ment a

_l _1[,,

(a-—x) (a4-x) "

] x>
(infin, r) (inﬁn.r)— r

ce qui rend le prodait cherche égal au simple produit des deux

factorielles
ilr =
(@a—a)" ,  (ata) ’
il nereste donc plus qu'a réduire ces factorielles aux facultés , ce qui

se fait a l'aide des formules ci-dessus (12). En posant , pour abréger,
[2

;———I=f, on trouvera

x x x x
—|r —

(a—x)" :_._______f : .3 , (a-—}—x)—

(=) (D)
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d’olt on conclura
(a—2x)" o (ataz) o = \’f'
)

la solution du probléme proposé sera donc réduite & la détermination

des trois facultés f!, (f—— -r-)!, (f—}—-;— )! dont on trouvera les

valeurs numéri(fues toutes calculées , dans la table donnée & la page 6 de

~

ce volume. (*)

18. PROBLEME 1I. Evaluer numériguement le produit
5 fj } x2 }g x2 2 x2
( I+ a2 l+(a+r.)2 I+(a+2r)35 I+(a+3r)2 Ceren

continué & linfini ?

. . . @ .
Solution. En continuant de faire ——1=#, il suffira de rem-
r

placer x par 7z, dans la formule qu’on vient de trouver. Le produit

demandé deviendra égal a

(*) Depuis I'impression de la table de M. Bessel , nous nous sommes apergu que

M. Legendre dans ses Exercices de calcul intégral ( Paris, 1811 ), avait publié

une table du méme genre , et nous venons d'apprendre qu'une pareille table venait

aussi d’étre calculée par M. Gauss. Voila donc trois géométres du premier ordre

qui, faute de moyens rapides de communication , ont consommé un temps précieux
en de pénibles calculs , pour parvenir aux mémes résultats.

M. Legendre, dans sa table , désigne par a=—1 ce que M. Kramp représente
par ¥, et par T' ce que M. Kramp désigne par y!. Celle table, calculée par une
méthode analogue i celle qui a été indiquée dans la note de la page 12 de ce volume,

ne conlient les logarithmes de la faculté y! qu'a sept décimales seulement, et encore

la septiéme décimale n’y est pas loujours exacte ; on n’y trouve pas non plus les

différences des logarithmes qu’elle renferme ; mais ces logarithmes y sont calculés
pour les valeurs de y de milliéme en milliéme , ce qui rend & la fois les inter-
polations plus faciles et moins fréquemment nécessaives. Les détails dans lesquels
entre M. Legendre , sur le calcul de cette table, et sur la nature, les propriétés

et les usages des nombres qu'elle renferme , sont d’ailleurs du plus grand intérét.
J. D. G.
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5D

Les logarithmes des deux facultds da dénominateur sont réductibles
aux formes M—iN et M+IN, ce qui rend le logarithme de lear
produit égal a 2M. 1l serait fort & desirer que quelque calculateur
courageux voulit calculer les bindmes MA4-/N=ILog.iy)!, pour
toutes les valeurs de y depuis o jusqud 1, de méme que nous
devons & M. le professcur Bessel une table des logarithmes de 4!,
dans le cas d'une base réelle. En attendant, la séric (13), qui a
I'avantage d’¢tre convergente a volonté, nous fourdit un moyen trés—
expéditif de trouver la valeur numérique de 2/,

logarithme du

produit <j-—-—) <f—\— w > 1l faudra , pour en faire usage,

déterminer l'angle ¢ et le coefficient £ de manitre quon ait

Tang.o= d , k2=a~+x ,
a r2
ce qui donne
. a
rCos.@ ’
et on aura
Cos.o Cos.3

M———-—+I+(————-—>Log/f——- o—T1+4-B, o -*-]5’4 :{3?-]—..,

19. Appliquant Ja solution de ces deux prob!émes au cas parti—
eulier de @=r=w=, qui donne f=o, et qui rend (15) la variable
y= =, dolt wy==x, on sera conduit aux théorémes trés-connus,

a

démontrés par EULER ( Introd. in. anali. infin., 1.3° partie, n.°S 156
et suivans. ) ; savoir :

. @*
S . el — '—)( ( —— S—— e
e ¢< T 4“) T/
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() ) ()

20. Si dans (17) on fait a= —-, r==, on aura, dun cdté,
2

le produit

(1_..&) 1-&)(,_ 4“’” ( 4?2> L
@2 Q=2 252 Ly

continué & linfini , lequel, par conséquent , sera égal a ce que

devient la fraction

S

GG

par cctte supposition qui donne

x_ N .'L_ 1 X
f+-r-— '+r - (2 . ?,
x . x 1 x
e ™ o ——— T e .

1 r * r +<2 r)

e - x .
La faculté f! devientainsi 2(;)! =/ = La faculié f—-—--;- )! deviendra

(-2

luit des deux facul S et (2 =2 )t e
i x facultés | — — — e _——— ! ra
et le produit des deu té - - - —

(16)

w w
— —_— -
2 2

Sin. ( = —x) Cos.e

! . . v
Apres avoir employé toutes ces réductions, on sera conduit au théoréme

trés-connu ,
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Cos.&:(x—— 4 >( M)(I-iﬁ)
Q=2 202

21. Et si, dans cette derni¢re formule, on change ¢ en ¢, elle
deviendra

= (I ()

formule connue depuis l’analise d’Euler.
22. Les formules (17) et (1g) nous conduisent ‘aux deux théorémes
qui suivent

h(1—Ph)
Al(1-A)= . H
( l> Sin.Az o

. : R oTen )

C=tGrh) ==
Ces deux formules, qui sont identiques entre elles, procureront &
ceux qui voudront s’occuper de la construction d’une table des facultés,
pour les fractions décimales comprises entre o et 1, l'avantage pré-
cieux de diminuer leur travail de moitié, en ne les obligeant 3 le
pousser que jusqu'a /z=;==0,5; ce qui donnera, en outre, une
grande convergence a la série qu’on est obligé d’employer pour le
calcul de cette table. En changeant 2 en 7% , on aura pareillement
2h(1—1h)

(l‘b)!( I"-l.]i')! fromed m

-’ZT;

2= (F4R)  2(E 4R
(--—.z};\'( +l}l>' oM o T ehﬂr'+e-hza'.w

23. Le théoréme suivant mérite d’étre remarqué; il concerne le
produit zly! de deux facultés dans lesquelles la somme z--y des
exposans est un nombre entier quelconque, pair ou impair.

Dans le cas d'une somme paire, soient z=a~+h, y=a—*rh , et
par conséquent x-}y=2a ; la lettre @ pourra alors désigner un nombre
entier quelconque , ‘et Z une fraction moindre que l'unité. Cela
posé, on a

()}
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(a2 =(+A) (12",
(a—h) = (—h)\(1—Apils
(a+7)l = (2 (1+-2) (27 (34R) oo (a0
(a—/N=(—7)\(1—1e)(2—L) (341) o u v (a—P)

on aura donc (16)

h=
alyl= m_(l—ﬁz)@-ﬁ’)(g—-bz) oo (@2=—h?),

Dans le cas d’une somme Zmpaire , soient posés
z=ati4+h .  y=ae+i—ik,

ce qui donnera

aty=2a+41 ;
@ pouvant désigner un nombre entier quelconque. On aura alors
a1 = (a1 BI=GAD G,
y'=(ati —=h)l=G+n)\(E =2,

ou

al= (ARG AREAD G+ (4 )
PGB e (B = )

donc (22)
— _— 92 22N s __ La\4% __ 22 - (2a+17f_ 2
zlyl= m(* =) (3= ) Rl —h7) - s g % b;

Si, dans le cas de z—y pair , % se change en 7%, ce qui donnera
toujours x+y= 24 , a étant un nombre entier quelconque , il viendra

———— (122 (422 (9F2) oo (@A) .

Mol
alyl= —o—
Si le méme changement arrive , dans le cas de #--y impair , en sorte

Tom. I, 18
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qu'on ait toujours x-4y=rzat1, @ étant un nombre entier quel-
conque , il viendra

2D )
4 )
4. Lanali ; de développer n’ 1le t borné
24. L’analise que nous venons de développer n’est nullement bornée
au cas proposé; ct si I'on demandait soit la valeur du produit

o Slfer L e

27 /s 2\7 9 RVEY] 2\ /40 ) (20%1)2
ﬁy:ta;;;u+ﬁx;+hx7+%x7+%)““{

@+ w+am"ll4'w+dn"
soit celle du produit

S__"_C'_l_s__x" zg_xn %S -
(I a (1 (a+7')"5 ! (a+2r)n I seesy

l (a==3r)n
continué a l'inhini, on la trouverait encore, en suivant rigoureuse-
ment les mémes principes.

25. Jusqu’ici nous avons supposé que les facteurs de nos factorielles
constituaient toujours une progression arithmétique du premier ordre;
c’est-a-dire , une progression ayant ses premiéres différences cons-
tantes ; et ces sortes de fonctions peuvent étre appelées Factorielles
du premier ordre. On peut aussi imaginer une suite de facteurs

constituant une progression arithmétique du second ordre ; c’est-a-dire ,
une progression ayant ses secondes différences constantes, telle que

a .,

a+b ,

at-204c ,

a-+-30+3c ,

a+4b+6¢ ,

a-4+-5b410c ,

Le terme qui répondrait 3 lindice » serait alors

n—a1 n=——1 n-—3
a+ : b+ . c.

I 2
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Un semblable produit pourrait &tre appelé Factorielles du second
ordre ; ct, pour peu quon suive le développement de la plupart
de nos séries , on verra que ces factorielles, de méme que celles
des ordres supérieurs , c’est-a-dire, celles dans lesquelles se sont
les différences d’'un ordre plus élevé que le second, qui sont cons—
tantes , doivent se rencontrer trés-fréquemment, Heureusement toutes
ces factorielles sont réductibles & celles du premier ordre, moyennant
une décomposition analitique fort simple. On peut toujours , en
effet , pour le second ordre, déterminer les deux premiers termes
A, A’, et les deux premicres ditférences 7, 7/, de manitre que le
terme général

a—l—-n—
x
devienne équivalent au produit
[+ Y [ n— 1],
indépendamment de l'indice z. Il faudra, pour cela , résoudre les
trois équations
AAd'=a , Ar'4+A'r=b—:ic, rr’=:ic ; (*)
on aura alors
a=AA ,
atb= A+ r)(A'+ 1) ;
at-2b4-c=(A42r)(A4-21) ,

en sorte que la factorielle proposée du second ordre deviendra le
simple produit
An[rxA/nlr'

(*) Les inconnues A, A',r, r/ de ces trois équations étant au nombre de quatre,
on pourra disposer de Fune d'elles pour rendre les valeurs des autres les plus

simples possibles,
J. D. G.
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de deux factorielles ‘du premier ordre, et rentrera, comme telle,
dans la théorie qui vient d’étre développée. ™

B

ANALISE TRANSCENDANTE.

Examen dun cas singulier , qui nécessite quelques
modifications dans la theorie des maxima et des
minima des fonctions de plusieurs variables;

Par M. J, F, Frawcats, professeur & Iécole impériale de
Tartillerie et du génie,

Sorr

z=0(%,¥) »

et soient posés, pour abréger

( = )=rs ( ) —7 <j:> dxdy) (dzz)zz

Les conditions que l'on prescrit ordinairement , pour 1e maximum
ou le minimum de la fonction z, sont

to

r=o § (1) Ple—s*2>0 3 (=)

g=o ,

(™ Ce que M. Kramp appelle ici Factorielles de différens ordres esl ce que
Vandermonde avait déja appelé Puissances de différens ordres, avec celle dif-
férence seulement que les factorielles de ordre z sont des puissances de P'ordre
n-1. Ainsi , suivant le langage de M. Kramp, les puissances du premier ordre,
c’est-a-dire , les simples puissances que Ion considére dans les élémens, sont des
factorielles de l'ordre zéro,

J.D. G.
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ce qui-assujettit 7 et # a étre de mémes signes ; et alors le mazimum
ou le minimmum a lieu, suivant quon a r<o ou r>o.

Je me propose ici de faire voir que la condition (2) exige trop;
et que, pourvu que 7/—s* ne soit pas ndgatif , cette quantité peut
étre nulle , sans que le mazximum ou le minimum cesse d’avoir lieu.

La régle en usage pour la détermination des maxima et minima
ne se rapporte qu'a des points Zsolés : elle est en défaut, lorsqu’il
s'agit de déterminer une suite de points maxima ou minima , for-
mant une courbe continue. On se convaincra aisément de la vérité
de ce que j'avance, par ’exemple suivant : si 'on fait tourner une
ellipse autour d’une droite paralltle au grand axe, considérée comme
axe des z, le sommet de Dellipse décrira un cercle dont les coor-
données paralleles & Paxe des z seront évidemment des maxima
cependant on trouve, pour ce cas ( comme pour tous les cas sem-
blables ) 74—s*=o0. Je vais expliquer la raicon de cette singularité,
et compléter ainsi les conditions qui doivent indiquer l'existence des
maxima et minima.

La premiére condition pour lexistence d’un maximum ou d’un
minimum est d’avoir 4 la fois p=0 , g=o0; ces deux équations
déterminent les coordonnées x , ¥ , correspondant au maximum
ou au minimum cherché , lorsqu’il ne s’agit que d’un ou de plusieurs
points isolds. Mais , lorsqu’il doit y avoir une infinité de maxima
ou minima , formant une courbe continue, les deux équations p=o,
g=o dcivent étre de nature a étre satisfaites en méme temps, sans
quoi il n’y aurait plus qu'un nombre limité de solutions ; il faut
donc que ces deux équations aient lieu , par un facteur qui leur
soit commun ; ainsi, on devra avoir

p=PF , ¢=0QF ; 3)

F étant le facteur commun qui, égalé & zéro, remplira & la fois les
deux conditions (1); et P, ¢, F pouvant étre des fonctions quel-

conques de x et ¥.
L’équation qui déterminera les moxima et minima scra done
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F=o ; 4

on tirera ensuite des équations (3}, par la différentiation, en ayant
égard a l’équation 4)

~r(2). =r(£)me(E)ome(£) ©

retranchant du produit des deux équations extrémes le produit des
deux autres, il viendra , en réduisant
ri—s*=o ; (6)

la condition (2) ne sera donc pas satisfaite. Examinons si ndanmoins,
dans ce cas, le maximum oule minimum ne pourrait pas avoir lieu.

Soient @ , b des valeurs de x, y qui rendent z maximum ou
minimum ; et soient respectivement « , g des variations simultanées
et trés-petites de ces quantités, répondant & une valeur de z voisine

de ce maximum ou minimum. A cause des équations (1), on aura
simplement

z=¢la}u, b8 =0(a, b)+ * ra*t-250p41p>)+..... (7)

il faut pour le maximum , que cette quantité soit toujours plus petite
que ¢(a,b) et pour le minimum , qu’elle soit toujours plus grande ,
quels que soient d’ailleurs les signes de «, g, pourvu que ces deux
variations ne cessent pas d’étre comprises dans des limites trés—
resserrées. On conclat facilement de la qu’il faut que la quantité

ra*~2asp--£32 (8)

conserve toujours le méme signe négatif §’il s’agit du maximum |,

et positif s'il s’agit du minimum ; et on démontre que la premicre
condition est toujours satisfaite lorsqu’on a , a la fois

r<o , ri—s*>o0 ;
et que la seconde lest, si 'on a, au contraire,
r>0 ri—s*>o.
Tout cela est parfaitement exact , et ces conditions sont en effet
suffisantes pour que le maximum ou le minimum ait lieu ; mais il
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faut ajouter que, si elles sont suffisantes , elles ne sont pas néan-
moins toujours nécessaires ; et que la fonction (8) sera ¢galement
de signe invariable , lorsqu’on aura simplement

r{—s*=o0 ,
puisqu’alors elle se trouvera étre un quarré, pris en moins ou en
plus , suivant que 7 sera négatif ou positif.

On doit pourtant remarquer que , dans ce cas, la fonction (8)
peut devenir nulle, pour des valeurs particulitres de « et g ; ct
il est méme aisé de voir qu'elle sera nulle, en effet, lorsque ces
deux variations seront lides entre elles par la relation

retsg=o , (9)
équivalente alors & se-}-78==0. On pourrait donc croire, d’aprés cela,
que, lorsque I’équation (6) a lieu , les couditions , soit du mazimum
soit du minimum , cessent d’étre satisfaites ; mais 1l est aisé de se
convaincre du contraire. Si, en effet, on élimine P entre les deux
premieres équations (5), il viendra

ar arN_
r( -@>_S<}E>—o’ (10)

dquation qui, combinde avec I’dquation (9), donnera

(j—g)x+(§:)ﬁ=o s (11)

équation qui fait voir que «, g sont les coordonnées de la tangente
a2 la courbe maximum ou minimum , et que , dans ce cas, z doit
simplement se réduire a4 ¢(a,5). La fonction (8), en vertu de la
condition (6) reste donc constamment positive , dans le cas du
minimum , ¢t négative , dans le cas du maeximum , pour tous
les points qui ne sont pas situés sur la courbe minimum ou maaxi-
mum. Les maxima ou minima peuavent donc exister , quoique la
condition (2) n’ait pas lieu ; ct la précédente analise prouve qu'il
en est ainsi, en effet , pour une suite de mexima ou minima ,formant
une courbe continue.
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Nous tirerons de tout cela les conclusions suivantes, savoir : t.°
que les conditions que I'on donne ordinairement pour celles des maxima
et minima des surfaces courbes sont incomplettes , et ne peuvent
-donner que des points isolés jouissant de cette propriété ; 2.° que
pour trouver une suitc de maxima ou minima , liés entre eux par
une courbe continue, il faut que p et ¢ sévanouissent , par un
facteur commun ; 3.° que r#—s*=o est alors la condition nécessaire
pour Dexistence d’une courbe maximum ou minimum ; 4.° qu'enhin
le cas que nous venons de considérer est un complément nécessaire
4 la théorie des maxima et minima des surfaces courbes (*)

Il ne serait pas difficile d’étendre cette théorie aux fonctions dé
trois ou d’un plus grand nombre de variables ; mais comme, pour
chaque nouvelle variable , il y aurait une condition (2) de plus, il
faudrait appliquer & chacune de ces conditions des raisonnemens
analogues & ceux que mnous avons faits sur la condition (2). De plus,
la condition (1) serait composée d’autant d’équations qu’il y aurait
de variables indépendantes. Supposons que ces équations soient

Pi=0 , Py=0, P;50, Py=0 ;... (12)

L

™ Il y a ici une distinction a établir. Si, suivant les notions admises jusqu’
présent, le caractére de Pordonnée maximum ou minimum est que les ordonnées
environnantes soient foutes plus petites ou toutes plus grandes que celle-la , les
ordonnées de la courbe considérée ici par M. Frangais ne seront point proprement
des maxima ou minima; mais si, comme il parait plus convenable de le faire,
on exige seulement de 'ordonnée maximum ou minimum Juwaucune des ordonnées
environnantes ne soit plus grande , ou qu'aucune de ces ordonnées ne soit plus
petite qu'elle , alors les ordonnées des diftérens points de la courbe maximum ou
minimum deviendront, en eftet , de vérilables maxima ou minima.

Au surplus , quelque parti quon prenne 4 cet égard, la discussion dans laquelle
s'est engagé M. Frangais , n’en conservera pas moins tout son intérét.

Il convient peut-étre de rappeler ici que , si la condition rt=—sz==o0 ne se
trouvait remplie que parce quen vertn de léquation F==o0, on aurait A la fois
r=o0, s—eo , t==0; on ne pourrait alors rien prononcer sans avoir soumis a la
discussion les coefficiens différentiels des ordres ultérieurs.

J. D. G.
elles
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elles pourront étre toutes essenticllement distinctes , auquel cas on
naura qu’un certain nombre de maxima ou minima absolument
déterminé ; ou bien elles pourront étre rangées en plusieurs classes
dont une seule renfermant des équations essentiellement distinctes,
tandis que, dans chacane des autres, toutes les équations pourront étre
satisfaites par 'égalité a zéro d’un seul facteur qui leur sera commun.
1l serait intéressant d’examiner l'influence de ces diverses circonstances
sur les conditions analegues & la condition (2); ce serait alors seule-
ment que la théorie des maxima et minima ,dans les fonctions de

plusiears variables, pourrait étre regardée comme compléte.

-

ANALISE.

Remarque sur la résolution des équations du qualriéme
degré par la methode de M. VWERONSKI ;

Par M. GERG6ONNE.

DANS I'examen que jai fait, & la page 51 de ce volume, de la
méthode proposée par M. VVronski, pour la résolution générale des
équations , j'ai insinué que cette méthode , ou plutét la méthode
plus simple que je lui ai substituée, cessait d’étre applicable , des
le quatritme degré.

Cela est vrai, en effet , si I'on ne veut, pour faire disparaitre
les diverses fonctions de , , quemployer seulement les deux
équations

p—1==0 , 1-pt+p+i’=0 ,
comme on serait contraint de le faire , si 4 était um nombre pre—

Tom. 111 19
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mier; mais , comme I'équation pé—1=0 équivaut & (»>—1)(p*4-1)=0;
et comme , d’aprés ce que j’ai prescrit sur le choix de ,, on ne
saurait avoir p>—1=o0, on doit avoir p>4-1=o0; or, en ayant égard
3 cette relation, concurremment avec les premiéres, on parvient &
faire évanouir toutes les fonctions de p, comme dans le troisieme degré.
Mais puisque , dés le quatritme degré, le procédé ne réussit que par
cette circonstance particulitre que p*—1 est décomposable en deux
facteurs rationnels ou , ce qui revient au méme , que 4 est égal
a 2.2, c’est un motif de plus pour douter du succes de I'application
de cette méthode , dans les degrés supérieurs. Je vais indiquer brieve~
ment la marche du calcul pour le quatritme degré , en réduisant
tous les exposans de p & l'unité, en vertu de l’equatxon pPr=—l

Soit la proposée

zi4-pa*~-qgr—+r=o.
En posant

2 = HA W h— e

= VeV E—VE T,
=H—wa—V -t
=+ Ve +vat+ v

»
on aura

8 =(—p2,—z, 4z, +2,)* ,
%z:(—xt+xz“x;+x4>4 ’
5; :‘—-'(""'»’xl_’x1.‘—"1"3";"""'374)4 P)

d'oll on conclura, par la théorie des fonctions symétriques ;

g+ 42, =32(p*44r) ,
515:‘*‘515;"“525; 56((,0 —47‘ +4F7 } ?
£18:2; =40906g*
£19 &2, &; seront donc les trois racines de la réduite

§—32(p*+4r)5 256 { (p*—4r)*+4pg*} t—4096g*=o0.
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Ces trois racines ne sont au surplus que les quarrés de celles de
la réduite ordinaire

2} 4-8pz4-16(p*—4r) z—649* =0 ;
comme il est facile de s’en convaincre , et comme cela doit étre
en effet,

CORRESPONDANCE.

Lettre de M. Du BouRGUET , professeur de mathématiques
spéciales au lycee imperial ,

Au Rédacteur des Annales;

o Y VB B Vo Vo VT Vo V]

MoNSIEUR ET CHER CONFRERE ,

TOUT en rendant justice & I'élégance de I:na'ise quia conduit M.
F. M. a Pintégrat'xon des é(ilxations lindaires d’un ordre quelccr'tqu\e,‘
4 coefliciens constans , dans le cas des racines dgales ( page 46 de
ce volume ); quil me soit permis de faire observer i ce géométre
que j’ai, ainsi que lui, démontré cette formule, dans mon Calcul
intégral , tome 11, page 244 (*), indépendamment de toutes consi-
dérations tirdes de la théorie des limites; et en évitant de faire dis-
paraitre la petite différence % que, dans tous les traités que connait

(") Traité dlémentaire de calculs différentiel et intégral , indépendant de toutes
notions de quantités infinjtésimales et de limites, etc. Deux vol. in-8.0, par J. B. E.
du Bourguet , officier de Puniversité. Chez Pauteur, rue Si-Jacques ,n.° 121 , et ches

= H q » 3
Madams veuve Courcier, quai des Augusting , n.@ 5 a Paris.
» 9 fa) » 75
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M. F. M. Pon annulle , sans que les quantités ck, ck>, ek?,...,
deviennent nulles en méme temps; ce qui, comme Vobserve avec
raison M. F. M., embarrasse teujours les commengans. Ma formule (443),
qui est la méme que la seconde de la page 50 de ce volume, se
déduit immédiatement de celle (426) qui est, en quelque sorte , |
formule meére de cette théorie. (*) .

Agréez , ete. (**)
Paris, le 12 d’aolit 1812.

QUESTION PROPOSEE.
Probléme d'analise indéterminee.

ON demande quatre nombres pairs , en progression arithmétique ,
tels qu’en multipliant la somme des trois derniers par la somme des
deux da milien, on obtienne un produit égal au cube d’un moyen
arithmétique entre les deux premiers de ces quatre nombres.

(* Indépendamment de Pouvrage de M. du Bourguet, il existe un traité in-4.2 ,
sur les Equations linéaires , dans lequel I'anieur, dont j’ai oublié le nom , expose
une méthode qui lui est propre, et qui a principalement pour But d’¢luder la
difficulté que présente le cas des racines égales.

** A la page 59 de ce volume, on a oublié de faire mention d’une solution.,

sans démonstration , envoyée par M. du Bourguet.
J. D. G,
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GEOMETRIE.

Recherche de lexpression analitique de la surface
convexe de longlet spheriqyue compris entre un grand
cercle et un petit cercle, qui se coupent dans ['inté-

rieur de la sphére;

Par M. EpeLmany , éleve de la faculté des sciences de
Yacadémie de Strasbourg.

[a Via Wia ¥, Vi W W, Vo V]

SOIENT un grand et un petit cercle , se coupant sous un ang]e connu
quelconque , dans lintérieur d’une sphére ; soit conduit par le. centre
C de cette spheére (fig. 1) un plan perpendiculaire 4 la commune
section de ces deux cercles , et conséquemment perpendiculaire
leurs plans. Soit AEBF le grand cercle qui forme la trace de ce
plan sur la surface de la sphére. Soient de plus AB le diamétre
du grand cercle donné, EF celui du petit cercle, et D leur commune
section qui sera , en méme temps, le point ou le plan du grand
cercle AEBF coupera la commune section des plans de ces dcux
cercles. Désignons enfin par D/ le point ou cette commune section
rencontre la partie antérieure de la surface sphérique , et dont le
point D sera conséquemment la projection orthogonile sur le plan
AEBF. Les deux cercles dont les diameétres sont AB et EF divise—
ront la sphére en quatre onglets , divisés eax-niémes en deux parties
égales par le cercle AEBF ; et les surfaces convexes des demi-
onglets compris dans I'hémisphére antérieur scront AD’E , ED/B ,
Lo, Ill, 20
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B./%, FD/A , formant ensemble lasurface de cet hémisphere. Nousnous

attacherons d'abord uniguement a déterminer la surface AD/E.
Les donnees du probleme seront : 7 rayon de la sphere ; la dis-

tance CD=a; et l'angle ADE=x, que les plans des deux cercles

forment cntre eux. En abaissant du centre Cle rayon CG, perpen-

diculaire sur EF, et coupant cette corde en son milien II, on aura

. -
Chi=aSina; GH=r—aSin.x; et, en menant le rayon CE, on aura
. aSin.a . .
Sin.CED= —— . Nous désignerons ce dernier angle par 4.
-

La surface AD/E est (fig.2) égale d la différence des deux surfaces
ED'G et AD/G, dontla derniére AD/G est un triangle sphérique , rectan-
gle en A, Les angles D/ et G de ce triangle se déterminent facilement

. Cos.n Tang.k
par les deux formules SinD/= —— et Cos.G= — 2 Ta surface
08,/ Tang.a

de ce triangle sera

lar? iD,—*—G—Iz.
: 9o°  §

L’autre surface ED/G , terminée par les deux arcs de grands
cercles D/G, E/G, et par l'arc de petit cercle D/E , fait partie de
la calotte sphérique , produite par la révolution de 'arc GE autour
de l'axe CG, et dont la surface est 2ar(r—aSin.a). Cette surface
devant étre a celle de la calotte dans le rapport de l'angle G a
quatre angles droits, on aura, pour la premiere,

., Ga—Sink
=@l e ———
a 900

On aura donc pour la surface AD’E

G(1—Sin.k) | {D’—{-G 2 g D’+GSin.k§
tart ————— — i w7’ —I1 = Iar*{ == ———— (.
900 900 900

En raisonnant de méme sur les trois autres portions de I'hémisphére,
on pourra former le tableau suivant :

D’'4-GSin. k
Surface AD/E-:.:éarzs {— —i--—} X
l 90°
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D/GSin .k z

go® §°
D/—(180°—G)Sin .k }

go°

Surface ED/B= }wﬁ{ 1+

Surface BD/F=:ar: { 1—

D/—(1R80°—G)Sin.
Surface FD/A:':‘?«TI‘B{I—l— (Ico )SmkE.

9o°

On en dédwit que la différence BD’E—AD’F ou BD’F—AD'E
des surfaces convexes des deux demi-onglets diamétralement opposés
est @7*Sink ==arSin.a 3 d'ou il suit que la différence des surfaces
convexes des deux onglets diamétralement opposés est 2wraSin.a
=Cirr<CH, cest-a-dire, équivalente a la zone dont la hauteur

serait CH.
A laide des formules qui viennent d’étre construiles, on déterminera

facilement la porticn de la surface sphérique interceptée entre trois
ou un plus grand nombre d’arcs de petits cercles.

)

GEOMETRIE ANALITIQUE.

De la generation de la parabole , par [intersection
de deux lignes droites ; (%)

Par M. G. M. Raymonp, principal du collége de Chambéri ,
membre de plusieurs Sociétés savantes et littéraires.

[a Vo Via ¥ Vo Vi, Vi, Vla Tla ¥

.|

SOIENT IX, IY ( fig. 3 ) deux droites perpendiculaires 'une 4

Vautre , prises, la premiére pour axe des z, et Ja seconde pour

(" Voyez le mémoire inséré & la page 360 du second volume des Annales,
auquel celui-ci fait suite.
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axe des y. Soit F un point fixe pris sur IX, et soit Ff une droite
mobile assujetiie 3 passer constamment par ce point F. Scit T¢ une
autre droite mobile , coupant la premitre en M et la droite IX en
T; soit menée lordonnée MP du point variable M. Supposons que

le. mouvement de Tz soit lié & celui de Ef autour du point fixe F,
de maniére qu’on ait constamment

Ang FMT=AngFTM , IP=IT ;

et proposons-nous de déterminer le lieu géométrique de l'intersection

M des deux droites Ff et Tz

Posons IF=¢ ; les équations des deux droites Tz et Ef seront de
la forme

y=Aa+B , )
y=Ax—c) 3 (2)
on trouvera d’aprds cela

B-Ale B . o AI—-A
IP=——, IT=——, TangFMT=

-

1A’

or , suivant les conditions du probléme, 1> IP et IT doivent étre
dgaux et de signes contraires ; 2.° la tangente de langle FMT deit
étre égale A celle de l'angle FTM , c’est-a-dire , égale a3 A; ainci
on aura, entre les trois constantes 4, A4/, B, les deux équations

BpAc B . A—d
= a0 O a1 @

i donc, entre les équations (1), (2), (3), (4) , on élimine les trois
guantités 4, A/, B, équation résultante en z, y et ¢, scra celle
de la courbe cherchée.

L’élimination s’exécute assez facilement comme il suit. ¥'abord en
prenant le produit des équations (4) et (5), et exécutant toutes l=s
1éductions qui se présenteni, on a

AB=¢ ; (5)
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d’un autre cété, en chassant les dénominateurs dans l’équation 3),
et ayant égard a Déquation (5), il vient

20=A'"B—A4dc) , (6)
éliminant A/ entre cetie derniére et Péquation (2), on a
sla— =y (B—Ad) s ()
I'dquation (7), combinée avec I'dquation (1), donne
A= yr==20(X—c) , — y=+2x(x~—:c)
¥ (x0) y(x4-c)

enfin, ces valeurs étant substitudes dans I'équation (5), on obtient,
toutes réductions faites ,

{yr-(x—c)* 3 (y2—4ex)=o0.

I¢galité du premicr factear & zdro donnerait évidemment un point
conjugué, situé en F; vejetant donc ce facteur , équation de la

eourbe décrite par le point M sera

=/fex

y
c’est-a-dire , que cette courve sera une parabole , ayant le point I
pour sommet et le point I pour foyer.

Soit porté IF sur le prolongement de IP de I en G ; par le point
G soit menée une parallele GH a 1Y, et soit enfin abaissée , da point
M, une perpendiculaire MQ sur cette parallele; & cause des angles
égaux FMT et FTM, et de iT=IP, on aura

MF=FT=FI+IT =IG4IP=PG=MQ ,

ainsi chaque peint M de la courbe est & une méme distance dz

droite GH et du point F.

L’inclinaison de la droite T# étant donnée , il ne peut y avoir
qu'une seule direction de FM pour laquelle la condition Ang F AT
=Anug FTM soit satisfaite ; donc la droite T/ n'a que le seul peint

Vi de commun avec la courbe et lui est conséquemment tangente
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en ce point ; et, comme on a, par construction, Ang. FMT= Ang‘FTM
=Ang.QMT, ilen faut conclure que, dans la parabole, /a tangenze
en un point divise en deux parties égales l'angle formé par le rayon
vecteur et le prolongement d'une paralléle ¢ laxe menés par ce
méme point; enfin, de ce que IT=IP , on voit que, dans la
parabole , Za sous-tangente est double de Iabscisse.

Nous venons de voir qu’on a constamment MQ=NMF et AngFMT
=Ang.FQT ; si donc l'angle MFT est droit ou, ce qui revient
au méme, si le point P coincide avec le point I, le quadrilatére
GQMF deviendra un quarré ; et MT, qui en sera la diagonale ,
viendra passer par le point G; on aura donc alors FM=FG=2FI;
ainsi, dans la parabole, Zordonnée qui répond au foyer est double
de la distance de ce foyer au sommet; la tangente & [exirémité
de cette ordonnée fait un angle demi-droit avec elle, et passe par
Pintersection de Paxze de la courbe avec sa direcirice. Cette derniére
propriété de la parabole lui est commune, au surplus, avec Uellipse
ct 'hyperbole.

Draprés ce qui précede , en désignant par 2/ et y/ les coordonndes
du point M, l'équation de la tangente en ce point sera

y—y'=Alx—a’) ,
ou
y”—-zc(x’—c)
J'(®/=-c)

ou, en mettant pour y/* sa valeur 4ca’ et réduisant,

y—y'=

(e—2) ,

2¢
y=y'= o le—al);

Uéquation de toute corde paralltle & cette tangente sera donc de
la forme
2¢

= — D.
Y= -+

On obtiendra les coordonnées des extrémités de cette corde , en
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combinant cette derniere équation avec 'équation
y*=/4cx.

L’dlimination de x entre ces deux équations donne

y*—=2y’y+Dy/=o0 ;
la semme des ordennées des extrémités de la corde dont il s’agit
est donc 297 ; la moitié de cette somme , c’est-a-dire , I'ordonnée
du milieu de la corde est donc y/=MP; cette corde a donc son
milieu sur le prolongement ME de la parallele MQ menée & l'axe
par le joint M. Ainsi, dans la parabole, zoute parallile a l'axe est
un diamétre de la courbe.

Ce qui précede , et ce qui a déjd été dit dans larticle auquel
celui-ci fait suite , parait trés-propre & faire voir combien le choix
des constructions , dans la génération des courbes , peut influer sur
la déduction, plus ou moins facile et lumineuse , de leurs diverses
propriétés,

Chambéry , 12 féyrier 1812.

ANALISE INDETERMINEE.

Methode générale pour former les valeurs desinconnues,
dans les problémes indelerminés du premier degré;
guels que soient d'ailleurs et le nombre de ces incon-
nues et celui des équalions etablies entre elles ;

Par M. GERGONNE.

[a Via S Vio Slo Vo Vo ¥ig Vo V)

14

LE probléme général de Panalise indéterminée est celui-ci: Ezont
données , entre des inconnues , des équations , en moindre nombre
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gu'elles , sans radicaux ni déncmiicateurs ; (rouser pour ces inconnues
les valeurs entitres et rationnclies les plus générales qui puissent
salisfaire aux équalions proposées P

Pour que les valeurs qu’on attribuera & ces inconnues puissent
¢étre réputdes exactes ; il suffit évidemment que ces valeurs, subs-
tituées dans les équations proposées, rendent ces équations identiques;
pour que ces mémes valeurs soient réputées compleites , il est néces-
saire qu’elles soient fonctions d’autant de nouvelles indéterminées ,
au moins , qu’il y a d'inconnues au-deld du nombre des équations
a résoudre, et que ces indéterminées ne puissent étre réduites & un
moindre nombre d’autres indéterminées , fonctions de celles-1a.

Les équations proposées doivent , en effet , étre considérées comme le
résultat de ’élimination , entre les valeurs des inconnues , des indeter—
minées dont ces valeurs sont fonctions. Or, si ces valeurs étaient fonctions
de moins d’indéterminées qu’il n’y a d’inconnues au-deld du nombre des
équations ; en dliminant ces indc¢terminées entre clles, on obtiendrait,
outre les équations proposées, d’autres équations auxquelles les valeurs
des inconnues satisferaient également ; on se trouverait donc avoir
assujetti ces inconnues a des conditions étrangeres a eelles de la
question proposée ; les valeurs trouvées n’auraient donc pas toute la
latitude d’indétermination comportée par cette question.

J’ai dit que les valeurs des inconnues decaicnt étre fonctions
d’autant d’'indéterminées distinctes , gu moins , qu'il y avait dinconnues
au-deld du nombre des éqgnations a rdsoudre ; et c’est qu'en effet
rien ne s'oppose a ce que ces indéterminées soient en plus grand
nombre. L’essenticl étant uniquement gue les indeterminées puissent
étre élimindes , entre les valeurs des inconnues, ct que de leur
élimination résultent seulement les éguaticns proposéces et point d’autres:
on congoit que ces indétermindes, quelque nombreuses quclles soient
d’ailleurs , peuvent eétre tellement combinees , dans les valeurs des
inconnues , que Pélimination d'un certain nombre d'entre elles
fasse disparaitre toutes les autres. Leur nombre peut denc fort bien
excéder celui que semblerait comporter , en géneral, le nembre des

valeurs



DU PREMIER DEGRE. 149
valeurs entre lesquelles elles doivent étre éliminées, et celui des
équations qui doivent résulter dc leur élimination.

C’est sans doute pour n’avoir pas fait cette observation
pu, jusqu’ici, dans le premier degré , construire des formules géné~
rales que pour le seul cas ot le nombre des inconnues surpasse d’une
unité celui des équations. Il arrive , en effet , dans les autres cas,
que, si 'on n’admet , dans les valeurs des inconnues , qu'autant
d’'indéterminédes qu’il y a de ces inconnues au-deld du nombre des
équations du probléme , lcs coefliciens qui devront affecter ces indé-
termindes , dépendant des valeurs numériques des coefliciens des
équations proposées , ne pourront étre assignds que dans chaque cas
particulier , et ne pourront étre exprimés sous une forme geéndrale,
tandis qu’ils deviendront exprimables sous une telle forme , et méme
d’une maniére trés-réguliere ct trés-symétrique , du moment qu'on
voudra admettre un plus grand nombre de ces indéterminées.

Il ne faudrait pas croire cependant que, par ccla seul que les valeurs
des inconnues sont fonction d’autant d'indétermindes ou méme de plus
d’indéterminées qu’il y a d’inconnues au-dela du nombre des équations,
ces valeurs doivent étre réputées complétes ; puisqu’il pourrait se
faire, comme je l'ai déja remarqué, que, par I'élimination de quelques-
unes de ces indéterminées, les autres disparussent d’elles-mémes , sans
faire parvenir a toutes les équations du probléme.

Le but que je me propose ici est d’appliquer ces réflexions & la
résolution générale d’an nombre quelconque d’éguations entre un
plus grand nombre d’inconnues. '

qu'on n’a

Soient

a t+b utc v4-d 2+....=k ,

o' (40wl pbd - =,
/1)
\
@A B o e L =R

© ® e s 00 0 s b s e e B e 0 e oo

Tom. 111, 2
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n équations entre les 7 inconnues Z, ¥, ¥, & ,....; m étant supposé

plus grand que 2, et tous les coefficiens étant supposés entiers.
Draprés ce qui a ¢té dit ci-dessus , ces équations seraient com-

pletement résolues , si Ton trouvait, pour les inconnues qu’elles
renferment des valcurs de cette forme

t =T4Aat-Ap-4-A"y4A"5400i0n
u=U-+BetB/'g-=B"yB" 34 ..... ,
p =V Cod-C/p4-Cllop-Cll 4.\ .., (2)
a=X-+Daot-D/ gD/ y4-D"" g4 0o 0

------- L A R I ) -o-o.--lto;

£y B, %, ds.+.. étant des indétermindes , au nombre de m—n, au
moins; et 7, U,V,X,....0A,B,C,D,..., 4,B',C,D,...,
Av B, €, DL, A, B, C DI
fonctions entitres des coefficiens des équations (1).

La substitution de ces valeurs , dans les équations (1) donne

e v.., Gtant des

aT +4bU FcV +dX ~.oveni
(@ad +bB HcC +dD +....)a
A (ad! BB A-cCl A-dD ... s
A(ad! A-BB/ e Cl A-d D/ . ..y
A (@ AV A-b B A O Aed D
e e e
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a/T +0U 'V +d/X ~+.uin..
Aa'd B +/C D ... )
(@’ d! B ~-c'C A-d'D ... )e
(2’ A" 44/ B! e/ €/ A-d' D =, )y
~(a’ A4/ B -g! O A4-d/ DV A . .. ) 3

=k,

a'T AU A-c"V Fd/'X ...
(@A B AeC 4D ... )w
(@ A! BB e € A-dID) ... e
(@l A! B/ B gl Ol VDV A=y
A (! AV B I @I D)

Y =i/,

Afin donc que «#, £, ¥,.... demeurent indéterminées, on devra
avoir les divers groupes d’équations que voici .
a T+b Udc V4d X++.ooo =k, )
o T+ Utc' V+d X4+ ... =k,
&' T UA-c"VA-d/ X4 oo . =k,

(3
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a A+b b4¢c C4+d D4....=0, )

o A4V Bac! C+d/ D4-.... =0 ,

a’ A0/ B¢/ C4-d/'D+4-.... =0 , @
o A4b B'4c C+d D'+....=0 , )
& A4 B! O D=0, |
a! A" B C'4-d!"' D= o o =0, &
...... ceresassnsasescanasined |
a A'Yb B¢ CV'{-d D/'d....=0 , )
a! A"'S-b' Bl'4-¢c! C''4-d! D'+~ .. .. =0 , ‘
! AN B 4! O DI . =0 ©

a AV-b B///+c Cli-d D'V ....=0 , )
al A///+5/ B’”—‘-—c’ CMt-d/ D4, ...=0 ,
a’ A’”+ b B//’—l—c’/C/’/-i—-d’/D///—{- e =0 ,

et réciproquement, st T, U, ¥V, X,....,4,B,C, D,..... A, B/,
C' D y...., A ,B",C", D/ ,...., A B, C", D",
sont tels que ces équations aient lieu , les valeurs (2) seront la solution
compléte des équations (1).

Le groupe (3) prouveque 7', U, ¥, X,.... peuvent et doivent
étre des nombres quelconques, satisfaisant aux équations (1). Les



DU PREMIER DEGRE. 153
groupes suivans prouvent que A, B, C,D,...., que 4/, B/, C’,
D/ y.o.qued”, B, C", D", ... ,que AV B/, C", D" ,......,
doivent satisfaire aux mémes dquations , privées de leurs derniers
termes , et ne doivent renfermer conséquemment aucune des quantités
ko, K, Kk’,.... Je m’occuperai uniquement de la recherche de
A,B,C,D,.....A,B,C ,D,...., A" ,B",C',DV,....,
A" B, CM LD, ... .., dautant que la détermination de T, T/,
V, X,...., ne peut avoir lieu que pour des cas particuliers, et que
la manieére d’y procéder est connue.

La recherche des quantités 4, B, C, D ,...., A, B/,'C’, D,....,
A, B, CM, DYoo, A, B, CM, DY, se rélduit
évidemment a celle d’une suite de fonctions des coefliciens des pre—
miers membres des équations (1) qui soient toutes nulles d’elles-mémes ,
et qui, en outre, puissent étre mises successivement sous les diverses
formes qu’affectent les premiers membres des équations (4) , (5), (6),
(7)5++..0r, c’est ce a quoi on peut parvenir facilement, & l'aide des
observations présentées , pour la premie¢re fois , par M. Bezout, dans
sa Théorie des équations algébriques , page 181, et développées
postérieurement , d’'une maniére plus générale et plus lumineuse,
par M. Laplace , dans les Mémoires de l'académie des sciences de
Paris , pour 1772, page 294. -

En vertu de ces observations , les fonctions cherchées sont 1.° dans
le cas d’une équation unique

ba—ab~+octod+....=o0 ,
ca4-ob—actod+....=o ,
oa+t-cb—bct-od+4.... =0 ,
da+-ob4-oc—ad-~....=o0 ,
oa+-db-oc—bd+4-....=o ,
oa+4-ob—4dc—cd+.... =o ,

2.° dans le cas de deux équations
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(h/_pb/)a_(ac/-—ca’)b—}-(aé/-—&a’)c—l—od+ ve e =0
(bd'—db")a—(ad'—da’Yot-oc+-(al! — ba')d+-. ... =0
(cd/—d'c")a4-0b—(ad'—da')c4-(ac'—ca’Yd+ ... . =0

oa +(cd'—dc")bo—(bd'—db"yc4-(be'—cb )d+-.... =0 ,
(Zc/—cb’)a’—(ac’—ca’ W/ (ab/'—ba’)e!+od/+-....=0
(bd!—db")a'—(ad' —da’b'-oc'4-(ab/—ba"Xd'4-....=0
(cd/—=dc’)a'}-0b/—(ad'—da’ )/ ac'—ca’yd/ 4. .. .=0
oa’+{cd —dc\b'—(bd'—db )c'4={bc! —cb!)d!+-.... =0

3.° dans le cas de trois équations
(B!l b o/ - b ! b Ve A b —d' b i
—(ac!d/ —ad'c"! -da/c!'—ca'd/-cd' o/ —dc' )b
(al/d/'—ad'b'-da' b —ba'd/'-bd!a’—dbla)c ) =0
—(ab'c! — ac'b!S-ca! bl —ba'c!!be! o/ —cba)d
e O
(be'd!!—bd/ ¢! H-db/ ¢! —cb!d!!-cd' b —dc'b!)a’
—(ac'd —ad'c!'+da ! —caldl!~cd'a! —dc!al)b!
+(ab/d'—ad' b/ 4-da'b/! —ba'd"-bd/ ' —db'a ) ) =0

____(ab/c// ~—ac’5’/+ca/b” ~—~balc! —l—bc’a’/ —cb/a”)a”

----------------------------------

......................

s

b
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el A" —bd/c!! A=Al ¢! mmch! A/ p-cd!b! —=d b )a"
.....(ac/d// — d’c”—[—a’a’c’/ —-ca’d”—}—ca”a”—-dc’a //) b
- (ab/ g @ A0l b — b A b —dB ! ) =0
—(ablc! —ac'b4-ca’b!! —balc! -bclal —cblall) !
+.'I.I'l."‘.....‘.l'.ll . .
et ainsi de suite.
Ainsi, 1.° dansle cas d’une équation unique, il faudra poser
A =b, B==—a, C =0 , D =0 ,....
A =¢c , B =0, C =—=—a, D =0 ,...
A" =0 , B! =¢c , Cl=—b, D/ =0 ,....
Al =d , B/ =—o ’ C'" =o ’ DN mm—g gees
A= , BM=d , CM=o , DiM==—rb,....
AMi=o , BM=o , Clil=qd , Dili=e= ...,
2.° dans le cas de deux équations, on posera
A = (be/==cb!y , B —===(ac’—ca’), C ==(abl=ba’) , D =o sesen
A= Gd—db)) , Bl =—(ad'—da’) , C' =o0 , D/ =(ab/—ba)) ,....

Al = (cd!==dc'y , B''==0

All—=o

-------- I I R O I I U B I B )

, Clim===(adl==da') , D/ =(acl==ca’) ,....

, Bl=(cdlmdc’)  Clmmmm(bdlm=db’) , DI==(bs'—cb') ,....

3.° dans le cas de trois équations on posera

A= (' A = b/ = Ab/ ! bl AN A/ = D)
B—=——(ac'd!'—adlc!}-da'c! ~ca'd!!}-cdla=—dca) ;.. ..
C=(ab/'d/'=ad/bl!{-da'b—ba'd'4-bda/—dbla") ,. ...
D=w(ab'c!lmeac'b/'~}-cabl!==ba'c!'4=bc'a! =cb'a") ;...

D R T T T R S S S R RS S SR N A L

et ainsi de suite.

.
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Ainsi , 1.° dans le cas d’une équation unique , si V’équation pro-

poséc est
catfbu=rk ,
les formules résolvantes seront
=Tl .

v=U—az .
Si Péquation proposée est
attbut-co=Fk ,

les formules résolvantes seront

t =Tbatce ,
u=U—aotcy ,
p=V—ap—by .

si 'équation proposée est
at‘-but-codx=Fk ,
les formules résolvantes seront
t =T4dbut-co-t-dy ,
u=U-—aotcy+4d: ,
y=V—as—by+d¢ ,
x=X—ay—bs—cl .
Et ainsi de suite.
2.° Dans le cas de deux équations , si les équations proposées sont
a t+b utcov=k ,
a't+bu-clv =k ;
les formules résolvantes seront
t =T4(be'—cb)=
v=U—(ac'—ca’)e ,
vy =V4-(ab/—ba")« ,
Si les équations proposdes sont _
at-vbut-cotda=k ,
@'t bu-co4-d a=k'

les



DU PREMIER DEGRE. 157
les formules rdsolvantes seront ‘
t =T 4-(bc'—cb') et-(bd/—db’) s+ (cd/—dc) )y 5
u=U— (ac'—ca’)e—(ad'—da’)p4-(cd'—dc’): ,
v =VA(abl—ba')e— (ad/'—da’y—{bd/—db": ,
x=XA-(ab'—ba’)p4-(ac'—ca’yy+(be'—cl/)s .
Et ainsi de suite.
3.° Dans le cas de trois équations , si les équations proposées soR}
a t4b utc vb-d =k
& b ut-o! o4-d' =1
d”t+b”u+c”v+d”x =k,
les formules résolvantes seront
t =T (bc'd"—bd'c/"+-db/c! —cb/d'/-cd'b/ — de'b/ )
u=U~—(ac’d’'—ad'c/"4-da'c'""—ca'd''4-cd'a’—dc'a)w
v =V-4-(ab/d'—ad'b/+-da'b/'—ba' d/'4-bd/ o' — db'a’)e
x=X—(ab/c" —ac'b/'-ca’b/'—ba’c''+-bc'a''—cb'a)u .

et ainsi de suite.
Il est aisé de déduire de cette théorie qu’en général , m étant le

nombre des inconnues et 2 le nombre des équations , le nombre des
indéterminédes dont les valeurs de ces inconnues devront étre fonc—

tions , sera
m m=—1 me2 m==n~-1 me—n

1 2 3 n nd1 ’

et que, dans la valeur de chacune des inconnues, il n’en entrera

qu’un nombre
m—1 me—2z m—3 ™ e—n1

— T
en sorte que chacune de ces indéterminées n’entrera , & son tour , que
dans les valeurs de 21 inconnues seulement.

Si les termes connus £, A, k“,.... des équations proposées

sent tous nuls, on pourra aussi supposer que 1, U, V,X,....
sont nuls ; et alors ces équations seront susceptibles d’une résolution

Tom. 111, 22
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absolument générale, ce qui peut etre précieux dans un grand nombre
de recherches analitiques.

11 serait intéressant de voir si, avec des modifications convenables

ce procedé ne pourrait pas étre étendu aux équations indeterminées
des degrés supérieurs au premier.

CORRESPONDANCE.

Lettre de M. J. F. Fraxcais, professeur & I'école impériale
de Tartillerie du génie ,
Au Rédacteur des Annales;

Présentant la solution analitique compléte du probléme
o il sSugit de déterminer une sphére qui touche quatre
sphéres données.

[y Y W, VI, Vo Vi W e V3
MONSIEUR ,

M. Poisson vient de publier, dans le Bulleiin des sciences de la
société philomatique (*) , une solution analitique du probleme de la
sphére qui toache quatre sphéres données. J'en ai publié une aussi,
il y a prés de trois ans, dans la Correspondance sur lécole poly-
theenique (**). A la vérité cette solution , telle qu’elle est, ne suffit
pas pour déterminer aenalitiquement les coordonnées du centre et le
rayon de la sphere cherchée, que jenseigne & déterminer géométri-

gquement dans mon mémoire ; mais il faut trés-peu ajouter 2

4 ma
solution, pour achever de la rendre compléte , sous le point de vue
analitique , comme on en pourra juger par ce qui suit.

Sotent 7,7/, 1/, 1/’ ,les rayons des quatre spheres données , et 22,
2b , 2¢ les distances respectives du centre de la premiére aux centres des
trois autres; soient de plus R le rayon de la sphére cherchée , etp, o/, ¢/,

¢ Tome III , no 6o, septembre 1812, page 14I.

(**) Tome 1I, no 2, janvier 1810, page 63.
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¢7’ les distances de son centre & ccux des quatre sphéres données. Cela
pos¢, on aura .

RYr=y, REri=y/, Rfri=y, REri=gr. (1)
Ces quatre équations, avec leurs doubles signes, fournissent seize

)

combinaisons differentes , qui correspondent 4 autant de solutions da
probléme. Nous nous bornerons an cas des signes supérieurs , attendu
que les autres peuvent se traiter de la méme maniére.

En retranchant la premiére de ces équations de chacune des trois

autres , et posant, pour abréger,

1 vient p’=p+2d s //"“p-l— d/ p’”zp—l—zd”. (2)
Mais on a d’un autre cété

¢ 2= t4a*—4aCos.(p, a) ,
§ = P=+45’—-45FC05-(P7 5) ) (3)
o1 _—_—P=+4o’——4c.oC05.(r ) €)

Egalant ces valeurs aux quarrés des équations (2), on trouve
ptaCosp,a)+d } =a>—d * ,
p§06Cos.(p , B)+d' } =b>—d'* , \ (4)

p{cCosip, O)-d/} =c*—d'” .
Si, entre ces trois équations , on élimine p, on obtient les trois équa-
tions suivantes , dont une quelconque est une suite des deux autres.

pI— L b2l
(b dr ) Cos.(p, a)— b)y=— (-—:——)—— - ) )
2 ]I/ 2 ]/ 2 1 LI /) a— /4
(= 4 )Cos(;:,&)——( ])Cos(p,c)_—d )—-- ., 1 (5)

) 2 ]2 0212 cz.___,{’/z d” O 2] 2
Vo N¢ = - .
( . )Cos.(,o,c/ ( - )Cos o) - - . < - )

Tout ceci suffit, pour la construction géométrique du probléme , comme
je l'ai fait voir en l'endroit cité de la Correspondance. En y ajoutant
la relation qui existe entre les angles que la droite p fait avec les
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droites @ , b , ¢ ; relation que j’ai aussi donnée dans la méme Corres-
pondance (*) , on a tout ce qu’il faut pour déterminer analitiquement

les coordonnées du centre de la sphere cherchée, ainsi que son rayon,
Cette relation est

Cos.2(p , a) Cos.(2, b)Cos.(p, ¢)
R St
Sin.2(a , be) Sin.(¢, ac)Sin.(c, ab)

Cos.(ad , ac) .

Cos.2(p, b) Cos.(p y @)Cos.(p 5 ©)
——— ),
Sin.2¢b , ac) ~ Sin.(a ,b¢)Sinu(c, ab)

Cos.(ab, bc) § =1. (6)

Cos.2(s , ¢) Cos.(0, &)Cos.(p , b)
+ < —2
Sin.2(¢ , ab) Sin.(a , bc)Sin.(6 , ac)

Cos.(ac, be)

En élyninant de cette équation , au moyén des équations du pre-
mier degré (5), deux des trois quantitds Cos.(¢, @), Cos.(p,5),
Cos.(p, ¢), la troisitme sera donnée par une équation du second degré;
et les deux autres seront données ensuite par les mémes équations (5).
Il ne restera donc plus & déterminer que la valeur de y , qui sera
fournie par une quelconque des équations (4), du premier degré.

La solution dua probléme est donc complete , et (et je crois ) la
plus simple possible.

N. B. On trouve deux solutions, pour la position de 4, parce
que les équations (2) sont les mémes, aux signes prés , soit qu’on
prenne tous les signes supérieurs dans les équatiens (1), soit qu'on
y prenne tous les signes inférieurs. Mais, comme nous n’avons em-
ployé que les quarrés des équations (2) qui comprennent 'un et Pautre
signes , il s’ensuit que nous avons du obtenir la solution des deux cas.

Agréez , etc.
Metz, le 2 octobre 1812,
Remarque du Rédacteur.

On sait que le traitd de Vidte sur le Contact des cercles contient
diz problémes, et que celui de Fermat sur le Contact des sphéres

en renferme quinze. On sait, de plus que le dernier des problémes
de Vitte est celui ou il sagit de décrire un cercle gui touche trois

™ Voyez tome I, u.2 g, janvier 1808, page 343, {équation (24).
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cercles donnés 5 et que le dernier de ceux de Fermat est celui ou
i sagit de décrire une sphére qui touche quatre sphéres données.
On sait enfin que Viete et Fermat résolvent leur dernier probléme s
en le ramenant 4 I’un des précédens, lequel ne peut lui-méme étre résolu
qu'a laide de I'un de ceux qui le précedent, et ainsi de suite ; ce
qui, pour le dire en passant , rend la solution effective -du dernier pro-
biéme beaucoup plus compliquée qu’elle ne le parait au premier abord.

On peut, en employant l'analisc, suivre une marche tout & fait
inverse , et tirer au contraire de la solution du dernier probleme,
soit de Viete soit de Fermat, la solution dc tous ceux qui le préctdent.

1l est aisé de voir, en effet, que, dans tous ces probléemes, la
question peut se réduire a troaver le rayon soit du cercle soit de
la sphére cherchée. Concevons donc que l'on ait obtenu Pexpression
analitique du rayon de ce cercle ou de cette sphere , et que lon
ait pris pour données les rayons des cercles ou des spheres données,
et les plus courtes distances de leurs circonférences ou surfaces, con-
sidérées deux & deux. Si, dans cette expression, on suppose un ou
plusieurs rayons nuls ou infinis, les cercles ou sphéres auxquels ils
appartiendront , deviendront aussitét des points dans le premier cas,
et des droites ou des plans dans le second. En faisant donc toutes les
combinaisons possibles de ces deux sortes de suppositions , on parvien-
dra & déduire d’nne formule unique, celles qni conviennent i tous les cas.

QUESTIONS RESOLUES.

Démonstraiions du théoréme eénoncé a la page 584 du
deuxiéme volume des Annales.

[a Yia Vo Vo Vi Vla Vo Vi e Y ¥
Premiére solution
Par M. Pescmier , inspecteur et professeur de philosophie
\ ’ ’ . g Loral o
a lacadémic impédriale de Geneve.
E NONCE. Si @ une ellipse on circonscrit un guadrilatére quel-

-
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conque | le point d'intersection des deux droites qui joindront les
points de contact de [ellipse avec les cotés opposés de ce quadrilatére ,
coincidera av-c le point dintersection de ses deux diagonales.

Comme touate ellipse est la projection orthogonale d’un cercle, sur
un plan non parallele & celui d'un cercle, et que, dans cette espéce
de projection , les points d'intersection et de contingence sont les
projections des points d'intersection et de contingence de la figure
projetée 5 et les droites qui les joignent , projections de celles qui
joignent les points correspondans de cette figure; il suffira, pour
établir le théoréme , par rapport a lellipse, de I'avoir démontré dans
le cercle.

LEMME. Un angle quelconque, aigu ou obtus étant donné , il
peut toujours étre divisé en deux parties dont les sinus aient entre
eux un rapport donné ; et il ne peut étre ainsi divisé que d'une
maniére unique.

Cela est évident , lorsque les deux parties de l'angle sont des
angles aigus; et, quand l'une d’elles est un angle obtus, on démon-
trera que les parties dont les sinus ontle rapport assigné ne peuvent
varier , sans que le rapport des sinus ne varie aussi; mais une cons-
truction simple et facile démontre & la fois la possibilité et 'unité
de division de Pangle , suivant la condition demandée.

Soit donc ACB ( fig. 4 et 5 ) un angle quelconque, partagé en
deux parties par le rayon CD=CA=CB ; soit tirée AB, coupant
CD en M, et soient menés les sinus respectifs AP, BQ des angles
ACD, BCD; la similitude des triangles MAP, MBQ donnera

AP:BQ, ou Sin.ACD: S BCD::AM:BM ; ‘
or, AB peut toujours étre divisée de fagon que le rapport de AM
a BM soit un rapport donné , et ne peut I’étre que d’une seule maniére ;
donc l'angle ACB peut toujours ére divisé en sorte que les sinus
de ses parties soient en rapport donné , et ne peat I'étre que d’une
maniére unique.

Démonsiration du theoréme. Soit G ( fig. 6 ) le centre d’un
cercle ABDE auquel soit circonscrit un quadrilatere FGHK , de telle
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sorte que A, B, D, E soient respectivement les points de contact
du cercle avec ses cotés FG , GH, HK , KF. Soient tirées les cordes
AD, BE, joignant les points de contact opposés ( ou alternatifs )
AectD, BetE,lesquelles se coupent en O ;enfin, de ce point O soient
menées & deux sommets alternatifs quelconques F', H da quadrilatére
circonscrit,, les droites OF , OH ; je dis que ces deux droites n’en
feront qu’une.

En ellct,

OBH OH:BH::$/».0BH : Sin.BOH ,

ODH
mais BH=DH ; donc
S7n.OBH : 8:/n.ODH :: Sin,BOH: §:2. DOH.

dans les triangles ona

OH:DH::S5/».0DH:5/».DOH ;

Pareillement ,

dans les triangles

OEF {OF:EF::S/n.,OEF:Sz'n,EOF .
ona
OF:AF::8:n.0AF: Sin.AOF ;

OAF
mais EF=AF ; donc
Sin.OEF : 8:n.0AF :: Sin EOF :8:n.AQOF.

De plus,
OBH=180°—0EF ,} S Sin. OBH=_S/n.OEF ,
donc
ODH=180°—0AF ; I Sin.ODH=_S8/n.0AF ,

done

Sin.BOH:S8:n.DOH :: §/n.EOF : §in. AOF
mais BOD=EOA ; donc ( Lemme ) BOH=EOF , DOH=AOF;

donc OF, OH sont en ligne droite; c’est-a-dire, que les diagonales
du quadrilatére circonscrit passent par l'intersection des droites qui
joignent les points de contact opposés. C.(.F.D. (*)

(*) La proposition étant ainsi démontrée pour le cercle , se trouve Iétre aussi
pour toute section conique, qui peut toujours étre considérée comme la perspeciive

d'un certain cercle,
J. D. G.
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Deuaxieme démonstration ;
Par M. RocHat , professeur de navigation a St-Brieux.

Le théoréme dont il sagit n’est qu’un cas particulier du suivant,
dont nous allons douner la démonstration.

THEOREME. Si » @ une ligne quelconque du second ordre, on
circonscrit un quadrilatére complet quelconque ; le point d’intersection
de deuw quelconques des trois diagonales de ce quadrilatire , sera
ausst le point dintersection des deux droites qui joindront les
points ou les clOtés opposés du quadrilatére simple , auquel ces
diagonales appartiennent , sont touchés par la courbe.

Démonstration. Soient prises pour axcs des coordonnées deux
droites , dont l'une passe par deux quelconques des points de contact,
et dont l'autre passe par les deux autres; la courbe , rapportée 2
ces deux axes, aura une éjuation de la forme

ay*+-bxy-t-cx* 4-dy+-ex+f=o . (A)
On en déduira la situation de ces points, en y faisant successive-
ment z et y égal & zéro et résolvant l’équation résultante.

Soient donc désignés par Y, Y/ les d:ux points de contact qui
sont situés sur l'axe des y et par X, X/ ceux qui sont situés sus
I’axe des @ ; en posant, pour abréger, )

d*—haf=D" , eE—bef=E* ,

on trouvera les coordonnées de ces points ainsi qu’il suit :

x=o0 , x=o0 ,
pour Y d—D pour Y/ 44D
y—— 2a ’ }’—""‘" 2a 3
e—E e+4-E
X = — , T=— = ?
pour X 26 pour X/ -
y:O 5 y=0 IS

Cela posé , on sait que I’équation dc la tangente mende & la courbe par
un point dont les coordonnées sont 2/ , ¥/, peut étre mise sous cette forme
(cay+-ba+-d)y'(2cat-by-t+e)a’+(da4-ey+-2f) =0 ;

mettang
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mettant donc successivement , pour 2/, y/, dans cette équation, les
valeurs determindes ci-dessus, designant les tangentes par leur point
de contact, et posant encore, pour abreger,

bd—z2ae=A , be—2cd=C ,

on trouvera les équations de ces tangentes ainsi qu’il suit:

pour ¥ , 20Dy~ bD—A)a—~+-Ld—D) ,

pour Y7, 20y 46D+ A a+D(d+D) ,

pour X , 20Ea~0FE—Cy~+E(r—FE) ,

pour X/, 20Ea~+-(0LEA-C y+E(e—+E) »
Si 'on combine entre elles la premiere et la trcisiéme équations, puis
la seconde et la quatriéme , puis la premiére et la quatrieme , puis
enfin la seconde et la troisieme , on obtiendra les coordonnées des
sommets du quadrilatére circonscrit 5 d’ou il sera facile de conclure
les équations des diagonales de ce quadrilatére et de s’assurer con-
séquemment si ces diagenaies passent en effet par Dorigine.

Mais on peut parvenir plus simplement au but, en procédant
comme il suit. Soit designé par (Y ,X) le sommet du quadrilatére,
formé par la rencontre des tangentes dont les points de contact sont
Y, X; et soient adoptées des notations analogues pour les autres som—
mets. Soit en oatre désignée par [(Y, X), (Y/, X’)] la diagonale
qui joint les sommets (Y , X) , (Y/, X) et soit adoptée une notation
analogue pour lautre diagonale.

Cela posé, soient éliminés les termes tout connus, entre les équa-=
tions Y , X, en réduisant ces termes a4 l'unité, dans Vune et dans
Pautre , et prenant ensuite la differcnce des deux équations. En
employant toujours les abréviations ci-dessus, et posant en outre

AE+CD=F,
il viendra ainsi ,
EF—bDE~-2cD*—eAd)xa=D(F—bDE~+-2aE*—dC)y.
Cette équation, ayant lieu en méme temps que les équations Y et
X et n’ayant point de terme constant , doit étre celle d’une droite
menée de lorigine au point (Y, X). Or, par les substitutions, il
est aisé¢ de se convaincre que

Tom. 111 23
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2cD*—ed=2abE*—dC =2ac*4-2¢d*~bde—8acf ,
donc aussi
F—bDE--2cD*—~eAd=F—bDE~+420E*—dC ;
donc Véquation de'la droite qui joint Vorigine au point (Y, X) est
simplement
Dy=FEz. )

Le systtme des équations Y/, X/ n’étant autre chose que cclui des
équations Y , X, dans lequel on aurait changé & la fois les signes
de D et E ; on obtiendra I'équation de la droite qui joint l'origine
au poimt (Y/, X’) en opérant un pareil changement dans 'équation
(1); et , comme alors elle reste la méme, il en faut conclure que
cette équation est celle d’une droite qai passe a la fois par lerigine
et par les deux poi?lts (Y,X), (Y, X, qui soat ainsi en ligne
droite avec eette origine. :

Un semblable raisounement prouvera jue les sommets (Y , X),
(Y’, X%) , sont, avec lorigine , sur une méme ligne droite, dont
Véquation est

Dy=—FEuz. )

Ainsi les deux diagonales du quadrilatére dont les cotés opposés

touchent la courbe aux points ol elle coupe les axes, peuvent etre

'

exprimées par l'équation unique

—_— =i
7 -”V T4t

et il est digne de remarque que la direction de ces diagonales est
indépendante de la grandeur et da signe du cocflisient 4.

Troisieme deémonstration ;

Par M. Ferrior, docteur &s sciences , professeur de mathéma-
tiques au lycée de Besancon.

)

Soit un quadrilatere , inscrit arbitrairement & une section conique;
et soit formé un quadrilatére circonscrit, dont les cotés touchent la
courbe aux sommets du quadrilatere inscrit. Il sagit de prouver que
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Iintersection des diagenales de P'un des quadrilatéres doit coincider
avec l'intersection des diagonales de l'autre.

Il est connu que, pour une situation convenable de leil et du
tableau, un quadrilatére quelconque peut toujours, et méme d'une
infinité de maniéres , avoir pour perspective un parallélogramme.
Ainsi on peut toujours placer Peeil et le tableau de telle scrte que
la perspective de la figure dont il s’agit ici, soit une section conique
a laquelle un parallélegramme cst circonscrit, et a laquelle , de plus,
est inscrit un quadrilatere dont les sommets sont les points de contact
de ce paralldlogramme avec la courbe. '

Or, lorsqu’un parallélogramme est circonscrit a une section conique,
les droites qui joignent les points de contact opposés , sont des dia-
métres de la courbe , et se coupent conséquemment en deux partics
égales , & son centre; et, puisque ces droites sont les diagonales dn
quadrilatére inscrit, il en résulte que ce quadrilatére est aussi un
parallélogramme. Ainsi la perspective de la figure dont il s’agit, est
une section conique & laquelle sont inscrits et circonscrits deux
parallélogrammes qui sent en méme temps inscrits 'un a lautre ;
et il est évident que , si l'intersection des deux diagonales de I'ant
de ces parallélogrammes coincide avec l'intersection des deux dia-
gonales de lautre, il devra en étre de méme pour les deux qua-
drilatéres dont ces parallelogrammes sont les perspectives.

La question est donc ramenée & prouver que, lorsque deux paral-
lelogrammes sont inscrits 'un 4 Pautre , Pintersecticn des diagonales
de I'un coincide avec lintersection des diagonales de lautre ; et cette
proposition est trop facile & établir, par les élémens, pour qu'il
soit nécessaire d’en développer ici la démonstration.

Quatriéme démonsiraiion ;

1

Par M. G. Fornier , éleve du lycée de Nismes.
Deux quadrilatéres étant supposés P'un inscrit et 'autre circonscrit
3 une méme section conique , de telle sorte que les sommcts de I'inserit

soient les points ou les cotés du circonscrit touchent la courbe , je
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me propose de démontrer 1.° que les quatre diagonales des dgux
quadrilatéres passent par le méme point ; 2.° que les quatre points
de concours des cotés opposés de ces deux mémes quadrilatéres sont
sur une méme droite. .

I. Tout quadrilatére circonscrit & une section conique peut étre
considérd comme un hexagone circonscrit, dont deux angles, devenus
chacun égal 4 deux angles droits, ont leurs sommets & deux quel-
conques des points de contact des cotés de ce quadrilatére avec la courbe.

11. Parecillement, tout quadrilatére inscrit & une section conique,
peut étre considéré comme an hexagone inscrit, dont deux cotés,
d’une longueur nulle , sont dirigés suivant les tangenies a deux
quelconques des sommets de ce quadrilatére,

III. En particulier , on peut prendre 'une des diagonales du qua-
drilatére inscrit pour une diagonale jo'ynant deux sommets opposés
de I'hexagone circonscrit, auquel cas les deux diagonales du quadri-
latére circonscrit seront aussi des diagonales joignant des sommets
opposés du méme hexagone ; et, comme il est connu que les diagonales
qui joignent les sommets opposés de tout hexagone circonscrit & une
section conique se coupent en un méme point, il s’ensuit que les quatre
diagonales des deux quadrilatéres doivent passer par un méme point.

IV. Parcillement, on peut, en particulier, prendre deux cotés op~
posés du quadrilatére circonscrit pour cotés opposés de ’hexagone
inscrit , anquel cas les cotés opposés du quadrilatére inscrit seront aussi
des cotés opposés du méme hexagone; et , comme il est conna que
les points de concours des directions des cotés opposés de tout hexagone
inscrit a une section conique sont situés sur unc méme ligne droite,
il s’ensuit que les quatre points de concours des directions des cotés
opposés des deux quadrilateres doivent étre en ligne droite.

V. Ce tour de démonstration, qui s’etend également aux trois
quadrilatéres simples dont tout quadrilatére complet est composé , est
en méme temps propre & faire apercevoir beaucoup d’autres droites
qui passent par les mémes points , et beaucoup d’autres points qui
appartiennent aux mémes lignes droites.
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RECHERCHES SUR LES POLYEDRES. 16

GEOMETRIE.

Memoire sur la polyédromeétrie ; contenant une demons=
tration directe du Théoreme d'Euler sur les polyédres ,
et un examen des diverses exceptions auxquelles ce
théoréme est assujetli;

Par M, LuuinEr , professeur de mathématiques a I'académie
impériale de Geneve.

( Exrrair ) Par M. GERGONNE.

[a Y Yo Vo Vo V1o V1o Wi, Vo Vi 3

JE me propose ici de rendre compte d’un mémoire , sur les polyedres
que M. Lhuilier a bien voulu me communiquer, et que son étendue
m’oblige A regrets d'abréger. Dans lextrait que j'en vais faire,
j’apporterai tous mes soins a ne rien omettre de ce qui peut intéresser

le lecteur.

Je vais d’abord laisser M. Lhuilier exposer lui-méme le sujet de
ses recherches et les motifs qui Pont déterminé a s’y livrer.

« Le théoréme de polyédrométriec d’Euler, suivant lequel , dans
» tout polyédre, la somme du nombre des faces et du nombre
» des angles solides surpasse de deux unités le nombre des arétes ,
» peut étre regardé comme fondamental dans cette partie de la
» géométrie (*). Il correspond a la proposition de géométrie plane
» suivant laquelle , dans tout polygone rectiligne , le nombre des

(*) Voyez les Mémoires de Pétersbourg ; pour 1752 et 1753 , imprimés en 1758.

Tom. 111, 24
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angles est égal au nombre des cbiés. Mais , tandis que cette
derniére proposition n’exige aucun de’veloppement , et ne souffre
aucune exception , la proposition correspondante sur les polyédres
n’est rien moins qu’évidente , et n’est pas plus générale. Dans un

premier travail , ['auteur, n’ayant pu en trouver la démonstration ,

se contenta de l'exposer sur plusieurs solides d’especes différentes;
et il présenta comme probable , et comme fondée sur Ianalogie
seulement , la conclusion tiréde de ces cas particuliers a la pro-
position générale. Dans un second travail , sur le méme sujet,
lauteur donne enfin la démonstration de sa proposition. 1l la tire
de la possibilité de diminuer d’une unité le nombre des angles
solides d’'un polyddre ( non tétratdral ); d’ou découle la possibilité
de le ramener & une pyramide , et en particulier 3 une pyramide
tétratdrale. L’auteur développe cette possibilité, et il en tire les
conséquences relatives 4 la diminution correspondante du mnombre
des faces et du nombre des arétes.

» Dans les mémes mémoires , Euler développe deux autres théorémes
sur les polyédres , relatifs a fa valeur de la somme des angles
plans qui entrent dans la composition d’un polyedre. 11 démontre
que cette valear est quatre angles droits, multipliés par l'excés du
nombre des arétes sur le nombre des faces , ou quatre angles droits
multipliés par un nombre inférieur de deux unités & celui des
angles solides. Cette derniére expression lui parait, avec raison,
bien remarquable. Elle répond ala valeur de la somme des angles
plans d’une figure rectiligne, dans le nombre de ses cotés ou de
ses angles. L’auteur, aprés Pavoir tirée des deux premiers théorémes,
en a donné une démonstration immédiate , fondée sur le principe
déja exposé ; savoir: sur la possibilit¢ de diminuer d’une unité le
nombre des angles solides d’un polyedre ( non tétratdral ).

» Liegendre , dans ses Elémens de géométrie , a démontré les
mémes théorémes d'une maniere remarquable par sa britveté. Sa
démonstration est fondée sur Vexpression de la surface d’un poly-
gone sphérique dans ses ang'cs. Comme cette derniére expression
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suppose des principes déja établis sur les figures sphériques, ce
qui exige des développemens préliminaires; la bri¢veté de la démons-
tration de Legendre n’est ( suivant moi ) qu’apparente ; et cctte

"démonstration ne me parait pas avoir le degré de simplicité quon

est en droit de ddsirer , pour une proposition fondamentale.

» Il parait qu’Euler a fait des tentatives inutiles pour démontrer
ses théorémes , par la décomposition du polyedre en pyramides
ayant pour semmet commun un point pris dans lintérieur de ce
polytdre , et ayant ses faces pour bases. Hic modus ( dit-il )
solidum quodcunque in pyramides resolyend: ad prasens institutum

parum  confert. Cette assertion d’Euler m’a paru remarquable ;
elle a fixé mon attention; et le résultat de mes méditations, sur
ce sujet, me parait satisfaisant. Je trouve que la décomposition
rejetée par Euler , comme inutile , conduit & la démonstration
demandée , d'une maniére trés-simple et trés-lumineuse, ainsi que
je le développerai dans ce mémoire.

» Cette légere observation , relative 4 une simple différence dans
le procédé d’une” démonstration, ne sera, au surplus , que secon-
daire dans ce qui va suivre. Je me propose principalement de
montrer que le théoréme d’Euler souffre des exceptions nom-
breuses , et qu’il n’est vrai, d’une manitre générale , que pour les
polyédres qui n'ont point de parties rentrantes , soit quant aux
angles plans qui forment les angles solides, soit quant aux angles
di¢dres ou aux inclinaisons de leurs faces ; ou , ce qui revient
encore au méme , pour les solides qui sont, en entier , d'un méme
c6té du plan de chacune de leurs faces. Ces polyédres sont, a
la vérité , ceux qu'on a coutume de considérer principalement
dans les élémens. Cependant la définition des polyedres, suivant
laquelle ils sont des solides terminés de toutes parts, par des
figures planes, n’exclut point les polyédres & parties rentrantes.
A moins donc qu'on n’avertisse ( ainsi que le fait Legendre ),
qu'on s’occupe exclusivement des premiers polyédres, on sexpose
2 donner comme générales des conclusions quine sont applicables



172 RECHERCHES
» qu’au point de vue particulier sous lequel on a envisagé le sujet
» dont on soccupe. »

On voit , par cet exposé, que le mémoire de M. Lhuilier ren—
ferme deux parties bien distinctes, Dans la premitre, lauteur se
proposc de démontrer le théortme d’Euler , d’une maniére qui lui
est propre. Son' but, dans la seconde, est d’indiquer les diverses
sortes d’exceptions auxquelles ce théoréme est sujet. Je suivrai la
méme division dans l’analise de ce mémoire.

1. La premitre proposition que M. Lhuilier établit, et qui est
presque évidente d'elle-méme , est que , dans toute pyramide , le
nombre des faces , plus le nombre des angles solides surpasse de
deux unités le nombre des arétes. On voit en effet que, si l'on
désigne respectivement par I, §, A ces trois nembres , et qu'on

représente par 72 le nombre des cétés du polygone base de la pyra-
mide , on aura

F=m-+41 , S=m+41 , A=2m ;
d'ou

F4-S=2m—~4-2=A+--2.

2. M. Lhuilier établit ensuite cet autre théoréme : S7 deux polyédres
sont tels que, dans chacun , le nombre des faces , plus le nombre
des angles solides surpasse de deux unités le nombre des arétes ;
et si, en méme lemps, ces deux polyédres ont une face égale par
laquelle ils puissent éire appliqués lun a lautre; dans le polyédre
résultant de leur réunion , la summe du nombre des faces et du
nombre Ades angles solides surpassera aussi de deux unités le nombre
des arétes. ]

Pour prouver cette proposition, M. Lhuilier considére que si »
désigne le nombre des cotés des faces des deux polyedres que P'on
fait coincider ; que de plus p, p/ et P désignent tant les deux corps
que le corps formé de leurassemblage; que les nombres de faces d’angles
solides et d’arétes soient f, s, @, pour p, quils soient 1/, s/, @/,
pour 7/, et quils soient enfin #, §, A, pour P, on devra avoir
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F=f+f—2 , S=st4s'~n ; A=atao'—n;
d’ott .
FAS=(f4s)+( /) —(n42)

mais , par I’hypothése,
Jrs=a+t=2 , Ss'=a'4=

e

“s

donc )
F4-S=(a+-a'—n)+2=A-2.

Je dois observer ici qu’il n’est pas vrai généralement que , comme
le suppose M. Lhuilier, la coincidence des deux polytdres diminue
de » le nombre total , tant de leurs angles solides que de leurs
arétes, et de 2 le nombre de leurs faces; mais néanmoins la pro—
position est vraie dans tous les cas.

D’abord , par lapplication des deux solides, I'un contre l'autre ,
il peut arriver que deux faces correspondantes et adjacentes aux
faces superposées coincident , de mani¢re a ne former , par, leur
réunion , qu'une face unique ; le solide composé aura donc une face
de moins qu’il n’en aurait cu sans cette circoustance ; mais il aura
aussi une aréte de moins. Si donc le nombre des coincidences de
ceite nature est 7, tandis quec F se changera en F—m, A sc
changera aussi en 4—m , ce qui ne changera rien a Déquation
F4-§=A-2. )

Deux angles solides , correspondans dans les deux corps, peuvent
dtre tricdres , et tels que, par leur réunion, ils forment un angle
diedre. Cette circonstance entrainera la réduction de quatre faces a
deux, celle de quatre arétes a une seule , et la suppression dun
angle solide. Sidonc cela arrive m fois, I se changera en F'—om ,
Sen §—m, et Aen A—3m ; ce qui ne changera encore rien a
Péquation F4S=A-}-=2.

Il est essentiel de remarquer que si, dans un angle solide du
corps tctal résultant de la réunion de deux angles solides corres—
pondans des corps partiels , deux arétes se trouvaient ne former qu’une
seule ligne droite, cette ligne droite n’en devrait pas moins éire
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comptée pour deux arétes distinctes. En général, il faudra supposer,
dans tout ce qui va suivre, que, si plusieurs sommets d’un polyedre
se trouvent situés sur une méme ligne droite , et que cette ligne
droite soit en méme temps aréte de tous les angles solides auxquels
ces sommets appartiemnent , elle devra étre comptée pour autant
d’arétes distinctes que ces sommets y formeront de divisions.

3. Le tour de raisonnement qui vient d’étre employé, pour démontrer
la seconde proposition de M. Lhuilier , peut étre appliqué & démontrer
une proposition de géométrie plane dont on n’a encore donné nulle
part jusqu’ici une démonstration compléte. Cette proposition est que,
dans tout polygone , plans et rectiligne , la somme des angles
intérieurs vaut deux angles droits pris autant de fois moins deux
gue le polygone a de cbiés. Les démonstrations qu’on en donne
communément suppose que le palygone est convexe ou que du moins
il existe quelque point , dans son intérieur, par lequel il est impossible
de faire passer une droite qui rencontre son périmétre en plus de
deux points. Voici comment on en peut obtenir une démonstration
générale, et tout i fait indépendante de la nature du polygone.

1l faut d’abord démontrer que s/, dans deux polygones, la somme
des angles intérieurs vaut deux angles droits , pris autant de jfois
moins deux que ces polygones ont de cbtésy et, si ces polygones
ont un cdté égal par lequel ils puissent étre réunis l'un & Pautre,
de maniére @ ne plus former qu'un polygone unique , la somme
des angles intérieurs de ce nouveau polygone sera encore égale @
deux angles droits , pris autant de fois moins deux que ce polygone
aura de cités.

Soient , en effet, p, p/ les deux polygones proposés; soit P le
polygone résultant de leur assemblage ; soient respectivement m , m/ ,
M les nombres de cétés de ces polygones ; soit A l'angle droit et

soient enfin respectivement s, s/, § les sommes d’angles intérieurs
de trois polygones.

D’aprés I'hypothése, on aura

s=a(m—2)QA , s'=2(mt—2)A,
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Présentement , dans la réunion des deux polygones ; il peut se
présenter les trois cas que voici : 1.° ou aucun des deux angles
adjacents au co6té commun , dans I'un des polygones, ne sera sup-
plément de son correspondant dans Iautre polygone; 2.° ou l'un
seulement de ces angles, dans lec premier , sera supplément de son
correspondant dans le second ; 3.° ou enfin ils seront tous deux,
dans le premier, supplémens de leurs correspondans dans le second.
Dans le premier cas , on aura
S=s+4s M=m-+tm'—2 ;
d’ou ‘
S=2(m~+m/'—4)A=12(M—-2)A.

Dans le second cas, on aura

S=s+4s/'—24A , M=m~4m/—3

e

d’ou
S=a2(m-m/—5)A=2(M—2)A.
Enfin, dans le zroisiéme cas, on aura

S=s+s'—4A M=m-+m'—4

e

d’ott
S=2(m~m/—6)A=1s(M—2)A.

Cela posé , soit un polygone mnon convexe , ayant des angles
rentrans , en nombre quelconque. Si par le sommet de l'un quel-
conque de ces angles rentrans , on meéne une droite indéfinie qui
passe entre les c6tés de cet angle , cette droite divisera le polygone
en deux autres qui, pris ensemble , auront évidemment un angle
rentrant de moins que le premier. Opérant donc de la méme manitre
sur ceux-ci, et poursuivant continuellement aiusi, le polygone proposé
se trouvera enfin divisé en un certain nombre de polygones convexes ,
dans chacun desquels la somme des angles intéricurs sera, comme
Pon sait, égale & deux angles droits, pris aatant de fois moins deux
que ce polygone aura de cétés.

Le polygone proposé pouvant done étre considéré comme formé
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par 'application successive de ces polygones partiels les uns contre
les autres; en vertu du théortme démontré , il devra jouir aussi de
la méme propriété,

De 1a résulte cette conséquence , savoir : que le plus petit nombre
des triangles dans lesquels un polygone quelconque puisse éire
divisé , est toujours inféricur de deux unités au nombre de ses cotés.

4. Cette conséquence , et le pr'mcipe d’ott elle dérive , ne sont
vrais , au surplus, qu'autant que le polygone est terminé par une seule
ligne continue. On ne pourrait Pappliquer, par exemple , au polygone
annulaire ou couronne polygonale , c’est-a-dire , & I'espace plan compris
entre deux polygones décrits Pun dans Vautre.

Soient 2 et m’ les nombres de cotés des polygones extérieur et
intérieur bornant la couronne. Tandis que la somme des angles du
premier devra étre estimée 2(m—2)A, la scmme des angles du second
devra étre estimée 4m/A—2 m/—2)A ou 2(m/—-2)A ; la somme des
angles intérieurs de la couronne sera donc 2(m—-m/ A, c’est-a-dire ,
autant de fois deux angles droits qu’elle aura de c6tés ; elle ne pourra
donc étre divisée en un moindre nombre de triangles.

En général, un espace plan peut étse compris entre 2~ polygones,
extéricurs les uns aux autres, et un polygone qui les enferme tous.
Si M est le nombre total des lignes droites qui terminent cet espace,
la somme de ses angles intérieurs sera 2[ M—2(n—1)]A.

5. Je reviens au mémoire de M. Lhuilier. I’auteur établit pour
troisitme proposition que , sZ wn corps est composé d'un nombre
quelconque de pyramides , ayant un sommet commun ; de maniére
que ces pyramides soient appliquées, deux & deux , par des faces
latérales communes ; le nombre des faces de ce corps augmenté du
nombre de ses angles solides surpassera de deux unités le nombre
de ses arétes. Celte proposition est , en effet , une conséquence
nécessaire et évidente de ce qui a été démontré (1 et 2).

M. Lhuilier observe ensuite que , bien que la démonstration de
cette proposition suppose que chaque nouvelle pyramide qu’on intro-
duit ne s’applique au corps formé de la réunion des autres que

par
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par unc seule face latérale, elle aura lica également, si la coin=
cidence a lieu pour un plus grand nombre de faces de la nouvelle
pyramide introduite.

En supposant , en effet, que cette coincidence s’opere par n faces
latérales consécutives, au lieu de s’opérer par une seule ; il en résultera,
dans le solide total, une diminution de 2(n—r1) faces , de (7—1)
angles solides et de 3(n—r1) arétes; F, §, 4 se changeront done
respectivement en F—az2(n—1), S—(n—1), A—3(n—1); ce qui
ne changera rien & l'équation F4-S=A~-2. Ce raisonnement s’ap—
.pliquant évidemment au cas ou la derni¢re pyramide coinciderait
avec l’avant - dernier solide par toutes ses faces latérales, en rem-
plissant un creux pyramidal qui y serait resté ; je me dispenserai
de transcrire ici ce que M. Lhuilier dit en particulier , relativement
A ce cas. Je ne dirai rien non plus du cas ol la réunion de deux
pyramides amenerait leurs bases & ne plus former qu’un seul plan;
d’autant qu’en complétant, comme je l’ai fait, la démonstration de
la deuxiéme proposition de M, Lhuilier , I'examen particulier de ce
cas devient absolument superflu.

6.De tout ce qui précede résalte évidemment que, dans tout polyédre,
le nombre des faces augmenté du nombre des angles solides , sur-
passe de deux unités le nombre des arétes, toutes les fois, du
moins , que ce polyédre pourra étre considéré comme composé de
Pyramides ayant un sommet commun; ce qui aura lieu pour tout
polycdre convexe , et plus généralement pour tout polyedre dans
Uintérieur duquel il y aura au moins un point par lequel il sera
impossible de faire passer une droite qui rencontre sa surface en
plus de deux points. Mais, en appliquant a la proposition (2) un
raisonnement analague & celui qui a ét¢ fait (3), pour les polygones,
on parviendra aisément i se convaincre que le Thloréme o Euler
est vrai généralement , pour les polyeédres convexes ou non convexes ,
sauf les exceptions dont il sera parlé ci-apres.

7. Ce théoréme est, au surplus, susceptible d’une démonstration
qui, sans étre plus longue que celle de M. Legendre, a sur elle 'avan-

Tom. 111 25
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tage d'étre tout-i-fait élémentaire. Je vais I'exposer en peu de mots.

Soit d’abord N le nombre des cétés d’un polygone quelconque ;
soit divisé ce polygone , d’une maniére arbitraire , en compartimens
polygonaux , par des droites concourant tant & ses sommets qu’a
differens points dans son intérieur. Soient f le nombre des polygones
partiels résultant de sa décomposition, s le nombre des points, y
compris les sommets du polygone donné , ol concourent les droites
qui servent de c6tés & ces polygones, et enfin @ le nombre de ces
droites en y comprenant les N cétés du polygone donné.

Soient m , m’/, m’,.... les nombres respectifs de cotés des poly-
gones partiels ; leurs sommes d’angles seront respectivement smA—4A,
2m/A—4A , 2m’A—4A,......; donc la somme de tous leurs
angles scra

a(mt-m/4m/ 4 ... O)A—4fA ,
cette somme devant étre égale A la somme 2(N—2)A des angles
intérieurs du polygone proposé, plus & autant de fois quatre angles
droits qu’il y a de points de concours intérieurs, et le nombre de
ceux-ci étant évidemment s—N , on aura

a2(mt-m/—m/ . .. VA—{fA=2(N—2) A4 (s—N)A ,
ou plus simplement
mtm/~m!!<~ ... . —2f=25—=N—2 ;
mais chaque ligne, excepté les cotés du polygone proposé, servant
de coté & deux polygones, on doit avoir
2a=N-+t+m-t-m'++m/-..... ;

ajoutant cette équation & la précédente , il viendra , en réduisant,
transposant et divisant par 2,

JHs=a+1 5

c’est-a-dire, que Je nombre des polygones partiels , augmenté du
nombre des points de concours des droites qui les forment , surpasse
d'une unité le nombre de ces droites.
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Cela posé, soit un polyédre dont une face soit transparente ; et
concevons que l'ceil s’approche assez de cette face, extérieurement,
pour qu’il puisse apercevoir I'intérieur de toutes les autres faces; ce
qui sera toujours possible , lorsque le polyédre sera convexe. Les
choses étant ainsi disposées , concevons qu’il soit fait, sur le plan
de la face transparente, une perspective de ’ensemble de toutes les
autres. En conservant les mémes notations que ci-dessus , cette pers~
pective sera un polygone divisé en F—1 compartimens polygonaux ,
terminés par A droites concourant en § points. On aura donc , par
ce qui précede,
(F—1)4-S= A1
d’ot
F4+-8§=A+4-.
Ceci ne sapplique généralement , 4 la vérité , qu’aux polyedres
convexes ; mais nous avons déja vu que la proposition étant vraie

’
pour les polyédres de cette nature , elle l'est aussi pour tous les

autres.

Au surplus, quelque simple que soit cette démonstration , on
lui préférera peut-8tre encore , avec raison, la belle démonstration
de M. Cauchy (*), qui a le précieux avantage de ne supposer nul-
lement que le polyeédre soit convexe.

8. Si l'on veut que, dans un polyédre, toutes les faces aient un
méme nombre f de cotés, et tous les angles solides un méme nom-
bre s d’arétes, on aura, pour déterminer A, F, § les trois équations

JF=24 |, s§=24 , S+-F=A-4-2.

Ces équations n’éprouvant aucun changement, lorsqu'on y permute
A la fois f contre s et F contre §, on en conclut que les polyédres
de cette nature sont réciproques , deux a deux ; en sorte que, dans
les deux d’une méme couple, le nombre des arétes est le méme ,

(*) Voyez la Correspondance sur Uécole polytechnique , tom. 1I, n.° 3, jan-
vier 1811, page 253.
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et que, de plus,le nombre des faces de chacun estle méme que

le nombre des sommets de l'autre; ce qui permet de les inscrire ou
circonscrire 'un & Pautre.

De ces équations on tire

2(fosy—fs 2(fdo=—fs 7 T a(n—fs
La nécessité d’avoir pourf, s, F, S, A des
plus grands que 2 , borne les solutions
suivantes :

nombres entiers positifs ,
de ces équations aux

f=3,3,4,3s5,396,4a
§=3,4,3,5,3,6,3, 4,
F=4{,8 ,6 ,20,12, ®«, ®, »,
§=4, 6 , 8 ,12,20, @, ®», o,
A=6, 12, 12,30, 30, ®, ©, o .

On conclut de 13 que non seulement il n'y a -que cinq corps

réguliers , mais qu’il ne peut exister que cinq sortes de polyedres ,:
réguliers ou non, dont toutes les faces aient le méme nombre de
cOtés , et tous les angles solides le méme nombre d’arétes.

On voit, en outre, que la sphére peut, sous trois points de vue
différens , étre considérée comme un polytdre régulier, ayant des

faces infiniment petites en nombre infini ; ces faces pouvant étre

ou des triangles réunis six par six , ou des hexagones réunis trois
par trois, ou enfin des quarrés réunis quatre par quatre.

On voit encore qu'un plan ne peut étre exactement couvert avec
des polygones d’'une méme sorte , assemblés en méme nombre autour
de chaque sommet, que de trois manitres différentes , savoir : avec
des triangles rassemblés six par six ; 2.° avec des quarrés assemblés
quatre par quatre; 3.° avec des hexagones assemblés trois par trois.

On voit enfin que les polyedres réguliers de mémes couples sont
le tétraédre avec lui-méme, '’hexaddre avec octaédre, le dodécaddre -
avec licosatdre , la sphére couverte d’hexagones avec la sphére cou-
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verte de triangles , et enfin la sphére couverte de quarrés avee
elle-méme (*).

9. Aprés avoir démontré , de la manitre que nous-avons dit ci-
dessus , le théoréme fondamental d’Euler, M. Lhuilier s'occupe de
la démonstration du second théoréme , relatif 4 I'expression de la
somme des angles des faces d’un polyédre : voici cette démonstration.

Soient f5 , fa s f5reeeesfy les nombres qui expriment combien il
y a , dans un polyédre , de faces ayant respectivement 3, 4, 5,.....n
cOtés ; soient £ le nombre total des faces du polyedre, A le nombre
de ses arétes, et 7 la valeur totale des angles de ses faces. L’angle
droit étant pris pour une unité, on aura

V=sf ;(3=—=2)d-2f (f—2)2f ; 5m2)d .0 vvf2filn—2) ,
ou
V==203f+4f 5 o Anfi)—4 s+ 1)
ou, enfin , ,
Ve=4A—fF=4(A—F) ; ~
cest-a-dire , la somme des angles des faces d'un polyédre vaut.

quatre angles droits , pris autant de fois qu'il y a d'unités dans
lexcés du nombre des arétes de ce polyédre sur le nombre de

ses faces.
L’équation F~4S=_4-}2 donnant 4—F=8~—2; on a aussi

V=4{(8§—2) ;
c'est-d-dire , la somme des angles des faces d'un polyédre vaut quatre
angles droits pris autant de fois moins deux que le polyédre a de

sommets.

(") Dans les Mémoires de Pacadémie des sciences de Paris, pour 1725, M.,
de Mairan a donné des recherches curieuses relatives 4 I'inscription et 4 la circons-
cription du cube a l'octatdre; mais personne , que je sache, ne s'est occupé des
mémes questions relativement aux autres couples de polyédres. Les recherches de ce
genre exigent d’autant plus de sagacité qu'on ne saurait gutre y appliquer les méthodes

g
ordinaires.
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M. L’huilier remarque que les deux équations PV=A(A—F) et
¥ = 4(S—-2) étant susceptibles d’étre démontrées directement, et indépen-
damment 'une de l'autre, il en résulte de nouveau F-+S=A-}2;
mais il ne eroit pas devoir s’arréter & développer ce moyen de
démonstration.

10. M. Lhuilier indique encore un autre moyen de démonstration
assez simple, et que je vais développer bri¢vement.

Soient F', §, A respectivement les nombres de faces de sommets
et d’arétes d’un tronc de prisme que , pour fixer les idées, on peut
supposer faire partie d'un prisme droit ; si l'on désigne par m le
nombre des c6tés du polygone qui sert de base a ce tronc , on aura
évidemment

F=m-42 , S=2m , A=3m ;
d'ou
F4-S=3m+t2=A4-2 ;
c’est-d-dire , que , dans un tronc de prisme, le nombre des faces,
augmenté du nombre des sommets , surpasse de deux unités le
nombre des arétes.

Soit présentement un corps formé par une suite de troncs de
prismes droits , dont les bases inférieures , toutes situées sur un
méme plan horizontal, et contigués les unes aux autres , forment,
par leur réunion , un poligone unique; ces troncs se trouvant unis
les uns aux autres par des faces latérales égales. Par un raisonnement
semblable & celui qui a été développé (5), on prouvera aisément
que , dans le corps formé de I'assemblage de ces prismes, le nombre
des faces , augmenté du nombre des sommets , surpasse de deux unités
le nombre des arétes.

La base supérieure de ce corps est une surface polyedre non fermée.
Désignons par f le nombre de ses faces, par s le nombre de ses
sommets , et par @ le nombre de ses arétes. Soit IN le nombre des
cotés de la base inférieure du méme corps; soient F le nombre
total de ses faces , § le nombre total de ses sommets et 4 le nombre
total de ses arétes , nous aurons évidemment
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' F=f4+N+41 S=s+N , A=a-}2N ;
puis donc qu’on doit avoir
F4-§=A+4-2 ,

il viendra

(/4N+1)4-(s+N)=(a+42N)+=2 ,

ou, en réduisant
" SHs=atr1 ;

c’est-2-dire , que , dans une surface polyédre , non fermée, le nombre
des faces, augmenté du nombre des sommets , surpasse d'une unité
le nombre des arétes , pourvu cependant que cette surface soit de
nature & ce que les perpendiculaires & un plan convenablement situé
par rapport a elle, ne la rencontrent qu'en un seul point.

Soit enfin un polyedre quelconque auquel on circonserive un prisme
dont les arétes aient une direction telle qu’aucune d'elles ne se
confonde avec ses faces. Ce prisme touchera le polyedre selon une
suite d’arétes consécutives qui diviseront sa surface en deux surfaces
polyédres non fermées. Soient respectivement f et f7 les nombres de
faces de ces deux portions , s et s/ leurs nombres de sommets , et
enfin @ et 4/ leurs nombres d’arétes; on aura, par ce qui précede ,

JHs=atr1r , fiAs=a/1.

Soient ensuite F le nombre total des faces du polyédre, § le
nombre de ses sommets, et 4 le nombre de ses arétes. En désignant
par N le nombre des c6tés du polygone , planou gauche, qui termine
ses deux parties, on aura évidemment

F=f4f , S=s+s'—N , A=a4-a’'—N ;

d’od
F4-S=(f4s)+(f'+s)—=N=(a}a’' —N)t2=A+2.

Ceci suppose toujours , au surplus , qu'il y a un certain plan tel
que les droites qui lui sont perpendiculaires ne rencontrent la surface
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du polyédre qu’en deux points au plus; mais tout plan satisfait 3
cette condition', lorsque le polyédre est convexe; et l'on sait que le
théoréme , une fois démontré pour les polyédres de cette nature , peut
étre facilement étendu & tous les autres.

Dans la seconde partie de son mémoire, M. Lhuilier, ainsi que
je I’ai annoneé, s’occupe des diverses exceptions auxquelles le Théoréme
d’Euler est assujetti. Ces exceptions sont de trois sortes. Je vais les
présenter successivement. —

11. La premiere sorte d’exception a lieu lorsque le polyédre ren-
ferme une cavitéintérieure ; c’est-a-dire , lorsqu’il est compris entre deux
surfaces isolées et entiérement renfermées Fune dans lautre.

Soient alors, en effet, f, s, @ les nombres de faces, de sommets
et d’arétes de la surface extérieure ; soient f7, s/, @’ les nombres
analogues pour la surface intérieure ; on aura, par ce qui précede ,

SHs=at=2 ; frts/=a'}2 ;

s =(ata+4 5

mais, en désignant par J' le nombre total des faces du polyedre,
par S le nombre total de ses sommets, et par .4 le nombre total
‘de ses arétes , on aura évidemment

JSHf=F |, s+s/=§ ata'=A4 ;
on aura donc aussi
FA-S=dA+4 ;

c’est-a~dire, que , dansun tel polyédre , le nombre des faces , augmenté
du nombre des sommels , surpasse de quatre unités le nombre
des arétes.

En
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En général, un corps peut étre compris entre 7 surfaces polyeédres
fermdes , extérieures les unes aux autres, et une surface polyédre
fermée qui les renferme toutes; en conservant d’ailleurs les mémes

notations que ci-dessus, on a alors
F4-8=A~4-2(n+).

Si l'on représente par ¥ la valeur totale de la somme des angles

des faces d’un tel polyedre, on aura (g)
V=4(Ad—F)=4[S—2(n-1)].

12. La seconde sorte d’exception a lieu, lorsque le polyddre est
annulaire ; c’est-a-dire , lorsqu’étant d’ailleurs compris sous une surface
unfquc, il a une ouverture qui le traverse de part en part.

Concevons que l'on fasse & un tel annecau une section plane qui,
en supposant les deux faces de la section séparées, le fasse rentrer
dans la classe des polyétdres ardinaires ; soient alors désignés par F7 le
nombre de ses faces, par §/ le nombre de ses sommets, et par A’

le nombre de ses arétes ; on aura, comme ci-dessus,
Fr4-8/=A/~4-2.

Soient n les nombres de cétés de deux faces de la section ; conce~
vons que Pon soude ces deux faces I'une a l'autre, pour rétablir le
polyé¢dre dans son état primitif ; soient alors §, F', A les quantités
analogues a celles que nous avions désignées par 8/, F/, A/, lorsque le
polyedre étajt ouvert; en raisonnant comme nous lavons fait (2),

on se convaincra quon doit avoir

F4-§—A=F/ 48§ ~A'—~2=2—~2=0 ,

ou

Tom, Il1,
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F4-85=4;

cest-d-dire , que , dans un tel polyédre , le nombre des faces,
augmenté du nombre des sommets , est préciscment égal au nombre
des arétes.

En général un polytdre terminé par une surface unique pent éire
percé , de part en part, par un nombre plus ou moins grand d’ou-

vertures distinctes. 8i 7z désigne le nombre de ses ouvertures ,
on aura

F4+-S=A4—2(n—1).

Si Pon représente par F” la valeur totale de la somme des angles
des faces d'un tel polyedre, on aura (g)

V=4A—F)=4[5+2n—1)].

13. Yavais , depuis long-temps , remarqué ces deux premidres sortes
d’exceptions ; mais M. Lhuilier est, je crois, le premier qui ait fait
attention a la troisieme ; et elle devait d’autant plus facilement échapper
a Uobservation des géometres, que les polyedres auxquels elle est
relative, ne paraissent pas différer essentiellement de ceux que 1'on
est dans l'usage de considérer. Cette troisitme sorte d’exception a
liea, lorsque quelques-unes des faces du polyedre sont des polygones
compris dans Pexception qui a été développée (4) ; comme , par
exemple , lorsqu'une des faces du polyidre est une couronne poly--
gonale ; ainsi qu’il arrive, lorsque le polyédre résulte de P'union de
deux autres polytdres, par deux faces inégales, dont la plus petite
se trouve entierement comprise dans la plus grande.

Pour passer, de suite, au cas le plus général, supposons que
I'une des faces du polyedre soit comprise entre 7 polygones extérieurs
les uns aux autres et un polygone qui les renferme tous. Il est facile
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de se convaincre quen menant convenablement , dans cette face,
n-t1 diagonales , elles la diviseront en deux polygones qui ne sc
trouveront plus dans le cas d’exception ; de maniére qu’il sera permis
de considérer alors ces deux polygones comme deux faces du
polyédre , pourvu que l'on considere les n--1 diagonales qu’on aura
mendes comme autant de nouvelles arétes. Le polyédre se trouvant
ainsi hors du cas d’exception ; si 'on désigne par #”le nombre total de ses
faces , la face dont il sagit étant comptée comme double ; par §
le nombre de ses sommets; et enfin par .4/ le nombre de scs arétes ,
y compris les n-f-1 diagonales dont il vient d’étre question; on

devra avoir .

Fr4-8'= A"+ 2.

Mais si 'on désigne par F', §, 4 les mémes choses pour le polytdre,
considéré sous le premier point de vue, on aura évidemment

Fl=F+41 , §’'=S§ , A'=A+(n41) 5
en substituant donc et transposant , il viendra

F+S=A-H(n+2) ;

c’est-a-dire , que, dans un tel polyédre , le nombre des faces augmenté
du nombre des sommetls surpasse le nombre des arétes de deuz
unités augmentées du nombre des polygones intéricurs é la face qui
JSait exception , ou d'une uniié augmentée du nombre total des poly-
gones qui terminent celte fuce.

En général, le polyddre peut avoir plasieurs faces dans le cas
d’exception développé (4); et si, pour celles qui suivent la premicre ,
en ddsigne par »/, 2/, n//,.... ce que nous avons designé par z,

pour celle-ci, on aura
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F4-S=d+(CA4n—+n/—n'"+...).

Si 'on représente par 7" la valeur totale des angles des faces d’un
tel polyedre, on aura :

V: 4{ (A—F’)+(n+n/+n//+ cen .)} :4(\5___2) ;

ainsi, 1l n’y a lieu ici & aucune exception quant a la valeur de
la somme des angles des faces, lorsqu’on évalue cette somme en
fonction du nombre des sommets.

« L’exception que je viens d’exposer » dit M. Lhuilier » doit se
présenter fréquemment dans la nature. Dans les agrégations mu-
tuelles des corps, et en particulier dans les groupes de cristaux,
4 moins qu’il n’y ait une cause puissante qui les détermine i-
s’appliquer par des faces coincidentes , il doit se rencontrer des
» cas ou Vapplication se fait d’une maniére propre i donner lieu
» A lexception dont il s’agit. Aussi ai-je vu, dans la belie collection
» de minéraux que posséde mon ami et collégue le professeur Pictet,

» lun des inspecteurs généraux de Puniversité , différens groupes
»

»

»

de cristaux , conformes a cette exception ; parmi lesquels j’ai remar-

qué des groupes de cristaux de spath calcaire , et des gres de la
» carriere de Montmartre. »

»

14. M. Lhuilier termine par observer que les trois sortes d’exceptions
qu’il vient de considérer, et qui paraissent étre les seules auxquelles
le théoréme d’Euler puisse étre sujet, pouvant se trouver réunis dans
un méme polyedre, et s’y trouver chacune indéfiniment; il s’ensuit
qu’il peut exister des polyedres dans lesquels le nombre des faces
augmenté du nombre des sommets surpasse le nombre des arétes , ou
soit surpassé¢ par lui d’un nombre d’unités donné et quelconque.

Si 7 représente le nombre des cavités intérieures d’un polyedre ;
que o désigne le nombre des ouvertures qui y sont pratiquées, de
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part en part, et qu'enfin plusieurs des faces soient bornées par des
polygones intérieurs au nombre de Py P s p’see.. pour chacune
d'elles respectivement ; on aura

F4-S=Ad~4-2—o+41)4(p+p/'~+p/"4....) ;

et conséquemment la condition nécessaire et suffisante pour que le
polyedre ne fasse pas exception an théoréme d'Euler, sera

- 204pt-p/4p/-=.. .. =2o0.

GEOMETRIE.
Deémonstration de deux théorémes de polyédromeétrie ;

Par M. Francats , professeur de mathématiques d 1'école
impériale de lartillerie et du génie.

[ Yo Vi VI, Vi Wi W7, W W, V. Y

EN désignant par § le nombre des sommets ou angles solides d’un
polyedre quelconque ; par 4 le nombre de ses arétes ; par F le
nombre de ses faces; par P la somme des angles plans de ces mémes
faces; et enfin par ) un angle droit; on a ces deux théorémes d’Euler

S+F=A42 ; (1) P=4D(§~—-=2). (2) ™

(*) Voyez le précédent mémoire.
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Soient représentées , de plus, par §, la somme, des angles solides on
polytdres , et par A, la somme des angles diedres. (*)

Cela posé, soit p un angle polyédre quelconque, formé par un
nombre ~ de faces ; soit s la somme des angles diedres que ces faces

. ‘ s . 1
forment consécutivement, et par conséquent — la somme des incli-
2

naisons consécutives de ces faces (**) ; on aura
p=——2Dn—3% () (")
2 .

Si l'on évalue de la méme manitre tous les angles solides d'un
polyédre , et qu’on les ajoute ensemble ; la somme de tous les p
deviendra §, ; celle de tous les s deviendia 24, ( car chacun des
angles diédres se trouve répété deux fois ); la somme des 72, par
la méme raison , deviendra 24 ; et le nombre —2 , se trouvant
répété autant qu’il y a d’angles solides, deviendra — 2§ ; ainsi on aura

S =A,—2D(cA—28)=A4,—41D(A-SG). (4)
~ Cette équation , ‘mise sous la fcrme
S4D—8,=A4D—d, , (5

exprime une propriété bien simple et bien remarquable des polytdres,

(*) Je distingue l'angle diédre de Dlinclinaison des deux plans qui forment cet
angle : cette inclinaison n’est égale qu’a la moitié de l'angle diedre qui, pour luni-
formité , doit, comme les angles polyédres, éire mesuré par la portion de surface
sphérique qu'il intercepte. Or, un angle diédre équivaut & deux angles tri¢dres ,
ayant chacun pour mesure l'inclinaison des deux plans qui forment 'angle diedre.

Note de B, Frangais.
(**) Voyez la précédente note.

(***) Voyez la Géoméirie de M, Legendre, liv. vII, prop. XXIv.
J. D. G.
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qui peut étre énoncée ainsi : Ja somme des supplémens ( & une demi-
sphére ) des angles solides d'un polyédre est égale & la somme des
supplémens ( a une demi-sphéire ) des angles diédres de ce polyédre.

Si, dens l'équation (4) , on substitue, pour A4—S§ , sa valeur
F—-2, donnée par I’équation (1), elle devient

A —8,=iD(F—=2) ; 6

et fait voir que l'excls dela somme des angles diédres d’'un polyédre
sur celle de ses angles solides est égal a auiant de fois quatre angles
droits que le polyédre a de faces moins deux. Cet excés ne déperd
donc que du nombre des faces, de méme que la somme des angles
plans—P ne dépend que du nombre des sommets ou angles solides.

Les équations (1) , (2) , (6) forment un systtme de relations,
entre les cinq quantités 4, §, ¥, P, 4 ,—S§,, au moyen duquel
deux quelconques d’entre elles étant donndes, on pourra déterminer

les trois autres.

N. B. Les deux théorémes que je viens de démontrer sont dus
a feu mon frére, qui y est parvenu par des sommations longues
et pénibles. La démonstration que je viens-d’en donner semble per-
mettre de les introduire dans les élémens de géométrie. (*)

(" Le dernier de ces deux théorémes dépendant de celui d’Euler , doit étre ,
comme lui, passible de toutes les diverses exceptions mentionnées par M. Lhuilier

dans le mémoire précédent.
J. D. G.
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QUESTIONS RESOLUES.

Démonstrations des deusx théorémes de statique €nonces
a la page 76 de ce volume ;

Par MM. Birarp , G. Fornier , LABROUSSE,, LAMBERT ,
Luviuier , Rocusr , L Graxp et Penson.

(o Vi Vig Vio Vo Wi W, Vi, S ¥

ENONCES. L. La droite qui joint le milicu de Pune quelcon-
que des diagonales d'un quadrilatére & un point de Pautre diagonale
de ce quaa’rz'latéfe qui soit autant élorgné de lune de ses extrémités
que le point d'intersection des deux diagonales est éloigné de son
autre extrémité , contient le cenire de gravité de laire de ce qua-
drilatére.

11. 87, dans une pyramide quadrangulaire , on joint , par une
droiic , le centre de gravité de Paire du triangle qui, ayant pour
base Tune quelconque des diagonales dela base de la pyramide
& méme sommet qu'elle , & un point de I'autre diagonale de cette
base, qui soit autant éloigné de lunc de ses extrémités gue I'in-
tersection des deux diagonales est élorgnée de son autre extrémiié ,

cette droite contiendra le centre de gravité du volume de la pyramide.

Les démonstrations de ces deux théorémes fournies par MM TLa-
x
brousse , professeur de mathématiques & Montdlimart , Lambert ,
rofesseur au lycde de Bourges, Rochat ¢t Leerand , vrofesseurs au
P ¥ 3 8 Y

collcge
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collége de St-Bricux , et Penjon, professeur au lycée d'Anger, ne
different , pour ainsi dire, qué dans larrangement des propositions
et se réduisent & ce qui suit.

1.° Soit ABCD ( fig. 1 ) un quadrilatére , dent E soit l'inter-
section des deux diagonales; soit I' le milieu de la diagonale BD,
et soit portée CE sur l'autre diagomale de A en G ; enfin soit
joint FG. 1l s’agit de démontrer que cette derniére droite contient
le centre de gravité de l'aire du quadrilattre ABCD.

Pour cela soient mendes FA , FC, et soient coupées ces droites
respectivement , en H et I au tiers de leur longucur, 4 partir da
point F 5 soit enfin menée HI qui, d’aprés la construction , sera
parallele & AC; et soit K son intersection avec FG.

Les deux triangles BAD et BCD, ayant méme base BD, ont
leurs aires proportionnelles a leurs hauateurs, ou, ce qui revient au
méme , dans le rapport de AE a4 CE, ou encore dans le rapport
de CG a AG, ou enfin, & cause des paralleles, dans le rapport
de IX a HK ; la droite HI est donc coupée en K cn raison inverse
des aires des triangles BAD et BCD , dont H et 1 sont, par
consiruction , les centres de gravité respectifs ; d’ott il résulte , par
le principe de la composition des forces, que le point K de FG est
le centre de gravité de laire du quadrilatere ABCD.

Il est facile de conclure de Ia que la droite 'G et la .droite
qu'on menerait du milieu de AC & un point situé sur BD comme
Vest le point G sur AC, se couperaient réciproquement en K au ticrs
de leur longueur. L ’

2.° Soient § ( fig. 2 ) le sommet d’'une pyramide quadrangulaire;
ABCD sa base , dont les deux diagonales se coupent en E; soit F
le centre de gravité de Paire du triangle BSD, ct soit portée CE sur
AC, de Aen G ; soit enfin joint FG. 1l s’agit de démontrer que cette
derni¢re droite contient le centre de gravité du volume de la pyra-
mide SABCD.

Pour cela soient menées FA , FC, et soient coupdes ces droites
respectivement en H et I, au quart de leur lopgucur , & partir du
- Tom. 111, 27
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point F; soit enfin menée HI qui, d'aprés la construction, sera paral-
lele 3 AC; et soit K le point o cette droite coupe I'G.

Les deux tétraedres BAD et BCD, ayant méme base BD, ont
leurs volumes proportionnels & leurs hauteurs ou , ce qui revient
au méme, dans le rapport de AE a CE , ou encore dans le
rapport de CG a4 AG, ou enfin, & cause des paralleles , dans le
rapport de 1K a HK ; la droite HI est donc coupée en K en raison
inverse des volumes des deux tétraddres ASBD , CSBD , dont H
et I sont, par construction, les centres de gravité respectifs ; d’out il
résulte , par le principe de la composition des forces, que le point
K de FG est le centre de gravité du volume de la pyramide qua-
drangulaire SABCD. .

Il est facile de conclure de Ia que la droite FG et la droite qui
serait ‘menée du centre de gravité de laire du triangle ASC & un
point situé¢ sur BD de la méme maniére que le point G est situd
sur AC, doivent se couper réciproquement en K au quart de leur
longueur.

Les démonstrations fournies par MM. Bérard , principal et pro-
fesseur de mathématiques au collége de Briangon , G. Fornier , éléve
du lycéde de Nismes , et Lhuilier ,- professeur a Iacadémie de
Geneve , ne présentent également entre elles que de trés-légeres
différences , et se réduisent a ce qui suit.

1.° Les choses étant d’ailleurs dans la figure 3 comme dans la
figure 1; soit 3p la masse du triangle BAD ; il est connu qu’elle
pourra étre remplacée par trois masses p placées i ses trois sommets.
Soit de plus 37 la masse du triangle BCD ; cette masse pourra,
pareillement, étre remplacée par trois masses ¢ placées & ses trois
sommets.

D’aprés cette décomposition , on aura deux masses p-t-¢ placées
aux deux extrémités de BD, auxquelles on pourra substituer une
masse unique 2(p—¢) placée au milieu F de cette droite; on aura
de plus deux masses p et ¢ glacées respcctivement aux deux
extrémités A et C de AC, auxquelles on pourra évidemment subs-
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tituer une masse p-}—-t] située en G ; ce qui prouve, a la fois, que
le centre de gravité de tout le systtme est en quelque point K de
FG, et qu’il est au tiers de cette droite, & partir du point F.

2.° Les choses étant d’ailleurs dans la figure 4 comme dans la
figure 2 ; soit 4p la masse du tétracdre ASBD ; il est connu qu’elle
pourra étre remplacée par quatre masses p placées & ses quatre
sommets. Scit de plus 4¢ la masse du tétraedre CSBD ; cette masse
pourra pareillement étre remplacée par quatre masses ¢ placdes & ses

quatre sommets.
Daprés cette décomposition , on aura trois masses p~+-¢ placées aux

trois sommets du triangle BSD , auxquelles on pourra substituer une
masse unique 3(p-t¢) placée au centre de gravité ¥ de Taire de ce
triangle ; on aura de plus deux masses p et ¢ placées respectivement
aux deux extrémités A et C de AC, auxquelles on pourra évidem-
ment substituer une masse unique p-f¢ située en G ; ce qui prouve ,
4 la fois, que le centre de gravité de tout le systéme est en quelque
point K de FG, et qu'il est au quart de cette droite , & partir du
point F.

M. Bérard reproduit, -4 cette occasion, une remarque qu’il avait
déja faite ailleurs (*) : ¢’est que, par de simples intersections de droites,
on peut facilement déterminer le centre de gravité de l'aire d'un
polygone quelconque. Qu’il s’agisse, par exemple, de déterminer le
centre de gravité de l'aire d’un pentagone ; en décomposant, de deux
maniéres, ce pentagone, par une diagonale, en un triangle et un
quadrilatére , et joignant dans ch'aque cas les centres dec gravités des
aires des deux figures par une droite ; on obtiendra deux droites qui
se couperont au point cherché.

Ces considérations peuvent facilement étre étendues a la recherche
du centre de gravité du voluome des pyramides et par suite a celle
du centre de gravité du velume des polyedres quelconques.

Aux deux théorémes qui viennent d’¢tre démontrés , M. Lhuilier

(*) Opuscules mathématigues ; ( Paris 1810 ) page 14o.
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a ajouté le suivant,dont mnous laisserons au lecteur le plaisir de
trouver la démonstration.

THEOREME. Soit un fuseau composé de deux pyramides ayant
une base commune ct leurs sommets siiués de différens cdtés du
plan de cette base; et solenl joints ces sommeis par wne droite.
Soit pris sur cette droite un point avtant distant de Fune de ses exiré-
mités que son intersection avec le plan de la base est éloignée de
son aulre exirémité. Si lon joint le point ainsi déterminé au centre
de gravité de laire de la base commune des deva jpyramides, par
une droite, le centre de graciié du volume du fuse-u sera sur ceite

droite , et il se trowvera situé au quart de sa loagueur, @ partir
du plan de la base. (*)

QUESTIONS PROPOSEES.

Théoréemes de Géométrie.

1. LE plan qui divise I'un des angles di¢dre d’un tétratdre en deux
parties égales, partage I'aréte opposée en deux segmens proportionnels
aux aires des faces correspondantes. ‘ )

II. La droite qui , partant du sommet d'un tétraddre , fait des
angles égaux avec les trois faces adjacentes , rencontre sa base en un
point tel quen le considérant comme le sommet commun de trois
triangles ayant pour bases les trois cotés de cette base, les aires de

ces triangles sont proportionnelles aux aires des faces correspon-
dantes.

¢* Pendant que ceci s'imprimait, M, Ferriot, docteur ¢s sciences et professeur
de mathématiques au lycée de Besangon a adressé¢ au Rédacteur une démonstration
des deux théorémes. Elle nc differe pas sensiblement de celle qwon vient, en
premier liew , de faire connaitre.
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ANALISE TRANSCENDANTE.

h}

Mémoire sur les maxima et minima des fonctions &
un nombre quelconque de variables ;

Présenté & la 1.7 classe de l'institut, le 15 avril 18171

Par M. J. F. Francais , professeur a 1'école impériale
de Yartillerie et du génie,

o Via Vo W Vo Vo Vi o Ve ¥

M. Lagrange a fait voir que les conditions assignées par Euler,
pour Yexistence des maxima et minima des fonctions & deux variables,
étaient insuflisantes, et y a ajouté une nouvelle condition ; de plus,
il a étendu cette théoric aux fonctions d’un nombre quelconque de
variables. Je me propose de faire voir, dans ce mémoire, 1.° que
la nouvelle condition introduite par M. Lagrange exige trop; 2.°
qu’outre les maxima et minima déterminés qu’on a considérés jus-
qu’a présent, il peut exister une infinité de maxima et minima, liés
entre eux par une ou plusieurs relations entre les variables de la
fonction proposée , et que ce cas a précisément lieu , lorsque les
nouvelles conditions assignées par M. Lagrange sont en défaut.

1. Si o(x,, %, ,2,; ,....2,) devient un maeximum ou un mini-
mum ; pour les valeurs #,=a,, #,=a, , x;,=0a; ,....2,=a, ;0N
pourra représenter un état voisin de cette fonction par

Tom. II1, 28
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o(a %2 Ataa g ea ) = A0 5 4B 4B sty +B2)
2O C 00 s 0

+2(Cy, 505 FC 555+ 0,2 15)

F20C.,5 8840 kb T 8

A-2(C,, 5,5, HC5 555 o0y 5 5)

e s o s 0 00 0 8.0 o

+2‘(Cn— 2,n-1 %Il - zzu-‘ 13 +Crl- z,n%n- 2 %n)+2 Cu- X ,Il%lh— 1 2’1
: Y+
:‘l"';-_"é .o.!"l) seens (I)

Pour que le maeximum ou minimum ait lieu , il faut que le
second terme du second membre de cette équation soit nul, indé-
* pendamment des valeurs des accroissemens &, , £, , £; 5..e0%,, qUi
n'y entrent qud la premitre puissance. De plus, il faut, pour le
minimum , que le troisitme terme, qui contient les combinaisons
deux i deux de ces accroissemens , soit toujours posizif; il doit
toujours étre négatif pour le mawximum.

2. En représentant ce troisitme terme par ;# on peut mettre
¥ sous la forme

g CunbidCrabatCrys by HCo b+
Ci,x ’

g =lCr1Car=C 0t (Crni € 3 =Cr,a Cou st A Casi Canm a2 Cond il 4 V)
' Cz,tc'z,z—‘C;:,z ’ ’

Vl:({[(ci)‘C’:Z—Cltx)(cl,’l63,3_011,;)_(01;'Cz7gh-cl’zcl,3)2]g;+'.'.
+[<CI’ICZ,1_sz’;)(CI,Ic;,ll_cl,;cx,rz>—(cl,lCl,;*cl,lcl/,3)(cl)lCl,n'_cl,lcl,ll}]gll}a
+V;):[(C,,IC,’Z——C,:‘)(C,’lCs,;—C,‘”)——-—(C,,,C,’,—Cl,zC,,;)z] ’ (*>

™ Pour la facilité typographique , on emploie ici le signe (:) pour léquivalant
de dipisé par , comme dans les rapports géométriques ou par quotiens.
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V3=[<D£4+"")2+V4] :{[<Cl,lCz,z“'_cnx,x)(cl,lciﬂ.‘-c :n>_
(€1,:€2,3—C; €., )V 1[(C 1 Co)yi—C 2 )(C1 i €y o—C 2 )—(€ 1€ y—C 1,2 Cr 0)']
"[C!:!Chz“c':‘)(c’:‘63:4_"01:301;4)_(01,161,3""Cx,zcx,;)(cx,x61,4—‘0:,201,4)]2; ’ (*)

) 8T

¢ 0 0 @0 0 s 0 0 e v

Les coefficiens des accroissemens £; , £, 500, dans 5, F, y 0ot sy
finissent par devenir trés-compliqués ; mais , comme ils sont tous
trés-syméiriques , il est aisé d’en assigner la loi, et de les repré-
senter par des symboles indiquant leur génération et pouvant servir
3 calculer leurs valeurs. En représentant le coefficient de z, , dans
V., par «, , ,ceuxde £; , £, ,.... £ deviennent @239 %2,4 0002
et se déduisent d'une maniére trés-simple de «, ,=C, ,C, ,—C ;
il suffit , pour cela, de changer le 2, aprés la virgule, en 3, 4,...7,
et de ne faire ce changement dans le second terme €., que pour
un de ses facteurs; de sorte qu'on aura «, ;,=C.,C, ;—C, ,C,

33 2
”2,4=C

1:€2,—C12C1 ety =01 ;€ ;—C1,, € e On obtient ainsi

I .
V1= :‘— [(%z,z£z+dz,3€;+¢z,4g4+”“-_l_.“z,nzn)a_l_;-/z]’

Au moyen de cette notation, 77, devient

— Z + — _*. _‘ — Py
’7 -._{(““’M?” 22,8 (2 ,.%5,, M*H“H‘t)é" i (aln“hn ”hx“l,rz)ézx]“'!‘V;
= -

2 >
—
”t,z”s,; “z,l

c’est-a-dire , de la méme forme que #; exprimé en C. On pourra
donc représenter les coefficiens de cette formule par g; ,, g,,, .,
Bs,gs-+-Byn, €t ces quantités se déduiront de g,,; , comme «, ; ,
Gy 4> @15 seen-a,, se déduisent de «,,, de sorte qu'on aura

(® La lettre D est employée ici, par abréviation, pour représenter le dénomina-~
teur de la valeur de 775 ; c’est-~dire , la quantité qui suit le signe (:) dans celle valeur,
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w——— — o —_ & () N
By, a=",0%3,4"%2,3%2,4 0 P35 T %20 3% g 90 By
=«

o —— oL
2,2 3.0 2,3 2,n*

En continuant ce raisonnement de la méme maniére , on démon=

trera aisément que les termes V', V., Vo Viyeeee Vyess P s
peuvent étre mis sous la forme suivante

F= == {(ContitCratitCyty o HCopt Y47}

5,1

1
Vl: ';'" g(“z,z£z+“z,;§;+0‘z,45’4+-',t,'+°‘l,nzn)=+Vz} ’

! 2 -
V,= T{(ﬁ;,35;+ﬁ;,454+ﬁ;,;25+... .+,g;mg")~+;/' y,

3,3

V,= :’I‘“ {(74,454+74,555+74,356+' e +74,"£n>:+V4} '

S0 8 & 40 a8 008 % 40 06648 See s BB et 0B e 0 s g

Vu—z = { (‘4’"'-Ian—lén-l+.4/tl_1,"%}1)2+ 1711-1 } b

Vi1t

1
Vi = (“u,n%n)z =% a8

@,n

ou chaque espéce de symbole dérive de la précédente , comme les &
dérivent des « , et ceux-ci des C.

En faisant les substitutions successives de ces quantités dans 77,
on obtient

P

t
- C—‘ <Cr,x%I+CI,zzl+CI, 3 §;+ Cone -*'-'Cl.m‘gn)2

3

X
+ -é—-—::‘. (“Z)zzl+“l) 3 £;+“l,454+ (AR X} +“z,n§n)z

17
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1 N
+-—_—*_:(53;35}+‘63;4%4+5;,;§5+"‘ '+53:Il%n>l

Cl,l“ljlﬁs
+--...----.c--coc-.---.....u.-oon..'-olu
+ - v

I, pe1Eq- —1nin)?

C,"mh,ﬁ,,,....‘Pn—-l,n—t( =t lén I+¢" I’"'n)

¥n,n z
+ %n‘ (2)

Cx,x“xuﬁ;,l ce st '\Lll—l,n»-l
. 3. En faisant, pour abréger

U:B|%1+Bzgz+B;E; + “'+-Bu€,, >
les conditions , pour le minimum ,se réduisent a

U=o , V>0,

et celles , pour le maximum ,a

. U=o, F<o s
le tout indépendamment des valeurs particuliéres que peuvent recevoir
les accroissemens £, , %; 5 £; 5-.++ %, On conclut de 1a les deux séries

de. conditions suivantes :

B,=0 , B,=o0, B,=0,...B=o0, 4)

CLil0s >0, 8,30 ump>05  (5)
le signe supéricur de €, ayant lieu pour le minimum , et le signe
inférieur pour le maximum.

4. Les conditions (4) sont toujours nécessaires , pour lexistence
du maximumn ou minimum , et ne peuvent étre remplacées par
une autre séric de conditions ; mais il n’en est pas de méme des
conditions (5), qui dépendent entiérement de la manitre d’ordonner
les accroissemens £; , £, , £;55.4.. 4, entre eux. C,.. peut étre rem-
placepar €, ,, €y 55 Cpnsennet recevoir autant de valeurs différentes
qu’il y a de vatiabies ; «, , peut recevoir autant de valeurs diffé-
rentes qu'on peut fairg de combinaisons deux 3 deux entre les
variables ; le nembre des valeurs difierentes de 8,,; est égal a celui
de lcurs combinaisons trois & trois; ct ainsi de suite.

Tom. Il 29
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xaminons , d’aprés cela, les différentes circonstances qui peuvent
avoi rheu ,dans ces decux séries de conditions.

5. Jusqu'a présent, on n’avait considéré les équations (4) que comme
ayant lieu indépendamment les unes des autres , de maniére que
les valeurs des variables correspondant au meximum ou minimum
étaient entitrement détermindes ; mais il s'en faut de beancoup que

cet état déterminé des variables soit nécessaire pour Vexistence du

maximum ou minimum ; nous allons veir , au contraire, qu’il peut

avoir lieu , avec la plus grande indétermination possible entre les
variables ; et nous examinerons comment le plus ou le moins d’indé-

termination entre elles influe sur les conditions (5).
6. Les équations (4) sont évidemment satisfaites par chacun des
systémes suivans
r=o; B,=In , By=I,n, By=Ir,......B,=In ; (6)
r=o,u=0; B, =liaxdmu, B,=la4m, peyi. By=1 241 ; @)
A=0, p=0, #=0; Bx:ll7‘-+m=:“‘+,pxw ’ B::lzh+mxf‘+[7;'“"
cevenes By=lpt-mptp,a 3 (8)

OU A, poy @ yuney Ly sty Pysecils sy, Payeesy.. . peuvent étre des

fonctions quelconques des variables qui entrent dans la fonction proposée.

Si l'on différentie les équations (6) , pour en tirer les valeurs de
cl,l ’ Cx,z ? Cl,; 9 e Clm ’ Chz > C:,; ’ 01,4 LI Cz.u ’
C,,;5e:+..C,,,on trouve, entre ces quantités , les relations «, ,==o ,
#3,3=0 , %3 ;7T0 5e000 @y, =0 , et par conséquent tous les g,
¥ 5eee.. ¥, @, s'évanouissent aussi. L’équation (2) se réduit donc &

son premier terme , et les conditions (5)a C ,,,Zo. Les conditions

du minimum ou maximum seront donc , dans ce cas,
_ >5 \
A==0 , C LFRS < (9)
et toutes les valeurs des variables satisfaisant & 1'équation a=o,

donnent un maximum ou un minimum , selon que C, . est négatif
ou positif.



ET MINIDM A, 263

Cependant, dans ce cas, la valeur de 77 peut devenir nulle, en
supposant entre les accroissemens %, , £, , £; ,...-% la relation

Cl,lél+cl,1£2+(”x,;£;+"'"+Cx,’x%n:0' (10)

On pourrait donc croire que la condition du maximum ou mini-
mum n'est pas satisfaite généralement. Mais il est aisé de voir que
Iéquation (10) n’est autre chose que I'équation diflereniielle /,da=o0,
dans laquelle on a substitué pour dz; , da, , day,.....cx, les oeeris-
Semens %, , £, 5 £;,...4%,; elle est donc une suite nécessaire ¢» la
supposition que nous avens faite, et fait voir que, pour teute autre
relation entre les accroissemens £, £,, £,,.....%,, la quantité ¥/
devient positive pour le minimum et négative pour le maximum. Le
maximum ou minimum a donc réellement lieu pour toutes les
valeurs des variables satisfaisant a la relation a=o.

En différentiant de méme les équations (7) , pour en tirer les
valeursde €, ,, €y ;,...C, s C, 35 C, 4 yeie i€y €4 5 siny Gy
on trouvera , entre ces quantités , les relations g, ;=o, By 4=0,
B3, =0,4...8;,,=0, et tous les », »,....¥, @, s’évanouiront en
méme temps. L’équation (2) se réduira a ses deux premiers termes,
et les conditions du minimum ou maximum deviendront

. >
A=0 , p==0, (Jx,z<0 s @2,3 > 0. (ll)

Toutes les valeurs des variables , satisfaisant aux relations a=o,
#=o0, donneront donc un minimum ou maximum , si les deux der-
niéres conditions (11) sont satisfaites.

La valeur de #»~ peut devenir nulle, dans ce cas , et faire pré-
sumer que le minimum ou maximum n’a pas lieu généralement,
en supposant entre les accroissemens %, , £,, £;,....%s les relations

simultanées
C:,lsi+cx,zéz+cx,;§;+"~°+Cl,nén=0 > 2 )
“z,zgz“+“z,;£; +“1,4E4+-"°+“1,n£n=o 5 ‘ (12

mais il n’est pas difficile de se convaincre que le systtme de ces denx

équations équivaut & celui des deux équations différentielles dr=o,

de=o0, dans lesquclles on aurait substitué les accroissemens ¢, , £, ,
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£y ,ee.- 8 la place de dw, , d#,, dz; ,....dz,; il est donc encore
une suite nécessaire - de notre supposition , et fait voir que le
minimum ou maximum a lieu pour toutes les valeurs des variables
satisfaisant aux relations (r1).

On trouverait , de la méme maniére , que les conditions du
minimum ou maximum , pour le systtme (8) deviennent

— >
A=0 , =0 , ==0 ; Cl,x<0 y #2220 5 By,3 0. (13)

Il n'est pas difficile maintenant d’étendre ces conclusions & un
nombre quelconque de facteurs qui affecteraient les valeurs de B, ,
B,, B,,...B, .

7. Dans ce qui précéde , nous avons supposé que les facteurs
Ay o, @ ,.... affectaient tous les termes de U; ce qui a fait dis-
paraitre plusieurs quarrés en cntier , dans la valeur de F. Mais, si
Von suppose que ces facteurs n’affectent que quelques termes de U,
il ne disparaitra plus de quarrés entiers dans la valeur de 77, mais
seulement quelques-uns de leurs termes. Ainsi, si l'on a

r=o , wg=o0; By=lin, B,=l», B;Zm;l“ s> By=m,pu,

B,=m,u, Bg=o0 , B,=o0,....5,=o0 ; (14)
on ftrouvera «,; ,==0 , &, =0 , &, (=0 , B, ==0.

Il se présente ici une difficulté trés-sérieuse , qu’il est nécessaire
de lever pour assurer notre théorie. En substituant les valeurs pré-

cédentes dans celles de 77, tous les termes apres le premier deviennent
. . 1 .

infinis par le factear commun —— ; on ne peut donc plus rien

®2,2

couclure de celte valeur, pour Vlexistence du maaimum ou mini-
mum. Dans ce cas , il faut avoir recours & lobservation que nous
avons faite an n.° 4, et ordonner les accroissemens &y , £;,,%; 5«0 vefn
entre eux , de mani¢re que les premiers termes des quarrés qui com-
poseront le nouveau développement de F~ ne sévanouissent pas;
( ce que lon démontre aisément étre toujours possible ); alors il
n'yv a plus, dans les quairés successifs qui forment le développement
de 7, que quelques termes qui s’évanouissent. Les conditions (5)

que l'on tire de ce nouveau développement de ¥ subsisteront donc
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en entier ; la seule différence qu'il y aura , dans ce cas , consiste
€N ce que «;3245 B3 35 V4, 42000 NNE peuvent p!us recevoir autant
de valeurs différentes que nous leur en avons assigndes au n.° 4.
La réduction du nombre de ces valeurs dépend de celni des fac-
teurs , et de celui des coefliciens de F” affectés par chacun d'eux.

Le méme raisonnement et des conclusions analogues sont appli-
cables au cas suivant et 4 tous les autres semblables.
A=0, =0, a=0; B, =li+4m, u, By=I[24m,e, B;:/;A“‘l’m;/",»
B,=lp+p,=, By=mp+p;a, By=o0,B,=0,.... B,=o. (15)

© + 6 8 5 6 5 v 8 4 s e S 8 8 s s e @ S B 0 06 e e & 2 G s et P e e e s s

8. Il résulte de cette théorie, 1.° qu’outre les mawxima et les minima
déterminés des fonctions & plusieurs variables, qu’on a considérés
jusqu’d présent, il peut exister une infinité de maxima et minima
indéterminés , liés entre eux par une ou plusieurs relations entre les
variables de la fonction proposée ; 2.° que, pour lexistence de ccs
maxima ou minima indéterminés, il faut que les coefliciens de la
valeur de U s’évanouissent, soit par un ou plusieurs facteurs communs
a tous, soit par un ou plusieurs facteurs affectant seulement quel-
ques-uns d’entre eux , tandis que les coefficiens restans peuverf
s’évanouir d’eux-mémes ; 3.° que , pour le premier des deux cas-
précédens , les conditions (5) se réduisent a la -premieére , quand
tous les cocfliciens de la valeur de U s’évanouissent , par un séul
ficteur commun ; et qu’elles se réduisent aux deux premidres, aux -
trois premiéres , etc., quand tous les coefliciens s'évancuissent par
deux facteurs, trois facteurs, etc., communs a tous ; 4.° que, dans
le second cas, toutes les conditions (5) ont lieu, mais qu’elles ne
peuvent plus alors étre  remplacées- par le nombre de conditions
équivalentes que mnous avons indiquées au n.* 4; 5.° enfin; que
cette thdorie est nécessaire pour compléter celle des maxima et minima
des fonctions de plusicurs variables.

9. J'ai donné , dans une note précédente , un essai ‘de cette théorie
appliquée aux surfaces courbes (*), et j’y ai fait voir qu'il peut y

(*) Voyez la page 132 de ce volume.
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avoir sur les surfaces une iafinité de maxima et minime indéter—
minds , liés entre cux par une courbe continur £a 'appliguant i
la mdécanique , on pent trouver des fonctions du temps qui deviennent
des maxima ou minima, peur tous les points d’une surface courbe
ou d'une courbe & double ccurbure, sclon que tous les coefliciens
de U s'evanouiront, par un ou par deux facteurs communs,

NMetz, le 2 mal 1810,

VARIETES.
Sur une réclamation de M. Hoéne-MWronski , contre
quelques articles de ce recueil ;

Par M. GERGONNE.
(o Via VR Wi, Vo Vo Wl Vi Vi V]

PAR une lettre insérée dans le Moniteur du 22 novembre dernier,
M. Wrounski se plaint de lespéce de doute que jai manifesté, aux
pages 51 et 137 de ce volume, sur le succés de la méthode qu’il
a publide, pour la résolution des équations algébriques de tous les
degrés, et du paralléle que j’ai cherché & établir entre cette méthode
et celle de Bezout. Il me reproche d’avoir, dans la vue d’éviter les
longueurs que, suivant moi, implique sa méthode, indiqué un autre
procédé que jappelle plus court et peut-étre plus direct. Ces objec-
tions , suivant M. VVronski, n’étant nullement fondées, il avait
d’abord gardé le silence : pensant que la réflexion me ferait revenir
de moi-méme, sur un jugement trop précipité; mais voyant , par
Particle inséré & la page 137, que je persistais dans l'opinion que
Javais d’abord émise ; que méme je cherchais & I’étayer encore, par
de nouvelles considérations ; et que sur~tout je regardais ma méthode
comme étant de nature A pouvoir décider la question d’une maniere

péremptoire ; il a cru devoir , par quelques réflexions, prémunir le
public contre mes insinuations.
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Lans ces réflexions , M. VWronski croit devoir distinguer la forme
des racines des équations ( conjecturée , dit-il , depuis long-temps )
de lear nature qu’il croit avoir découvert le premier; et il pense
que c’est principalement & cette connaissance qu’il est redevable du
succés de ses recherches. 1l regarde la formation de ce qu’il a appelé
équations fondamentales , comme l'unique moyen de parvenir au
but; et déclare, en conséquence, que les diverses méthodes qu’on
pourra proposer a l’avenir ne différeront entre elles et de la sienne
que par la maniére d’opérer sur ces équations, pour parvenir @ /a
réduite. 11 donne enfin un apergu des causes qui, jusqu’ici , se sont
opposées au succeés des méthedes de résolution des équations , au-
dela du quatritme degré. (*)

M. WWronski termine en anroncant que, ces éclaircissemens étant
les seuls qu’il puisse fournir sur sa méthode, avant d’en avoir publié
la théorie ; les observations qui lui seront faites ultérieurement sur
ce sujet, si elles ne sont pas légitimées par des calculs rigou-
reux , prouvant, suivant lui, des pues tout-d-fait étrangéres a la
science , il est résolu de n’y donner aucune aitention.

Je dois d’abord témoigner ma surprise de ce qu’ayant ou croyant
avoir & se plaindre de quelques articles des dnnales de mathématiques ,
M. Wronski n’ait pas adressé sa réclamation au Rédacteur méme
de ce recueil. M’aurait-il donc supposé assez peu équitable ou assez
maladroit pour refuser de rendre cette réclamation publique? ou
plutét ne m’autorise-t-il pas a soupgonner que, sachant bien que les
Annales ne sont lues que par des géomeétres, il a voulu décliner
de leur juridiction , et en appeler de leur jugement & un tribunal
trés-respectable sans doute , mais trés-peu compétent dans ces matiéres.

Personne, si ce n’est peut-étre M. VVronski , n’a pu prendre le
change, sur l'opinion que j’ai manifestée aux pages déja citées de
ce volume ; chacun a compris clairement que ce que j’énoncais sous
la forme . d “fe, était chez moi le résultat d’une entiére conviction ;

(* Jai donné quelques développemens, sur ce sujet , dans le Hecueil de l'aca~
demie o Gerd ponr 1808, pages 265 et suivantes,
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et que, si je n’avais pasmis, en titre de mes articles: REFUTATION
de la méthode proposée par M. WRONSKI , elc., c'¢tait par pure
courtoisic 5 que c’était la un de ces ménagemens que prescrit I'ur-
banité francaise , mais qui paraissent étre tout 3 fait étrangers 2
M. WWronski. Il prétend, dans son ouvrage, avoir donné le premier
une méthode de résolution des équations qu’on ne soit pas obligé
de modifier pour le quatrieme degré; j’ai di observer que Bezout
Pavait fait avant lui; et qu'en outre ce géometre avait réparti les
racines de l'unité, entre les diverses valeurs de linconnue, de la
maniére qu’il le fait lui-méme. Quant i la distinction que M. VVronski
cherche & établir, cnire la forme et la nature des racines, javoue
que je ne la comprends pas bien nettement, et qu’il me semble
méme que la forme des racines d’unc-équation en determine aussi la
nature. Si pourtant il entend par Ia qu’il a été le premier a apercevoir
que chaque racine devait reafermer des radicaux de son degré et
de tous les degrés inférienrs , il se trompe encore en ceci; car Bezout,
en particulier , a pris beaucoup de soin a4 metire cette vérité dans
toit son jour.

Je n'ai pas seulement donné la méthode que j’ai cru devoir subs-
iituer a celle de M. Wronski comme plus courte et plus directe;
je Vai principalement préseniée comme poriant avec elle sa démons—
iration , c’est-a-dire, en d’autres termes, comme n’étant point une
énigme. Du reste, partant du méme point que M. VWronski , tendant
au méme but que lui, admettant tout ce qu’i! admet et uniquement
ce qu’il admet , ne faisant enfn que des ca’culs rigoureur et
conformes a la composition connue des equations ; tout le monde
conviendra , je pense, que, si mon proc.d: n'obtient pas de succes,
le sien ne saurait en obtenir davantage ; & moins cependant qu’il n’ait
découvert , entre les racines de Punté , des refations inapergues
jusqu'a lui; ce qu’il ferait bien a'ors (e nous r.véier.

M. VVrouski, en se retranchaat derrier: ses cquitions fondamer-
tales , prend, en effet, un poste tres-sur, dans jecarl it y 4 peu
d'apparence que persopne soit jamais tente de lader iorece. oa

. n}
Micild0ae 5
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méthode , au contraire, I'oblige a4 combattre & découvert, et voila
sans doute pourquoi il la rejette.

En résumé, que M. Wronski déduise, soit de sa mdthode, soit
de toute autre qu'il lui plaira d’employer , et qu’il pourra méme
tenir secréte , si cela lui convient, une réduite rationnelle pour le
5.m¢ degré , conditionnée comme il annonce qu'elle doit létre , et
dés-lors je m’avoue vaincu; j’ajoute que , pour Uintérét de la science,
je désire vivement que la provocation solennelle que je lui adresse
tourne & ma confusion et & sa gloire. Il pourra & la vérité paraitre
humiliant & un esprit aussi supérieur que le sien , de s’abaisser i
des détails d’application , dignes tout au plus des Euler , des Vander-
monde et des Lagrange; aussi sera-ce la épreuve unique que jeréclame-
rai de sa complaisance ; mais encore faut-il bien quil justifie sa mission,

Que si, au contraire , M. WWronski persiste s'envelopper de
ténebres , et & ne nous offrir que des promesses; s'il se borne , ainsi
quil Pa fait jusqu'ici, & expliquer des énigmes par d’autres énigmes ;
si en un mot il néglige de légitimer ses assertions par des calculs
rigoureux ; je serai autorisé i penser qu’il écrit dans des vues tout

R

8 fait étrangéres & la science, et fondé cons¢quemment a ne plus

Y

dormer é l’avenir aucunse atlenlz’on a Sses productions.
3 3
-4

DYNAMIQUE.

Théorémes nouveauz sur la rotation des corps solides ;

Par M. J. F. Frangais , professeur & 1’école impériale
de Tartillerie et du génie ,
[ "ia Vo Via Via Vig Wl T W %)

Au Rédacteur des Annales;
MoNSIEUR ,

JE me suis occupé , depuis quelque temps, d’un travail que je
comptais faire paraitre dans vos Annales, sur le mouvement de
Tom. 111 3o
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rotation d’un corps solide ; mais le mémoire est devenu trop volu-
mineux pour que je puisse , cette fois, sans indiscrétion , profiter
de Voffre obligeante que vous m’avez faite d'y insérer mes petites

productions. Je me vois donc obligé de le faire imprimer séparément;

mais , pour mettre , a l'avance , les géometres en possession des

principaux résultats que j’ai obtenus, je vais les transcrire ici , en

vous priant de vouloir bien insérer cette lettre dans votre intéressant
recueil.

I. Dans le mouvement de rotation d’un corps solide, qui n’est
sollicité que par des forces constantes, I'axe instantané décrit toujours
soit un cone elliptique autour de I’'un des axes principaux , MAXLMUM
ou minimum (*), soit un plan passant par I'axe principal moyen. (**)

1. Tandis que I'axe instantané de rotation décrit un cone elliptique
autour de V'un des axes principaux , maximum ou minimum , cet
axe principal lui-méme décrit un autre céne elliptique autour de
V'axe du couple d’impulsion primitive (***); ou bien , tandis que
Paxe instantané déerit un plan passant par l'axe principal moyen,
cet axe déerit lui-méme un plan passant par axe du couple d'impulsion
primitive.

I1I. Le mouvement de I’axe instantané , autour de 'axe du couple
d'impulsion primitive, est donc composé de deux oscillations elliptico-
coniques simultanées. Ces deux oscillations se composent en une seule ,
dont la nature dépend du rapport qui existe entre les axes des
sections faites dans les deux comes elliptiques , et de la durée de
chacune de ces deux oscillations entiéres. Si ces deux oscillations
sont synchrénes, loscillation résultante le sera aussi, et rentrera en

(" Je nomme, pour abréger, axe principal]maximum ou minimum , celui par
rapport auquel le moment d'inerlie est un maximum ou un minimur .

(**) Cette proposition est due & M. Duabuat, professeur & l'école impériale de
Partillerie et du génie.

(***) Yemploie ici le mot couple dans le sens qu'y a attaché M, Poinsot, pour
simplificr les expressions,
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elle-méme , & la fin de chaque oscillation entitre. Si les durées des
deux oscillations elliptiques ne sont pas égales , mais sont entre elles
dans un rapport commensurable, loscillation résultante rentrera en
elle-méme au bout d’un nombre d’oscillation déterminé par ce rapport.
‘Enﬁn, si les durées des deux oscillations elliptiques sont entre elles
dans un rapport incommensurable, l'axe instantané oscillera autour
de 'axe du couple d’impulsion primitive, en décrivant un céne quk
ne se fermera jamais.

1V. Si, pour chaque position de I’axe instantané, on prend, sur
sa direction , une longueur proportionnelle 4 la vitesse de rotation,
pour représenter cette vitesse , a chaque instant; extrémité de l'axe
instantané , ainsi déterminée , décrira toujours une courbe plane,
située dans un plan paralléle 2 celui du couple d’impulsion primitive ,
quelle que soit Doscillation de cet axe.

V. Lorsque le corps commence & tourner autour d’un axe principal,
mazximum ou minimum , cet axe coincide avec 'axe du couple
d’impulsion primitive , et le corps continue toujours & tourner autour
de cet axe ; ce qui n’a pas nécessairement lieu pour I'axe principal’
moyen. Cet axe principal ne jouit donc pas , comme les deux autres , de
la propriété d’étre nécessairement un axe permanecnt de rotation.

VI. Je démontre ( contrairement & une proposition de MM. Laplace
et Poisson ) que, bien qu’un corps ait commencé & tourner autour
d’un axe trés-voisin d’un axe principal , meximum ou minimum, il
peut, dans la svite du mouvement, s’en écarter d’aussi prés qu’on
voudra d’un angle droit. :

VII. Je fais voir que les solutions, donnédes par d’Alembert et
par M. Poisson, du probléme de Ia rotation d’un corps , sont incom-
plettes , et ne résolvent que le cas d'un mouvement uniforme autour
d'un axe principal. ‘

VIII. Je détermine toutes les constantes du probléme , d’apreés les
circonstances initiales du mouvement, et je donne les valeurs défi-
nitives des coordonnées d’un point quelconque , aprés le temps 7,
en coordonnées initiales et en fonctions du temps; de sorte que,
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dans chague cas particulier , il ne reste que des substitutions et
dcux intégrations a effectuer.

Quant au cas de deux momens d’inertie égaux , je le résous
complétement , et en quantités finies. J'assigne de plus, pour ce cas,
la condition nécessaire pour que le corps revienne a la méme position,
et I'époque & laquelle il y reviendra.

IX. Enfin , je discute les mazima et minima dont cette question
est susceptible , et il résulte de cette discussion ,

1.° Que, quelles que soient les circonstances initiales du mouve-
ment, la vitesse angulaire totale a toujours une valeur maximum
et une valeur minimum , et que ces maxima et minima ont toujours
lieu, quand l'axe instantané passe par le plan des axes principaux.

2.° Que le maximum a lieu, quand l'axe instantané passe par
le plan des axes principaux , maximum et minimum , et qu'alors
les vitesses angulaires partielles , autour de ces deux axes, sont aussi
des maxima, tandis que celle autour de I’axe principal moyen est nulle.
3.° Que le minimum a lieu , quand l'axe instantané passe par
le plan de I'axe principal moyen et de celui autour duquel Vaxe
instantané oscille , et qu’alors la vitesse angulaire partielle autour
de l'axe principal moyen est i son maximum , et celles autour des
deux autres axes principaux a leur minimum ; T'une d’elles étant
nulle, savoir, celle autour de I'axe principal qui n’est pas l'axe du
cone déerit par V'axe instantané.

4 Que , dans le cas particulier ol l’axe instantané se meut dans
un plan passant par l'axe principal moyen , le minimum aliea , quand
Yaxe instantané coincide avec cet axe principal, et qu’alors la vitesse
angulaire partielle autour du méme axe principal est a son mazimum ,
tandis que celles antour des deux autres axes principaux sont nulles.

Tels sont les principaux résultats que présente mon travail ; je pense
qu’ils pourront exciter l'attention des géométres , tant par leur intérét
propre que par leur nouveauté.

Agréez , etc. :

Metz, le 18 de novembre 1812,
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QUESYIONS RESOLUES.

Recherches de quelques formules appartenant a la
theorie des combinaisons;

En réponse d la derniére des deux questions proposées
a la page 104 de ce volume ;

Par MM. Le Granp et RocHAT, professeurs de mathé-
matiques & St-Brieux.
[a % Tla Vo T Vo Sl o ¥
DES lettres @, 6, ¢4 d,4s..., au nombre de m , étant données ;

on sait qu’en les prenant » & 2, de toutes les maniéres possibles,
elles donnent un nombre de produits différens exprimé par

m  me=I me—2 (B S
T T (A)
Concevons qu’on ait formé tous ces différens produits et que,
dans chacun d’eux , on ait disposé les facteurs suivant l'ordre alpha-
bétique, du premier au dernier; comme dans chacun d’eux il manquera
m—n des lettres ¢, b, ¢, d,...., les lettres qui le composeront
ne se succéderont pas toutes consécutivement, cn sorte qu’un de ces
produits , pris au hasard, pourra présenter d’abord un certain nom-
bre de lettres consécutives ; puis un autre nombre de lettres aussi
consécutives entre elles , mais non consécutives aux premiéres ; puis
encore un autre nombre de lettres consécutives entre elles , mais
non consécutives 4 celles qui composeront la seconde partie : et ainst
de suite. Soit par exemple  le produit

abdefhikl , en l’écrivant ainsi ab.def . hikl

on voit qu’il est composé de trois facteurs , lesquels sont eux=
i¢mes des produits dont les facteurs sont consécutifs.
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A l'avenir nous considérerons comme produits d’une méme classe
tous ceux qui , décomposés comme nous venons de le faire dans
le précédent exemple , présenteront le méme nombre de séries de
facteurs consécutifs ; et un produit sera dit de premiére classe si
tous ses facteurs sont consécutifs, de deuxieme classe s’il est formé
de plusieurs facteurs consécutifs, et de plusieurs autres facteurs aussi
consécutifs entre eux, mais non consécutifs aux premiers ; un produit
sera dit de troisi¢éme classe , s’il présente trois séries de facteurs
consécutifs , dans chacune d’elies, mais non consécutifs d’une série
a lautre ; et ainsi de suite.

Nous diviserons ensuite les produits d'une méme classe en genres,
en appelant produits d’un méme genre, ceux qui non sculement
renfermeront un méme nombre de séries de facteurs consécutifs ,
mais qui de plus seront tels que chaque série, dans I'un , aura
autant de facteurs qu’'une série de l'autre. Ainsi, d’aprés cette défi-
nition, les deux produits de méme classe

ab . def hikl abc.ef  hikl ,

sont du méme genre, parce que, dans chacan d’eux, il y a une
série de deux facteurs, unc série de trois facteurs et une de quatre.

Enfin , deux” produits d’'un méme genre seront dits de méme espéce,
si les diverses séries de facteurs consecutifs qui les composent, con-
sidérées uniquement par rapport au nombre de leurs facteurs , y
sout rangées dans le méme ordre; tels sont, par exemple, les deux
produits .

ab,defg ik , be.efgh ki

A Tlavenir , pour plus de clarté et de simplicité , nous indiquerons
les produits dans lesquels il se trouvera des séries de «, £, 7,....
facteurs consécutifs, en écrivant les letires «, £, v,...., séparées
par des virgules, entre des crochets, et les plagant suivant le rang
des séries, de la premiére & la derniére ; ainsi, par exemple,
le symbole [y, «, ¢, 2] désignera un produit de quatrieme classe
dans lequel la premiére série aura » facteurs, la seconde «, la
troisiéme ¢ et la quatrieme a. On voit d'aprés cela, que les produits
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[vs @y 0,2] [6,2,9,9] s
sont de méme classe, sans étrc de méme genre; que les produits
[vre,0,2] , [Asvse,8],
sont a la fois de méme classe et de méme genre ; qu’enfin tous
les produits renfermés dans l’expression symbolique
. [‘Y sy @y b, A] )
sont , & la fois de méme classe, de méme genre et de méme
espece.

Ces préliminaires établis , 'objet que nous nous proposons ici est
de déterminer , parmi tous les produits de » facteurs qu’on peut
faire avec m lettres données , 1.° combien il s’y en trouve d'une
classe déterminée quelconque ; 2.° combien , dans une méme classe,
il s’y en trouve d’'un genre déterminé quelconque ; 3.° enfin combien
dans un méme genre , il s’y en trouve d’'une espéce déterminée quel-
conque,

Occupons-nous d’abord de la recherche du nombre des produits
d’'une méme classe. Soit, en général, désigné par Cp le nombre des
produits de la classe p; c’est-a-dire, le nombre des produits dans
lesquels il entre p séries de facteurs consécutifs.

D’abord , pour les produits de premitre classe , ou de » lettres
consécutives , on voit que chacune des lettres @, 4, ¢,,..., excepté
les n—1 dernitres , peut étre combinde avec les z——1 lettres qui
la suivent immédiatement ; en sorte qu’on doit avoir
C,= M=y T

I

Pour parvenir 3 Pexpression de €, , c’est-a-dire, du nombre des
produits de la seconde classe, désignons-les par [«, n—=«] et cher-
chons d’abord ceux d’entre eux qui renferment la lettre ¢. Pour
les former, il faudra d’abord joindre & « les w—1 lettres qui la
suivent consécutiverment;et, comme la lettre qui suivra immédiatement
la derniére de ce produit ne pourra étre employée, on ne pourra lui ad=’
joindre que les produits de premiére classe qu'il sera possible de former

.
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avec les m——a—1 lettres restantes , en les prenant n——« & 72—« ; le nom-
bre de ces dernicrs produits, et conséquemment le nombre total des pro-~
duits de deuxi¢me classe qui doivent renfermer ¢ se trouvera donc, en
chaiigeant m en m-—a«—i et 2 en n—u, dans la précedente formule;
ce qui donnera m—n pour le nombre des produits de la forme
[«, n—«] ot entre la lettre @ ; faisant donc successivement a=1,2,...

n—1, on aura évidemment, pour le nombre total des produits de seconde
classe ol entre @

(n—1)(m—n).
Ayant fait ainsi de la lettre @ tout emploi que la nature de la
question peut permettre , on déterminera le nombre des produits de
seconde classe ol elle n’entre pas, mais ol entre b, en cherchant

combien on peut faire de produits de cette classe avec m—1 lettres ;
ce qui donnera

(r—1)(m—=n—1) ;
on trouvera pareillement que le nombre de ceux dans lesquels il
n’entre ni ¢ ni &, mais qui contiennent ¢ est
(n—1)(m—n—2) ;
et ainsi de suite , en sorte qu'on aura, pour le nombre total des
produits de la seconde classe,
C,=(n—1)[(m—n)4(m—n—1)4~(m—n—2).c.. . 4-241] ;

c’est-a-dire ,

C,::n“! ) m=—=n-4-1 . me=—r )
I 1 2

Passons aux produits de troisitme classe. Désignons toujours par
» le nombre des facteurs qui composent la premiére série , et cher—
chons d’abord ceux de ces produits qui renferment le facteur a.
1l faudra comme ci~dessus , écrire d’abord i la droite de cette lettre
les «—1 lettres qui la suivent consécutivement , supprimer la (a—-1)™°
lettre et faire tous les produits de seconde classe que peuvent fournir
les m—u—1 lettres restantes , prises n—« & »—«; changeant donc
M en m-mu==i et n en n—x dans l'expression de C,, il viendra

pour
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pour le nombre des produits de troisitme classe ol entre ¢ et ou la

Premiére série contient « facteurs,
m=—7 Tt e T

1 2
faisant donc successivement «==r, 2, 3....n—2 , on aura , pour
A

. (I:-—-o;-—l) H

Ia totalité de ceux des produits de la troisitme classe dont & fait

partie
T, meepeesl | .
T e =3 (i d) o2 1]
Pesi fmed Me—) epee=]
bt N e 2 . 1 . "“—2—‘—‘ .

On en conclura le nomibre de ceux qui, ne renfermant pas ¢, ren~
ferment & . le nombre de ceux qui, ne renfermant ni ¢ ni 4,

renferment ¢, et ainsi de suite , en y changeant successivement m en
m—1, m—2,.,....n-+42, ce qui donnera
n==1 n-— T,
C,=— =% L [(m—n)(m—n—1)~4-(11 ==n—1) (n—n—2)
- 2

3 H 2
~+.....3.242a],

ou en sommant la série, (*)
Ne—1 n=—2 me=n-d1 Mm—n Mm=—n—I

C,.= . . . . .

3 1 2 I 2 3
On apercoit déja facilement la-oi de ces résultats , et linduction

conduit a poser généralement

C.- n—1 n—2 ne=p—-1 me—n-f1 m=—n M=—ne—p=f-2
R e - e EPp .
cette induction se vériie d’ailleurs par un raisonnement trés-familier

aux analistes , et sur lequel , pour cette raison , nous croyons su—

pertlu d’insister.

Il est clair que le nombre total des produits 2~ 2 » que peuvent
fournir les m lettres @, 4, ¢,..... est égal & la somme des nombres
qui expriment combien il y en a de chaque classe ; en sorte qu’on

doit avoir

(*) Voyez, pour la sommation de cette série, la page 60 de ce volume.

Tom. 111, 3x
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m = PTG 406 e b oG

mettant , dans cette équation , pour €,, C,,C, ,...Cp,....C, leurs
valeurs , on parviendra A ce résultat qui , indépendamment de la

théorie des combinaisons , présente un fait analitique assez remar-
quable

1 2 3

m me=I me—2 me—n-f-1

. " et
b a 3 "t n
me—n--1
1
n==1 Mme=n-{-1 m=—n

-+ . .

1 S 2

+n-—1 Ne—2 Me=n-4-1 Me—n  Me=—e—]

1 2 1 2 3

+\o|o.c¢on'.o-!oo
, +n—-x n—2 n—p-4-1 m—nt1 m—n me=np—1 Aee—no—p-4-2

1 . 2 L3O S p—I . I . 2 . 3 L) p

+.o.---oooco--.o--..o-o--o---n.oooc--.-..-.ooo--

.y m—n4-1 m—n m=—n—I1 Me—2n=}-2

1 2 3 n ¢

Nous observerons, en passant, que le dernier terme du second
membre de cette équation exprimant combien , parmi les produits
n a n, il sen trouve qui ne contiennent point de lettres consécu-
tives , résout conséquemment la question énoncée i la page 6o de
ce volume,

Examinons présentement combien il peut y avoir, dans chaque
classe , de produits de chaque genre et de chaque espice.

Convenons de désigner généralement par Gp le nombre des produits
d’un genre donné qui se trouvent dans la classe p, et par Ep le
nombre de ceux d’une espéce donnde qui se trouvent dans un genre
donné , appartenant a la méme classe p.

1l est d’abord évident que tous les produits de la premiere classe

sont , 3 la fois , de méme genre et de méme espéce, en sorte
quon a
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G,=m n~f-1 , E1=m ;14-:

Passons aux produits de la seconde classe ; considérons en particulier
ceux de l'espéce [«,n-—«] , et voyons d’abord combien il y a de
ces produits qui renferment la lettre a. Cette lettre, suivie des a—1
qui lui succedent dans I'ordre alphabétique , devant étre combinée avec
les produits de premiére classe que fournissent les 7~—ax—1 derniéres
lettres , prises z—« 3 n—a; il faudra , pour avoir le nombre des
produits de cette espéce, changer , dans C,, G, ou E,, m en
m=—=xz—1 ¢t n en n—«, ce qui donnera m—~n pour le nombre des
produits de l’espéce [«, n—«] qui renferment la lettre @ ; changeant
successivement 72 en me—I s Mm—2,...2-1 et sommant la série,

on trouvera
m=—n--1 m——n
E,=— . .
1 2
Pour passer de la au genre &G, , on remarquera qu’en général le
nombre des produits de ce genre est égal au nombre des arrange-

mens différens dont « et n—a sont susceptibles ; c’est-a-dire , égal

a2 1.2: on aura donc
m=—=n-}-1 m—n

o T—

Y

Considérons ensuite les produits de la troisiéme classe, et voyons
combien il s’en trouve , dans cette classe, de 'espece [«, 8, n—u—=g];
ne considérons d’abord que ceux d’entre cux qui renferment la lettre
a ; cette " lettre doit y étre suivie des a—1 letires qui lui sont
consécutives , dans Pordre alphabétique, et cette premiere série doit
dtre combinée avec tous les produits de seconde classe et de l’espéce
[¢, n—~a—p] que peuvent fournir les m—a—1 dernitres lettres ,
prises n—e« A n—u« ; changeant donc , dans E,, metnen me—a—1
et n—« , on aura, pour le nombre des produits de cette espéce qui

G,=1.2.

renferment la lettre 2,

. X 2
changeant successivement 7z en m—1 , m~~2,....n-2, dans cette
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formule , et sommant la série résultante, il viendra
E, =m-—n+t . m—n ) m—-'n--t .
1 2 3
Quant 3 G, , il est clair quil sera égal 3 E, multiplié par le
nombre des arrangemens dont «, 8, n—a—gp sont susceptibles ; et
puisqu'en général le nombre de ces arrangemens est 1.2.3, on aura
G;=I.2.3 ‘m—-n-i—-t ) m=—n . m—n—1 )
I 2 I
On pourrait facilement poursuivre de cette maniére ; mais il est
déja facile d’apercevoir , et il est aisé de se convaincre, par un

raisonnement rigoureux, qu’on doit avoir en général

m—n-}-1 m—n m—n—1i me=—n—p-4-2
EP= . . sen e .
I 2 3 P
o m=—n-}-1 m=—n m—n—1 m—n=—p~}-2
Gp=1.23....p. . . voee .
1 2 3 P P

Mais il est essentiel de remarquer que cette derniére formule n’est
exacte qu’autant que les nombres «, g, »,.... sont tous inégaux;
dans le cas ot quelques-uns d'entre eux sont égaux ,il arrive , en
effet, que le nombre des arrangemens dent ils sont susceptibles se
trouve diminué. Supposons donc que l'on ait « nombres égaux & «,

#’ nombres égaux & g, »/ nombres égaux a 5, et ainsi de suite;
ce qui donnera
o =p
la valeur de G, deviendra alors (*)
1.23......p m=—n-{-1 m——n Metemmp -2
Gr= 1020t/ K120 B X 1200y Koren 1 P ) ‘

En résumé, on voit qu’aprés avoir. décomposé la formule (A) en -
n parties , dont chacune exprime combien il y a de produits qui
répondent & une classe donnée , nous avons assigné le moyen de
décomposer chacune de ces parties en plusieurs autres, dont chacune
indique combien il existe, dans une classe déterminée , de produits

d’'un méme genre ; et qu'enfin la formule qui exprime ce dernier

" Voycz le tome 1L des Annales , page 204.
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nompre , en y supprimant le coefficient, fait connaitre le nombre
des produits de chaque espece dont chaque genre est composé. Ainsi on a

C _n—t n—2 n—3 n—p-4-1 m—n-41 m—n m=—n—p—-2
P 1 . 2 . 3 cee e P . 1 . N ces e p b
- Co 1.23......p Mme=—n=1 m—n M=—n—p—-2
P /X 1.2 BX 1,29 Ko 1 o, e » ’
m—n-p1 m—n m—n=—p—-2 .
Ep= ..ot T T .

Ces formules peuvent servir & résoudre les problémes de probabilitd
que voici :

Etant donnés m numéros 1 , 25 3,...m, formant une loterie
dont on extrait' n numéros o c/zaqué tirage ; déterminer ,

1.° Quelle est la probabilité que les m numéros d'un iirage for-
meront p séries de nombres consécutifs de la suite naturelle?®

2.° Quelle est la probabilité que , parmi ces séries, il sen trouvera
« composées d'un nombre déterminé de numéros, g composées d'un
autre nombre déterminé de numéros , y d'un troisiéme nombre
déterminé des numéros ; et ainsi de suite ?

3.° Quelle est enfin la probabilité que ces diverses séries, con-
sidérées seulement par rapport aw nombre des termes qui les
composent , auront un ordre déterminé , parmi les nombres de la
suite naturelle? '

Ces questions se résolvent , comme 'on sait , en divisant le nombre
des tirages qui satisfont & leurs conditions, lequel nombre est I'une
des formules ci-dessus, par le nombre total des tirages possibles.

On pourrait aussi demander quelle est la probabilité que les
numéros propres a former un tirage d’une classe, d’'un genre ou
d’une espéce déterminés , sortiront dans un ordre déterminé. On
résoudra cette question , en multipliant la probabilité que les numdros qui
sortiront satisferont & la premiére condition, par la probabilité que ces nu-
méros y satisfaisant, auront un ordre de sortie conforme a la seconde.

Nous n’étendrons pas plus loin ces considérations qui seraient
susceptibles de bien d’autres développemens et applications , et nous
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terminerons par une réflexion qui, bien qu’elle ait déjh éé faite
plusieurs fois , ne paraitra peut-¢tre pas déplacée ici : c’est que, dans
Pimpossibilité ot I'on est de prévoir les applications qu’on en pourra
faire un jour, il ne faut pas &tre trop prompt & condamner les
recherches purement spéculatives. Elles ont d'ailleurs 'avantage d’exer-

cer utilement Pesprii et de le préparer ainsi & des recherches plus
importantes,

Solutioni du dernier des deux problémes proposés a la
page 104 de ce volume.
Par M. LuuiLiER , professeur de mathématiques & académie
impériale de Geneve.

[a Vo VB Wl Vi, V2 VI, Vi Vi V]

ENONCE’. Une loterie étant composée de ™ numéros 1, 2,
3,ece.om, dont il en sort n & chaque tirage ; juelle probabilité
y a-t-il que, parmi les n numéros dun tirage, il ne se trouvera
pas k nombres consécutifs de la suite naturelle?

Soit une loterie composée de 72 numéros , dont on en tire un
nombre proposé 2. On a déja assigné le nombre des cas suivant
lesquels , parmi les numéros extraits , il y en a deux qui suivent
Yordre des nombres naturels, ou qui forment un ambe successif. (*)

Soit une loterie composée de m numéros, dont on en tire un
nombre proposé 7. On demande le nombre des cas suivant lesquels ,
parmi les numéros extraits, il y en a trois qui suivent l'ordre des
nombres naturels , ou qui forment un terne successif ?

Je vais d’abord introduire 4 la résolution de cette question par
des exemples.

L. Que le nombre des numéros extraits soit 7707s ; le nombre des
ternes successifs est évidemment m—2. ~

IL. Que le nombre des numéros extraits soit. quatre.

1.° Que le numéro un soit tiré, avec les deux numéros suivans.

() Yoyez la page 62 de ce volume.
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A ce terne successif peuvent se joindre, uni un, chacun des m—3
numeéros restans. Le nombre des cas est m—3.

2.° Que le numéro un soit tiré avec le numéro deux , sans le
numéro trois. Les m—3 numéros restans , dont on tire deux , ne donnent
pas lieu a des ternes successifs.

3.* Que le numéro un soit tiré sans le numéro deux. Il reste
m—2 numéros dont on tire trois; ils donnent liew 3 m=—4 ternes
successifs,

Raisonnant de méme sur les numéros suivans , quant  leur combinai-
son avec les numéros qui les suivent , on trouve que le nombre des
ternes successifs,, auxquels donne lieu I'extraction de quatre numéros ,
est la somme des m—3 et des m—4 premiers nombres naturels , savoir :

m=—3 m=—2 = m—4 m-2—3= (m— 3)‘

. .

1 2 I

III. Que le nombre des numéros extraits soit €ing.

1.° Que le numéro un soit tiré avec les deux numéros suivans,
A ce terne successif peuvent se joindre, deux i deux les n=3
numéros restans. Le nombre des cas est r=3 . mk

4 2

2.° Que le numéro un soit tiré avec le numéro deux , sans le
numéro trois, Il reste m~—3 numéros , dont on en tire trois. Le
nombre des ternes successifs auxquels ees m—3 numéros donnent
licu est m—5.

3.° Que le numéro un soit extrait sans le numéro deux. 1l reste

m-—2 numeéros dont on en tire quatre. Le nombre des ternes suc—

. . m=—5 m—k

cessifs auxquels ces m—2 numéros donnent lieu, est — .
x

2
m—6 me=5

2 2 .
De 13, le nombre total des ternes successifs auxquels denne lieu

I'extraction de cing numéros est la somme des 2—>5 premiers nom-
bres naturels, et celle des (m—6)™¢, (m—>5)™¢ et (m—4)™° premiers

nombres triangulaires. Ce nombre est donc




224 QUESTIONS

M=’ me—f om0 m—5 =i
-+

1 L2 1 Vo2 3
m=—5 m-—4f m=3
-+ . .
1 2 .3

me==f  me—3 e

I 2 3
1V. Que le nombre des numéros extraits soit siz.
1.° Que le numdro un soit tiré avec les deux numéros qui le
suivent. A ce ternc successif peuvent se joindre les m—3 numeéros
. . . m—3 m—4 m=5
suivans, pris trois a trois; le nombre des cas est — T e

2.° Que le numéro un soit tiré avec le numéro deux , sans le

numéro trois. Il reste n—3 numéros dont on en tire quatre. Le

nombre des ternes successifs auxquels ces z—-3 numdéres donnent lieu est
m—6 m—5 m——y m—6

1 2 + P

3. Que le numéro un soit tiré sans le numéro deux. Il reste
m—2 numéros dont on en tire cinq. Le nombre des ternes successifs
auxquels ces m~—2 numéros donnent lieu est ‘

m—7 m—b6 m—8 m=——y m=——6

. . .

1 2 1 2 3
m—7 m=—6 m—>5
-+ . .
1 2 3
m=—0 m=—5 mei
+ 1 2 3 °

De ld, le nombre total des ternes successifs auxquels donne lien
Pextraction de six numeéros , est

m=—6 m=5 me4i m=5 me=f m=3 me2

1 2 3
me—7 m==6 me=5

b4 2 3
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V. Que le nombre des numéros extraits soit sept.
1.° Que le numéro un soit tiré avec les deux numéros qui le

euivent. A ce terne successif peuvent se joindre les z—3 numéros
m—3 m—L4

suivans , pris quatre i quatre. Le nombre des cas, est .
I : 2

m—5 m—6

3 4

2.° Que le numéro un soit tiré avec le numéro deux , sans le
numéro trois. Il reste m=—3 numéros dont on en tire cinq. Le
nombre des ternes successifs auxquels ces 72—3 numéros donnent licu est

m—8 m—7 m—g m—8 m—y

1 ' 2 1 2 3

m—8 m=—7 m—6

- . =

I. 2

M==7 =0 me=b

+7 L T

I 2

3.* Que le numéro un soit tiré sans le numéro deux. Il reste
m—-2 numéros dont en en tire six. L.e nombre des ternes successifs
auxquels ces m—a2 numéros donnent lieu est ‘

m=—8 m=7 m==6 me—7 m=—6 m=—5 m—f

—y — . "3

b 2 3 1 2

m=—g m=—=8 m==y = m=8 m=—7 m=6 m=5

+2. ‘ .3+I 2 3 4

1 2

m=—q m=—8 m—7 m=-G

e e,

m-10 m=—g9 m—8 m—7y

:+" . - 3 .T.

De 13, le nombre total des ternes successifs auxquels donne liem

Vextraction de sept numéros , est

Tom. I, 32
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M—8 7 m__5+m...7 MeaB  me=D M=  me=b me=5 me=i pee3 =g

RS-

.
I

——— . . .

2~ 3 1 a 3 4 1 2 3 "4 T
M=l m==7 m—6 m=—5 =y m—6 m—5 m—f m—3
+2- . 7 . . + 7 * . . .

1 2 3 4 I 2 3 4 5

Mg m=8 m=—7 m=—6 m—8 m—7 m=—=6 m—-—5 M-
+3- 9 . . 7 . . 7 . . . 4
1 2 3 4 I 2 3 4 5
me=q m—8 me—7 m—6 me=5

l . 2 . 3 . 4 . 5
m-10 m—q m=—8 m—7 m—b6

I . 2 . 3 . 4 . 5 .

Ces exemples paraissent suffire pour indiquer la voie a suivre
dans cette recherche, et pour montrer que le cas proposé, sur un
certain nombre de numéros extraits, est toujours ramené aux deux

cas dans lesquels le nombre des numéros extraits est inférieur d'une
ct de deux unités.

Soit une loterie composée de 7 numéros , dont on tire un
nombre propasé n. On demande le nombre des cas suivant
lesquels , parmi les numéros extraits , il y en a quatre qui suivent
Vordre des nombres naturels, ou qui forment un quaterne successif ?

Je wvais encore introduire & la marche de cette recherche par
des exemples.

I. Que le nombre des numéros extraits soit guaire ; le nombre des

quaternes successifs est évidemment m—3.

Il. Que le nombre des numéros extraits soit cing.

1.° Que le numéro un soit tiré avec les trois numéros suivans.
A ce quaterne successif peuvent se joindre les m—4 numéros restans
pris, un a un. Le nombre des cas est m—i.

2.° Les numéros un et deux étant tirés sans aucun des deux
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suivans, Les numéros suivans, dont on en tire trois, ne donnent
pas lieu & des quaternes successifs.

3.* Le numéro un étant tiré sans le numéro deux. Il reste m—=
numéros dont on tire quatre. Le nombre des quaternes successifs
auxquels ces numéros donnent lieu est m—>5.

De la, le nombre des quaternes successifs auxquels donne lieu
Vextraction de cing numéros, est

m—=f4  me=3  m==b  me—4

. -+ = (m—4)*.

I 2 I

III. Que le nombre des numéros extraits soit siz.

1. Que le numéro un soit tiré avec les trois numéros suivans,
A ce quaterne successif peuvent se joindre les 72—4 numéros suivans,
pris deux a deux. Le nombre des cas estrf--.:-:-{P . m-;—5

2.° Que le numéro un soit tiré avec les suivans deux et trois
sans le numéro quatre. Les m-—/4 numéros suivans , dont on en
tire trois, ne donnent pas licu & des quaternes successifs.

3.° Que les numéros un et deux soient tirds sans le numéro trois.
Il reste m—3 numéros dont on en tire quatre. Ils donnent licu &
m-—6 quaternes successifs, ‘

4.° Que le numéro un soit tiré sans le numéro deux. 1l reste

" m——2 numéros dont on tire cinq. Le nombre des quaternes suc-
cessifs auxquels ils donnent lieu est

m=—6 m=—5  m=7 m=F

. -+ L= =(m—6)*.

I 2 I

Partant, le nombre total des quaternes successifs auxquels donne
lizu Vextraction de six numeéros est
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m==6 m=—5  m-=5 m—f me=3

Ry gy

2 1 2 3
+m—6 . m—>5 ) m-l-4
1 2 3

+m-—-7 me=—6 b
. 1 . 2 . 3 .

1V. Que le nombre des numeéros extraits soit sept.

1.° Que le numéro un soit tiré avec les trois suivans. A ce qua-
terne successif peuvent se joindre les m—/4 numéros suivans pris

. . me—f me—5 me—06
trois i trois. Le nombre des cas est

1 0 2 3
2.° Que le numéro un soit tiré avec les deux numeéros suivans,
-sans le numéro quatre. Il reste m~—/4 numéros dont on tire quatre ,
et gii donnent lieu & m—7 quaternes successifs.
3.° Que le numéro un soit tiré avec le numéro deux, sans le

numéro trois. Il reste 72-—-3 numéros dont on tire cinq. lls donnent
.y m=7 m—6  m=—8 m—7 .
lieu 3 . =——ef-—— . —= quaternes successifs.
I 2 I 2 .
4.° Que le numéro un soit tiré sans le numéro deux. Il reste
m-—2 numéros dont on en tire six. Le nombre des quaternes suc-

cessifs auxquels ces 2—2 numéros donnent lieu est

m—8 m—7 m—7 m—6 m—>5

X 2 1 2 3

m—8 m—7 m—6
-+ . .

1 2 3

m=—q m=—8 m—7

+272, e

I 2 3

De 1a, le nombre total des quaternes successifs auxquels donne
lieu l’extraction de sept numéros est



RESOLURS. 229

M7 ==  me—=7 Mmesb m=—=5 m—b6 m=5 mef m—3

. + . . B + . . 3 ¢ 4

b 2 1 2 3 1 2

+2'1'z'3+1'2°3'4

m=—8 m=—7 m=—6 me=5

+1.2‘3°4

Mm=—q M= m=—7 m=b6

R P T

V. Que le nombre des numéros extraits soit Auzz.

1.° Que le numéro un soit tiré avec les trois numéros suivans,
A ce quaterne successif peuvent se joindre les 72—4 numeéros suivans ,
pris quatre a quatre. Le nombre des cas est

Ml Me==b b me=—7

r T 2 * 3 4

2.° Que le numéro un soit tiré avec les deux muméros suivans,

sans le numéro quatre. Il reste m—4 numéros dont on tire cinq ,

. . , m=—8 me==y m=—q m=—8 .
et qui donnent lieu 3 —= . -+ . quaternes successifs.
I 2 I 2

3.° Que le numéro un soit tiré avec le numéro deux, sans le
puméro trois. Il reste m—3 numdéros dont on tire six. Le nombre
des quaternes successifs auxquels ils donnent lieu est

m—q m=—8 m=8 m—7 m=—b6
2 +

L] - L -
I .2 4 2 3
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4.° Que le numéro un soit tiré sans le numéro deux. Il reste

m—2 numéros dont on tire sept. Le nombre des quaternes successifs
auxquels ces m—2 numdros donnent lieu est

m=—q ‘ m—-8+m—9 ) m—8 - m-;-—7 +m-‘.8' My . mT—G . me—5
I 2 b 2 3 1 2 3 4
o .m-Io ‘ M0y . m=—8  m=g ] m—3y . me——7 ‘ me==06
1 2 3 1 2 3 4
m-10 m—q m=—8 m—7y
- . . —_
1 2 3 4
m-11  m-10 m~—q m=—8
-+ . . . .
1 2 3 4

De 1&, le nombre total des quaternes successifs auxgquels donne
lieu Vextraction de huit numéros est

m=—8 m==7 me=G m=—8 m==7 meeb m=—=5 = me=7 mMm—E m—5 m—4f m=3
1 2 3 1 2 3 " 4 1 o2 0 3 T 4 s
m—q m=—8 m=—7 m—q m—8 m—7 m—6 m—8 m=—7 m—6 m—5 m—
-+3. . . 42 . = z. . . . . —
I 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5

, m-t0 m—q m—8 m—7  m—q m—8 m—7 m—6 m—5
-+3. . . -+

1 o2 3 " 4 1 o2 3 7 4 05

m-10 me==q9 m=—-8 m—7 m—G

+ =2

1 2 3 7 4 5

m-11  m-~10 m—0 m—8 m—y

2 3 4 5

Ces exemples suffisent pour indiquer la voie A suivre dans cette
recherche ; et pour montrer que le cas proposé, sur un certain nom-
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bre de numéros extraits, est toujours ramené aux trois cad dans
lesquels les nombres de numéros extraits sont inférieurs d’une , de
deux et de trois unités.

Qu’on soccupe des quines successifs. On montre de méme que
le cas proposé, sur un certain nombre de numéros extraits, est tou-
jours ramené aux quatre cas dans lesquels les nombres des numéros
extraits sont inférieurs d’une, de deux, de trois et de quatre
unités , etc., ete. (*)

)
|
It

QUESTIONS PROPOSEES.

Probléme sur les combinaisons.

SOIT une circonférence , divisée en un nombre quelconque m de
parties égales, et soient affectés arbitrairement , et sans suivre aucun
ordre déterminé, aux points de division les numéros 1, 2, 3,..m—1,

(") En lisant ceci, on apercevra sans peine que, dars la vuc d’abréger, M.
Lhuilier a supprimé beaucoup d'intermédiaires; mais ils seront faciles & rétablir,
si auparavant on prend la peine de relire ce qui se trouve a la page 62 de ce
volume. '

M. Ferriot , docteur és sciences, professeur au lycée de Besangon, a aussi
fourni , du méme" probléme, une solution parvenue trop tard pour pouvoir trouver
place dans le recueil.

J. D. G.
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m. Soient joints ensuite, par des cordes , le point 1 au point 2,
celui-ci au point 3, le point 3 au po'nt 4, et ainsi de suite , jusqu’a
ce qu'on soit parvenu i joindre le point zz—1 au point m, ct
enfin ce dernier au point 1. On formera ainsi une sorte de polygone
de m coétés, inscrit au cercle , et qui, en général, ne sera point
régulier , puisque ses cOtés pourront étre inégaux , et que méme
quelques-uns d’entre eux pourront en couper un ou plusieurs des
autres,

Si Pon varie ensuite, de toutes les manitres possibles, le numé-
rotage des points de division , et que 'on répete, pour chaque numé-
rotage , la méme opération que ci-dessus, on formera un nombre
déterminé de polygones-inscrits, parmi lesquels plusicurs ne ditléere-
ront les uns des autres que par leur situation.

On propose de déterminer, en géndral, quel sera le nombre des
polygenes essenticllement différens ¥
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GEOMETRIE.
Meémoire sur les solides réguliers

Par M. LuvuiLier , professeur de mathématiques & Facadémie
impériale de Geneéve.

o S Vo Vo W Vo U Ui Y1 ¥

LA doctrine des solides réguliers a beaucoup occupé les anciens
géometres. Euclide 'a approfondie dans les trois derniers livres de
ses élémens. Quelques mathématiciens ont méme prétendu que c’était
vers ces solides qu’était dirigé le plan de son ouvrage ; en se fondant
sur 'importance des applications que les Platoniciens croyaient pou-
voir faire de ces solides & I’harmonie de l'univers.

Quoique les modernes n’attachent aucun poids a ces idées chi-
mériques des anciens , ils ont du regarder ces solides comme dignes
de leur attention , et tout au moins , comme donnant lieu i des
exercices intéressans de recherches et de calcul. Ainsi Legendre,
dans sa Géométrie, traite avec soin de leur composition et du calcul
de leurs dimensions ; et, en dernier lieu , M. le professeur Bertrand
a consacré plusieurs pages de ses Elémens 3 épuiser la doctrine
de ces solides.

Comme il ne peut y avoir que cinq angles solides réguliers, il
ne peut y avoir que cing solides réguliers. 1l est aisé de déterminer ,
par la proposition fondamentale de polyédrométrie d’Euler , le nombre
des faces et le nombre des angles solides qui entrent dans la com-
position de ces polyedres, s’ils sont possibles (*). Mais il n’est pas
aussi facile de démontrer leur possibilité, et d’exécuter leur construction ,

(™ Voyez la page 172 de ce volume.
Zom. III. 33
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tout au moins pour [’icosaédre-dodécagone, et pour le dédocaddre-
icosagone. '

Si ces polyedres ont lieu, ils peuvent étre décomposés en pyra-
mides régulitres qui peuvent convevir, qui ont leurs faces pour
bases, et dent le semmet commun est au centre de la sphere qui
leur est inserite ou circonscrite. Dans ces pyramides, linclinaison
de deux faces latérhles est connue, savoir; cette inclinaison est le
tiers , le quart ou la cinqui¢me partie de quatre angles droits , suivant
que chaque argle solide du polyedre est formé par trois, par quatre
ou par cinq angles plans.

La dectrine des solides régulicrs m’a paru susceptible d’étre exposée
d’une maniére abrégée , lumineuse et réguliere , en partant de la
possibilité de ces pyramides , pour déterminer la composition des
solides réguliers par leur répétition.

Définitions. Yappelle pyramide droite , une pyramide dont la
base est un polygene circonseriptible au cercle, et dont le pied de
la hauteur coincide avec le centre de ce eercle.

JYappelle pyramide réguliére, une pyramide droite dont la base
est un polygone régulier.

Dans tout ce qui suit, Fangle droit est pris pour I'unité des angles
plans ; et l'angle solide rectangle ou loctant est pris pour l'unité
des angles solides.

I. Soit une pyramide régulitre , & base triangulaire. Que l'incli-
naison de deux faces latérales de cette pyramide soit le tiers de
quatre droits. On demande la valeur de son angle solide § au
sommet ?

On a la proportion 1:3.2—2=1:8; donc S=2. Partant : I'angle
solide au semmet de notre pyramide vaut deux octans, et quatre
de ces angles solides remplissent espace autour d’un peint.

Application. Quatre de ces pyramides , égales entre elles , dis-
posées autour d’un point qui est lear sommet commun , forment
le tétraédre-téiragone régutier,

II. Soit une pyramide régulitre , & base triangulaire. Que l'in-
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clinaison de deux faces latérales de cette pyramide soit le quart de
quatre droits ou un droit. On demande l'angle solide § au sommet
de cette pyramide ?

On a la proportion 1:3.1—2==1:5; donc §=1. Partant: 'angle
solide au sommet de cette pyramide est égal & Doctant; et huit de
ces angles solides remplissent l'espace autour d’an peint.

Application. Huit de ces pyramides, égales entre elles , disposées
autour d'un point qui est leur sommet commun, forment 'octaédre-
hexagone régulier.

1. Soit une pyramide régulitre, & base triangulaire. Que lincli-
naison de deux faces latérales de cette pyramide soit la cinquiéme
partiec de quatre droits. On demande l'angle solide S au sommet
de cette pyramide ?

On a la proportion 1:3.2==2=1:§; donc §=2:. Partant: I'angle
solide au sommet de cette pyramide vaut le cinquiéme de deux
octans ou le vingtitme de huit octans ; et viigt de ces angles
solides remplissent l'espace autour d’un point.

Application. Vingt de ces pyramides , égales entre elles , disposées
autour d’un point qui est leur sommet commun , forment 1Zcosaédre-
dodécagone régulier.

IV. Soit une pyramide réguliére, a base carrée. Que l'inclinaison
de deux faces latérales de cette pyramide soit le tiers de quatre droits,
On demande l'angle solide § au sommet de cette pyramide ?

On a la proportion 1:4.2—4==1:8 ;donc §= % Partant : 'angle
solide au sommet de cette pyramide vaut le tiers de quatre octans
ou le sixiéme de huit octans ; et six de ces angles solides
remplissent 1’espace autour d’un point.

Application. Six de ces pyramides, égales entre elles, disposdes
autour d’un point qui est leur sommet commun , forment I'’Zexaédre-
octogone régulier, ou le ¢ube.

V. Soit une pyramide réguliere, 4 base pentagone. Que I'in-
clinaison de deux faces latérales de cette pyramide soit le tiers de
quatre droits. On demande l'angle solide § au sornmet de cette pyramide ?
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On a la proportion 1:5.2—6=1:5; donc §= 1 Partant: l'angle
solide au sommet de cette pyramide vaut le tiers de deux octans
ou le douziéme de huit oclans ; et douze de ces angles solides
remplissent l'espace autour d’'un point.

Application. Douze de ces pyramides, égales entre elles , disposées
autour d'un méme point, qui est leur sommet commun , forment
le dodécatdre-icosagone régulier.

Il est facile d’appliquer les premiers principes de la trigonomé-
trie sphérique , relative aux triangles rectangles, 4 cette manié¢re de
concevoir la génération des solides réguliers.

En effet, par une des arétes latérales de la pyramide, soit mené
un plan perpendiculaire 4 la base. Il se forme, 3 lextrémité de
cette aréte, un angle solide triangulaire , dont deux des faces sont
perpendiculaires l'une 4 lautre ; un des angles solides diedres res-
tans est connu : savoir , la demi-inclinaison de deux faces latérales
de la pyramide ; un des angles plans est aussi connu , savoir, le
* demi-angle de la base de la pyramide. De 1a on détermine Vinclinaison
d’une face a la base , ou la demi-inclinaison de deux faces du polyedre ;
et, partant aussi, le rapport du rayon du cercle inscrit & la face du
polyedre au rayon de la sphére inscrite. On détermine aussi angle
plan de cet angle solide, dans le plan perpendiculaire & la base,
ou linclinaison d’unc aréte latérale de la pyramide au plan de la
base ; et partant , le rapport du rayon du cercle circonscrit & une
face du solide au rayon de la sphére circonscrite. Enfin, on déter-
mine l'angle 3 la base de chaque face de la pyramide. On obtient
donc tous les élémens du solide , et en particulier sa capacité, relative-
ment & l'une de ses dimensions.

Cette mani¢re de concevoir la composition des solides réguliers,
s’étend aussi & la composition d’autres polytdres , faite sous des
conditions données. 1l me suffira d’en donner deux exemples.

1.° Soit une pyramide droite A base rhomboide. Que l'inclinaison
de deux faces adjacentes & l'un des angles obtus de la base, vaille

le tiers de quatre droits , et que l'inclinaison de deux faces adjacentes
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3 Pun des angles aigus de la base, vaille le quart de quatre droits.
On demande l'angle solide § au sommet de cette pyramide ?

On a la proportéon 1:2.84-2.0—4=1:5; donc §= 2 Partant:
I'angle solide au sommet de cette pyramide vaut le tiers de deux
octans ou le douzieme de huit octans ; et douze de ces angles solides
remplissent ’espace autour d’un point.

Application. Douze de ces pyramides égales entre elles, disposées
autour d’un point qui est leur sommet commun, et appliquées par
leurs faces coincidentes , forment un dodécaédre-tétradécagone rhom~
boidal.

Ce solide est tiré de 'octatdre-hexagone , et de ’hexatdre-octogone
réguliers , en menant , par chacune des arétes, un plan également
incliné aux deux faces adjacentes, Il est connu que ce solide trouve
souvent des applications importantes.

2.° Soit une pyramide droite, i base rhomboide. Que I'inclinaison
de deux faces latérales , adjacentes & l'un des angles obtus de la
base , soit le tiers de quatre droits; et que linclinaison de deux
faces latérales adjacentes & I'un des angles aigus de la base soit le
cinqui¢me de quatre droits. On demande l’angle solide § au sommet
de cette pyramide ?

On a la proportion 1:2.%--2.2—4=1:§; donc §=-5. Partant ;
Pangle solide au sommet de cette pyramide est le quinziéme de
quatre octans ou le trentiéme de huit octans ; et trente de ces angles
solides remplissent l’espace autour d’un point.

Application. Trente de ces pyramides égales enire elles, disposées
autour d’un poinf qui est leur sommet commun, et 5ppliquées par
des faces coincidentes , forment un friacontaédre - dotriacontagone
rhomboidal.

Ce solide est tiré de l'icosaédre-dodécagone et du dodécaddre—
icosagone réguliers, en menant, par chacune des arétes, un plan
également incliné aux deux faces adjacentes.

Il est aisé de déterminer la nature des rhombes des faces de ces
deux derniers solides, et de rapporter leurs élémens les uns aux autres.
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FONCTIONS

ANALISE ELEMENTAIRE.

Deémonstration du principe qui sert de fondement au
calcul des fonctions symétriques ;

Par M. GER G ON N E.

[a Yia W5 W, Vi, Ul Vo Vi 2 Tla )

LE thdoréme dont je vais m’occuper ici , et que Newton a donné
le premier , sans démonstration, peut étre énoncé en ces termes :

Il y a entre les sommes de puissances semblables de plusieurs
quantités et leurs sommes de produils deux & deux , trois & trois,
quatre & quatre, elc., des relations soumises a une loi réguliére
et telles que les premiéres peuvent éire exprimées en fonctions ration-
nelles et enticres des derniéres , et réciproquement.

Ce théoréme étant proprement du domaine de la théorie des
combinaisons , je vais en donner une démonstration fondée unique-
ment sur cette théorie, et qui me parait plus courte et plus simple
que celles que l'on déduit de la théorie des équations.

Soit @, b, ¢,.... des quantités quelconques , au nombre de 7.
Soient généralement désignées par S, la somme de leurs ~™¢S puis~
sances, et par P, la somme de leurs produits » & »; on aura S,=m ,
S,=P,, P, ,=o. Soient, en outre , désignées par A4, la somme de
ceux de leurs produits » & 2 olt @ nentre pas, par B, la somme
de ceux de ces produits ou & n’entre pas, et ainsi de suite, ce
qui donnera A,=o0, B,=o0,.....

Ces notations admises, il est facile de se convaincre quon doit
avoir généralement
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SYMETRIQUES.
Prz*?*’i&ﬂ"’n-t » (l)

car, en prenant, au hasard, un produit de 7 des lettres données,
sl renferme a, il se trouvera dans a.4,_, , et ne s’y trouvera qu'une
fois; et, s’il ne renferme pas «, il se trouvera dans A4,, et ne s'y
trouvera également qu’une fois ; d’oti 'on voit que A4,~+a4,_, contient,
et ne contient qu’une fois seulement, tous les produits # & 7, et

est eonséquernment égal a P,.
Je dis, en sccond lieu, qu'on doit avair aussi, généralement,

An+Bn+€n+ ceee = /mr—-ﬂ)P" s (2)

en effet, sichacuane des quantités Ay, B,, C,,..0s était précisément
la somme des produits des quantitds @, &, ¢ ,.... prises 7 & n, leur
somme serait égale & m fois la somme de ces produits , c’est-a-dire,
A mP,; mais, parce que ces produits ont  facteurs, chacun d’eux
doit manquer, A son tour, dans » des quantités A,, B,, C,,....
La somme A,4+B,+4C,4.... doit donc renfermer m fois la somme
des produits » & n, moins 2 fois cette somme, c’est-a-dire, qu'elle
doit étre égale & m—n fois la somme de ces produits ou, ce qui revient
au méme, a (m—n)P,.

Cela posé , soient premiérement écrites les équations que voici,
lesquelles sont déduites de l’équation (1) ; et en nombre moindre

que m2,

P=44a , °
P,=A,~+ad, ,
P,=4,4ad, ,

P,=A,+ad,_, ;

on en conclura facilement, en réduisant,
a"—-P,a""‘—i—-P,a""’-—P,_a""’-i"o v ,iPl =i14n H

on aurait pareillement
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P b= -P 4"~ *—P b"~34-....+P,=1B, ,
P "t P et — P . P, =1C,

prenant donc la somme de ces équations , en ayant égard & I'équa-
tion (2), il viendra

S,—P.S+P,Sp-.—P,S,_;+.... tmP =+ (n—n)P, ,
ou , en transposant et réduisant ,

8—PSu P, Sy —P .S, ... tnP=0;  (3)

Soit , en second lieu , »>m, et soient écrites les équations
que voici :

P,=A4, ~a
P,=4d,4ad, ,
P,=4,4-ad, ,

P.=o4aAn_; 3
on en déduira facilement
@"—P.a""'4-P,a" *~P,a" 34, ... T Ppa"M=20 ;
on aura pareillement
&'—P.p* ' +-P b —P b3 A-.... TP " ""=0 ,
=P "' 4-P " =P, " ... . TPy ™=0 ,

3
d’ott , en ajoutant
$,—P.Sper+P,Su-2—P;S,_;+.... T PuSu-m=o0. 4)
On déduit des équations (3) et (4)
$;—P,=o,
§,—P,§,42P,=0 ;
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St-PlSz""'Psz""'BI-D,:O ,

S”""'——"vl‘q""”1+P1Sm-;"_PiSm-4+----I{m""‘l,\Pm-x:O ’

=P S AP Sy =P S s Aoe Py S mP, =0 ,
Sm+x“‘P|Sm+Psz- '_P’Sm_ z+ TR :ijm-—sz__l'_—:PmSl =0 ry
Snrr—L 8 LS — Py P, LS, P,S =0,

.................... . ¢ ee s s e 3

8 s 6 6 0o 8 ¢t a2 8 s s 0 s

équations qui metteut en cvidence la vérité du théoréme.

— —_—

E - —

QUESTIONS RESOLUES.

Solutions du probléme d'analise indeterminée , proposé
a la page 140 de ce yvolume;

Par MM. Duv Bourcuer , S..., CArDINALI , LANJUINAIS
et LE GranD.

[a Y Vh Sl Vi Wl Vi T Via 7

ENON CE. On demande quatre nombres pairs, en progressiom
arithmétique , tels qu'en multipliant la somme des trors derniers
par la somme des deux du milieu , on obtienne un produit égal
au cube dun moyen arithmétique entre les deux premiers de ces

quatre nombres ?

La difficulté de ce probléme parait eonsister principalement en ce
que , s'élevant naturellement au troisieme degré , il faut le rabaisser
au second. C’est, en effet, ce qu'ont fait M. Du Bouarguet, pro-
f:sseur de mathématiques spéciales au lycée impérial, M. S..., et
M. Le Grand , éléve del’école normale ; MM. Cardinali , professeus

dom. 111 34
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3 Trévise , et Lanjuinais , professeur a Rodez , Vont traité par des
méthodes indirectes: mais MM. Du Bourguet et Le Grand sout les
seuls qui se soient proposcs d’en assigner toutes les solutions; ils ont
trouvé, le premier, qu’elles étaient au nombre de trois, et le second ,
qu'elles étaient au nombre de quatre ; mais on peut dire qu’elles
sont réellement au nombre de cinq, comme nous allons le faire voir,
en suivant & peu pres lanalise de M. Du Bourguet.

Solution. Soient 2 le premier terme, et 2y la raison de la pro-
gression ; ses qualre termes seront

—-22 . 2z-t2y . 2244y . 2246y
et l'on devra avoir , par l'énoncé du probleme ,
Ga—4-12y)(42+0y) = (2a-t+y)’.
Posant éx—l—y:z, d'od 2x=z—y , cette équation deviendra
(2z4-47)(Bstgn)=2* , '
ou, en posant OGy=¢ et développant

1*~-5zt4-(6—z)z*=o0 ,

d'ou

o /
—5 e\ izd-1
=z \/++ .
2

. . — u2.—!
Soit fait +y/izqa=u , dol 4z41==u* et 2=

; done
(u2=—1)(u—"h)
i= 3 ,

et
(u2—1) (u—"5) (u2=1)(17—1)
y B m————,
43 96
Par linspection de ces valeurs, on voit évidemment que z ne peut
étre qu’un nombre impair; posant donc #==2¢~+1, il viendra enfin
_v(v+1)(8—-v) _v(v+1)(v—2)
= VS
La nécessité d’avoir # positif renferme les valeurs de ¢ entre —1x
et --8; mais, attendu que les valeurs 41, 4, 45, 47 de ¢

rendent 2 fractionnaire , on ne peut admettre que les six systeémes
que voici :




e

y=0; y=o;(y=o;(y==2;(y=28,(y=72

et, puisque les valeurs —1 et o de ¢ donnent les mémes valeurs
pour x et y, le probléme n’a réellement que les cing solutions
suivantes :

— 0. 0. O0. O,

-~ 6.6 . 6. 6,
—-10. 14 . 18. 22,
—-14.70 126,182,

— 0.144.288.432 .

QUESTIONS PROPOSEES.

Problémes de Géomeétrie.

I DES arcs de cercles , en nombre infini, de méme longueur,
mais de differens rayons, situés dans un méme plan, touchant d’un
méme co6té , par leur milieu, une méme droite , en un méme point;
déterminer Vequation de la courbe qui contient les extrémités de

ces arcs ?

II. Des calottes sphériques, en nombre infini, de méme surface;
mais de différens rayons , touchant d’un méme c6té, par leur péle,
un méme plan, en un méme point ; determiner l'equation de la

surface qui econticnt les circonférences de ces calottes ?



24 SEPARATION

ANALISE TRANSCENDANTE.

Memoire tendant a démontrer la légitimité de la
séparation des €chelles de différentiation et d'inte-
gration des fonctions qu'elles affectent ; avec des
applications a lintégration d'une classe nombreuse
d'equations ;

Présenté i la 1.7 classe de I'institut, le 25 d’octobre 1811

Par M. J. F. Frangais , professeur & 1'école impériale
de lartillerie et du génie.

(o Yo Via Vi Vio Wlp Vig Vi Vo V]

DE?UIS que M. Lagrange a réveillé I'attention des géometres, sur
Vanalogie , apercue par Leibnitz, entre les puissances ct les ditférences,
par les beaux theorémes de son mémoire de 1772 , plusicurs
géometres ont cherché & démontrer ces théorémes , et a étendre la
mcéthode de calcul fondée sur cette analogie ; mais Arbogast est le
premier qui se soit proposé de debarrasser cette méthode des incon—
véniens qu’entraine le passage alternatif des indices aux exposans ,
et des exposans aux indices. L'idée heureuse qu’il a eu de detacher
les caractéristiques ou échelles d’opérations des fonctions qu’elles
aflectent , pour les traiter comme des symboles de quantités, remplit
parfaitement le but qu’il s’est proposé. Mais cette idée est en méme

temps si hardie et si opposée aux idées regues , qu'on a eu jus-

qu'ici une sorte de répugnance & l'admettre , malgré I'exactitude

des résultats qu’elle fournit; et on a naturellement lieu de désirer
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une démonstration & priori de la légitimité de cette opération. Cette
démonstration est d’autant plus nécessaire , que l'opération de déta-
cher les échelles n’cst pas applicable A tous les cas ( ce qu’au surplus
elle a de commun avec la méthode fondée sur I'analogie en question);
il faut donc que la démonstration da principe conduise elle-méme
3 distinguer les cas auxquels elle est applicable, de ceux ou elle
ne Pest pas. Clest cette démonstration , avec quelques applications de
la méthode de séparation des échelles, qui va faire le sujet de ce

mémoire.
§. L
hJ

De la séparation des échelles , dans les fonctions & une seule
variable.

1. Si, entre les deux variables # et y, on a une équation ex~
primée par .
(1) Flz, y)=o ,
et qu'on multiplie cette équation par tant de constantes et fonctions de

constantes qu’on voudra, on ne changera en rien la relation entre
« et y, exprimée par cette équation , et on n’y introduira aucune

relation nouvelle. Ainsi, les équations
i § aF(z, y)4oF(z , y)+cFlz, 9+ ..c....... =0,
- f.a,b,c,. ¥ (2, y)4+f,(a,b,c,.)F(z,y)+...=0 ,
qu’on peut aussi mettre sous cette forme
(q)g (a4bdct.... ..o il OF (2, y)=0 ,
9
[fi(a,b,c,...)4f(a,b,¢,..)....]F(z,y)=0 ,
et dans lesquelles @, &, ¢,.... sont des constantes quelconques, ne
disent ni plus ni moins que la proposée (1). Mais il n’en serait plus
de méme , si I'on multipliait la proposée par une ou plusieurs fonc-
tions soit de x, soit de y , soit de z et y: ces nouveaux facteurs,

introdaisant évidemment des relations nouvelles , changeraient néces=
sairement la nature de la proposée,
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2. De méme, si 'on differentie, tant de fois qu’on voudra, I'équa-
tion (1), soit aux différences soit aux differentielles , et quel que
soit le systéme de différentiation ( c’est-a-dire, quelle que soit la
variable ou la fonction des deux variables dont on considére la
différentielle comme constante ), on n’y changera en rien la relation entre
z et y, et on n'y introduira aucune relation nouvelle. En effet,
en différentiant une équaticn cntre deux variables, on ne fait autre
chose qu’exprimer l'indétermination complette de 'une d’elles ; car,
si I'une des variables regoit un accroissement arbitraire , lautre en
regoit un qui est determiné par la forme de I’équation proposée , sans
qu’il y soit introduit aucune relaticn nouvelle. Ainsi les équations

d F@,y)=0, ATz, y)=o0, EF(z,y)=0
(4) IF(w, y)=o0, AT(x, y)=0, ET(z, y)=o0 ;

e

’

. *

. . . . . L] . . . 9 ()
n’exprime ni plus ni moins que la proposée (1). 1l en serait de
méme d’un systéme quelconque de ces équations, combindes entre
elles et avec des constantes, telles que sont les suivantes :

- IF(w,y)+a. " Fay) 453" Flay) 4w 44F(xy)=0 ;
*F (2,5 )+ A"~ F @,y )+ A *F(2,y) 4tk AF(a,y) = 0.

Les échelles’, ou signes de différentes espéces de differentiation, se

¢ 8 o s o s o & 8 o+ o e e v e o

comportent donc de la méme mani¢re, a I'egard de ’équation proposéde
qu'elles affectent , que les constantes des équations (2). On peut
donc considérer ces constantcs comme des (chelles; et réciproque~
ment , on peut trailer les échelles comme des quantités constantes s
sauf 4 se rappeler , dans les résnltats, que c2s échelles indiquent des

(" A Vexemple d'Arbogast , M. Frangais emploie ici la caractéristique £, comme
signe de D'état varié de la fonction ; quant au d, c’est, comme le D de M. Kramp,

' T , . dorx)
un signe de dérivalion; en sorte quon a dP(x)==DP(x)==

. Voyezle Calcul
des dérigations , pages 306 et 375.
J. D. G,
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opérations déterminées qu'il s’agira d’effectuer. Ainsi, on peut écrire
les équations (3) de cette maniére :

@ 4 ad" - bov ..k F(z,y)=o0,
© g (9"+aA;""+Z)A22""+..,..—-}—A’A";F(x,y):o H
et c’est ce qu'on appelle détacher les échelles.
3. 10 est de plus évident qu’on peut faire subir aux constantes
et aux échelles détachées , (3) et (6), telles opérations quon veut,
sans introduirc aucune relation étrangére a la proposée ; ainsi, par
exemple , aux équations (3) et (6) on peut substituer

pladbtect+.coeee ceean e )Fx, y)=0,

S eifila,b,c,...)+fla,bye,0 ) Fennns iF(z,y)=o0 ,
@ 0 adt+4 IV A.iivient BF(x,y)=0,
0 D a DD B A A FEANF(z , Y)=0 ;

ou ¢ n’affecte que les constantes et les échelles , et indique une
fonction quelconque. A plus forte raison peut-on les mettre sous
une forme identique, telle que serait leur décomposition en facteurs,
ou leur expression sous forme de fonction non développée. Ainsi,
SLQ—a; ) D=ty 5 O—Hy 5 cevnne 0—uea, , sont les facteurs de Dechelle
O"+a)" ' 4by"*4=..... =k, on pourra metire les équations (6)
sous la forme

g § O 20 YO=5 3O We)=o
(=) (0—w:8)(0—+;4) .... —=L)F(z,y)=0 .
On pourra donc mettre aussi les équ’ations '
(91:+£_E9u-x+i . —IEzgn-z_I_ 1_7_2:_1.
I 1 2 I 2

(9)
(9+Il29’+;-2-§ P+ 1.2_!34 -9‘-!—.-. veresisieneerene s F(@,y)=0,

sous la forme

(o) (+EFE,p=o, (@—0F(,y)=o;

parce que le développement de ces derniéres formes redonnerait les

n n

B EF( ) =0

premiéres.
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En général, si I¥échelle est le développement d’une fonction de
forme connue, on pourra substituer i ce développement la fonction
non développée.

4. Cette maniére d’envisager les échelles d’opérations fait voir
clairement pourquoi la méthode de les detarher ne doit s'etendre
quaux formules ou équations dans lesquelles elles ne sont com-
binées qu’entre elles et avec des quantités constantes ; elle démontre
de plus, ce me semble , d’une maniére bien convaincante, et deduit
des premiers principes da calcul, la legitimité de celte opération,
quand les échelles ne sont mélees gu’entre elles , ou avec de quantités
constantes. Flle fait voir encore la necessité d’adopter la notation
différentielle introduite par Arbogast, comme la seule susceptible
de cette opération. Cette notation s’écarie d’ailleurs le moins possible
de celle de Leibnitz, puisquiil suffit de faire dans celle-ci dv=1,
pour avoir celle d’ Arbogast.

5. Si léquation (1) devient identique, et prend la forme
(11) PX —Qr =0 ;

P'une de ces fonctions, multipliée par I'échelle , peut étre mise
dans le second membre ; alors on peut laisser Pechelle non développde
dans 'un des membres , et écrire son développement dans lautre.
Ainsi , toute équation dont le second membre est le développement
du premier , peut élre considérée comme une équation & échelles ,
qui, étant multipliée par une fonction quelconque de # , fournira
une multitude de formules et de théorémes que souvent on ne
pourrait obtenir, par les voies ordinaires, que d’une manié¢re longue
et laborieuse. Mais , avant de nous livrer aux applications, nous
allons établir les relations qui existent entre les diverses échelles ou
signes de différentiation.

6. Lorsque, dans ¢x , la variable # recoit un accroissement 2,
cette fonction devient ¢(a—z) , et Von a, par le Théoréme de
Zaylor,

o@tg=ez+E0ex+ 1 002+ 2—'; §0 4.

Quand
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Quand on a g=1, cette équation devient

1
o(z41)=px+-Qox—t2 D Pst- ) 024,

2.0

En détachant les échelles des seconds membres de ces équations ,
on peut les mettre sous la forme

(12) ¢(x+£>=eéa. oz, ¢(x+1)=ab. oz,
Les expressions ¢(x—z) et ¢(a—1) sont ce qu’on appelle les ézats
variés de ox ; la variation dépendant de P’accroissement de la variable ,
qui est =%, dans la premiére expression , et =1, dans la seconde.
Afin de les rendre susceptibles du calcul des échelles , nous repré-
senterons , avec Arbogast, ¢(x—=1) par E'ex, ou simplement par

Eox, et conséquemment ¢(z-}-%) par Eecpx; les seconds membres
des équations (12) justifient completement cette notation. Par ce

moyen , on peut mettre ces équations sous la forme
Ez.q)x:—_eéb.cpx , E@x:ea.m”.
On a donc, en détachant les échelles
E=¢ ;
équation qui exprime la relation entre I’échelle de I'état varié et celle

des différentielles.

On a coutume d’exprimer aussi le premier membre de I'équation
que fournit le théoréme de Taylor par ex—+Qezx ; de sorte que
o(a4z)=eu-+AQDox , et que Agxr exprime l'accroissement de oz,
lorsque z devient a—:. INous réserverons cette notation pour le cas
ou l'accroisseiaent de # est =1, et nous représenterons par Afm:
Paccroissement de ¢« , lorsque x devient z-~% ; afin que, par notre
notation , ’échelle indique en méme temps accroissement de la variable

. Ainsi, nous aurons
. ) .
oxt1)=E gr=opr+A pr=:".0x,

y ;
pa+i =Eer—ex 4 Aé_@r: eib.gmr .

” o

TOI?Z. III. O

(13)
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En déachant les échelles de ces deux systemes d’équations , on
obtient les relations suivantes , cnire les ér

ST

helles des états varies ,

celles de différences et celles des differcntielles

(1) E:1+A:L—°, Ef= A =

De celles-ci on tive ensuite celles que voici:

A:E———~1:(1+AE)?:'~— =1

(16) Q:Lov.E:Log.(x%-A):-;- o5 (14 A ) =Log. (A )t

~. Telles sont les relations gui existent entre les différentes échelles
/

de différentiation. On en tire immédiatement , et de la manitre la
plus rigourcuse , les beaux théordmes que R. Lagrange a donnés
le premicr , dans son mémoire de 1772, et d’antres cncore plas
géndraux. Car, en faisant, sur les deux inembres des équations (14),
(15) et (16), les mémes opérations ( sans y introduire des variables)

et mu.tlp‘mlzt les rdsultats par ¢x , on aura autant de théorémes
généraux qu'on voudra. Nous nous contentercns d'en tirer la belle
théorie de ['interpolation , donnée par M. Lagrange dans un des
Mémoires de Zaca(]cmze de Berlin , pour les années 17g2 et 17¢3.

Puisquon a (14) ——-1+A£, on aura aussi R’ —1+A,; mais

s et enlin

on a E’ :(E‘ 4:(1+Ar\ done 1+4A -(x—i—Ag)z
A,=0+A )E-—-x En élevant chaque membre 3

a la puissance 7,
on obtient -

([7> %( +A%1-""‘IM >

et, en multipliant par ex

4
(18) A.';,@,r::{(x—}-éé)é
ot il ne s’agit plus que de développer Péchelle du second membre,

ct de multiplier par ¢z chacun des termes de son de éveloppement.

Cette formule contient la théerie la plus géndrale de l'interpolation ;

, Azg_“‘Eé"‘:(l+ ETELE
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elle fournit, en effet, la solution du probleme suivant: Connaissant
les différences d’une fonction , pour un accroissement donné de la
variable , déterminer sa différence d'un ordre quelconque, pour un
autre accroissement de la varialle ?

Si Pon voulait "avoir, en differcentictles , Pexpression de la diffé-
rence d'un ordre quelconque 2, pour un accroissement %z de la
variable , la seconds des déquations (15) , élevée & la puissance 2,
donnerait immeédiatement .

A= Py,

et , en multipliant par ¢x

(19) A; ox == (65(2——— 1 )".wn' s

ot il n’y a plus qu’d développer Déchelle du second membre et
multiplier par ¢x chaque terme du développement; on aurait de la

+ .y .
méme maniére , en changeant le signe de #

1
a

(20) E;M = A;@x = (egb-— I ).". o,

8. Les deux exemples que nous venons de donner ne sont que
des résultats , pour ainsi dire immédiats , des relations de définition
entre les échelles de différentiation ; et l'on en tirerait ais¢ment
beaucoup d’autres théorémes dgalement remarquables. On en peut
aussi déduire un grand nombre de la remarque que nous avons faite
au n.° S,que toute équation entre des constantes pouvait étre consi-
dérée comme une équation a (ehelles qui, étant multipliée par oz,
fournissait des formules et des véritds nouvelles. Je me contenterai
d’en donner deux exemples, tirés d’un ouvrage inéddit de feu mon
frére, quia pour objet ce genre d'application du calcul des échelles
qu’il a tres éteadu , sans avoir connu la démonstration de la légitimité
de ces opérations.

9. On trouve dans les Cpuscula analytica d’Euler , tome 1.°7,

page 173, cette formule
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= 1
5 —= — e —«-—»S B — Sinmarde ...
(21) 7 Sin.« 5 Sin, -t =, Sin 5a ~ S.z a
En la mettant sous la forme exponentielle , e¢ile devient
o ar—— fo—1 —r\[=—{ I , 3. __1 _0 —1 o --I -—'50& o | -
;—u!‘/._.lz({,:“\’ —€ \Y )—:?,—zl\e %\ a\ >+ o \/ v ) -

52‘

. j— J
Soit «t/ Ti=7 ; ) cause de ¢ =E, on aura

-
e o

Zo=(B—E ) - B—ET ) o (B —E7%)

ou, en multipliant par ¢z , et effectuant les opérations indiquées par
les caractéristiques E ,

(22) %9% {ola1)—o(w—1) }— qh(x+'3)—-¢(x-3)s+--«

Si, 1.° on fait ex==x, on obtient la formule de Leibnitz,

 §

T =1 T+ —_--—-——}-—-—

. . 1 ..
Si, 22 on fait ex= — , on trouve, en divisant par 2
2 x b > s

" @ 1 b ¢ I 1 1

1 1
20 — e T St e s T . —— “sie
(_ ) 4 x2 X2 3 K232 + 5  wx2—bz 7 x-—-73+
. . I
ou bien, en faisant — —=—a,
xz
w I 1 I I I I 1
2 — = — = . — . siesge
(24) 4 14-a 3 1+32a+ 5 145%a 7 1+72a+

ot la quantité 2 demeure absolument arbitraire. Si l'on fait ¢=o,
on retrouve la séric de Leibnitz.

Si, 3.2 on fait ¢xr=Log.x, on aura

= 1 x+x x+3 x5
e I.I =Log.< =Log. ( + % Log ( )
En faisant—:; =ay/ 5, et divisant par 2, on obtient
(26) -j—:— a=Arc.(Tang. =a)— :;—2 Arc.(Tang. = 3a)+-é Arc.(Tang.=5a)m..u.

On voit, par cet exemple , avec quelle facilité on déduit les for-
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mules (23), (24), (23), (26) de léquation (22), considérée comme
une équation a dchelles.

10. Nous prendrons, pour second exemple , la formule
a4-Cos.x

aaCarga = 0% aCos.2etaCos3u—a’Cos.fuct ... ;

qu'on trouve dans les Mathématical mémoirs de Landen, tome 1.t%,
page 106. Etant débarrassée du dénominateur , elle devient

(27)  a=+Cos.a=(142aCos.04a2) (Cos.2—aCos.20--2Cos.30a3 Cos.fyarfrum)e
Faisons d’abord a:E%; en multipliant par 9, nous aurons
o(x=42)+exCosia=

[ex~420(2=+ £)Cos.«+o(zx-4-22)]Cos. «
—[e(z~4 £)420{z-42£)Cos. a0 (x+32)]Cos.2«
[0 (428 4-20(2+3)Cos.a¢{2~4z]] Cos. 3
—[o(x4+35)420a+45)Cos.et0(x-4-5%) | Cos.4«
R teetccaesaaea. oo vean

(28)

Soient successivement ¢z=Sin.x et gxr=Cos.x ; I’équation précédente
donnera , en observant qu'on a Sin.[z~ng]4-Sin.[z~+(n-}-2)z] = 2Sin.
[#+{n-1)£]Cos.z et Cos.[# +ng]4-Cos.[v=(n—+42)z] = 2Cos.[z 4=
(n+1)¢]Cos.z ,

(29) = Sin.x-—i—}.égti——sé%é: Sin.(#-42)Cos.x=—Sin.(x—=22) Cos.2e~+8Sin.(2+4-3%) Cos.3u—i.:.0

. , SinxSink
(30> :Cos‘x.—:.Cos.u—{—Cos.é

=Cos.(x=4£)Cos.e —Cos.(x42£)Cos. 24-4-Cos.(243£)C05.3 amem v
Si, dans ces deux équations, on fait z=o0 et {==«, elles deviendront
(31) }Tang.u=Sixi.zu—-Sin.4a+Sin.6u—-Sin.Su+.. .s
(32) 2 =Co8.2a—C0s.226~+C05.2 3w Cos, fat=. . .

Soit, en second lieu, a=¢J, dans I’équation (27); en la mul~
tipliant par ¢z, on obtient
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( £ J ex4-0xCos.e=
(px-+23 J ¢xCos.«+;392<px)Cos. ™
(33) — (¢ J ‘P35+252~:2¢~V(?05-u+2393¢x>(305.2u
n +(£‘92¢x;i—25335<px(ios.»+g49‘*<px)Cos.3u
e(§393¢x+2549’*¢xgos.¢+5595¢x)Cqs.4a _
Soit’ ¢x=8in.x, et qu'on égale séparément 2 zéro ce qui est affecté
de Sin.z et de Cos.x, on aura les deux équations
(34) Cos.e=(1—")(Cos.a—13*Cos.3#+£*Cos.50— £ Cos.724-....)
27 Cos.a Cos 22 —*Cos. 445 Cos.64—35Cos.8a+-....) 5
(35) 1=zC-os_.aa’\Cos.w—-g’Cos;§¢+g‘Cos.5u-—;’;5Cos.7¢+....)
—(1—%*)(Cos.24—22Cos.4a-}5"Cos.6a—z Cos.8a-....).
Si, dans ces équations , on fait =1, elles donnent
(36) z =Cos.24—Cos 40&—{.—C’os;6n-—'-(.lo&8u+...... s
(37) ° :Secid=Toss=Co05.324-Cos.52—Cos.5 e.uuas &
En mettant , ' dans 1%équation (36), « & laplace de 2, elle devient
(38) = Cos.e—Cos.as-+Cos.3a—Cos.fo-t-...
Ces deux dernidras équations, comparées aux équations (ax) et (oz)
donneat lieu a des rapprochemens remarquables,

LI A A A B

11. Les deux exemples que je .viens de donner suffisent pour
faire connaitre lesprit de la méthode, et les avantages qu’elle pré-
sente , pour parvenir, avec unc singalicre facilitd, 4 des résultats
qu'on n’obtiendrait souvent qfxe d’une maniére pénible par les voies
ordinaires. Je va's indiquer wnaintenant une application d'une autre
nature de la methode de detacher les echelles. Elle faisait le sujet
d’'un mémoire sur VIntégration des équations linéaires & coefficiens
constans-, qué Javais présenté a Vinstitut en Pan- X1, mais.que j’ai
faif retirer, parce qu’alors je n'étais pas en- o'e en état de justifier

la Teommlte de Ta' méthode , aiitrement que }ar Pexactitude de ses
résultats.
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12. Si P'on suppose q-e léquaiicn (1) soit rdsolve et mise sous
la forme y=0x ,il est ev.dent qu'on pourra lui appliquer les mémes
raisonnemens que nous avons falts sur Pequation (1), pourvu que
Péchelle qui affecte V'un des membres soit equivalente a celle qui
affecte l'autre. Il est encere évident qu'on ne changera pas la relation
‘entre x et y, en feisant, sur chacune de ces deux échelles iden-
tiques,, des opdrations équivaientcs { sans cependant introduire de
variables ) et que ces échelles , en elles-mémes, sont entiérement
arbitraires, Mais, s'il arrive que, par suite des opérations indiquées
~par léchelle , le second membre , qui est une fonction explicite
de x, disparaisse ; alors l'échelle du premier membre cesse d’étre
arbitraire , et elle détermine la forme de la fonction y ou @x. 1l
est évident que, dans ce cas, on ne peut plus faire , sur I'échelle
qui affecte y ou le premier membre, des opérations quelconques,
mais seulement des transformations qui ne changent pas les relations
“entre les différentes parties de 1'échelle, et qui n’y en introduisent
point de nouvelles. Ainsi, si 'on a (J—a)y:‘(Q—a)‘px, on peut
faire (9—-11——6'))/:(9—:1——13)«3@’, tant que le second membre sub-
‘siste ; mais, si (d—a pzr=0, il n’est plus permis de faire (9-——(1—5)y=o;
on a alors nécessairement (J—a)y=o0; et cette équation n’exprime
plus, & proprement parler, qu'une relation entre les échelles ; de
sorte qu'on a d—a==0, et hon y=o0; et cette relation —a=—0
détermine la forme de y ou ow, ainsi que nous allons le voir.
L’équation '
(39) 0px—apx=0
donne, en détachant les échelles , 9=z , et par conséquent & =
ou, d’aprés l'équation (14),
(40) , E=¢" ;
d’ou l'on tire
(41) Bk ou 1=¢* E* ;
multipliant cette derniére par oz, on a

(42) ga==e¢ "k Bk ox=eok, o(a—1k) 5
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si done x=Fk ; on aura

o=, @ k—k)=¢"*. ¢(0)=C . ¢**;
donc enfin

(43) tr=C.c*";

C dtant une constante arbitraire qui, d’aprés notre méthode , est la
valeur initiale de ox.

On voit, d’apres cela, comment la forme de la fonction dépend
de celle de I'échelle , et comment celle-ci sert 4 déterminer l'autre.

13. Cette méthode d’intégration est générale pour toutes les équa-
tions lindaires aux différentielles ou aux différences du premier ordre ,
a coefficiens constans. Elle consiste, comme l’on voit, 1.° & détacher
Véchelle de 1’équation proposée ; 2.° & ramener cette échelle a celle
E de Vétat varié, au moyen des équations de définition (r4), (15)
et (16); 3.° 4 dégager E et i élever les deux membres & une méme
puissance arbitraire £ ; 4.° & diviser les deux membres par Ek, pour
avoir l'unité dans le premier membre ; 5.° & multiplier les deux
membres par la fonction détachée ¢x, et a effectuer les opérations
indiquées par D’échelle ; 6.° enfin & faire 2=£k. Quelques exemples
vont éclaircir cette marche.

14. Soit 4 intégrer l'équation aux différenees

(44) Ai¢x-—-a¢x=0 5
en dé:achant les échelles, on a
(45) Ag-—a:o ou Efi 1—i=0 3

d’ou lon tire
x B
o : k—" NE .
E=(1+af et Fr= 1) ;
done

k
1= (1+a)zE*®

et, en multipliant par la foncticn détachée ox;

k k
r=(14a i E*ou=(1+4a)p2—k) ;

2.
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si donc #=%, on a

k k
ohk=(14ake(k—k)=C.(14}a)t ;

donc enfin
(46) oxr = C(x-—l—a)g .
15. Soit encore i intégrer I'équation aux différences mélées
(47) Eoz—ad pa—box=0.

Son équation 4 échelles est
(48) Ewsd—-b=0 ou E—asLogE—b=o.
Il s'agirait de tirer de cette équation la valeur de E, ce qui ne
peut s’exécuter que par les séries. Soit # cette valeur, on aura
= et Et=uk ;

et par conséquent
1=K ,

et, en multipliant par la fonction détachée,
oxr=urE* ox=4 ¢(x-—ﬁ'}
d’ou, en supposant x=Fk,

oh=dro(k—k)=C. s ;

donc enfin
(49) px=Ca" ,
« étant déterminé par I’équation
(50) am—0]i0g.a—~b=0." i
Le 'systéme des équations (49) et (50) est donc lintégrale de I
proposée.

Ces deux exemples font assez connaitre la marche et "uniformité
de cette méthode d'intégration , pour les équations linéaire du premier
ordre. Passons actuellement a I'imtégration de celles des ordres supérieurs.

16. Si 'on a une équation lindaire , a coefliciens constans , telle
que les suivantes :

(51) 9"¢x+a,9"" ¢x+a,9”"¢x+ veiitapz=0,
(52) Agm’—l—a,Ag‘ ! ¢x+a1A’é“.¢x+. oo ta,907=0;

2
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les échelles détachédes donnent
(33 9"+a,9"-'+a,9""+....+a"=o , :
(54) A’é-i—aiA’;" “a ,A'é-q—,. vorba,=o .

En supposant que les racines de ces deux équations, résolues par

rapport a d et A Az soient «, , @, , ®; ,.e..2, , ON pourra les
metire sous la forme

(9-—-05)(9«-9;,)(9‘—-043\)...{. (9——9;,,>=0 5
(AEF-'%I)(\A{—-M,)(A‘Z—-u;).. . .(Ag—oa,,):‘—o ’
Ces deux équations sont satisfaites par les deux systemes suivans
9_“120 2 9"‘“1——:0 , 9—-&;"—'0,....9-——””:0 H

=0, Az-—zz_—_o , AE——u,::o yers A —e, =0 .

A
En multipliant ces équations par la fonction détachée, elles deviennent

gcpx—-qubx:o s 9¢x—‘,¢x=o ,....a@x——un@r:O ’

(PE1 9T=0 , qu:x-——m,@x:o ye ..Ascpx——»‘<px=o 3

A

dont les intégrales sont, d'aprés les n.°® 12 et 14,

o X

o,x
Px=c.e

2 ”‘le »
, PX==C,e " ,...px=ce"

x T x x
ex=c,(14w)é, er=c,(14=,)t,....ox=c(142,)¢ ;.
et, puisque les deux équations proposées sont linéaires , leurs inté-

grales complettes seront les sommes de ces deux systémes d'inté-
grales particuli¢res ; elles seront , par conséquent,

< X
(55) oxr= c,e“lx-{—c ze“'x-’,—ﬁ ; P T cne“” ,
x

x x

(56)  er=c, (1= )t4e, (142, o 0 (12, )E
Notre méthode d'intégration , pour les équations linéaires des ordres
supérieurs , consiste donc a décomposer l’échelle en ses facteurs du
premier degré , et & multiplier chacun de ces facteurs par la fonction
détachée ; ce qui réduit I'intégration de ces équations & celle d’autant
d’équations linéaires du premier ordre quil y a de facteurs.
17. Pour completter cette théorie, il nous faul examiner en par-
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ticulicr le cas od I’dquation aux échelles a des racines égales. Dans
ce cas, qui a toujours plus ou moins embarrassé les géometres (%),
les intégrales cessent d’étre complettes ; et il faut, pour les rendre
telies, recourir & une nouvelle considération. Jusqu’a présent , on a
géndralement employ¢ celle de linfini , qui est peu satisfaisante. Nous
allons la remplacer par une autre plus simple et plus rigou-~
reuse , et que, pour plus de clarté et de bri¢veté , nous appliquerons
a un exemple.

18. Supposons que I'équation (53) ait trois racines égales 2, =«, =« ,
on aura (0—«,)’==0. On ne satisferait qu’imparfaitement a cette équa-
tion , en supposant Q—u,zo ; car il faut exprimer que c’est (0—a,)’
qui est zéro, ct non pas seulement (@—=,) ni (9—-::4[}2. Pour ex-

primer cette circonstance , j'cbserve quon a
- . T 1
Mzt (D — ) — (@—=)*+ 3 (O—wr) e 5

dire donc que (9—04,}3:0 , est la méme chose que de supposer
I’équation suivante :
O = 1-—}—(9—“,)—{—{ (9—-»,)’.
Soit actuellement g tel qu’on ait e*=1~p-+;*; ce qui suppose
Lot

. L. d
aussi #*==0; on aura évidemment Qemn,=u; donc E=c’=
“ “ . . .
= ‘.g‘uz(x—-{—fa-{—},u’)e *; d’olt on tire, par notre marche ordinaire,

% r oy ®
(58) pr=c(1~pt:p*)" e .
R N
Or , % cause de #'=o0, on a (I+y+:y“>“:l+(ﬂ+—}/&“)—l—-
x 1
it —
I

Péquation (58) devient alors

e
(59) or=c(1-,atreaae ™.
Cette intégrale satisfait A

(60) (@—a)er

indépendamment des relations qui existent entre 4, et w,. En effet,

*

; valeur qu’on peut mettre sous la forme 1~ 24w, 2%;

(*) Voyez les pages 46 ct 139 de ce volume, J. D. G.~
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bien que les intégrales qu'on déduirait des équations (9-—»,):0 et
(@—=.)*=o0 ne soient pas les intégrales complettes de I’équation (60) ,
elles doivent néanmoins y satisfaire , et en étre des intégrales par-

P
ticulieres. Or, l'intégrale particuliere tirée de (9_00 V= !

)=o0 est Pxr=ce ,
et celle tirde de (J—e,) =0 est, par le procédé méme dont il est

. oA / .
question , ¢z =e(1~p/x)e o » ¢/ étant tel que ¢ =1 ;denc, puis
que la proposée est satisfaite, a la fois, par les équations

“,
er==ce ,

204 L2v4
ox =ce —tcp'xe

@ X
or=ce +r,u,xe +cy,x’e R
il s’ensuit, en combinant les deux premicres valeurs de ¢z, qu'elle
H 2

. . . @ X
est aussi satisfaite par Px=cp/ze

» quelle que soit la nature de
la constante ¢/,

qui sort du calcul, comme facteur commun a tous

. o1 X . . r
les termes; donc aussi Pxr=cp,xe satisfait encore a la proposée ,

indépendamment de la valeur de la constante cx,; donc enfin Pzr=

“ax . . . e e

cu,x*e  satisfera aussi la proposde, puisqu’elle est lindaire, indé-

pendamment de la valeur de la constante cx,. On peut donc remplacer

les deux constantes cp, et cx, par deux constantes arbitraires quel-
: P q

eonques ¢, et ¢;, et donner ainsi a l'intégrale de I'équation (Go) la
forme connue

(61) = (cl—{wc,x—l—c,x’)ehx.

On treuverait de méme , pour un nombre 7 de racines égales,

(62) oa=(c,~+tc,x4c, 27+ .. +cat "jeulx ;

2
et l'intégrale complette de I'équation (51) deviendrait alors

— . o\ #; 41X @,
(63) px=(c, ¢, e, x4 Feiat™ e e’ e
Le principe , ainsi que le procédé de cette méthode , sont enti¢rement
les mémes , quelle que soit la nature des échelles qui ont des facteurs

égaux ; ils ont , comme tout le reste de la méthode, le mdéritc de
Puniformité,
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§. IL

De la séparation des échelles , dans les fonctions & plusieurs variables.

19. Jusqu’a présent , nous n’avons appliqué la méthode de sépara-
tion des échelles qu’a des fonctions d’une seule variable ; mais il est
évident qu’en faisant sur F(z, 5, z)==o0 les mémes raisonnemens que
nous avons faits sur F(« , y)=o0, on arriverait aux mémes conclu-
sions , et qu’ainsi la légitimité de cette méthode, pour les fonctions
a plusieurs variables, se trouve aussi bien démontrée que pour les
fonctions d’une seule variable. Nous nous eontenterons donc d’établir
les notations et les principales relations de définition entre les échclles
ou signes de diverses espéces de différentiations des fonctions & plusieurs
variables , et nous donnerons quelques exemples d’application de la
méthode. Pour plus de simplicité , nous ne considérerons que des
fonctions de deux variables indépendantes ; il sera aisé ensuite d’étendre
la méthode & des fonctions d’un plus grand nombre de variables.

20. Soit une fonction de deux variables ¢(# , ¥); nous indique-=
rons sa différentielle totale par d ; sa différentielle particlle, en ne
faisant varier que x , par 9"; sa différentielle , relative a la varia=
bilit¢ de y, par Jd; de sorte qu'on aura

(64) do(@, y)=0"e(x, y)+2 o(%, ) »
et, en détachant les échelles ,
(65) =93,
Nous représenterons de méme par E et par A Détat varié et Ia
différence totale , lorsque les accroissemens de x et de y seront chacun
égal 4 1; ainsi nous aurons
(66) ole-+1,y+0=Ee(x,1)=o(z , pHdea, 1)=F- oz, ),
et par conséquent, en détachant les échelles,
(67) E:l—l—A:ea,

Nous indiquerons par Ef» et par A': I'état varié partiel et la dif-
férence partielle , par rapport a x, lorsque cette variable devient
z—+1; et de méme par E-* et par A-* I’état varié partiel et la différence
partielle , par rapport a y , lorsque y devient y—f-1. Ainsi nous aurons

Tom. 111 37
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(68) Ev=i4Aav=2", E'=i1tAr=",

Ces équations,combinées avec celles (65) et (67), donnent

(69) E=ebn+aﬂ _—_-_eat’. cb.l =EUE =(14AL)(14-A1)

— al’+b,‘ I I —
(70) A=F—1=¢ —1=Eu E'—1=(+AY)(1+AN)—r
' =AVFA A A =AvLEN ED =LA AL B
d’olt Lon tire ‘
— al’+b’! i P— 1 4 TLN\M 4 4

{71) Arm=(¢ —1)P=(AVA T EV)T =(A A B )™,

21. Lorsque les accroissemens des variables ne sont plus égaux %
Punité , et représentds par £, pour celuide z, et par v, pour celui
de y , nous indiquerons les états variés partiels par E5 et K,
les différences partielles par A;,j et A; , Iétat varié total par Efvet
la différence totale par AE»”' De cette maniére , la notation
indique, en méme temps , la valeur des accroissemens des variables;

ce qui est nécessaire, comme on va le voir par les relations suivantes :
(73) Eggz 1+A;’=(‘+AI’)2= &t o , EB'= 1'-|-'A’I =144 l)”: a”a’l .
’ y
(73) EP=ibA, sERE =+ AN (AN =(AT sy = R
De 13 on déduit ’

(4 A;:::Eg’-—x=(1+AI’)E—-1=egah-——x , Ai: Bt = (e A g = ¢ mr

(9) A, =B =1 =EO R = (hA ) (1 A 1= (AT (A
AD 1 ST S | Loy BVt
=APHATES = AT AV E = —.
(76) AV =E—y :(1+A;')é-—~1=eah——x , A0t =E’I-—-1=(1+A’1)i—-1=e Ver
©3 ’9

(77) A=E~-1=E".E'— =(1+A;’)é(I+A’I)’;,——1=cB-—1:36”.""3'!...1.
Et de 1a on tire ’ ’
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(78)A"’;”=A;”’.A’"=1E*’—x)"'(E"’__1> A T (A =1 1 = (B — ) (Y

(19 A= AT A= — )@ ) =AY (A, Lt = (=) (P )

(80) AZF(E ’"—1)m=e(r+A€’)(x+A")—-x} (A D A Y =]
(] A = A (P
(81) A_-m:z;nu'——(E%’U——- [) __(A +A’! E%,) <A7z+A;"E,9)—m

7
-T2
L]

:ZZ’( =+ A,:' 2;"]3%’)_7" = z’umc 1+Ag EIE = (8ébl’+”a‘l—- 1)
On déduit aussi des équations (72) et (73)

d" = Log.E"'=Log. (x-{—AI’)——Log(1+A )_Log(x—l-AI'\

(82) .
" =Log. B*=Log (144" )= = Log.1-+A")=Log.(i-+ 4"+ ,

(83) d=0"+47 J+' =Log.E*+--Log.E-* =Log.(E'". E'*)=Log.E=Log.(1-+A")-+Log.(1+4A"")
=Log.{(1+AI,)(1+A’I>§= -;-—Log.(x +A;’)+ %Log.(l +A’z) =Log.{(1 +A;:')é (1 +A:z)i} .
(84) T =@ 4D =" ok 1.2 = 97 +framyn
(85) 9"’”’/’”:(9" +_9’I)_"m=fm’(1 -+ I,_QI,)—-mzf,m([_i_f,x .91,>—-—m i

ol f indique l'opération inverse de 9; de sorte que f:g_l.lla,
avec le signe d’intégration ordinaire ,\ le rapport suivant : f b r;ﬁx a

o/

22, Toutes ces équations ne sont que des relations de définition, entre
les différentes échelles de différentiation , ou des résultats qui en dérivent
immédiatement, En les multipliant par ¢(x, y), elles offrent autant de
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théorémes généraux, plus oumoins remarquables. Les équations (85) don-
nent deux expressions en séries de l'intégrale d’un ordre quelconque d’une
fonction 2 deux variables. En y faisant m==1, on a les deux séries
de Jean Bernouilli. Les équations (81) donnent des séries analogues ,
pour les différences finies. On pourrait tirer de toutes ces équations
une foule d’autres conséquences , en faisant sur chaque membre des
opérations équivalentes ( sans y introduire des variables ), et mul-
tipliant les résultats par ¢(x, ¥); on obtiendrait ainsi aatant de
théoremes généraux qu’on voudrait. Nous nous contenterons , comme
pour les fonetions d’unc seule variable , d’en tirer une formule générale
d’interpolation, pour les séries doubles.

Par le méme procédé qui nous a donné I'équation (18) , on
obtient
m,n m n 1, m 1.2 n
(86) Ag’; :Ag,’,A:w={(1—-|—AE:)§—-1} .{(l-{-A”o)u-——l} 3
et, en multipliant par ¢(x, y) ,
. @
B Aoz, )= {(1+A;:)g_1 km.{(x—l-A::);:p-—x 1" (@, ).
) Z

Au moyen de cette formule, on passe d’un systtme de différences,
relatives & des accroissemens £ et ¢, i un autre systtme de diffé-
rences , rclatives & des accroissemens-¢ et @ ; ce qui donne la solution
la plus générale de l'interpolation des séries doubles.

23. Nous avons vu, au n.® 5, qu’une formule quelconque , entre
des quantités arbitraires, pouvait étre considérée comme une équa-
tion a4 échelles , et nous avons fait voir, par deux exemples, qu'en
multipliant ses deux membres par une fonction de 2, on obtenait,
avec beaucoup de facilité , des théorémes , soit connus soit nouveauxs
Nous pourrions faire des applications semblables , pour les fonctions
3 plusicurs variables; mais, pour ne pas trop grossir ce mémoire,
nous laisserons cet exercice au lecteur, et nous passerons de suite a
Vintégration des équations linéaires 3 plusieurs variables.

Les 'principes et la marche de la méthode étant les mémes
dans ce -cas que dans celui des équations lindaires i une seule
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variable , nous ne répéterons pas ce que nous avons dit plus haut,
sur ce sujet, et nous passcrons de suite aux applications.

24. Soit a intégrer Péquation aux diflérentielles partielles

(88) 9"¢(x,y}:aa"cp(x,y)—l—&«p(x,y).
En détachant les échelles, on a ‘
(89) d=ad 45 .

ou bien Log.EV=gLog F-"~}-b=Log.E*-}-Log.et =Log.(¢?.E*) ; donc
Ev=¢b,E*, et par conséquent Eb==cbt, E-*t | et ensuite 1= bk, E-k,
Erk=ctk =k, En multipliant par la fonction ddtachde ¢(z, 7
on trouve
o(z , y)=et.E-b* o(z, y)=cro(x—k , y-ak).
Si on a w=£k, cette expression devient
o(k , y)=¢t*. ¢(0 , y+ak)=e®* fly+tak) ;
ol f désigne une fonction arbitraire; on a donc, en général
(90) o@ , )=t fly+az).

Si l'on avait résolu ’dquation aux échelles, par rapport & E:f ,

au lieu de la résoudre par rapport 3 E**, ou aurait trouvé pour intégrale

4 y
oz, y)=¢ . fle+=);
mais il est évident que cette intégrale ne différe qu’en apparence

de (go).
25. Soit A intégrer, en second lieu , I'équation aux différences

partielles

(91) o(ztt , y)=ao(z, y+o)+belx, y) ,
ou
EPo(z . y)=aE o(z , y)A-le( s 7) 5
l’équation aux échelles sera )
(92) E£’=aE’U+5 s
v k E _k .
d’ott on tire EP = (eE" &)z, et par conséquent 1=(aE"E+: b .E " *

donc en multipliant par la fonction ,

»? L ~k w k
¢z, 7)=0@E +2i.E oz, y)=(aE +b)i.¢(z—k,y)
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o2 b Xy Al b N .
={aiE g phay BT x)+-2-(z)’/f(lt—§/ag BN
1 b 3 ’ B'! vd(-;) ’
+"G‘("E‘) k(k—)k—28)az “Eg -l Yele—k , y)
- / b, k_ k
=afola—h, yn 3 ) T ket pla—k, ybo( 5 —1))

+—=( -Zf Y h(i—t)at 2 ef ok , y4o 1; —2)} 4.

Si w=k cette expression devient
" , k k b k_g K
o, y)=at f(y4v 7 )+ ke fly (5 —1)}

1 b 2l .’5.—2 s k }
5 (3 7E—gar " S {2 (7 =2 e

done enfin

©3)  ow, P)=at fiy-+r. % )-I—-Z—a:zz%-!.f{y-}-u(.g._l)}
(.’;_>zx(x—g)a§ =2 y_;_‘u(i;___z)i_}__"

R
Si lon avait commencé le développement de (¢E’°~-5)% parle ter-
me b, on aurait obtenu

08 o =0 frtg wli TS

I a f-g
-1 ’ ( —s—}’x(x-——z)éz S(y20) 4.
Ces denx intégrales ne coincident qu’autant qu'elles se terminent ;
ce qui n’arrive que dans deux cas : savoir , 1.° quand =1 ; 2.° quand

x . . e . r
T est un nombre entier positif. Hors ces deux cas, les deux inté-

grales vont & Dinfini, et different entre elles comme deux dévelop-

pemens de la méme fonction commencés par les deux extrémités,
26. Soit enfin I'équation aux différesces mélées partielles
(95) o(i+t, ¥ =ad'e(x,y), ou Ebe(z,y)=ad e(z,y).
On aura, en détachant les échelles ,

(96) Eb=a1 ;
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- k LI Ak g
ce qui donne E’=0:d%, et 1=az’:E ; d'ol on tire, par notre

procédé ordinaire

(97) oz, y)=az ¥ fy.
Si de l’échelle (96) on avait tiré la valeur de Es*, on aurait trouvé
ES k_gzi, LEé

El =¢a et par suite E’"=¢a , 1=¢a E°~ ; ce qui donne,
en multipliant par Ja fonction détachée
KES A
oz, y)=ca . E’“%(x, Y=ea o(z, y—Fk)

k 1 ENz_ o 1/ kNS
={rf E5’+-2—(-a—> E“E’—i—g(;) E 55} 0,y k)

k 1 k \2
=elay—I)t oty it — (= ) ele-Faty—Tirum
donc , si y=£%

o h)=fat= flat)+ -E-( u )’f(x+zg)+....;.

et enfin
09 ek L Sttt (L ) fotoitin

Ces exemples suffisent pour indiquer l’esprit de la méthode, dans
Vintégration des équations linéaires du premier ordre 2 plusieurs varia-

X

bles. Passons & celle des équations linéaires 3 plusieurs variables dont
Pordre est plus élevé.

27. Lorsque Déquation aux échelles d’une équation linéaire d’un
ordre supérieur est décomposable en facteurs du premier degré ,
chacun de ces facteurs, multiplié par la fonction détachée et égalé
% zéro , fournit une équation linéaire du premier erdre, quon intdgre
par le procédd que nous venons d’exposer; et la somme de ces
intégrales particuliéres est I'intégrale complette de la proposée. Mais,
lorsque Péchelle n’est pas décomposable en facteurs du premier degré,
il faut avoir recours 2 la méthode d’approximation que nous allons
exposer par un exemple,

28, Soit I'dquation aux différences particlles
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(99) Az B G, )AC0* (@, y) - No oy )

F-B,00(x, ) C VT 0(2 5 y )N 00 2, y)
L H4-C 2207, P N300 0(2, 5) ) =0 ;
+N2"9z 5 y) |

et supposons que son équation aux échelles

(100) A4-By~4-Cr = . ~=No™ )
B - CRV Yy . s N
€ N0 Y =0,
R

ne soit pas susceptible d’étre décomposée en facteurs du premier

degré ; on pourra du meins en tirer, par la méthode du retour
des suites , une valeur de 9% de cette forme

(101) A=, 4,0 2,04 2,0 Fweee >
d’ot Fon tirera

Er’_gux+p‘a»r+ma-=+ st

el
Ek’—— e(”x+/513"+713”+5\;b"+.....)k

xk k 54 K , 1k 3
=" . Y DY e Y e

» étant le signe de dérivation, et ne se rapportant qu'a «,.
On tire de la, par notre procédé ordinaire,

oy 21X 1 N 1 B <
(102) o(x,y,=¢ fiy+D.c .2 Sy’ “2 2fxy—i—....

ceite expression peut se metire sous la forme suivante, au moyen
des échelles détachées

D.)-* x
(103) oz, y=e e Sy
ol D ne se rapporte qua «,, et »' A y,

.
3

Cétte
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Cette intégrale n’est que particulié¢re , mais on la complitera aisé-
ment, en considérant que «, est une des racines de l’équation

(104) A4+Bet-Co .o . ++Noa"=0 ,
et que £, , ¥;5 d1,-+-. S¢ déduisent de «, , d'une maniére simple
et uniforme , par le calcul des dérivations ; d’ou il est facile de
conclure que , si «,, @y, «4,....s0nt les autres racines de Iéqua—
tion (104), on aura, pour chacune d’elles , une autre valeur de Jv ,
et unc intégrale particuli¢re correspondante. L.a somme de toutes
ces intdgrales particuliéres sera l'intégrale compléte de la proposée,
qu’au moyen des échelles détachées, on peut mettre sous la forme

suivante :

(103) ol yy=e" e Sy Sy Syt Sy

Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de supposer, pour ce qui
précede , la résolution générale des équations. Comme il ne sagit ici
que d’approximation , il suffit que les valeurs de &, , @, , #; ,+..«, soient
exprimeées en séries ; ce qui est toujours possible, soit par la méthode
de M. Lagrange ( Mémoires de Berlin , 1768 ), soit par le n.° 285
du Calcul des dérivations.

Dans tous les cas semblables , quelle que soit la nature des échelles,
la marche de la méthode est exactement la méme , et n’a pas besoin
de noavelle explication.

29. Notre méthode d’intégration est donc générale, et applicable
a tous les cas des équations linéaires ,a coefliciens constans ; qu’elles
soient aux différences ou aux différentielles , les unes et les autres
totales ou particlles , séparées ou mélées ; mais ce qu’elle a de par-
ticulier , c’est son uniformité constante, pour toutes ces espéces
différentes d’équation ; uniformité qu’clle ne doit qu'a la séparation
des échelles , dont elle est une des applications les plus intéressantes.

30. Les deux genres d’applications que je viens de présenter de
la méthode de séparation des échelles , suffisent pour donner une
idée de son importance , et de son utilité dans diverses branches
de- I'analise. Nous avons lieu d'espérer, d'aprés cela, quon nous

Tom. 111, 58
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saura quelque gré d’avoir démontré la légitimité de cette méthode,
en la déduisant des premiers principes du calcul. Ainsi , cette fameuse
analogie entre les puissances et les différences , apergue par Leibnitz,
et devenue si féconde, entre les mains des premiers géomeétres de
nos jours, se trouve enlin , non seulement démontrée, mais pro-
digieusement étendue , et ramenée 4 une méthode de calcul rigou-
reuse , débarrassée des entraves qu'y mettait le passage alternatif des
indices aux exposans, et des exposans aux indices.

31. Non seulement ces entraves génent le calculateur , en
Pobligeant de considérer les mémes nombres , tantét comme
des exposans et tantét comme des indices , mais elles ont
encore retardé les progrés de la méthode et , qui plus est , elles
ont induit en erreur des géometres distingués, parce qu’ils n’ont pas
saisi le vrai moment auquel il fallait repasser des exposans aux in-
dices. Nous citerons, pour preuve de cette assertion, le développement
fautif de =¢x, donné par MM. de Lorgna et Prony, dans le 3.m°
volume des Mémoires de lacadémie de Turin, page 432, et dans
le 4.™¢ cahier du Journal de Pécole polytechnique , page 53q. Ces

auteurs donnent , pour le développement de cette intégrale aux
différences finies

6 Sor= — : L
(106) M= e et e T

I 1 L -
= ¢x+A¢x+ ¢x+2A¢x+A“¢x+¢x+3Atpx+3A2¢x+A3¢x+"' .3 |
tandis que la véritable expression , déduite de I'équation aux échelles

(107) 2=A"=(E—-1)"=E"+E"2+E_3+...

est
(108) Sex=¢(x—1)+o(x—2)4o(x—3)4.....
32, Cet exemplen’est pas le seul qu'on puisse citer. M. Brisson ,
dans son mémoire sur l'intégration des équations différentielles par-
tielles , inséré dans le 14.™¢ cahicr du Journal de I'école polytechnique,

se propose , pages 199 et 200 , de donner le développement de d"u,
suivant les puissances de n. A cet effet, il fait u=¢", et il obtient
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(109) um= ()= ot L P e I IR D

2 2

il ordonne cette série suivant les puissances de » , en lui donnant
la forme

(110) u="(v+ > 4+ B+

n3 n4
2.3 ¢+ 1.2.3.4 D+“") 2
et il observe 'analogie qui existe entre les termes 4, B, C,... et
Log(140), { Log.(145) }*, {Log.(1454)}?, ... Daprés cette analogie,
il introduit la caractéristique a, et représente ¢4 par Ale™r)=a(),
d'ou il déduit

(111) =+ -75- A(u)-l—-lfi- A’(u)--l--l—,-:—3 M)t -

Voyons, d’aprés la théorie des échelles détachées , ce que signifie
cette caractéristique a, et si Pexpression (111) est exacte.
L’équation (109) peut éire mise sous la forme

(r12) Ju= 9n( ng) =ex(1 +J )n.v = . enLog'(x+b).

En représentant Log.(x—l—g) par d, , et développant cette derniére

expression , on obtient

2 3 .
(113) Ju=c". ena’.vzex(v-l——’:-;),v—i- :n:— J: v—l—l—-nz—ég Jotan)e

1

Notre J, est donc ce que M. Brisson a voulu représenter par a ;
mais il se trompe certainement, en enveloppant ¢* sous le signe A.
Pour avoir le développement de J"™: suivant les puissances de la
caractéristique A ou 9, , il faut partir de son équation de définition

3,= Log.(1 42} ,d’ou l'on tire d = et , et par conséquent "4

n . . e , . .
=(eb‘—-1) u ; ce quiest bien différent de l'expression (111), qui

(e n 7 n
se réduit 3 D u =& .4 La valeur de ? u, que nous venons de
trouver, ne donne plus le développement de cette quantité suivant
les puissances de 2 ; pour l'obtenir, il faut la metire sous la forme

n Log.D
Gn &

du= .%; ce qui donne
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n2 3
(114) u=u-t+ -7:- (Log.g).u-{— - :Log.g)’.u+ ;L’Log.g)ﬂ,u-}-,, .

2.3

et fait voir que Vanalogie que M. Brisson a cru entrevoir entre d"z
et 2"u est complete; puisque le développement de ces deux expres—
sions est le méme , et ne differe qu'en ce que 2 est un symbole de
quantité et J une caractéristique d’opération. Mais il y a cette différence,
entre le développement (114) et celui de M. Brisson, que le pre-
mier procéde suivant les puissances de Log.d, et le sien suivant
celles de Log.(1+9)

Cet exemple fournit une nouvelle preuve des erreurs que peut
faire commettre l'analogie entre les puissances et les différences ,
lorsqu’on ne détache pas les échelles.

33. M. Brisson a cru entrevoir aussi le germe d’un nouveau calcul,
dans sa caractéristique a , qui est notre d.. Feu mon frére était
depuis long-temps en possession de la théorie de ce calcul, qu’il a
étendue a des calculs de la méme espece, d’ordres supérieurs. Toute
cette théorie repose sur Iéquation aux échelles QI:Log.(I—G—Q). La
caractéristique d, est i la caractéristique ce que celle-ci est a A
des différences finies ; car, de méme qu'on a 9,=Log.(1+9) , on
a aussi d=Log.(i-+A). Ce nouveau calcul pourrait donc étre appelé
Calcul différentiel du second ordre; il a évidemment son inverse ,

dont la caractéristique est fl:—_l)j ', desorte qu’onaflz{Log.(l +9)}' '

Si Pon fait de méme 9,=Log.(1+9,) , 9, =Log.(149,) 5.4
on aura les bases d’autant de neuveaux calculs différenticls , des

3me , 4™¢,..... ordres. Voici les relations de définition qui lient
ces différens calculs entre eux.

E=14+A, E,=147J , E,=142,, E,:x—}—a, yessa g

E:ea, y E,:ea‘ , E,:eb‘ R E,:—.eb’

9 sese o

'A=cb-—1 ’ 9:@3'——1 ’ 9‘::ea‘--1 ’ 9,:2’——1,....

Metz, le 7 de septembre 1811.



ATTRACTION DES SPHEROIDES. 273

f MECANIQUE.

Meémoire sur [lattraction des spheroides elliptiques
homogeénes ;

Par M. J. Prawa , professeur d’astronomie a Yacadémie de
: Turin.

[a Vo Vi Via Vi Vi Vo Sl Vo

1.L’ON trouve , dans le premier volume de la nouvelle édition de
la Mécanigue analitigue de M. Lagrange ( pages 113—114 ),
Pénoncé d'un procédé trés-ingénieux , pour former la série qui donne
Pattraction des ellipsoides homogenes , sur les points extérieurs X
leur surface. J’ai remarqué que ce procédé peut étre démontré, d’une
maniére assez directe et simple, en transformant les coordonnées de
la sarface du corps attirant, conformément 2 ce qui a été pratiqué
par M. Yvory , dans son excellent mémoire , sur lattraction “des
ellipsoides homogénes. (*)

2. Soient # , y , z les coordonnées d’'un point quelconque de
Vellipsoide ; dM=dxdydz I’édlément de sa masse ; et @, &, ¢ les
coordonnées du point attiré. En posant

V_'_ dm
)V @—x)yF—y =

Pon sait qu'il suffit de connaitre la valeur de 77, pour en conclure

(*) Voyez les Transactions philosophiques , pour 1809, ou le Nouveau bulletin
des sciences , par la société philomatique , tome III, n. 62 , 5.e année , no=
vembre 1812, page 176, Voyez aussi le n. 64 du méme recueil, page 216.



27 ATTRACTION
par la simple différentiation , les attractions paralltles aux axes. ™
Soient , pour plus de simplicité,

T=[(a—2)"+(b—y) 4 (c—2)*]F ; X =ax+by-tcz
r=\ atbite ; RB=y/ g
d’ol o
T=[(r*+4R)—=2X]"7 ;
ou, en développant la valeur de T,
-z -3 ' 3 e
T=(r*+-R*) "L (r4-R) ‘,z'X+;—Z(r=+R=) JESD R
Maintenant, si l'on congoit que I'on ait développé les radicaux
qui entrent dans cette série, il est évident que l'on réduira la valeur
de T A une suite de termes de la forme Aamym.zt , dans lesquels

. . . r .
‘A sera une fonction rationnelle et entiére de ¢, &, c, —. Il suit
r

de la que, pour former la série qui exprime la valeur de ¥, il
\

est nécessaire d’avoir une formule propre a donner la valeur de
l’intégrale

Samyr2d

étendue & toute la masse de lellipsoide. Or , il est clair qu'en
plagant Porigine des coordonnées au cenire de Pellipsoide , I'on aura
Sz y "2 dM=0, toutes les fois que 'un des exposansm , n, /sera
impair , puisque les mémes élémens s’y trouveront, avec des sigues
contraires. Donc , il faudra commencer par supprimer , dansla valeur
précédente de T, tous les termes multipliés par des puissances im-~
paires de X; et il faudra ensuite , par !la méme raison, rejeter du
développement des puissances paires de X tous les termes non compris
dans la forme A.x*my*".z* En désignant par X/, X/é, X6 .
ce que devienucnt par la les valeurs de X2, A%, X6, ....;onaura, .
dans le cas présent, :

(*) Voyez la Méesnique céleste, tome I, page 136, et tome Il , page 13,
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3>

. -3 I. - I.?).S, , -3 ’,
(4) T=(r4-R") ‘+2—j(r=+Rz) For X 2T By b X,

2.46.8

3. Cela posé, cherchons une formule propre 4 donner la valeur
de lintégrale

S zrmyrt et dxdydz=P ,

étendue i la masse entitre de lellipsoide.
En intégrant d’abord , depuis z=-—2’ jusqu’s x=-2/, il viendra
2
1’:—-2m+I ff.x/2m+x. yzn. il dady.
Les valeurs de 2/, y, z, qui entrent dans cette intégrale, doivent
étre considérées comme appartenant 4 la surface de lellipsoide; en
conséquence , elles sont lides entre elles par I'équation

x/2 yz z2
ke k'2 ks = Is

!

ko k', &/ désignantles demi-diametres principaux de Uellipsoide. Il est
évident que l'on rend cette équation identique , en posant

«/=kSin.g ; y=~%'Cos.6Sin.¢ ; z=~"/Cos.tCos.e. ™

IL’on pourra donc introduire les variables ¢ et ¢, & la place des
variables ¥ et z, en prenant , conformément au principe connu ,

dydz=—&"Sin.sCos.s.deds ; ")

d’ott résulte, en substituant

I . . !
P=_2 1 A rein 2 Cos T Sino™ Cos. o7 ded
2m 1
Pour peu que l'on examine maintenant la forme des expressions

des variables 2/, ¥ , z, en 6 et ¢, I'on comprendra sans peine
qu'en intégrant , d’abord depuis =0 jusqu’a ¢=200°, et ensuite

(*) Clest principalement sur cetle transformation que repose le beau travail

de M. Yvory.
(**) Voyezle Traité du calcul différentiel et du calcul intégral de M. Lacroix ,

tome 1I, page 203, n® 528.
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de;puis ¢=o jusqu’a 4=100° , l'on obtiendra la valeur de f//z*™.
yrrztldadydz relative & la moitié¢ auntérieure de Pellipsoide , et qu’en
conséquence il suffira de doubler le résultat obtenu entre ces limites ,
pour que l'intégrale proposée soit étendue & la masse entiere du corps.

Commengons linlégration par rapport a ¢. 1l est facile de prouver
que l'on a en général

fd<p.Sini¢2n .Cos.¢)21:;:‘—_-1Sin.qozn-'*-I :Cos. ¢ 2l—l+1:i fd¢.Sin.¢2n+2. Cos.@zl_z;
mais , en intégrant depuis =0 jusqu’a #=200° , le premier terme
de cette intégrale devient toujours nul; donc l'on aura, en conti~
nuant cette transformation ,

2n © ol alemi  al==3  2]l—5 1 . 2n--al
Sin? Cos.e = . . deSin. 5
Sde.Sin Cos.e an-1  2n4-3  2n~4b  an--2l—: fdeSin.o ?

Or, par les formules connues, on trouve , entre les mémes limites ,

. on~f-2/ 1.3.5.7..(2nd2l—1)
/d#.Sin. ¢ + = 7 + w
2.4.6.8.... (2n-4-20)
en nommant = le rapport de la circonférence au diametre.

Done

. 2n ) L3 (2]~ 1.3... (2n=feal—1
Jde. Sin.e™ . Cos.o = do(al 1) 2 )
(2n=-1) (2n=4-3) . (2n~=20~—1) 2.4 (2l2d)
ou bien, en réduisant,
R . 2l 3.5 (2nm= 1) 1350 (2] —
(1) fd@cSmﬁ.zn.Cos.fP o (1:3:0.0-Can— 13111, 5 ¢ D]
2.4.6.0..(2n~4-21)
Pour effectuer. intégration par rapport & ¢, remarquons que l'on
a, en général,
. m Jolf-1 Sin.g2m=+1 Cos,g2n-+2142
fdé.SmJ?2 +2. Cos.@%’l+2 o ,
¢ S . am—4~2n-f-2{-4-3
2m-4-1

i - . . o2m an—f-20--1
+zm+zn+2l+3 /(IO'S‘H' 6 .C.s.0

mais, enire les limites 6==0, ¢==100°, le prerrier torme du second
membre de cetie équation devient toujours nul; dune P’on aura, en
continuant cette transformation .
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2 2ol ) cseesrnes 2 l

SAuSing™" = ‘ s
(2mef2n—4-20+4-3) (2m—2n=4-2l=4=1) o (2n~-2l-3)

or , par les formules connues, on trouve, entre les mémes limites,

2n+zl+1_ 2.4.6... 00000 (2n-2D)

Sde.Cos.s - 3.5.7 v eus (2nfald1) ’

partant

(2) fdé. Sin.02m+2. Cos.02n+2l+1= [1.3.5..:...(2772-{—1)] [2.4.600. (2'n+2l)] )
: 3.5.7u(2m—2n—4-2l43)

En doublant le produit des formules (1) et (2), et posant

= &=
= 5 K.

'on obtient enfin

un I
(B) f="", yén .z l. dM=

[1.3.50 (em==1)][1.3.5...(2n==1)] [f .3.5...(2!——-1)]'M/[2m.k/2n' k//::
5.7.9u. (2m~2n~4-21-4-3)

Ce beau théoréme est d 3 M. Lagrange. (*)

4. Beprenons actuellement la valeur de 7" donnée par la série (A),
et remarquons qu’en conséquence du théoréme renfermé dans fa
formule (B) , la valeur de #"=/TdM scra exprimée par une suite
de la forme

V:M(Al["".][””./f’“[—‘}“A/-/i ! et urrligl L, ) .
oa A4, A,.... représentent des fonctions rationnelles et entitres de
1 . , , ¥V . . .
a6, b, c, —.Or, il est démontré que i doit toujours étre une
r

fonction des excentricités de P’ellipsoide (**), donc il doit nécessaire~
ment exister , entre les coefficiens A, A/, A7,.... des rapports

bl ! M I ! V \
tels qu’ils réduiront la valeur précédente de 57 & cette forme :

£

(*) Voyez les Mémoires de I'académic de Berlin , années 17927et 1793 , page 262,
" Voyez la Mécanique céleste.

Tom. 111 39



8 ATTRACTION DES SPHEROIDES.

27

' 1% =B(li”—-—/i‘)PUi”’-—/l3)q—l—B’Ui/‘-,—]t’)p'(k//’——lgz)q’-‘—- Cees
11 suit de 1 que l'équation

B —F P eI A B e [ Y B — B8
= AL e V] e

doit étre identiquement vraic. Cette identité ne cesse pas de subsister,
en faisant =0, dans les dcux membres de I'équation ; ainsi, I'on aura

() B/ 1™ +B k! 29,—%—.._—:.4/:1:{ zﬂm.f’c“zﬁ—%—/!///i’m- e

2

en nommant A, , A, , A, ,.... les coeflicicns des termes qui,
dans le second membre de l’équation précédente, sont indépendans
de k. La formule (B) nous fait voir que, pour obtenir les termes
qui, dans la valeur de ¥, sont indépendans de %, il suffit de poser A
#=o0, dans la valeur de 7', donnée- par la série (A). Il est évident
gue ,-par ce moyen , cette série revient & celle gue l'on obtiendrait
",en développant le radical

I

\/ Qb2 2o 26y — 20 2y P22 ?

suivant les puissances de ¥ et z, en conservant seulement les termes
.de la forme H.y*™z*", L’intégrale d’un tel terme est, en vertu de

la formule (B),

[1.3.5..(2m==1)1[1.3.5(2n—1
5.7.9ew.(2m-2n-4-3)

an
H

D ME

et, d’aprés I'équation (C), si l'on change, dans ce résultat , x”* et
k/’* respectivement en A/*—Fk* et k/*—k* la fonction

{1.3.5...(2cm==1)][1.3 5...can—
5.7.9u.(2m~t-2n~3)

)] ) MH.(k/z—_ﬂkz>m(k//2—k2>" ,
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T
appartiendra au développement de la valeur de F 7, Clest en cela que

consiste le procédé enseigné par M. Lagrange.

Turin, le 3 janvier 1813.

)|

— —

b e -

ANER RN
A,’_ﬁ* J;EL_E‘SE.
Mémoire sur les fraciions rationnelles ;

Par M. pe STATvvILLE, répétitéur adjoint A I'école
unpériale polytechnique.

[ Vi Vi W Ve O U e e

LA décomposition des fractions rationnelles, qui se présente si souvent
dans la théorie des suites , et dans le calcul intégral , a été présentée,
par les analistes, de plusicurs maniéres diverses. En particulicr on
y a appliqué le calcul différentiel ; mais cette application ne me
parait pas avoir été présentée sous le point de vue le plus simple
et le plus lumineux ; et c’est ce qui me détermine a y revenir ici.

Je considérerai suCCessiVemen't dans ce mémoire, trois sortes de

fractions rationnelles , sa‘oxr 1. ce]les dont le dénominateur a tous

ses facteurs inégaux ; 2. celles dont le dénominateur a tous ses
facteurs égaux ; 3.° celles dont le’ dénominateur a ses facteurs’® cn

partie égaux ct en partie inégaux.

. "1&” .. .. . - Biirgis N
I. Soit, en général , — une fraction rationnelle irrédactible dontTé
"o
X

dénominateur ¢x ,d’un degré plusélevé que le numérateur, seitle produit
des facteurs inégaux aera, #—0b , 2~—c ,i:..; en designant par A,
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B, C,....les numérateurs des fractions partielles qui doivent respec=
tivement avoir ces facteurs pour dénominateurs; on aura

d’oli on conclura , en chassant les dénominateurs , et se rappelant
que 92 =(x=2)(F—b)(x—C) .c0..

Vo= A(x—b)(x—C)eu.us
+Blx—a)(x—c) .. ..
+C(x—a)(x—b).....

« s 0 &

Cette équation étant identique , elle devra subsister encore , en y

mettant successivement pour x les quantités @, 4, ¢,....; observant

donc que chacune de ces substitutions fait disparaitre tous les termes
du second membre , excepté un seul, il viendra

Ya=A(a—b)agm=C) .cc. .,
Vb=B(b—a)(b—c) .. ... ,
Ye=Cle—a)(c—=b)srn. . ,

D’un autre c6té, en différentiant I’dquation identique
o1 =(x—a)x—b)(X—C)...rv ,
on obtient cette autre équation identique
¢go={2—Db)(Z=C) ...}

A (=—a)(@=c) 0. 0s
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F(r=—a)x=—b) .o
e IR S

daquelle , en y mettant successivement pour # les seconds termes
¢,b,¢,...., donne

va=(a—b)a—c).....
Oo=(0—a)(b—c)e.. s
o/c=(c—a)(c=b)us.,.

R .
§ 606 cs0 00000000 9

divisant donc, par chacune de ces derniéres, les équations corress

pondantes du précédent groupe, il viendra
Ja b Ye
—_—=A —

5 )
Pa

o

9 E: - PREED

Ainsi, si 'on forme une fraction dont le numdérateur soit le méme
que celui de la fraction proposée, et dont le dénominateur soit la fonction
prime de son dénominateur; en substituant successivement pour z , dans
cette fraction , les scconds termes des dénominateurs des fractions
partielles, pris avec des signes contraires, on obtiendra les numérateurs de

Soit, par exemple, la fraction
¢es mémes fractions.

Cx2em22x-4-18 bxremonpx-18

K3mm O 21 1 £—0 - (K1) (Xmm2) (x=—3)

le numérateur , divisé par la fonction prime du dénominateur, donnera

Gx2—22x-418 .

"
3x2m=) 22411

en y faisant suceessivement z=1, 2, 3, on obtiendra : =1, =2,
£=3; de sorte quon aura
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ta.
w0
13}

Gx2=—2ox=}-18 o 2 3

A . - T -
admmbiifr11£8—=6 X1 a2z a—3

. On -voit par la que, dans le cas particuller ott le numdrateur de
la fraction proposée se trouverait etre la fonction prime de son dénomi-
mateur , les numeérateurs des fractions partielles se trouveraient tous
dgaux a lunité , comme il résulte d’ailleurs de la théorie des diflé-
rentielles logarithmiques.

. Jx ' . .

1. Soit encore I fmcucn raiic an 3 irréductible , dont le
x s

denommateur soit d’un dw,é plus élevé que le rumdérateur; mais

supposons que ce dénominateur scit le produit de m facteurs égaux

\

4 x—a , en sorte qu'on ait ¢x={x—a)™; on pourra alors écrire:
l’équhtion identique
L3

o Ylaple—a)

Px. (x—a)™

En développant le second membre de cette équation, par la série
de Toylor , on obtiendra

I s i P
do__de_ sy Vo o gmetts

ex  (x=—a)" | (x—a)m=1 | (xm—a)m2 (x—q)m -"

D’ol Pon voit que le numérateur d’une fraction partielle quelconque
s'obtiendra , en formant une derivée da numérateur de la fraction
proposée dont l'ordre soit la difference entre l'exposant du dénomi-
nateur de la’ méme. fraction proposée et l’exposant' du dénominateur
de la fraction partielle dont il s'agit , en divisant ensuite cette
fonction dérivée par le produit d’autant des premiers nombres naturels
qu’il y a d’unités dans le nombre qui indique son ordre de dérivation,
et en y. mettant ‘enfin pour « le second térme @ du bindme z=a.
Soit, par exemple , la fraction
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3ar—{x-}-2 302 jx2

B3 Sx—r | (x—1)3

Ye numdérateur et ses dirivdes successives , divisdes respectivement

par 1 et 2, sont
3z —fa—t2 6x4+4 3
en y faisant #=1, il vient ‘
I 7 2 3

et on a conséquemment

32— fad-2 1 2 +

(x=—1)3 o (x=—1)3 (x—1)2  x—I

une fraction rationnelle irréductible , dont le

I11. Soit enfin

dénominateur , d’un degré plus élevé que son” numérateur , n’ait
ni tous ses facteurs égaux ni tous ses facteurs inégaux. Soit
¢ox=(x—a)™z ; la fonction fr pouvant renfermer ou mne point
renfermer de facteurs égaux, mais n’en renfermant aucun qui soit

€gal a w—a. Soit posé

Ja Fx dx
ox (wm=g) ™ Tn—' )

Si Ton pouvait déterminer les fonctions Fa et ®x , le problé¢me
qui nous accupe pourrait étre considéré comme résolu, puisque, la
décomposition de la premicre fraction du second membre se rappor-
terait au second cas que nous avons traité, et que la décomposition
de l'autre se rapporterait soit au premier soit au cas présent , suivant
que les facteurs de fr seraient ou ne scraient pas tous inégaux.

Au lieu de déterminer immédiatement Fa, il serait préférable de
chercher d’abord ¥a , F'a, F/a ,....; car, cutre qu’il serait facile

b -
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d’en déduire Fz , ainsi que nous le verrons tout-i-1'heure, la

décomposition de la premiere fraction du second membre se trouverait
ainsi exécutée.

Si, dans notre équation , on chasse les dénominateurs ; et, qu’apris

avoir changé & en a-y, on développe par la série de Taylor,
il viendra

zpa—\—'%’- Va+t -;1:- Viadoioii=
Fa-+ 9—;—F’a+{% Flag-.. 3 fa+ -‘E- f/a--{—-?2 flgt...}

+ym{<l>a+2:—;<b’a+% Sat.,...8

d’olt, en comparant les puissances semblables de y
Vv a=feF a |
Y a=fa¥F’ a4 {/aFa ,
Vig={a¥" g4-af/aF‘a41"aFa ;
et, en général

«;a(n)a =falF (n)a+ —’f- 7 l)a--l— = f’qF (=2) at.eol
I 2

pourvu que » soit moindre que m. Or, comme ¥z et fz sont
connus, on aura facilement Ya, Vg, ¥/ ,...., fa, fla, /a,....;
on n'aura donc d’inconnues, dans les équations ci-dessus , que Fa,

¥a,¥/a,...., quelles serviront & déterminer. 1I viendra alors.

Fo=F{ 4+ (2—a)} =Fat-2— Fa + 2L Frgt..0

Ia

et ensuite

Jax—fxFx

(X=—-a)™

dr=

Soir
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Soit proposde, pour exemple , la fraction

gx6—g4a54-383x4—787234-89122—576x-}-192
(@—1)3 (@mr2) (@) () )

Nous aurons iei

VYa=92°—942°+43832*—787 2*+-8q14*—5762-4192 ,
pz=(2—1) (2 —2)(a—3)(a—4) »
a=1 :

fr=(x—1)*(z—3)(#—4) =zt @m1 12’} 442> ~76 2448 ;

done

Va=54{z"—f702%4-153220%~23612°+417822—576 ;
V/x=270x—18802 44509642 —47 22041782 ,
Va=42’—33x*}-88x~—76 ,
/2 =122"—662-+88 ,
et par conséquent
Ya=18 , VYa=-—3q , V’a=/46,

fa= 6, fae=—17, f/a=34;

done
18=6F a ,
—39=6F"g—17F 2 ,
46=6F"q—34,F/a+434Fa ;
et de 1A
Fo=3 , ¥a=2, F¥Flg=2,
Done

- Fr=342(z—1)F(z—1) =242 ,
f2Fx=2—112%4462% - g82°+1362*—1522-496 ,

Va—f2rF2=825~=8345+433724—68ga~+7554*— 4242496 ,

Tom. 111, 40

w

1]
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«Lx——l;xe
= =8z3—5ga* 36z— H
$r= s =827 =594’ 136290 ;
donc enfin
g 3 2 1 83 —-5qa3-4-136x—=06
st + — -+ : :
¢x (x=—1)3 (x=—1)2 x—1 (x==2)2(x—3) (Xx==4)

On décomposera la derniére fraction, en lui appliquant le méme
procédé.

'GEOMETRIE ANALITIQUE.

Deémonstration analitique des théorémes qui servent de

Sfondement & la doctrine des Centres des moyennes
distances ;

Par M. Rocuat , professeur de navigation & St-Brieux.

[a Ya Vi Sia ¥ig Vo Vo Yo 2 Yo V]
§ L :

SO!ENT des points , en nombre quelconque , situés d’une maniére
quelconque dans espace , et dont les masses soient respectivement
m/, m' , n'",.....; supposons-les invariablement lids entre eux ;
rapportons — les & trois plans coordonnés ; ct soient alors leurs
coordonnées respectives &/, y/, z/; &/, y/, 2y x| gl 25,

Soit prise une nouvelle origine dont les coordonnées soient #, y, 2 :
en conservant d’ailleurs la direction des ptans coordonnés primitifs.
Les nouvelles coordonnédes des points du systéme seront respective-
ment ¥'—zx , ¥/'—y , 2/—z ;3 all—zx , y/—y , 2/—z; 2/ll—=2,
y =y, &=z ...

Supp;)sons que les coordonnées z, ¥, z, de la nouvelle origine
soient indéterminées , et cherchons a les déterminer de maniere que

les sommes des produits respectifs des masses du systeme par leurs
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distances & chacun des nouveaux plans coordonnés soient séparément
nulles ; ces conditicns fourniront les trojs équations

m/(x/-—x)—{—m//(x”——x)+m///(x///—-—x)+ veis =0,
m’('y’—y)-i-m”(y”-y)+m’/’{'y”’——-}’)+ ciie. =0,

m! (2! =z )m/! (2! —z)tm!/ (2 M=)t eie.o =0 3

en transposant et faisant, en général, pour abréger, A/~-A/—4-k!"
~+.....=%(k’), ces équations deviendront :

)

Emial)y=aEi(m) , Emy)=ySm) , Sm)=z2m); (1)

équations qui déterminent z, ¥, z.

Ainsi , la nouvelle nouvelle origine, qui se trouve absolument
déterminée par ces conditions, jouit de cette propriété que la somme
des produits respectifs des masses du systtme par leurs distances
a chacun des plans coordonnés primitifs, est égale au prodait de
la somme de ces masses par la distance de cette nouvelle origine
au méme plan. '

Et, comme les plans coordonnés primitifs sont quelconques, par
rapport au systéme, on peut établir la proposition suivante:

Dans tout systéme de points matériels , il y a toujours un point,
différent , en général , des points du systéme , dont la prepriété carac—
téristique consiste en ce que le produit de la somme des masses du
systtme par la distance de ce point a4 un plan quelconque, est
égal a4 la somme des produits de ces masses par leurs distances
respectives & ce méme plan. Et, si un point jouit de cette propriété,
par rapport a trois plans déterminés, non paralleles, il en jouira
par rapport a tout autre plan quelconque , et sera conséquemment
le point dont il s’agit ici.

Ce point est ce qu'on appelle, en mécanique , le Centre d'ineriie
du systéme. '

Si Pon suppose présentement que les masses m’, m” , m" ...
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sont toutes égales enlre elles, et que leur nombre est n ; las équa-~
tions (1) prendront la forme

E:x/>:n‘z‘ , 2(}/-/):”),' , 2(2/)‘:’22 . (2)

et la nouvelle origine deviendra ce qu'on appelle, en géométrie, le
Centre des moyennes distances. De la , en raisonnant comme ci=
dessus , on conclura le théoréme suivant:

THEOREME 1. Dans tout systéme de points mathématiques
il'y a towjours un centre des moyennes distances dont la propriété
caractéristique consiste en ce que sa distance & un plan quelconque
est égale & la somme des distances des points du systéme au méme
plan , divisée par le nombre de ces points. £t si un point jouit
de ceite propriété relativement & trois plans déterminés  non paral-
leles , il en jouira.dgalement par rapport & tout quire plan quel-
conque , et sera conséquemment le centre des moyennes distances
du systéme, (*)

Nous ne nous arréterons pas a faire remarquer les modifications
dont ces propositions sont susceptibles , lorsque tous les points matériels
ou mathématiques du systéme sont sompris dans un méme plan, ou
situds sur une méme droite parce que cela ne présente aucune difficulté.

Tout ce qui précede ne supposant nullement que.le systime
primitif soit rectanguiaire ; il en résulte qu’aux distances perpendi-
culaires on peut substituer des distances mesurées parallelement
3 une droite quelconque , donnée de direction.

Il est entendu que, dans teut ceci, les distances mesurdes de
différens cotés d’un méme plan ou d’une méme droite doivent étre
prises avec des signes contraires.

§. 1L

Retournons & notre systtme de points matériels m/, m/” , m/,..0.;

E

€ 'Voyez la Géométrie de position , page 315,
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supposons que les plans coordonnés primitifs soient rectangulaires,
et que le centre d'inertie soit pris pour origine. Les équations (1)
deviendront alors

E(m'zy=o0 , Em'y)=o , Z(m/z))=o. 3

Soit un point quelconque 72, ayant pour ses coordonnées £, y , £3
solent 7, 7/, 7/, r//,.... les distances respectives des points m ,
m’, m”, m' ,.... a Porigine; soient, en outre, a’,a” , a'’,....
les distances respectives du point 72 aux points m/ , m/” ,m/" ,.4e3
mous aurons d’abord

& z+y z+z 2y 2 ,
x/ 2+y/ 2+z/ 3:7‘/ 2 )
x// =+y// 2+z// z=r// 2 , (4)

P S Sy YA

® 6 o ® 0 0 0 0 060 e 80 0 s o
et ensuite

(w—a YHy—y’ YH(e—z' y=a *,
(x"“x// )’+(V—)’” )2+(Z—Z” )i=a’*, (5)
(a:-— x”’)’+(y—-y’”)’+( Z— z///)z — R

S e 8 6 0 0 s 0 s 08 e s et s 0B e o0

Fn prenant la somme des produits respectifs des développemens de
ces derniéres équations par m’/, m/”, m/”,...., et ayant égard aux
équations (3) et (4), on obtiendra

PE(m S () =men.  (6)

Ainsi une sphére ayant pour centre le centre d’inertie d’un systime
de points matériels, la somme des produits des masses de ce systéme
par les quarrés de leurs distances respectives 2 un point quelconque,
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de la surface de la sphere est égale a la somme des produits res-
pectifs des mémes masses par les quarrés de leurs distances au centre
de cette sphére, augmentée du produit de la somme des masses du
systtme par le quarré du rayon de la sphére.

Si lon suppost encore ici que les masses m/ , m” , m" ,.....
dgviennent égales ; auquel cas le centre de la sphére deviendra le
centre des moyennes distances du systéme ; ct qu’on représente toujours
par 2 le nombre des points de ce systtme ; I'équation (6) prendra
la forme que voici: N,

nri4-2(r*)==2(a’?) ;
¢¢ qui donne lien au théoréme suivant :

THEOREME 1II. Une sphére ayant pour centre le centre des
moyennes distances &'un systéme de points mathémaltiques; la somme
des quarrés des distances des points du systéme & un point quel-
conque de la surface de la spheve ,.est égale. @ la.somme des quarrés
des distances des mémes points @ son centre, augmentée dautant
de fois le quarré du rayon de la sphére qu'il y a de puints dans
le systéme. (*)

Lersque les points matériels ou mathématiques du systéme sont
tous compris dans un méme plan, ou situés sur une méme ligne
droite ; ces propositions sont sasceptibles de modifications faciles & .
découvrir , et sur lesquelles conséquemment nous croyons superflu
d’insister.

4

Nous renvoyons, pour les nombreuses conséquences qui peuvent
dtre déduites des deux théorémes que nous veaons de démontrer , a
la Géométrie dé position de M. Carnot.

") Voyez la Géoméirie de pesition , page 317,
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CORRESPONDANCE.

Lettre de M. Serres , professeur de mathématiques a
‘école de Soreze ,

Au Rédacteur des Annales;

[a Ve VA Vb VT, W V1, Vo V)
MONSIEUR ,

J’AI lu, avec intérét, dans le numéro du mois d’aotit dernicr de
vos Annales , page 41 , le mémoire de M. de Maizi¢re , sur les limites
des racines des équations; et j'ai eu lieu, plus d’une fois , d’admirer la saga-
cité de son auteur. Mais j’ai-été étrangement surpris, lorsque, tombant
par hasard sur une équation particuliére , #’—122°-442—48=0,
dont les racines sont 2, 4, 6, j’ai cependant trouvé 5 pour limite,
en vertu de la 3.° observation , qui m’a suggéré lidée de
mettre ’équation sous la forme z(z*—122-444)—48=o0. Le facteur
trinome étant essentiellement positif ; j'ai dit en conclure que je
pouvais regarder les trois premiers termes comme positifs , et prendre
pour limite 1-{—\3/ 48 < 1-+4==5. Cette conclusion ne pouvant s’accorder
avec la racine 6, j'ai pensé qu'il devait y avoir quelque vice dans
cette troisitme observation ; et voici a4 quel résultat mes réflexions
sur ce sujet m’ont conduit.

Il ne saurait étre permis de dénaturer le 1.°T terme de I’équation ,
pour le grouper avec les deux suivans, 4 moins que toute 1’équation
ne puisse se décomposer en plusieurs groupes positifs , comme au
n.° 6 des observations. En effet, la démonstration générale , qui
donne la limite 14/ P, , porte essentiellement sur ce que le 1.°F
terme seul 2™, en vertu de cette limite, est rendu plus grand que
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tous les termes négatifs ensemble ; il faut donc que ce 1.¢* terme
reste isolé , paur remplir cette condition ; et on ne peut grouper que
les termes suivans, pour en faire un ou plusieurs polynémes po-
sitifs , de maniere A reculer le terme négatif , dont le rang doit
déterminer le degré de la racine 4 extraire du plus grand coeflicient
négatif qui vient 4 la suite de ces différens groupes.

Si l'on veut faire entrer le premier terme dans ces transformations;
il me parait qualors il est nécessaire de vérifier la limite & laquelle
on parvient ; en examinant si le groupe, plus la somme des termes
positifs qui pourront le suivre immédiatement, donnent un nombre
plus grand que la somme des termes négatifs suivans: afin quau
de 1a de cette limite, le résultat général demeure toujours positif.
Par exemple , dans notre équation ci-dessus, aprés avoir trouvé 5 pour
limite , il faudrait s’assurer si cette limite donne x(2z*—122-F44)> 48,
ce qui n’est pas ; la limite 5 est donc trop faible , et doit consé—
quemment &tre rejetée.

Si vous pensez, Monsieur , que ces observations soient fondées,
et qu’elles puissent étre utiles a2 vos lecteurs, vous voudrez bien ,
je pense, leur accorder une place dans votre estimable journal.

Agréez , etc.

Soreze , le 13 décembre 181-2.

— P

QUESTIONS - PROPOSEES.

Problémes de Géomeétrie.

4

L CONSTRUIRE le plus petit systtme de trois cercles se touchant
deux a deux , dont les circonférences passent respectivement par
les trois sommets d’un triangle donné?

1I. Construire le plus grand de tous les triangles qui ont respec—

tivement leurs sommets sur les circonférences de trois cercles qui
se touchent deux a deux?
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GEOMETRIE ANALITIQUE.

Théorie analitique des péles des lignes et des surfaces
du second ordre;

Par M. GERGONNE.

[a Via ¥ Vg VL Vi W, Vi V)

CEUX—LA méme qui sont le plus portds A reconnaitre les avantages
que présente la Géométrie analitique proprement dite , sous le rapport
de Puniformité de ses procédds, tout en convenant qu’elle seule
jouit du privilége de nous conduire constamment au terme de nos
rocherches, sans aucune sorte de titonnement, lui reprochent assez
géndralement de ne fournir, pour la résolution des problémes, que
des constructions trés-compliquées , et de ne démontrer les théorémes
que par des calculs dont la prolixité est quelquefois rebutante.

J’ai toujours pensé que, le plus souvent, ces inconvéniens tenaient
peut-étre beaucoup moins & la nature méme de linsirument qu’a
la maniére dont on l'emploie ; et que, lorsqu’on aurait manié les
formules de la géométric analitique pendant autant de temps qu’ily en a
quel’'on contemple des cercles et des triangles, cette branche des sciences
exactes aurait, sur la géométrie pure , relativement a la construction
des problémes et & la démonstration des théorémes, ecette méme
supériorité que personne mne lui conteste a tant d’autres égards.

Jai déjd proavé ailleurs , par quelques exemples (*) , que la
géométrie analitique , convenablement employée , pouvait fournir,
pour la résolution des problémes, des constructions qui ne le cedent
en rien, pour l'élégance et la simplicité, a celles qu'on déduit des

(*) Voyez la Notice des travaux de Uacadémic du Gard , pour 1810.

dowm. IJI. 4[
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considérations purement géométriques. Je me propose ici d’appliquer
le méme moyen de recherche a la démonstration d’une propriété
trés-importante des lignes et surfaces du second ordre, propriété
remarquée , je crois, pour la premitre fois par M. Monge, et de
laquelle je mne connais. qu’une démonstration énalitique (*), com~-
pliquée et 'mcom?lette , relative seulement aux lignes du second
ordre. La suivante, dont je fais', depuis long-temps, usage dans
mes cours , me parait d'une extréme simplicité,

' § 1.

Une ligne (I.) du second ordre étant tracée sur un plan,-on
peut toujours” déterminer , sur ce plan , une idfinité de systémes
d’axes , soit rectangulaires soit obliques, tels que , la courbe y étant
rapportée , son équation prenne la forme" ;

‘ " ax*~-by*~dr-tey=o. (L) **)

Si, par un point (x/,y/), pris sur la courbe, on lui mene une

.langente (T), I'équation de celte tangente se présentera d’abord
sous la forme

’

(2aa/4-d (w—a")4-(2by'+-e)(y—y/) =0 ,
et psomtfa ensuite &tre éerite ainsi
°ax’+d)r+( ﬂy’+a’)y:°a.z‘"~{— by”+dx/+ey’ 5
mais , parce que le’ pomt (@', /) est sur ‘la courbe, on doit avoir
ax" by -dal-ey' =0 ; (L) '

en ajoutant le double de cette derniere  la précédente, ct réduisant

("), Voyez le Hecuezl :]e dwerses pruposztzons de géométrie de M Puissant ,
" premiére édmon, page 56 deuxitme édition > pages 138 et .415.

(**)" Jaurais pu , sans rien faire perdre A cette équation de sa généralité ,
la dépouiller de Tun 6u de Pautre de ses dedx derniers térmes; mais, en les
conservant tous deux , jer parviens & dés résultats plus syméiriques, sans compli-
quer sensillerment -les-calenls: Cest; de- phes,” pour conserver Lanalogic entre e
paragraphe et le suivant, ghe’ P&l omis le coefficient c. ’
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Véquation de la tangente (T) au point (2/,y’) de la ligne
prend cette forme trés-simple

(2az'4-d)x-(2by'+e y+da'-tey’=o. (T)

Supposons , en second lieu, que ’on propose de mener & la courbe
une tangente , par un point extérieur (p), ayant « et g pour ses
coordonnées ; la question se réduira & déterminer le point de contact,
ou plutot les coordonnées de ce point. S8i l'on désigne par a7/ et y/
ces coordonnées , I'équation de la tangente sera, comme ci-dessus,
I'équation (T , avec cette différence que a2’/ et y/ s’y trouvaient
connues et qu’ici il faut les déterminer; or, elles se trouvent d’abord
lides par 'équation (I/); de plus, le point (p) étant sur (T) , on
doit avoir

(2ax'4d)e(2by'4-¢€)p+-dz'4ey'=o0 ,
ou
2aa+d)x'4-(2be-t-0)y'+datep=o0 ; (9%
on aura donc les coordonnées du point de contact, en combinant
cette derni¢re équation avec l'équation (L/) ou , ce qui revient au
méme, en combinant avec I'équation (L) I’équation
(2aet-d)x—-(20p4¢)y+-det-ce=o. (9)

Mais, au liea de combiner entre elles les équations (L) et (),
on peut construire leurs lieux géomdtriques , qui détermineront , par
leur intersection , le point de contact cherché ; or, de ces deux lieux, le
premier (L) se trouve tout construit, puisque c’est la courbe donnde
elle-méme; et, comme lautre (¢) est cclui d’une ligne droite, il
s’ensuit que c’est l'¢quation de la droite qui joint les points de
contact qui, en effet , doivent étre au nombre de deux , puisque
leur détermination dépend de la combinaison d’une équation (L)
du second degré avec une équation (¢) du premier.

Ainsi, le sommet (p) d’'un angle circonscrit & une ligne (L) du
second ordre étant donné, rien n’est plus facile que de déterminer
la droite (¢) qui joint les deux points ou les cotés de cet angle
touchent la courbe. Le problem= inverse, c’est-a-dire, celut ott I'on
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proposerait de déterminer le sommet (p) de P’angle circonscrit , par
la connaissance de la droite (7) qui passe par les points de contact,
noffrirait guere plus de difficulté ; il ne s’agirait, en effet, pour
le résoudre , que de considérer les coordonnées «, ¢ du point (p)
comme inconnues , dans l’equation (g) , et de les déterminer en
exprimant que cette equaation est identique avec celle de la droite
donnée. (*) )

Supposons présentement que le point (p) soit variable, alors la
droite (g) le sera aussi ; assujettissons—la néanmoins, dans ses varia-
tions , & passer constamment par un certain point (P), ayant get 2

pour ses coordonnées ; nous exprimerons cette circonstance par l'équa-
tion unique

(2a¢+d)g+ (25,8—*—8);1—{-{279&—{—6/3 =0 ,

ou

(2ag—t+d)art-(2bht-e)p+ dg+eh—=o0 ;

2

cette équation exprimant une relation constante entre les coordonnées
« et g du point (p), en y changeant ces coordonnées en z et y,
elle deviendra celle du lieu (Q) de tous les points (p) qui répondent

aux diverses situations que peut prendre la droite (¢) autour du
point (P); Dléquation de ce lieu (Q) sera donc

(cagt-dyat-(abiteytds+eh=0 5 (Q)
équation d’une ligne droite.
De 1a résulte ce théoreme :

(*) Il est remarquable que, quand bien méme le point (p) serait situé du coté
de la concavité de la courbe , la droite (¢) n'en existerait pas moins; et que,
réciproquement , quand biecn méme la droite (g) ne couperait pas la courbe, le
point (p) n’en aurait pas moins une existence effective ; mais ce point et cette
droite cesseraient alors de répondre & l'idée que nous en donnons ici. Il n’est
aucun point , sur le plan d'une ligne du second ordre , auquel il ne réponde une
pareille droite , ni aucune droite, sur le méme plan, & laquelle il ne réponde un

pareil point. On va voir , tout & 'heure , quelle est la relation remarquable qui les
lie les uns aux autres.
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THEOREME. Si, par un point pris arbitrairement sur le plan
dune ligne du second ordre , on méne & cette courbe une suite de
sécantes ; et que , par les deux points d'intersection de chacune
d’elles avec la 'courbe, on méne & cette méme courbe deux tan-
gentes , terminées & leur point de concours , les tangentes de mémes
couples jformeront une suite d'angles circonscrits dont les sommets
seront tous sur une méme ligne drotie.

De méme que, le point (P) étant donné arbitrairement, on peut
toujours déterminer une droite (Q) qui ait avec lui la relation expri-
mée par ce théoréme; on peat réciproquement , lorsque c’est la
droite (Q) qui est donnée, déterminer un point (P) qui soit lié avec
elle par une semblable relation ; il ne s’agit, en effet, pour cela,
que de considérer comme inconnues , dans l'équation de la droite
(Q) , les coordonnées g et 2 du point (P), et de les déterminer
en exprimant que cette équation est identique avec celle de la
droite donnée,

De la résulte le théoréme suivant , inverse du premier :

THEOREME. Si l'on circonscrit & une ligne du second ordre
une suite d’angles dont les sommels soient tous sur une méme
droite , située comme on le voudra sur le plan de la courbe ; les
sécantes menédes & la courbe , par les points de contact des cotés
de ces angles avec elle , concourront toutes en un méme point. (*)

A cause de la relation qui existe entre le point (P) et la droite
(Q), ce point a été appelé le Pdle de cette droite; ct on peut,
a linverse , appeler la doite (Q) la Polaire du point (P). (**)

(*) On remarquera aisément quil y a entre le point (P) et la droite (Q) une
relation semblable & celle qui existe entre le point (p) et la droite (g).

- (**) On sait qu'on peut construire la pelaire lorsque le pole est connu, ou
le pole lorsque la polaire est connue , en n’employant que la régle szulsment.
(Voyez le tome 1.5% des Annagles, page 337).
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§ 1L

Une surface (§) du second ordre étant donnée , on peut toujours
déterminer une infinitd de systémes d’axés, soit rectangulaires soit
obliques , tels que, la surface y étant rapportée , son équation
prenne la forme

ax* by +cz*4drtey-+-fz=o. (S) ™

Si, par un point (27, 9/, 2’), pris sur cette surface, on lui méne
un plan tangent (T), Déquation de ce plan se présentera d’abord
sous la forme

(2aa/-d ) (o (aby o)y ) aex )= =0
et pourra ensuite étre écrite ainsi
ax'4-d) x4-(2by'4e)y (202 z==2ax 2m2by 2pe2cz 2 d o -0y - fz=0 5
mais, parce que le point (#/,y’, &) est sur (S), on doit ayoir
ax* by *d-cz*~+-da'ey'4-fz/=0 ; ()
-en ajoutant le double de cette derniére & la précédente , et rédui-

sant , léquation du plan tangent (T) au point (27, y’, 2/) de la
surface (S§) prend cette forme trés-simple

(zaa/+d)x+-(2by' )y (2c2/4-f )z F-da/4ey/+fz/=0. (T)

Supposons, en second lieu, que l'on propose de mener a la
surface un plan tangent, par un point extérieur (p), ayant «, 8
et y pour ses coordonnées; en- désignant par a4/, ¥/, z/ les coor-
données du point de contact , I'équation (T) sera encore celle du plan
cherché ; mais avec cette différence que 2/, y/, 2/ qui; tout a I’heure,
étalent connues, seront ici inconnues: or , elles se trouvent d’abord

() Je conserve ici les trois termes en x en y et en z, pour les mémes raisons
qui mont fait conserver les deux termes en x-et en y dans le § précédents
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lides par l'équation (S); de plus, le point (p) étant sur (T), on
doit avoir

(2az/d)at(2by'~-e)p-H(2c/f Jytdal ey’ S =0
ou
(2ast-d)a’-+(bpte)y -+ (zertf )3k dukeetfy=0 5 (7)
on n'aura donc, entre les trois coordonnées du point de contact, que

les deux équations (8) et (¢/) seulement ; équations auxquelles on
pourra, au surplus, substituer I'équation {S) avec I’équation

(2aatd)a—+{2be-te)y4-(2cv+f) zdat-eo+fr=0 ; (g)

‘ce point demeurera done indéterininé ; ¢’est-a-dire , qu’il y aura une
infinité de points de contact, et conséqnemment une infinité de plans
tangens; ce qui est dailleurs évident.

Tous ces points de contact seront donc donnés par Iensemble
des équations (S) et (¢); or , la premitre étant celle méme de la
surface proposée ; puisque la seconde est. celle d’un plan, il s’en-
suit que ce plan coupe cette surface suivant tous les points de contact.

Concevons présentement une surface conique circonserite a (§) et
ayant le point (p) pour centre ou sommet ; tous les plans tangens

4 (8), conduits par (p) , seront aussi tangens & cette surface conique;
les points de contact de la surface conique avec (8) seront done
-les mémes que ceux’de (8) avec les plans tangens -conduits par (p7;
ces points seront donc aussi déterminés par 1mtersecuon de la sutrface
(S) avec le plan (¢).

Nous voila done parvenus a cette proposition rémarquable : Zorsqz'une
“surface conique est ‘circonscrite’ @ une surfdice du second ordre
la ligne de contact de cés deux surfaces ést une courbe plane.

Il n’est pas difficile de voir que , réciproquément, tout plan
coupant uné surface du second ordre détermine sur elle la ligne
de contact de eette” sllrﬁiée avet wite certatme surface conique cir-
conserite. On voit méme - que ' pour déterminer: le contre ou sorimet
de cette surface conique , il ne sagit que d’exprimrer que le p}an
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dont il s’agit est identique avec le plan (¢); ce qui déterminera les
trois coordonnées «, g, » de ce centre. (*)

Supposons présentement que le point () soit variable , alors le
plan () le sera aussi ; assujettissons-le néanmoins , dans ses variations ,
4 passer constamment'par un certain point (P), ayant g, % et £
pour ses coordonnées ; nous exprimerons cette circonstance par
Véquation unique

(2aat-d)g4-(2bp4-e)ht-(2cr+f)et-dud-es-t-fy =0 ,

(20843 at-(2bh4e)p4-(2ck+-f v+dg~4-eh+tfh=o0 ;

cette équation exprimant une relation constante entre les coordonnées
«, p et y du point (p); en y changeant ces coordonnées en z , ¥
et z, elle deviendra celle du lieu (Q) de tous les points (p) qui
répondent aux diverses situations que peut prendre le plan (g) autour
du point (P); I’équation de ce lieu (Q) sera donc

(pag-rdyat(2bhte)y4-(zchf Y- dgt-ehfk =o, @
équation d’un plan.

De la résulte le théoréme suivant: .

THEOREME. S:, par un point pris arbilrairement dans [les-
pace , on conduit & une surface du second ordre une suile de plans
sécants; et que lon considére leurs intersections avec celte surface
comme les lignes de contact d’une suite de surfaces coniques cir-
conscrites 5 les centres ou sommets de ces surfaces coniques se
trouperont tous situés sur un méme plan.

Si, au lieu d'assujettic le plan (¢) & passer seulement par un
point (P), on l'assujettissait & passer par une certaine droite (M) ;
en désignant par (P) et (P/) deux points de cette droite , et sup-—
posant que leurs coordonnées sont g ct g/, & et A/, k et k' ; le

(" On peut faire ici des remarques analogues & celles qui oat été faites dans
la note de la page 296,

point
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point (p) se trouveraient assujetti a étre a la fois sur le plan (Q)
et sur un autre plan dont on obtiendrait l’équation en changeant,
dans celle de (Q), g, %2, k en g/, A/, k/; ce point (p) se trou-
verait donc dans lintersection de deux plans (Q) et (Q’), cest-a=
dire, qu’il se trouverait sur une ligne droite (IN).

De méme qte , le point (P) étant pris arbitrairement, on peut
toujours assigner un plan (Q) qui ait avec lui la relation énoncée
dans le théoréme auquel nous venons de parvenir , il n’est récipro-
quement aucun plan (Q), dans I'espace, auquel il ne réponde un
certain point (P) lié avec lui par une semblable relation ; on voit
méme que , pour obtenir ce point, il ne s’agit que de considérer comme
inconnues, dans I’équation du plan (Q) , les coordonnées g, %4 et &
du point (P) , et de les déterminer en exprimant que cette équation
est identique avec celle du plan donné.

De 1a résulte le théoréme suivant, inverse du premier :

THEOREME. Si Pon circonscrit & une surface du second ordre
une suite de surfaces coniques, dont les centres ou sommets svient
tous sur un méme plan , situé d'une maniére quelconque dans
Lespace, les plans des lignes de contact de ces surfaces coniques avec la
surface proposée passeront tous par un méme point. (*)

A cause de la relation qui existe entre le point (P) et le plan
(Q), ce point a été appelé le Pdle de ce plan ; et I'on peut, 2
Uinverse , appeler le plan (Q; le Plan polaire du point (P).

Il est aisé de voir que, si les sommets des surfaces coniques cir-
conscrites étaient assujettis a étre situés sur une méme droite, ils
se trouveraient , par 13 méme , assujettis & étre , a la fois , sur
deux plans mends arbitrairement par cette droite ; qu’ainsi les plans
des lignes de contact se trouveraient assujettis & passer tous par
deux points fixes , c’est-a-dire, par un droite joignant ces deux

points.

(*) On peut faire ici des remarques analogues a celles qui ont été faites dans la

note de la page 297.

Tom. III. 42
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La droite (M) qui doit contenir les centres ou sommets de toutes
les surfaces coniques circonscrites étant donnée , en exprimant qu'elle
est identique avee celle qui est donnée par les deux plans (Q) et
(Q”) on obtiendra quatre équations de relation entre les six coordonnées
g, &> %,k , k,k; prenant donc les deux derniéres arbitrairement,
elles se trouveront toutes déterminées, et I'on aura ainsi deux points
de la droite (N) par laquelle passent les plans de toutes les lignes
de contact.

A cause de la dépendance réciproque entre la droite (N), par
laquelle passe le plan mobile, et celle (M) que décrit le sommet

de la surface conique, on peut appeler la premitre , la polaire
de l'autre,

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Démonstration de quelques propriétés des pdles des
lignes et surfaces du second ordre;

Par M. Rocuar , professeur de navigation i St-Brieux.
[a Sla V1) o Vig Vg Vi Vio % Vo %)

§ I

ON sait qu'une ligne du second ordre (L) étant donnée; si on la

rapporte 4 deux axes respectivement paralleles & deux diametres
eonjugués, son équation prend la forme



Qo
=]
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ax*+by*-datey=o ; (L)

on sait, de plus, quen prenant un péle (P) dont les coordonndes
soient g et 4, la polaire (Q) , correspondant & ce péle, a pour
équation

(2ag+dyt(ablbey+dgreh=o. () (Q)

Si, dans leséquations (1) et (Q) , on suppose e= o, elles deviendront

ax*~4-by*+dz=o , (2agt-d)x—t-20ky-tdg=o ;

Paxe des « sera alors un diamétre de la courbe, et l'axe des y
sera une parallele quelconque & son conjugué.

Les choses étant ainsi, si 'on veut que la droite (Q) soit parallele
a 'axe des 5,1l faudra que le terme en 4y disparaisse de son équation ;
on devra donc avoir Z=o ; et réciproquement , toutes les fois que
% sera nul , quel que soit d’ailleurs g, la droite (Q) deviendra paral-
lele & laxe des y. De la résulte le théoréme suivant;

THEOREME. Toute droite située sur le plan d'uné ligne du
second ordre , a son pble situé sur le conjugué du diaméire auquel
cette droite est paralléle; et réciproquement.

Donc, si une droite se meut parallélement & elle-méme , sur le
plan d'une ligne du second ordre, son pidle sera mi suivant le
conjugué du diamétre auquel elle demeurera constamment paralléle ;
et réciproquement.

() Voyez le précédent mémoire. On a cru devoir adopter les mémes notations,
dans 'un et dans Pautre, afin d’en rendre le rapprochement plus facile.
J. D. G,
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Dans le cas particulier ou la courbe est une parabole, la sup-

osition e=o entraine 2=o0 ; en supposant donc toujours /=o ,
I'équation de (Q) se réduit & x=-—g ; ce qui prouve que , dans
la parabole la portion du diamétre comprise entre la droiie et son
pble est coupée en deux parties égales par la courbe.

Du théortme qui vient d’étre démontré , on peut conclure le
suivant

THEOREME. Le point de concours de deux tangentes quel-
conques & une ligne du second ordre est sur le conjugué du diamétre
auquel la droite qui joint les points de contact de ces deux tangenies
est paralléle.

Il suit évidemment de la nature des péles des lignes du second
ordre que , si deux droites, tracées sur le plan d'une pareille ligne,
sont telles que la seconde passe par le péle de la premitre, la
premicére passera réciproquement par le pole de la seconde. Si donc
la seconde tourne autour du péle de la premiére , son péle sera
mb suivant cctte premiere. De la résulte encore cet autre théoréme :

THEOREME. Siune droite , tracée sur le plan dune ligne du
second ordre , se meut autour d’un point fixe , pris comme on youdra ,
sur sa direction , son pble sera mi suivant unc paralléle au con-
jugué du diamétre mené & la courbe par ce point five; et réci-
progquement.

§: 1L

On sait qu’une surface (S) du second ordre étant donnde ; si on
la rapporte & trois axes respectivement péralléles 3 trois diametres
conjugués, son équation prendra la forme

az*+by>*~+cz*dz—ey+fz=o0 ; (S)

on sait, de plus, qu'en prenant un péle (P) dont les coordonndes
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soient g, A, &, le plan polaire (Q), correspondant a ce pole , a

pour équation
(zag+d)a+(2bh~+e)y+-(2ck-+f )zt-dgt-eh+fh=0 ; (*) (Q

Si T'on suppose & et e égaux i zéro, les équatiens (S) et (Q)

deviendront

ax*+by*czi+fz=o0 ,  2aga-t2b0hy-(2ck+f)z-fh=o.

Les deux diametres auxquels les axes des x et des y seront alors
parall¢les , auront pour leur conjugué l'axe des z.

Les choses étant dans cet état , si l'on veut que
(Q) soit paralléle a celui des xy, il faudra que les termes en x ef
en y disparaissent de son cquation ; on devra donc avoir g=o ,
/=0 ; réciproquement toutes les fois que g et /% seront nuls , quel
que soit d’ailleurs Z, le plan (Q) deviendra paralléle au plan des zy.
De la résulte le théoréme suivant:

THEOREME. Lorsque trois diamétres d'une surface du second
ordre sont conjugués , tout plan paralléle & celui de deux de ces
diamétres a son pble sur le troisiéme ; et réciproguement.

Donc , si un plan se meut parallélement & lui-méme , son péle
sera mi suivant le diamétre qui joint les points de contact des
deux plans tangens paralléles & la direction constante de celui-la.

Dans le cas particulier ot la surface est un paraboloide , la suppo-
sition d=o0, =0 entraine ¢c=o0; en supposant donc toujours g=o,
h=o, ldquation de (Q) se réduit & z=—f"; ce qui prouve que,
dans le paraboloide , la portion du diaméire comprise entre le
plan et son péle est coupée en deux parties égales par cette surface.

le plan

*) Voyez le préeédent mémoire.
¢ Yot n ' J. D. G.
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Du théordme qui vient d’étre démontré on peut conclure le
suivant.

THEOREME. Le sommet de la surface conique circonscrite &
une surface du second ordre est sur un diamétre tel que les plans
tangens & ses exirémités sont paralléles au plan de la ligne de
contact.

Il suit évidemment de la nature des poéles des surfaces du second
ordre que,si deux plans sont tels que le second passe par le péle
du premier, le premier passera réciproquement par le péle du second 3
si donc le second tourne autour du poéle du premier , son péle sera

continuellement dans ce premicr plan. De la résulte encore cet autre
théordme :

THEOREME. Un plan tournant autour d'un point fixe , situé
d’une maniére quelconque par rapport & une surface du second ordre,
“son pble ne sort pas dun plan paralléle aux plans qui touche-
raient cette surface aux deux extrémités du diaméire mené par ce
point fixe; et réciproquement.

On voit , d’aprés cela, que , si un plan tourne a la fois autour de
deux points fixes, auquel cas il tournera autour d’une droite fixe
passant par ces deux points; son pole ne sortira pas de deux plans
fixes , et décrira conséquemment la droite qui est lintersection de
ces deux plans. Cette droite sera parallele & Pintersection des plans
tangens aux points de la surface courbe ol elle est rencontrée par
les diametres qui passent par les deux points fixes. Nous appellerons
la droite décrite par le péle , dans ce cas, la polaire de celle autour
de laquelle tourne le plan auquel ce péle appartient.

Examinons présentement les diverses directions que prend cette
polaire suivant les diverses situations de la droite 2 laquelle elle
correspond. Supposons que le plan (Q) soit assujetti & passer cons—
tamment par une droite (M), ayant pour ses deux équations

wxt-pytrz=nr 5 daEydiz=r 5 (M)
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on exprimera cette circonstance en exprimant que lélimination de
Z et y, entre ces deux équations et celle de (Q), conduit a une
équation qui laisse z indéterminée ; cette équation en z est

{(or/—/3) 28+ ) b)) 2k )} 2
/)20 T (o' 3) 2B O) (o — o R g el )=0 3
égalant donc & zéro le coecflicient de z et le terme tout connu,

en changeant g, %, kenz, y, z, les équations de la polaire (N)
de (M) seront

(BY'—8/7) (28x~4-d) (v o/ —v' @) (2by—e)d-(28/==e/) (2c2Ffr)=0 ,
(' A===BN) (2ax~4d) 4 (ar/—a'2) (2by )4 (ap—a'g) (dx—4-ey—fz)=0.

@™

Si l'axe des z est un diamétre,et que (M) soit paralléle au plan
des zy , on aura d=o , ¢=0, «f'—4/B=0; les équation de (N}
deviendront donc

a(By'—p'y)2b(yu/—y/ a)y=0 , a(p'r—p)2+-b(ar'—a/2)y=0;
d’ott T'on voit que cette droite (N) passera alors par laxe des z.

Si le plan des xy est un plan diamétre et que (M) soit paralléle
% l'axe des z, on aura f=o , /—p'y=0, ya’—2/a=0 ; les équations
de (N) deviendront donc

270 5 (Bl (200 4-d) (4N = a/ 3) (2By~-e)j-(2 8=’ ) (A 4-03)=0 ;

d’ou Ton voit que cette droite (N) sera alors sur le plan des zy.
De la résultent ces deux théorémes :

THEOREME. Trois diamétres d'une surface du second ordre
étant conjugués ; si une droite est paralléle au plan de deux de
ces diamétres , sa polaire passera par le troisiéme; et réciproque-
ment.

THEOREME. Trois diamitres d'une surface du second ordre
étant conjugués ; toute paralléle & l'un d'eux a sa polaire dans le
plan des deux autres; et réciproguement.
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L4 4
VARIETES.
De Uétude et de lenseignement des sciences mathéma-
tiques , chez les aveugles de naissance ;

Par M. PeEnson, professeur de mathématiques au lycée
d’Angers.

[a Yo Via Vo V1o Vig o Vo 9

Au REDACTEUR DES ANNALES,

MOoONSIEUR ,

VOUS avez désiré de moi quelques détails sur la maniére dont un
aveugle de naissance peut acquérir des connaissances en mathématiques
et transmettre ensuite ces connaissances a autrui. Vous avez pensé
que ces détails pourraient intéresser vos lecteurs , et que sur-tout
ils deviendraient utiles & ceux d’entr’eux qui se trouveraient appelés a
diriger l'éducation de jeunes-gens privés, comme moi, d’un organe
que lon regarde , avec raison sans doute , comme l'un des plus
propres 3 nous aider puissamment dans un grand nombre d’¢tudes
et de recherches.

Rien ne peut m’étre plus agréable, et rien en méme temps ne
m’est plus facile, Monsieur , que de satisfaire, sur ce point, votre
curiosité et celle de vos lecteurs. Mais je ne dois pas veus dissimuler
que jai grand’peur qu’il n’en arrive ici comme en tant d’autres ren-
contres ; et qu’aprés avoir trouvé presque incroyable qu’un homme
qui n'a jamais eu l'usage de la vue , ait pu apprendre , cultiver
et enseigner les sciences exactes , beaucoup de gens ne disent ensuite:

nesi-ce
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n'est-ce que cela ? deés qu'ils sauront que, pour parvenir 3 son but,
Iaveugle de naissance n’a besoin de recourir qu’a des procédés assez
naturels, et tels que le simple bon sens pourrait facilement le suggérer
2 tout homme qui veudrait prendre la peine d’y réfléchir.

Si cette appréhension , quelque fondée qu’elle me paraisse , ne m’a
pas semblé un motif suffisant pour me dispenser de satisfaire , Monsieur,
2 ce que vous m’avez fait I’honneur de demander de moi’, je crois

pY

du moins pouvoir m’en autoriser pour donner a cette lettre aussi
peu détendue que la nature du sujet pourra le permettre : sauf
ensuite a revenir, une autre fois, sur ce méme sujet,'sli. des éclair-
cissemens ultérieurs sont ]ugés nécessaires.

Je vais donc exposer, aussi succinctement qu’il me sera possible,
la méthode qui me parait la plus convenable, pour enseigner les
mathématiques & un aveugle de naissance , auquel je supposerai
d’ailleurs qu’on procure toutes les ressources et facilités que sa situation
peut lui rendre utiles. Je dirai, en méme temps, quelque chose
des moyens que cet aveugle doit ensuite mcttre en usage , pour
communiquer les connaissances qu’il parvient a acquérir. Je me
citerai souvent moi-méme en exemple ; car , si l'on en excepte
peut-étre Saunderson, la plupart des aveugles qui m’ont précédé, se
sont peu mis en peine d'instruire le public de leurs procédés. (*)

A Tlaide d’un instrument dont il était l'inventeur , Saunderson
exécutait toutes les opérations de I’arithmétique , et tragait toutes les
figures rectilignes de la géomdtrie ; mais on ignore comment il s’y
prenait pour faire des calculs algdbriques , et on ne sait pas davan-
tage comment, 3 l'aide de cet instrument, il parvenait 2 enseigner

(* On trouve quelques détails sur ce sujet dans les Mélanges physico-mathé=
matiques de M. Bérard, principal et professeur de mathémaliques au collége de

Briangon, page 182,
J. D. G,

Tom. III- 43
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les autres ; nt eomment ses éléves pouvaient parvenir a'le com-
"‘prend'r'é , sans se livrér in'éalabiement % une étude tout A fait étrangere
au but principal qu’ils avaient en vue.

Les moyens qu’employait Saunderson avaient encore un autre
‘incé'nvénientf; c’est quil. ne pouvait , par leurs secours, acquérir
" aucune notion des procédés mis en usage par les voyans: ce qui

me parait pourtant si nécessaire que je ne pense pas que 'aveugle
" puisse autrement enseigner avec quelque suceés. Ainsi il faut qu’il
soit "instrhit de la forme des letires et autres signes, des cas dans
’ lesqﬁe‘lssbﬁzerﬂpﬁie les lettres majuscules et minuscules, tant grecques
que romaines , de la maniére dont on dispose ordinairement les calculs et
leurs résultats, soit sur le papier soit sur un tableau, etc. ; tous objets
sur les moindres détails desquels il est indispensable qu’il soit bien
informé.

M. Haiiy , ancien instituteur des aveugles, frappé des inconvéniens
que présentaient les méthodes employées avant lui , crut devoir recoarir
a des caractéres mobiles , isolés les uns des autres, sensibles au tact,
semblables & ceux qui sont en usage parmi les voyans, et dont
Paveugle pfit se servir pour représenter les différens mots de la langue,
et exécuter toutes les opérations arithmétiques et algébriques. Chacun

- de’ ces caractéres cst gravé en relief, sur l'une des faces d’un paral-

lélipipede rectangle , tandis qu’un autre parallélipipeéde, aussi rec-
tangle , mais de moindres dimensions, est solidement fixé au milieu
de la face opposée da premier. Ce dernier est ce que 'on nomme
‘la queue du caractere ; il est destiné & s’engager dans les intervalles
" que ‘Jaissent entre -elles des traverses.de bois, également espacées,
" fixées & deux c6tés opposés d'un chassis rectangulaire posé horizon-
talement , et baraﬂé]es aax deux autres cotés de ce chassis.

Au mbyen de cet instrument ,'appele’ planche , on pourrait, sans
difficulté, exécuter toutes sortes d’opérations algébriques , si le nombre
.des divers caracteres dont on fait usage, dans ces opérations, n’était
pas trop considérable. Mais souvent on y emploie concurremment les
lettres grecques et romaines, tant majuscules que minuscules , sans
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compter les lettres affectées d’accens ou d'indices ; la case qui con=
tiendrait tous ces divers alphabets devrait donc étre trés-grande : ce
qui exigerait plus de temps pour y choisir les caractéres , et rendrait
ainsi les calculs fort longs. Il est d’ailleurs presque impossible de
représenter , avec des caracteres mobiles, toutes les diverses sortes de
fonctions algébriques , et cela quelque compléte que la case puisse

étre d’ailleurs. Si l'on avait, par exemple, cette quantité Prad ,1l fau-
drait que la case contint trois sortes de caractéres , différant uniquement
entre cux par la place quils occuperaient sur leurs parallélipipedes
respectifs; ce qui , en obligeant de donner de grandes dimensions aux
parallélipipedes, exigerait qu’on donnét une largeur proportionnée aux
traverses entre lesquelles les queues de ces paraliélipipedes doivent
étre maintenues , et diminuerait conséquemment le nombre de ces

traverses , pour une planche de dimensions données.

Géné par ces obstacles , dés mes premiers pas dans Pétude de
Palgtbre,j’ai pris le parti de me créer des notations. mieux appropriées
aux scules ressources dont il me soit permis de disposer. Ainsi, pat
exemple , ‘au lieu de axy, jécris a z'y; pour a¥, jéeris aay,
et ainsi du reste. Privé aussi de V'alphabet grec, je renverse les lettres
romaines , pour suppléer a celles de cet alphabet ; de maniére que,
par exemple , pour représenter » , jécris 2. Les parenthéses sont
ordinairement de toutes sortes de grandeurs; mais, dans la case d’un
aveugle, elles sont néceséairement limitées ; il m’a donc fallu créer
encore des notations pour les remplacer. Enfin, je suis presque toujours
forcé d'inventer de nouveaux symboles, & mesure que les calculs et
les formules se prolongent et se compliquent.
~ Ce n’est guére, au surplus, que dans ce cas que j'ai recours aux
caractéres mobiles ; car on ne peut se dissimuler que leur usage entraine
toujours quelque longueur et quelque embarras. L’aveugle doit donc
avoir une planche; mais il doit, en méme temps, apprendre, peu
a peu, a s’en passer, du moins dans les cas les plus ordinaires. 1l
faut , parexemple, qu’il puisse suivre de téte une opération que ’on fait
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en sa présence , lors méme que cette opération ne donne pas des
résultats symétriques. Pour acquérir cette habitude, j’avais soin, dans
les commencemens , de répéter, de vive voix , les calculs que j’avais
exécutés avec mes lettres mobiles ; je me faisais lire aussi des livres
d’algebre , et j’effectuais les opérations qui s’y trouvaient contenues,
sans autre secours que cclui d’'un voyant, qui les écrivait sur un
tableau 4 son usage. Par cet exercice , fréquemment répété , je
parvins, en pea de temps, et sans y employer les caractéres mobiles,
2 faire de téte des calculs trés—compliqués , tels que ceux de la
Mécanique céleste. Javais méme acquis assez d’habitude en ce genre,
pour suivre , avec quelque fruit, les cours publics de MM. Biot
et Francceur. Souvent ce dernier me faisait démontrer de vive voix,
tandis qu’il écrivait les résultats sur le tableau. En un mot , je
subissais, comme les autres éléves, les examens qu’on fait ordinaire~-
ment dans les lycées ; je concourais avec eux et comme eux ; si
ce n’est seulement qu'il me fallait un enfant pour écrire ce dont j’avais
besoin.

A Tégard de cet enfant, plusieurs personnes ont pensé qu’il fallait
que celui dont laveugle emprunte le secours fiut non seulement un
homme fait, mais encore un homme presque aussi instruit que cet
aveugle lui-méme. C’est l4 unec véritable erreur; laveugle n’ayant
uniquement besoin que de deux yeux et d’une main qu’il puisse
mouvoir & sen gré. Mais un enfant ne remplira bien l'objet que
Paveugle se propose, qu’autant que celui-ci prendra soin de lins-
truire lui-méme. C’est pour ccla que j'ai toujours pris avec moi
des enfans trés-jeunes, auxquels, fort souvent, j'ai méme été obligé
de montrer & lite, et que je dressais ensuite aux petits services que
je pouvais attendre d’eux. Je crois qu’en s’aidant de semblables moyens,
an aveugle parviendra i étudier, avec quelque facilité et quelques
succds, tant l'algtbre que toutes les sciences qui en dépendent.

Si nous passons de 1'étude de l'algtbre d celle de la géométrie (*),

(*) Je parle ici non seulement de la Géoméirie proprement dite , mais ~encore
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les difficultds croissent sensiblement. On peut , il est vrai, acquérir
Vidée des figures par le tact ; mais ces figures sont tellement mul-
tiplides que , s'il fallait les faire toutes toucher & I'aveugle, Iétude
de la géométrie deviendrait pour lui trés-longue et trés—pénible. 1l
me parait donc plus convenable de suivre la marche que voici: on
fera percer de trous , suivant une direction rectiligne , chacune des
traverses de la planche dont j’ai parlé plus haut, de maniére que chaque
trou puisse , au besoin , recevoir une cheville; et I'on pourra ainsi,
avec un fil, former les diverses espéces d’angles , de triangles , de
quadrilatéres , et méme plusieurs sortes de polygones, tant réguliers
qu'irréguliers. I’éléve acquerra par 1a l'idée de ces figures que
désormais je nommerai primitives. 1l faudra de plus lui faire con-
naitre le cercle, ce qui sera facile, soit en tragant cette figure sur
de la terre molle, soit en l'exécutant avec du papier ou du carton.
Pour les solides , on les peut construire en bois; et cette méthode se
pratique méme fréquemment & 1’égard des voyans.

Il importe aussi de faire connaitre & V'aveugle de quelle maniére
les voyans représentent les corps sur un tableau ; car il se les figure
toujours tels qu’ils existent réellement, et ne concevra jamais, &
moins qu’on ne le lui explique , qu’on puisse représenter un prisme,
une pyramide, un cylindre , un cone, etc., sur une surface plane.

Il est encore un point sur lequel je crois trés-nécessaire de m’arréter :
c’est que , pour bien faire connaitre des corps, par le tact , & une
personne affligée de cécité, il ne suffit pas de lui faire simplement
porter la main successivement sur chacun d’eux ; car il n’en acquerrait
par cette voie que des notions trés-imparfaites. Il faut les lui laisser
manier 3 son aise , a diverses reprises , et sans jamais le presser,

de tout ce qui est relalif & cette science ; tout comme je distingue I'analise pure
de louwes les applications qu'on en peut faire. C’est dans les études purement ana-
litiques que Dl'aveugle rencontre le moins de difficulié, et c’est pour cela que j’ai
crn devoir en parler d’abords
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ni le géner en aucune maniére. Le défaut de cette attention, quelque
minutieuse qu’elle puisse paraitre d’ailleurs, a sensiblement retardé
le progrés de mes études.

Lorsque les figures primitives sont devenues assez familieres 2
Vaveugle pour qu’il puisse les bien concevoir et les définir nettement,
il doit s’habituer & démontrer les théorémes sans toucher a la figure.
11 arrivera quelquefois, & la vérité, que la démonstration deviendra
tellement compliquée qu’il lui sera presque indispensable , pour pouvoir
la suivre, d’en mettre la figure sous ses dcigts ; mais cela ne doit
arriver que rarement; et , dans ce cas méme, l'aveugle fera bien de
répéter ensuite la démonstration sans figure.

Dans la géométrie transcendante, pour faire connaitre 'aveugle la
forme des différentes lignes et surfaces courbes, on pourra lui tracer
les premiéres , par le procédé déja indiqué pour le cercle, et exécuter
les derniéres avec de la cire ou de Targile humide ; mais cela néan—
moins ne sera le plus souvent nécessaire , ni pour les unes ni pour
les autres : le mode de génération d’une ligne ou ‘d’une surface
courbe suffisant, dans les cas les plus ordinaires , pour en donner une
idée distincte. Il m’arrive méme , communément, de deviner la forme
qu’affectent les lignes et les surfaces courbes, par la simple con-
naissance de leurs équations., da moins lorsque ces équations ne sont
pas trés-compliquées. C

Aprés les détails dans lesquels je viens d’entrer, on sent que
Pétude de la mécanique ne pourra offrir beaucoup de nouvelles diffi-
cultés. Il faudra seulement prendre la précaution de faire toucher et
manier a laveugle les diverses machines dont on se proposera de
lui exposer les propriétés. Je me rappelle , & ce sujet, que je ne
suis parvenu i bien comprendre la génération de la vis , qu’aprés
ayoir touché des vis de différentes espéces ct dimensions. A cela
prés, les diverses branches des mathématiques, tant pures qu’appli-
quées , ne sauraient, en aucune maniére , embarrasser I'aveugle , puis—
qu’il n’y sera jamais question que de géométrie et de calcul.

Cependant , pour laisser le moins possible & désirer sur ce sujet,
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- je crois devoir ajouter encore, a l’égard de l’optique, que, st I'on
fait concevoir 4 l'aveugle les rayons de la lumiére comme des lignes
droites ; que , s’il congoit chaque point d’un corps lumineux ou
éclairé comme le point commun de départ d’un systeme de ces
rayons qui, conséquemment , doivent aller en s'écartant les uns des
autres , & mesure qu’ils s’éloignent de ce point de départ, la réfraction
et la rétlexion , les propriétés des verres et miroirs plans, convexes , et
concaves , et généralement toas les phénomenes de 'optique , non seule-
ment pourront lui étre démontrés, mais pourront méme étre assez nette-
ment congus par lui , pour qu’il soit en état d’en transmettre la
démonstration 4 autrui. '

Chacun convient et apergoit facilement qu’il est absolument im-
possible A un aveugle de naissance de se faire aucune idée juste de
la lumitre et des couleurs ; mais , comme la couleur des corps dépend
non seulement de la nature des rayons de lumiére qu’ils réfléchissent ,
mais encore de la figure ou de la disposition respective des molécules
de leur surface, qui les rend propres & réfléchir tels rayons de lumiére
de préférence a tels autres; queclques personnes ont pensé que, cette
disposition de molécules pouvant devenir sensible au tact, il n’était
point hors de vraisemblance qu’elle piit mettre les aveugles en état
de distinguer , au toucher, les corps de couleurs différentes. Clest
l4 un point sur lequel je ne voudrais rien décider , d’'une maniére
trop absolue; mais, ce que je puis da moins affirmer , c’est qu'un
grand nombre d’aveugles que j'ai connus n’ont pu parvenir, plus
que moi, & rencontrer la plus légére différence entre les surfaces
des corps différemment colorés ; du moins, lorsque toutes les .autres
circonstances se trouvaient étre exactement les mémes ; et leur expé-
rience , jointe 4 la mienne, me parait suffisante pour présumer que
les causes qui déterminent les corps a étre de telle couleur , plutét
que de telle autre, sont de nature A se dérober éternellement au
sens du toucher.

Voici, trés-probablement, la source de Ierrenr ol beaucoup de
personnes ont été induites sur ce point.- Il est certaines étoffes dont
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le tissu est trés—sensible au tact et sur lesquelles on applique pres-
que toujours les mémes couleurs. D’un autre c6té, les teintures dont
on les imprégne peuvent, a raison des divers ingrédiens dont elles
se composent , se manifester au toucher ; et cette circonstance , réunie
a la premitre, peut souvent donner & I’aveugle des indices & peu prés

certains. Ainsi , par exemple , je croyais autrefois que toutes les
¢toffes de camelot étaient rouges; et je m’étais higuré , 2 U'inverse ,

que les étoffes douces au toucher devaient étre blanches; or, comme
ces fausses notions me faisaient quelquefois rencontrer assez juste, on
s'imaginait que je discernais réellement les couleurs par le tact.

Il existe encore une question qui n’est point facile 2 traiter :
c’est celle relative i l'idée qu'un aveugle de naissance peut se former
du sens de la vue , et a la manitre dont il congoit que ce sens
peut faire connaitre aux voyans les objets qui sont hors de leur
portée. Je me bornerai 4 dire ce que je pense moi-méme i cet
égard. 1l me semble que les rayons de lumiére, partis de chaque
point de la surface d’un objet, apportent tous ces points dans Peil ,
et les apportent disposés entre eux de la méme maniére qu'ils le
sont dans l'objet ; de sorte que la rétine, en touchant ces points,
reconnait la figure de ce méme objet; et, comme elle connait aussi
les rayons lumineux qui lui présentent cette figure , elle en distingue
également la couleur. Il me parait donc que la rétine est affectée
par la lumiére , comme Dlest la main par I'objet. Peut-étre pourrait-
on me faire plusieurs difficultés séricuses & ce sujet 7 Peut-étre méme
ai-je trés-mal rencontré : ce qui n’aurait rien qui dit surprendre,
attendu que je n’ai jamais vu ? Mais c’est du moins 1a la seule maniére
dont je congoive que la vue puisse suppléer au tact.

Je pourrais entrer, Monsieur, dans beaucoup d’autres détails sur
Pinstruction des aveugles, et sur les procédés qu’ils doivent suivre
pour enseigner, soit aux voyans , soit & d’autres aveugles. Je pourrais
parler de leur caractére, quiinflue, peat-étre, plus qu’on ne pense, sur
leur manitre de s’'instruire ; des progrés qu’ils peuvent faire dans
les diverses branches de nos connaissances ; des jouissances que , malgré

Ia
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la privation du sens de la vue, ils sont susceptibles de gotiter; ainsi
que des désirs et de la tristesse que leur état, comparé & celui du
reste des hommes, peut leur faire épronv‘er. Je pourrais enfin com-
parer , sous divers rapports, l'aveugle de naissance & celui qui perd
la vue dans un 4ge ol il a déja acquis et ol il peut conserver dans
sa mémoire les diverses notions dont cet organe est la source ; mais
je crains d’avoir déja trop abusé de lindulgence de vos lecteurs ;
et je crois plus convenable , 3 moins d’unc nouvelle provocation , soit de
leur part, soit de la vétre , de terminer ici , en vous priant d’agréer, etc.

Angers, le 14 de novembre 1812.

QUESTIONS RESOLUES.

Démonstrations des deusx théorémes de géomdirie énonces
a la page 196 de ce volume ;

Par MM. L Granp, éleve & 1'école normale ,
Ferrior et LaAmBERT , professeurs au lycée de
Besancon ,
VEecteEN , professeur au lycée de Nismes ,
LaBroussE , professeur & Montélimart ,
Bocnar , professeur de navigation a St-Brieux ,
Pexson , professeur au lycée d'Angers ,
Goserrt, ¢léve de M. Penjon,
C. Beavcourrt , éleve au lycée de Nismes ,
J. I. Francars , professeur a I'école de Vartillerie
et du génie,
Etc., etc., ete.
fa o S S ¥ia Tl ST, W V]
THE OREME 1. Le plan qui -divise Pun des angles diédres d'un

tétraédre en deux parties égales, partage Faréle opposée en deux
dom. Iil. \ 44
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segmens proportionnels auz aires des faces correspondantes de ce
tétraédre.

THEOREME 11. La droite qui , partant du sommet d’'un téiraddre,
Sait des angles égaux avec les trois faces adjacentes , rencontre
sa basc en un point tel guen le considérant comme le sommet
commun de trois triangles ,ayant pour bases les trois cbtés de cetle
base , les aires de ces triangles sont proportionnelles auz aires
des faces correspondantes du tétraidre.

Les démonstrations qui ont été fournies de ces deux théorémes
étant extrémement variées, nous croyons devoir nous borner a celles
qui nous ont paru les plus remarquables par lear simplicité.

MM. Ferriot, Vecten, Rochat, C. Beaucourt et un géometre de
Lyon qui ne sest pas nommé, ont fondé les leurs sur les deux
Temmes suivans » qui nous scmbleraient devoir trouver place dans
tous les élémens de géométric , mais que nous mous dispenscrons
pourtant de démontrer, attendu que leur démonstration ne saurait
offrir aucune difficulté.

LEMME 1. Le plan qui divise un angle di¢dre en deux parties
égales , a chacun de ses points également distans des deux faces de
cet angle diedre. C'est évidemment le lieu des centres de toutes les
spheres et celui des axes de tous les cylindres et cénes de révolution
qui touchent a la fois les deux faces de l'angle ‘diedre.

LEMME II. Les plans qui divisent en deux parties égales les
angles diédres d'un angle triedre se coupent tous trois suivant une
méme droite , qui fait des angles égaux avec les trois faces de I'angle
tritdre , et dont chacun des points est également distant des ces
trois faces. Cette droite est le lieu des centres de toutes les sphéres
tangentes aux faces de l'angle triedre. C’est encore I'axe du céne
de révolution inscrit & ce méme angle.

Cela posé , soient A, B, C, D, (*) les quatre sommets d’un

(*) Nous nous dispensons de faire la figure, qui est fort simple , et qu'il est trés=
facile de suppléer.
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tétraddre ; soit E le point ou Varéte CD est coupée par le plan qui
divise en deux parties égales I'angle diédre dont Varéte est AB; soit
en outre F le point de BE ou la face CBD est rencontrée par la
droite qui, partant du sommet A, fait des angles égaux avec les

trois faces adjacentes & ce sommet.

I. En considérant les deux tétracdres ADBE et ACBE comme
ayant leur sommet commun en A, leurs volumes seront proportion-
nels aux aires de leurs bases DBE, CBE ; et, comme ces bases sont
des triangles qui ont leur sommet commun en B, leurs aires seront
elles-mémes proportionnelles a leurs bases ED , EC; ainsi, l'on

aura

Vol ADBE : Po/l.ACBE :: ED : EC,

D’un autre c6té , en considérant ces mémes tétraédres comme ayant
leur sommet commun en E, ils auront méme hauteur ( Lemme 1),
puisque E est un des points du plan AEB qui divise en deux parties
égales I'angle di¢dre dont P'aréte est AB; les volumes de ces tétrae-
dres seront donc proportionnels aux aires de leurs bases ADB et ACB;
c’est-a—dire, qu’on aura '

Vol ADBE : Vo/.ACBE :: ADB : ACB ;
d’ol on conclura, & cause du rapport commun,

ADB : ACB::ED : EC ;

ce qui est le premier des deux théorémes.
M. Gobert a fourni une démonstration analitique fort élégante de

ce théoreme.

M......, de Lyon, a remarqué que la recherche du point E se
réduit a partager CD en parties proportionnelles aux aires des trian-
gles ACB, ADB ou, plus simplement, proportionnelles aux perpen-
diculaires abaissées des points C, D sur la base commune AB de

ces deux triangles.
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" 1I. Silon considére les tétratdres ABFC, ACFD, ADFB, comme

ayant leur sommet commun en A, ils auront méme hauteur , et
Von aura conséquemment

Vol ABFC : Vol ACFD : Vol ADFB:: BFGC : CFD : DFB.

Si, d’un autre coté, on considérs ces mémes tétraddres comme ayant
le point F pour sommet commun, ils auront encore méme hauteur
( Lemme I1') , puisque F est un des points de la droite AF qui
forme des angles ¢gaux avec les trois faces BAC, CAD, DAB; on

aura donc encore

Vol ABF¥C : Fol.ACFD : Vol ADFB::BAC : CAD : DAB ;

on aura donc, par la comparaison de cette suite de rapports égaux
avec la précédente,

BFC : CFD : DFB:: BAC : CAD : DAB ;

ce qui est le dernier des deux théorémes.

M...., de Lyon , a remarqué que la recherche du point F se
réduit & déterminer, sur deux des coétés du triangle BCD, des points qui
solent situds , sur ces c6tés,de la méme manitre que lest le point
E sur CD, et & joindre ces points aux sommets opposés par des
droites, dont lintersection déterminera le point cherché.

Tes démonstrations de M. Penjon différent peu des précédentes.

M. Frangais démontre le premier des deux théorémes comme
il suit :

Soit faite une projection orthogonale du tétraédre, sur un plan
perpendiculaire & BE, ct conséquemment aux plans AEB et CBD, en

désignant les projections des points par les mémes lettres qui désignent ces
points , mais affectées d’accens, on aura d’abord

ED : EC:: ED/ : E/C
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mais, en considérant les triangles D/A/E/ et C/A/E! comme ayant
leur sommet commun en A/, on aura

E/D/ : E/C/ i Aire E/'A/D7 2 Aire E/A/C/
enfin, les triangles BDA et BCA formant respectivement des angles

di¢dres égaux avec leurs projections I/D/A’/ et E/C/A/, on aura
encore

Aire E'A'D! : Aire E'A/C/ :: Aire BAD : Aire BAC ;
et , en rapprochant ces trois proportions, on en conclura
Aire BAD : Aire BAC:: ED : EC.

Au lieu de faire la projection sur un plan perpendiculaire & BE,
on peut la faire sur un plan perpendiculaire & AB ; cette projection
sera alors évidemment un triangle D/A’C/ dans lequel A/E/ divisera

Pangle A/ en deux parties égales ; on aura donc, par le théoréme
connu de géométrie plane,

AD: AC/: EDY : E/CY ou::ED @ EC

mais , parce que A/D’/ et A/C/ sont les hauteurs respectives des
triangles de mémes bases ADB et ACB, on aura aussi

Aire ADB : Aire ACB:: A’D/ : A/C/ ;
on aura donc dgalement

Aire ADB : Aire ACB :: ED : EC.

C’est & peu prés & cela que reviennent les démonstrations du premier

théoréme , fournies par MM. Le Grand , Labrousse et Lambert. Ils
en déduisent ensuite celle du second.
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M. Francais démontre ce dernier de la manitre suivante. Soient
o l’a'ng]e que fait AF avec les trois faces latérales , et ¢ I'angle que
fait la méme droite avec le plan de la base. Soit projeté orthogo-
nalement le -tétraédre sur un plan perpendiculaire i cette droite AF ;
les projections des faces latérales se confondront avec les projections
des segmens de la base; et 'on aura, par un principe connu,

Aire B'F/C/= Aire BAC.Sin.«=Aire BFC.Sin.¢ ,
Aire CF/D/=Aire CAD.Sin.«=Aire CFD.Sin.¢ ,
Aire D'’F/B/= Aire DAB.Sin.«=Aire D¥B.Sin ¢ ,
d’ot on conclura, sur-le-champ, |
AireBAC: Aire CAD: Aire DAB:: Aire BFC: Aire CFD : Aire DFB.

Ces diverses considératrions peuvent, pour la plupart, étre emp]oyées'
4 démontrer , autrement qu'on ne le fait communément, que Zaz
droite qui divise lun des angles d'un iriangle en deux parties
égales , partage le coté opposé en deux segmens proportionnels aux
cbtés correspondans.

M. Le Grand, & qui l'on doit les deux élégans théorémes qui
font le sujet de cet article, remarque que, de méme que de celui
qui vient d’étre rappelé, et qui est leur correspondant dans la géo-
métrie plane , il résulte que /e cenire des moyennes distances du
contour dun triangle est le centre du cercle inscrit au triangle
dont les sommels seraient les centres des moyennes distances des
cotés du premier (*) ; on peut semblablement conclure de ces
deux-ci, que /e cenire des moyennes distances de la surface d'un
tétracdre est le centre de la sphire inscrite au téiraédre qui aurait

* Voyez les Elémens de statigue de M, Poinsot, page 172
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ses sommels aux centres des moyennes distances des aires des faces
du premier. Nous observerons, i mnotre tour , que tout ceci forme
un trés-beaa supplément aux Analogics, entre le triangle et le 1é-
traidre , donndes par M. Ferriot a la page 133 du deuxiéme
volume de ce recueil.

Nous remarquerons , en terminant, que , de méme que le théeréme
de géométrie plane. qui correspond & ces deux-ci, peut facilement étre
démontré par la formule qui donne laire d’un triangle en fonction
de deux de ses cotés et de l'angle qu'ils comprennent, ces derniers
peuvent aussi se démontrer & l'aide de la formule suivante; qui est
son analogue pour le tétraédre, et a laquelle il est aisé de parvenir.

Soit T le volume d’un tétraddre dont les sommets soient A, B,
C, D; en désignant par les trois lettres .placées a leurs sommets
les aires des faces, et par les deux lettres placées i, leurs extrémités
tant les longueurs des arétes que les angles di¢dres auxquels ces

arétes appartiennent, on a

ACBxADB

T=:. .87n.AB.

Le tétraddre fournit huit équations de cette forme qui, combindes
soit entre elles soit avec les quatre équations qui donnent laire
d’une face en fonction des aires des trois autres et des angles que
forment leurs plans deux & deux , peuvent conduire a diverses
eonséquences remarquables.




324 QUESTION PROPOSEE.

QUESTION PROPOSEE.

Probléme de Geomeéltrie.

[ Za Vi Vla Vg Vg VL Sl Vo V]

TROUVER » sur le plande P'une des bases d’un prisme triangulaire;

un point dont la somme des distances aux trois sommets de l'autre
base du prisme soit -un minimum ? (*)

(*) Le probleme peut étre généralisé, en Pétendant & un tronc de prisme trians
gulaire. i




FACULTES NUMERIQUES. 325

ANALISE TRANSCENDANTE.
Troisiéme memoire sur les Facultés numériques. (*)
Par M. KrawmP , professeur , doyen de la faculté des
sciences de lacadémie de Strasbourg.

[ e T Nl Vi Vi Vo Vo W W V]

I. DANS le précédent mémoire , nous ayons évalud le produit

des facteurs

a2 x* x2 x2

J e e E Sl J — I DN
a2 ’ (a~-r)2 ? (a~4-2r)2 ’ (a=-3r)2 ?

continué jusqu’a l'infini; et nous lavons trouvé égal a
SIS
x x 5
Iyr(p—Zy
)=

a
en faisant , pour abréger , ——1=f, ce qui donne 1= 2.
r
-

Pour éviter les formes fractionnaires , soit a=/r , Z=ry ; nous

aurons ainsi

2 A, }SI 72 1 () L By !

o= J — — s s — !
hz 5 [ (hf-1)2 { (1’2—‘-4)35 iy | (frmmm ey} | !

le premier membre étant prolongé-a Pinfini.

(*) Voyez les pages 1 et 114 de ce volume.

dom. Lid,
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2. Cette expm,ssmn admet des réductions ultérieures. D'aprds le
théoreme conmu- @m = g™ gy i

ticulier de ¢=1, r=1

32
, on aura , dans fe cas par-

(m—‘-n)’-—m'(x—“%— s
ce qui donne
' 71-—1+y)' /lz--x)']zy‘
(h=1—=§)! =(h=1)! 27V ;

en conséquence , en désignant par P le produit infini qui nous
occupe , nous aurons
th—1) !} (h=—=1)! _ 1
T (bt L (h—1—y) L BTN

3. Comme on a, par les formules connues,

1

Y e
;l ! (/Z"—j’ 5% B}
on pourra encore écrire
h.- f).}’l ) 4
P: (_-._‘)___.. .
AT

Comme tous les facteurs du produit - P fe renferment que les quarrés

de y, il doit étre permis d’y remplacer -y par —y, et récipro-
quement ; de sorte que les expressions

(h—yit (hfy) 1z
hyle h=Yit ?

doivent é&tre identiquement les mémes. Elles le sont effectivement ;

. . . X ’
et , en employant les réductions que mous ‘avons enseigneées ; l'une
se transforme facilement dans 'autre.

4. Le théoréme binomial est applicable anx factorielles (*). On a

¥y Vovez | Arithmétique universelle de |'auteur.
© yes l 7 J. D. G.
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(A-Byr= i L greswep g 2 I pres B

2

77 v

I Au-—ﬂr‘B 2r Vees

(4—Byr=ar—Z g-wpyZ
I

2
Divisant la premitre égalité par A"’ pour que le premier terme

de la série soit égal A l'unité, et se rappelant que

Anlr
L~f-nr—r

An-ll:‘:

2

Antr
(A~4-nr—zary?ir ’

Anir
(A4nr=—=3r)sir *

Ar=arr=

Ar-3ir—

L I R R R R B NP

on la transformera en

(A4-B)nir — nB n(n—1)Bzl*
Anir A-f-nre—r 1.2(Ad=nr—2zr)2lr tenr

et, en appliquant cette formule aux deux expressions de P que
nous venons de irouver ; savoir :

P (A=Yt (hdey) =it

[lyl I - BVt 2
elles deviendront
P_ — ¥ j""()"‘"")"’ _ yz(y_,)z(}-_z)z +
= hd-y—1 1.2(hy—1) (h4-y—2) 1-2~3(’1+_}’—1)(/1+y—2) (71_‘_),__3) o ces
2 yy412 2 b1 )2 (ydr2)2
P=1— ¥ y (12 d,

hyo—1 1.2(h=—y=—1)(h=—y—2) - 1.2.3(hemy—1) (h—y =2) (h==y—3)

Ces deux séries sont effectivement identiques entre elles , sans que
leur forme, trés—peu favorable , laisse entrevoir cette identité,
i
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5. Pour remédier & cet inconvénient , reprenons le premier déve—

loppement
(A4l nB ni—1)Ezlr

=1 -

AN A~-nr—r 1.2(cd~drcr=—r) tlr

s ees o

et faisons A-+nr—r=a , ce qui dvane .{=a—nr--r, ct A+B
a+DB —nr--r. On auvra ainsi '

Anf":<a___nr+r)n]r:an|_r ,
(A~B," = a4B—nr—r)y = (a—+B)""
ce qui donne

(a-B)ynl-r nB nn—1)Bzlr n(n==1)(n—2)B3I"
L =g —

anlr a L.2a?l-T 1.2.3a231-r

sce o

Clest 14 lc premier des /u/z théordmes qu’on trouve & la page 63
de mon Analise des réfractions. 1l ne m’a pas paru nécessaire d’en
ajouter les démonstrations, lesquelles, comme on vient de voir , se
seraient réduites & quelques développemens de calculs fort simples.

6. Enfin , si , dans cctte expression, on fait a=h , B=—y,
n=y et r==1, on trouvera ' :

2 -ar2 r2 g/ T )yn
P:gx——lzsx—- 7 %{I——- Y % ::( 4 =
At §( (A1) (h-2)2 AYlx
yr ) 2t (=D =)

F B

B Lah(hD) L3k | 1234kt G e dy

Cette série,, remarquable par sa forme , et qui a Iavantage précieux
de pouvoir étre rendue convergente a volonté, dans tous les cas,
ne renferme que les quarrés de y, ce qui est exigé par la nature
du probléme.

7. Indépendamment du calcul des factorielles , on peut y parvenir
immédiatement de la manidre qui suit. Faisons

(i : 2f o2
o =P=1—Ay By (= 1)+ (=1 )y —4)+

Al
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en posant successivement y=1, 2, 3, 4,..., ON aura

(h—2) (h—1) _ , ’
g =1—4A~4128 ,

(h=—3) (h=—-2) (h—1)
h(h=41)(h~-2)

=1—9A+728~360C ,

(h=—4) (h==3) (h—2) (h==1)
Yy Ry A — —16A4-4-240B-—2880C~+20160D ,

. -
4 & ® .+ 4« s e 3 ® ® e * & s e o & 0 o & v s s e o e ® o s e o 9

d’ou, par un calcul trés-facile , on déduit pour A, B, C,...les

mémes valeurs que mnous venons d’obtenir.
2

8. En multipliant cette méme série par 1—2-}-;9’——--)2 , 1l doit en
—I

résulter ce qu’elle devient en y remplacant simplement la lettre %
par z—r1. Pour faire cette multiplication, considérons que y* peut

gtre remplacé
par 1+(y*—1) ,
par 4+(y*—4)
par gH(r*—9) »

ce qui suffit pour rendre au produit sa forme primitive. Il deviendra

alors, avec cette attention,

T 1 1
= k +(h--1)2 h(lz—l)z}
2

= 1 1 ;
:-l-' 73 ( 2(h+12+ (hm—1)2 - (1) (h=1)2
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»y*(y’-—ﬂ(yh—b{ 1 T 3 §
2h(h=4-1) 3(ht2) T (h—1)2 (h2)(hm—1)?
e e T T T Tt T AU
or, )

1 I 1
—’;+ ; = 2

(h—x)2 h(h=—1)?  h—1

+ 2 1
'>(h+1) (h-—l)z (h41)(h=—1)2 - 2(h—1) ?
3 1
+ —

u(h+2) (h-—-1)4 © (h42) (h=—1)2 T 3(h=—1)

.
4 3 8 *t 4 4 s ¢ 8 & e s e e % o 6 8 8 ¢ s s &

ce produit sera donc, en effet,

y2 :yz(yz__l) y’(ﬁ'z—l) ( ‘:Vz_;..[’)' +
h—1 2(h—1)h 2.3(h—1)h(hi$-1)

1 veens $
conformément 3 la nature da probleéme.

9. 1l suit des résultats que nous venons d’obtenir , qu’en faisant
y égal & un nombre entier quelconque, positif ou négatif , le produit
P, continué a linfini, est toujours une quantité entiérement ration-
nelle, quel que soit % (*). Il sensuit encore qu'en faisant y égal
a % plus ou moins un nombre entier quelconque, la valeur de la
série , développement de P, est constamment zéro, Nous remarquerons

encore que , lorsque /4 est un nombre entier quelconque , cette

L , , Sinz
série est égale a

, multiplié par quelque facteur entiérement

rationnel ; et que , lorsque ¥ est un nombre entier, plus la fraction %,
cette méme série est toujours un multiple de Cos.zy.

{*) Pourvu cependanl que % ne soit point un nombre enticr négatif.
J. D. G,
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10. Effectivement, faisons , dans les théorémes précédens, 2=1;
nous aurons, d’un cété

(~2)(=%)(=2) (%)

. ’ . A r S. R
produit que l'on sait étre égal 2 2
=y

» et de lautre la série

._‘)’:_]_9'2(9’2"'1)__.7’(9’2"1)(}”—'4) 72 (y*==1)(y2==4)(y>—9)
f 1.4 1.4.9 1.4.9.16

b

On peéut aisément vérifier que cette série s’évanouit , en effet, pour
toutes les valeurs entieres de y. Mais il importe de nowus assurer,
par un exemple , que cette série est effectivement applicable a toutes
les valeurs fractionnaires de y; de plus, nous devons montrer que
la série est convergente & volonté., Cherchons , en conséquence , d’apres
cette méme série, le sinus de l'angle de 66.°36/, égal a 0,377 ;
ee qui donne y=0,37; et

y*=-40,1369 , y*—16=—15,1369 ,
yre—=1=—0,8631 , § =—2b===24,1369 ,
y*—4=—3,8631 , y*=—36==—35,1369 ,
y*—9=8,8631 5 ... .

On aura de plus

2

1—y*=0,8631000 , 1—-% =0,9945240 ,

-

% 2

1—%——_:0,9657750 , 1-—%:0,9961972 s

2

¥y - _
1——5-—0,984/889 , 1 o =0,9972061 ,

o e .
15 =0,9914438 5 1 =0,0078609

et par conséquent
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Y\
Log. (1— — )_9.936061 I

<2
Q2
9

1

-

Log: ( 1— 24_ )=9-9848760 ;

Log.(l—— %):9.9933432 )
s Somme =0.904363g ,
ng.(x— Z—):9 62680 3 :
6 99b2 > Log.0,37 =9.5682017 ,
, Log.= =0,4971499 ,
¥ o
Log (I—— ;—-):9.9976139 , I
Somme =¢.9697155 .

Log.(l— ‘g-é- =09.9983454 ,

Log. (1— %)‘: 9-9987849 ,

LO&(I—- Z»i)=9‘99907oo 5
64 ]

Ainsi, le logorithme du produit des facteurs de Sin.66.°36/, jusqu’au

2

facteur 1————3% inclusivement , est 9.9697155. Le produit des autres

4
(—8 )22
81 100 121

continué % l'infini; c’est-a-dire, la serie

facteurs est

¥ yAyr—1) yZ(J’Z—I)(;Yz"‘A/f)
h 2 (h4-1) 203k (1) (hf2) )

X —

veey

en y faisant y=0,37 et k=g;

or, en posant

- 4
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y? (y2=—16)
A= — . E=D.
b ’ D<iis
v 4 (=1 (y2—25)
B=A. F=F. . —_
2h41) ’ 6(h+45)
C— 236
C=B.22 = G=p 0T
3(h~4-2) 7 (h-4-6)
(y*=—9)
B .
cette série se réduit a
1—A—B—~C—D—E—F—G—.... ;
et l'on a
0,1369 )
= ——= =o,0152111 ,
1.9
0,861
b= T s A==0,0006564 ,
3,863
c=2"" B=0,0000768 ,
3.1 -
8,8631
D= e C=o0,0000142 , ) Somme =0,0159633.
15,863
E= e D=0,0000035 ,
5.13 .
24,8631
F= 61t E =o0,0000010 ,
35,8631
G= -1 F=0,0000003 ; J

Ainsi le produit de tous les facteurs -ultérieurs de la valeur de
Sin.66.°36/ est 0,9840367 , dont le logarithme g.9g301 13, ajouté au
logarithme déja trouvé 9,9697155, donne q.9627268 , pour le
logarithme de Sin.66.°36/, exact a deux unités décimales du dernier
ordre prés. )

11. Faisant , dans la méme série, 2=;, on aura, d'un cété,

le produit ,
Tom, III. A 46
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b2 x-ﬂi(hjﬁ>0_ﬂi .
(I-— : 9 25 49 /)T

que mous savons gtre égal 4 Cos.=y. De l'autre , nous aurons la série

(e8]
[SF)
EN

J

_ o2yt 4yryre=) 8y(yre=n)(yi—4)
_1—+ r21.3 1.2,3.1.3.5 +““. ?
laquelle exprimera aussi conséquemment Cos.my , et sera effective-
ment applicable , dans tous les cas particuliers.
¢ 12, L'objet principal que nous nous proposons dans ce mémoire
et dans ccux qui le suivront, c’est de décomposer toute suite infinie
proposée
1—ay*~+byi—cyS4-dy’—....

en facteurs de l'une ou de lautre des deux formes

2 2

I——';;— > 1-- %; »
dans les cas ol cette décomposition est elfectivement possible. Ces
cas sont beaucoup plus fréquens qu’on ne le suppose ordinairement ;
les problemes les plus difficiles et les plus importans de mécanique
et d’astronomie , inaccessibles aux méthodes ordinaires , conduisent
finalement a de pareilles séries, et se trouvent ainsi réductibles a
nos facultés numériques. Dans cette vue , nous nous proposerons les
problémes préliminaires qui suivent :
13. Essayons de réduire le produit
y iy =1y —4i{y—ol.. .y —(n—1)} ,
au langage des factorielles ; nous trouverons
y iy =iy =4ty —ob .y —(r—1y =y ly—na 2 i,

Appliquant le théoréme binomial & la factorielle

(y——fl—*-'l)’f"_”'
elle deviendra
2N =1

{y——(n———x)}’”“‘“:_y“""“-—-— (n_1>y n=-2{g

I

2n=—1 20=—2

=

(n ) () 111
2
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- —_ —3
_2721 1 . 2n2 2 . 2123 (IZ-—I)(/‘Z-—2)(IZ—3)_}’

Pour multiplier cette série par y, remarquons que

1N 4]t

y‘yzn-nt:yzn Il___(zn__l>.},1“-.ll!
,y._yzn-z]:____yzn-lll___(zn_z)_yzn-zlx
y.y“"’“=y’"'”‘——(27l-—3)-y”"3“ ,
_’)f.)/’ln'“I:—]‘I"-’“-—(272—-4)-_}’2"'4“
S8 st s e 4 e e e e e s @e e ee

au moyen de ces réductions , on trouvera

yir—iily—4{y—o}. .. ly—(r—1)}

___=y:nn___2n:-l ny il
one—1  an=—2
"nl L2 - n(n—1)y i
— T ey
:m-:-l . 2n-2—2 ' 2n3—3 ) 9.71;-4-”(’2_1)(”__2)(”_3)},zn-“,

e @ s+ @ & 4 6 4 s ¢ e & & o ® s 8 O 4 2 e e 6 e s & & s e .

L’application aux cas particuliers de I'exposant n est facile. Comme
la formule , finalement développée, ne doit renfermer que les puis—
sances paires de y, et qu'ainsi les termes qui composent les coefli~
ciens des puissances impaires doivent tous se détruire mutuellement,
il en résulte une suite de théorémes particuliers que nous laissons
a4 découvrir au lecteur.

14. 11 peat importer de conmaitre le logarithme naturel de la

fonction
(=it

)24

On trouve, par les formules connues ,
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-r-—-{- 2T —-r“‘f Q)

L%P_yL%——“+@~ﬁL%h~

Cette expression est réductible en Sél‘le de ]a forme
—47 4B 4Ll 4p2
——Lognp'—"“4 h2 +B h{\ +C hﬁ +D 'h—8+cn--n

dans laqueile on a
X°B SOBG ‘:SBg

A= }l+ + + 3h3 + 5h3 -+ 7hi + o
_ h l+0b6 420B3

b= E+ + + 3h3 + 5h3 o h +“' ’
h 2B, 56194 420Bg 184883

+ ot + g ¥ oh? Hees

® 4 & o s s e 6 6 8 4 8 8 6 e+ e @ 8 * s s 6 s 8 s o s o -;

B,, B,, B;,.... étant les Nombres de Bernoulli. La convergence
de ces séries dépendant de la grandeur du nombre désigné par 7,
elles peuvent étre considérées comme convergentes 4 volonté,

15. 11 a été prouvé, en son liea, que le théoréme binomial est
applicable aux factorielles. T.a fonction
(h_y)ylx

P= Byl ?

admet un théortme parfaitement analogue. Pour I'exposer , avec clarté ,
désignons par 4, B, C, D,.... respectivement les facteurs y*,
YP=1, ¥*—4, ¥*—Q,e...; etpar N, 0, P, Q,.... les facteurs
y*—n®, y*—(n41)*, y—(n+42)*, y>—(n+3)*,...., de maniere
qu'on ait

A=y* ; N=y>*—n? ;
B=y*—1 , 0 =y*—(n~41)* ,
C=y—4 , P=y>*—(n—+-2)*
D=y*—9 , Q=y*—@m+3),
E=y*—16 , R=y*—(n=44)* ,

------ L] e ¢ o 6 v e e s

" Yoyez les précédens mémoires.
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Proposons —=nous ensuite de développer le produit ABCD..... en
une série de la forme NOPQ....4aNOP....4bNC....~4cN....
=+d....4....; onvoit que les coefliciens @, % ,c, d,.... doivent
nécessairement étre fonctions , tant de n que du: nombre des fac-
teurs du produit ABCD.... On voit de plus que, si le nombre
dc ces facteurs est [ini, celui des termes de la séric qu’on demande
le scra de méme. Voici les formules générales qui contiennent la
solution du probléme ; on trouve
Pour un facteur : A = N-n2.

Pour deux facteurs : AB=NO~42(n--1)nN-4-(n—41)n*(n—1).
Pour trois facteurs : ABC=NOP-4-3(n-+2)nNO
+3(n4-2)(nd-1)n (—1)N
| + (=) 1) (e ) (22).
Pour guatre facteurs : ABCD=NOPQ+4(n+3)nNOP
+6(-F3) -2 —1)NO
4D n2)nADn (r1)(n—2)N
+ (a3 o)1) (s Y21 B):
Pour cing facteurs : ABCDE=NOPQR
~+ 5(n+4)nNOPQ
“+r10(n+4-4)(n+3)n(n—1) NOP
“+1o(n+4)(n+3) (nd-2)n(n—1) (2—2)NO
+ (nkA)(n3) (=) (nk1m (n1)(n—2) (BN
o (rHA)3) (r2) (n1)n(n—1)(n—2)( — 3) (14
et ainsi des autres.

16. La loi de ces séries est manifeste. En exposant la mdéthode
qui m’y a conduit , j’en aurai donné la démonstration. Supposons
donc que, de ABCDE , on veuille passer & ABCDEF. On a trouvé

ABCDE=NOPQR4-aNOPQ-+bNOP~+4cNO+dN—+-e.

Les coefficiens numeériques sont de simples produits de facteurs
décroissans , depuis 2-4 et 7, et multipliés par les coeflicicns
de la cinquitme puissance du binéme. Il faudra multiplier tous les
termes de cette expression par F=y?—25. On remarquera que
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Fey— w4 2t —25=NA(n5)(n—5)
F=y*—(n-+41)"~+(n+1)—25=0+4(n+6)(n—4) ;
Py —{n2) = (n-2) 25 = P(n7) (n—3) ;
F=y*—{n—4-3)"+(n+43)*—25=04(n+8)(n—2) ;
Fy (1t 44— 25= B (1m0 (1)
F=y*—(n+4-5)"4{n-45)—25= 8+ (n+10)n.
On multipliera par la derniére de ces valeurs de F le produit
NOPQR ; par Vavant-deraicre le produit NOPQ , et ainsi des autres.
Le produit demandé prendra ainsi la forme d’une serie telle que

ABCDEF=NOPQRS+a/NOPQRA4-HNOPQ+c/NOP4d/NO+¢ NS
dans lequel on aura
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a'=a+(n-410)n ,
V' =b4(n+q)n—r1)a ,
¢/ =c4-(n+8)(n—2)b ,
&r=d+n+7)n—3)c ,
o/ = en+-6)n—4)d
JS'=(n45)(n—>5)e ;
ce qui donnera
a= 6(n+5)n Py
b'=15(n~4-5) (n+4)n(n—1) ,
¢! =20n~4-5) (n4) n4-3)n(n=—1) (n==2) ,
d'=15(n~4-5) (n44) (n4-3) (n4-2)n(n=1) (—2)(n—3) ,
o= 6(4-5)(n4) (n-3) (n2) (n1)n (n—1) (n—2) (1—3) (n=mef)
S= @45 (n+4-4) (n4-3) (n4-2) (n-1)n2 (n==1) (n—2) (n==3) (n—4) (n==5).
Et ainsi des autres.
17. Pour approcher du but que nous nous proposons, essayons
de transformer la série
at-by* eyt tdySteyfyo+.... .,
en un autre série de cette forme
a' by +cly2 (y2—1)+dly (2 —D (> =4y > (y2* =1y =4 J =) e
En désignant P'une et lautre séries par Fy , on aura
Fo=a’ ;

Fl __"_a/:—‘—b’ H
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Fo=a/4-43/ 4120
F3=a/4qb/~+72c/4360d’
Fi=2-4160/4240c/'42880d/~+420160¢'
F5S=0/-4-25b/4600c’412600d/ 4=201600¢/+4181 440017 3

L e e I Y B ] ® * & * ¢ o ¢ e ¢t 8 0 o s s 0 o

et on trouvera facilement, d’aprés ccla

2Fo
e F PR

i)

o!

iz

pr=o$ Fr__iFo

2! iy’

Fa Fi 2To
c/=2 et G it e

Al 113! 7 alal§?

{7
F3 F2 Fi iFo
T R
F4 F3 F2 Fi 2Fo
Al S b TR ATy (O
P ST R TTTRRAVT

5 F5 F4 F3 Fa Fi 2 Fo

{ o!"ﬁg'z"';z'é’z—é!_ﬁ AT T

-

-
© © 8 ¢ o+ 2 e 0 & o ® 6 o+ o 0 0 o 4 ¢ s s e & s o 0 >

résultats dont la loi est manifeste.
18. La détermination des fonctions Fo, F1, F2 sesse OU
Fo=a ,
Vi=at 04 ¢+ d4+ e+ S,
Fo=a~4404-16c4-64d4-256e+1024e440g6 4 0.v ,

® o+ 6 o o & & ¢ o o . ¢ & o s o o o s & 8 o e 8 s s 0 s o

dépend , en général, de la sommation de la série
Fy =at-by*~cyt-dyS—eyd +fy o+ .00 5

mais il y a des cas trés-nombreux ot la valeur de cette série est
connue pour toutes les valeurs entitres de y ; et, dans ce cas, la
transformation qui nous occupe ici ne saurait présenter de difficulté.

19. En particulier, si cette série est nulle pour toutes les valeurs
entitres de ¥, les valeurs des coefficiens &/, ¢/, d,.... se rédui-
rout 2 leur dernicr terme. Tel est le cas de
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. 646
Sin.= w2y2 whyk =y
: o e e
@y 1.2.3 1.23.4.5 1.23,456.7
on a alors .
: I 1 ) S
=1 , b=——, (/="t— , d=——-,..
I 1.4 149
et il en résulte
Sin.zy yr oty oy yre—1 g
e T ] e e _— L ——— — e 3
=y 1 1 4 4 4 9 ’

séric qui est ce que devient la série générale (6), dans le cas de
A=1 ; elle scra donc égale au produit infini

(1-—-%)(1—--—?)((«--{;—2) -Zz ).....'

20. Appliquons encore nns 1

s générales & la décomposition en
facteurs de la série

&% - wyh by
C()S.WJ’V:‘ j o e — =t Jo 'y +.

] B -
1.2 1.2.5.% 1.2.3.4.5.6

.
e 3

au cas que cette décomposition scit possible. On aura ici Fo=-1
et il en sera de’ méme de foutes les fonctions paires F2 , Fg4,....5
tandis qu’au contraire les fonetions impaires F1, F3, F5,....seront
égales #—1. On trouvera, daprés cela

2 8 16"
=1, b/—-—— o= d/'= /=4 oes
+1215’ 1.2.3.1.3.5° .2341357’
Comparant ces valeurs (6) aux coefficiens
I X I

r, -

h 7 orzhthn) | vrzdh(igeny 2Tt ?
on verra qu’elles coincident , dans la supposition de Z=1. La série
proposée sera donc égale au produit infini

__ b )

4 )T

(=) () (o

20. La derniere apphcatxon que nous venons de faire de notre
méthode laisse suffisamment apercevoir le caractére distinctif des
séries de la forme

a+-
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a+by*t-cyt—-dy ey Sy o+ ey

décomposables en un produit infini , tel que

R R e R B
—_—— — I — I — v
he (h1)2 (h=2)2 ] (h+43) |
On voit en effet que les coefficiens @, &, c,.... étant donnés , il
faut d’abord calculer , par leur moyen, les coefficiens @/ , &/, ¢,...,

de la série
a/4-b'y ey (y —1)Fdly (y —1)(y*—4) v 5

et tant que , par une détermination convenable de %2 , on pourra

faire coincider avec eux les coefliciens généraux

I 1

1
T =% > +1.2h(h+1) > Ty 3kt ()

on scra certain que la décomposition est possible, et on connaitra

tout ce qui est nécessaire pour leffectuer.

21, Mais il importe de remarquer qu’il y a une infinité de cas
ot la décomposition est trés-possible , sans que sa possibilité se
manifeste par les caractéres que nous venons d'indiquer. Cela a licu,
lorsque la série proposée est le produit de deux ou d’un plus grand
nombre de produits infinis de la forme

1 }S ¥? 2{ x? g :
[ — 81— 1— 1— —2—f,
2§ (h41)2§ (h4-2)2 § (h43)2§
dans lesquels la valeur de /% varie, d’un produit a I'autre. Pour frayer
le chemin qui conduit a cette recherche , vraiment intéressante , propo-

sons-nous le probleme qui suit;

22, Essayons de multiplier entre elles les deux séries

a0y ey (y? =Dy (32 =1) (y*=—=D+ey (=D (=0 —=N+...,

/by ey 2y im 1)l y (P 1) (e el 2 g 2 1 (PP ) (P Q) e+ 3
il est toujours possible (8) de réduire leur produit a la forme de
chacune d’elles ; en représentant donc ce produit par
A~+By*~+-Cy>(y2=1)4-Dy*(y2=1) (y 2= )+Ey>( y>=) (3> —D(5*—DF 5
les suppositions particuliéres de y==0, 1, 2, 3, 4,...., donneront

Lom. Il1, 47
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2
KN
&

A=aad ,
B=ab/'~-a'b-+-bl’
C=ac'+bb'“a’c4bc'+ 40/ c12¢0c

» @ 8 & o ® & s o + & e & o e & s 8 e s s e b

1.a suite nous fournira l'occasion de continuer ces valeurs & volonté.

23. Appliquons ces résultats généraux au cas des séries qui résultent
du développement des deux expressions

(h—y)Yix (m—y)yit
AL ? mylt
01] a
Gyt oy =D () (A )
e "'77+2.h(h+1) TSRO Gy T

eyt 20D =)
myie m 2m(m-41)  2.3m@n-1)(n-4-2)
‘1l sera possible de donner au produit de ces deux séries la forme
1 —Ay* 4By (y*—1)—Cy*(y*—1)(y*—4) ... 3

et les coefficiens 4, B, C,.... auront la forme , trés-remarquable
que voici ;

Bt
A= hm ?
(h-m—1)(h~-}m)
B= ,
2h(h~4-1)m(@m-4-1)
___ (dm—1)h-m)(hpm—-1)
T 23k (1) (hd2)m(n4-1) nd-2)

24. Le théoréme que nous venons d’exposer est trés-vrai, en
général. Toutefois nous ne saurions dissimuler qu’en 'appliquant a
eertains cas particuliers , qui paraissent en faire une exception for-
melle, on s’exposerait & une suite de conclusions extrémement para-
doxales. Supposons d’abord A-}m=1; cette supposition rend nuls
tous les coefficiens 4, B, C,...., et parait conséquemment réduire
3 'unité le produit

(hmay W1t . (m—y
hriimrie -
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toutes les fois que A-Fm=1, ce qui permettrait de remplacer m
par 1—~A. Cela est trés-vrai , tant que /2 cst un nombre cnticr.
On a alors
() =iy 1) (1)
IV =Ll=1)eiiiiin i fty—1)
(1" = (= ey 1) (i, ()
m"' =(—h4-1)(—h42). st (=)
et il est trés-clair qu’en divisant le premier produait par le second
et le quatricme par le troisicme, les deux quoticns seront identi-
gruement les mémes. Rlais sera-t-il permis d'etendre ce théoréme,
trés-évident pour des nombres enticrs, 4 des valeurs fractionnaires
de % et de 22 ? Supposons 'un et 'autre égaax & wn demi, on aura
(h—y)Yit (me—y )Yt
hylt = mYit
‘d’ou il résulterait que le quarré da cosinus de tout angle quelconque,

=Cos.my ,

et par conséquent ce cosinus lui-méme cst égal a Tunité.
25. Supposons, en second lieu, Z=1, m=1, nous aurons
(h—y)1t (m—y)\x Sin.ay
b

P L T T @y

ainsi la formule , appliquée & ce cas particulier , devrait donner
Sin.2ay

pour produit . Cependant, comme dans ce méme cas, on a

aiy2
h+m—1=1, les coefliciens 4, B, C, D,.... deviennent respec~
tivement 1, :, &, ,...., la série qui doit rcprésenter le produit
devient identique avec celle qui exprimerait chacun des facteurs.
On aurait donc ainsi Sin.=y=w=y ; proposition qui n’est admissible
que dans le cas d’an angle infiniment petit, et qui est étroitement
liée avec celle du n.° précédent Cos.zy=1.

26. Ces conclusions paradoxales n’otent rien & la vérité, et méme
3 la généralité du théoréme. Il faudra apprendre la maniére de
s’en servir , et sur-tout distinguer les eas dans lesquels il présentera
les restrictions que les conditions particuliéres du probl¢me rendent
indispensablement nécessaires. En laissant & nos lecteurs le soin
provisoire de déchiffrer ces énigmes , nous devons prevenir qu’elles
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scront l'objet du mémoire suivant, et que nous espérons d'en donner
une solution satisfaisante et comp'éte.

FONCTIONS CIRCULAIRES.

Deéveloppemens , en séries, des sinus et cosinus suivant
Larc, et de larc suivant sa tangente ;
Par M. GErRcoONNE.

[ T Y Via Vi, Vg 0o Via V]

I LE sinus d’un arc variant de signe avec cet arc, sans varier
de grandeur absolue; on est autorisé & supposer

Sinx=Ax+Ba’*+Cx’+Da’+..... ; (1)
et conséquemment
Siny=Ay+By* 4+ Cy*+Dy'4..... ; (2)

Sin. (e—y)=A[2 (t—p) ]+ B2 e—p) P (3)
Si Pon substitue ces valeurs dans l’équation
Sin.x—Siny=2Cos. ; (z-+y)Sin.: (x—y) ,
les deux membres de I'équation résultante seront divisibles par ; (x—y) ,
et, en exécutant la division, il viendra
{ A+B 2 (3—p) 1P 4-C[3 (5—p)] o4 . Cos. : (gt y) =
A+B(x*+zy+y* )+ C a2 y+2y Ay y ..

Si , dans cette derniére équation, on fait y=x, elle se réduira 3

ACos.x = A43B2x*+-5Cx* 47 Dab== .. .. (4)
on aura donc aussi
ACos.y =A-+3By*4-5Cy*4-7Dys=... .. (5)

substituant les valeurs de Cos.x et Cos.y , données par ces deux
équations , ainsi que celle de Sin.;(2—y) , donnéde par I’équation (3) ,
dans l’é¢quation

Cos.y—Cos.z=28in.2 (#-y)Sin.; (F=y) ,
les deux membres de I'équation résultante seront divisibles par :(x—¥),
et, en exécutant la division, il viendra
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A{A+BL  (2—y) ] +C[ 1 (a—p) ]+ .. }Sin S (aty)=
= 3B(a+y)—5C(& 2 ytay*4y)—. o heie -
8i, dans cette derniére équation , on fait y=zx , elle deviendra

A*Sin.x=—23Br—4.5Cx*—6.7Dz"— ..... ;

mais ’équation (1) donne
A*Sing=ALx+t+ABr’+ACa4..... ;
on aura donc
'—"2.33:143 2 —-4-56’:_(42.3 > —6.7.1)-_—-4420 gese

et par conséquent

A3 A5 A1
B=— , = : y D=mmmieee——— 5
1.2.3 1.2.3 4.5 1.2.3.4.5.6.7
donc enfin (1 et 4)
. Ax  Adx3 A5x5 Arx7
Sll’] Y e ’ . - B XY
1 1.2.9 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7
Azx2 Akxt Abxb

*

Cos.r=1— — .o
r=t 1.2 1.2.3:4 1.2.3.4.5.6

Il est d’ailleurs facile de prouver que la constante A4 doit étre égale
a lunité. (*)
Il. La tangente d’un arc variant aussi de signe avec cet arc , sans
varier de grandeur absolue; on est autorisé & supposer —
#=ATang.z~+4BTang z+CTanglaz-4..... ; (6)
on aura donc aussi
y=ATang.y+BTangy+4CTangly-+{-....; (7)
x—y=ATang.(r—y)+BTang.}(z—y)-}.... (8)
Si I'en égale la valeur de x—y donnée par les équations (6 et 7)
a celle que donne Véquation (8), en mettant en évidence le facteur
Tang.z—Tang.y , qui affecte I'un des membres de I'équation résul-
tante , il viendra
(Tang.x—Tang.y){ A-f-B(Tang.*x+Tang.xTang.y+Tang. y)+. .}
=Tang (#~—y) { A--BTang*(x—y)+4CTang H(z—y)+. ...} ;

mais on a

(*) Voyez la Théorie des fonctions analitiques,
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Tang #—Tang.y = (1+Tang.2Tang.y)Tang.(z—y) ,

substitoant donc , et supprimant l¢ facteur commun Tang.(z—y),
o1l aura
(14Tang.aTang.y){ 4-4-B/Tang.22-+Tang.aTang.y+Tang.2y)4-...§

= A4+-BTang.*(v—y)+CTang b (x—y)4.... ;
posant alors y==x , cette d¢quation deviendra simplement

A=(14Tang.>z) { A4-35Tang a4-5CTangba+....} 3

ou , en “developpant,

A=A-+4-38 | Tang*x+5C | Tangla~+7D | Tang.fo—+. .5
-+ A ~-35 ~+5C
done
3B4+A=o0 , 5C+3B=o, 7D+5C=o0,...;
d’otr

B=—14, C=+4i4, D=—24,...;
donc enfin (6)

z=A(Tang.x — :Tang 2+ Tangz—....);
on parviendra d’ailleurs facilement a s’assurer que la constante 4 doit
étre égale a l'unité.

A -
| GEOMETRIE.
Becherche de la distance entre les centres des cercles
inscrit et circonscrit & un méme triangle ;

Par M. GarniER , docteur &s sciences, ancien professeur
a T'école polytechnique.
AT~
AU REDACTEUR DES ANNALES,
MONSIEUR ,

LA lecture de vos Annales me laisse le regret de n’avoir pas
connu plutét cet intéressant recueil ; il m’aurait servi & améliorer
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quelques théories de la premitre section de mon algtbre ; mais enfin
je lexploite au profit, tant de la seconde que de U Application de
Lalgébre @ la géoméirie , et des réciproques , ouvrage dont je
prépare de nouvelles éditions ; ainsi, Monsieur , vous voyez que Je
serai de beaucoup votre débiteur.

Je ne sais trop , Monsieur, si vous consentirez i revenir sur unc
question d¢ja traitée dans le tome 1.°* de votre recueil (pages 14 - 158)°
Il s’agit de D'expression de la distance entre les centres des cercles
inscrit et circonscrit 4 un méme triangle. Il me semble que le procédé

- que j’ai ’honneur de vous adresser se recommande , par sa simplicité.

Soient A , B, € les trois angles du triangle proposé ; soient
respectivement 7 et B les rayons des cercles inscrit et circonscrit
soit enfin D la distance entre les centres de ces cercles.

En considérant D comme l'an des c6tés d’un triangle dont le
sommet est en A , observant que les deux autres cétés de ce triangle

r 9 . T 1
sont R et Smia et que l'angle compris est ;(B—C) ou;(C—B);

on trouvera, par I’équation fondamentale de la trigonométrie rectiligne ,
2rliCos.: (B—C)Sin.: A=r*--(R*—~D*)Sin.*; 4.
En transportant le sommet de ce triangle de 4 en B, on aura
semblablement
2rRCos.; (A—C)Sin.; B=r*~+-(R*—D*)8in.> : B.
Retranchant cette derniére équation de la premiére, il viendra
2rB{Cos.1(B—C)Sin.t A—Cos. (A—C)Sin. B}
=(R*—D’)(Sin.*: 4—Sin2: B) ;
or,

Cos. 3 (B—C)Sin. : A—Cos. ; (4—C)Sin.: B=S8in. (4—B)Cos.: €
=Sin.2 (A—DB)Sin.; (A-i—B)_
=8in.*; 4—Sin>; D ;

on a donc, simplement
i 2rR=R*~D* ,
ou D=\/R:5R .
Paris , le 16 novembre 1812,
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TRIGONOMETRIE.

Démonstration de quelques formules de trigonomeétrie
rectiligne et de trigonoméltrie spherique;

Par M. GERGONNE.

[ Vo S Vi, Wi, Vo VL, Vo V]

§ I

SOIENT désignéds par @, b, c les trois coOtés d’un triangle , soit
rectiligne soit spherique , et par .4, B, € les angles qui leur sont
respectivement opposés.

S’il s’agit d’un triangle rectiligne, on aura
26cCoscd = b*~-c*—a*
2ac¢Cos.B=a*~}-c*—b* .

Si Pon prend successivement la somme et la différence de ces deux
équations , il viendra en réduisant
aCos.B4bCos.A=c ,
. ¢(aCos.B—bCos. A)=a>—b* .
Multipliant ces deux derniers , membre & membre, et réduisant encore,
on aura , en transposant,
b*(1—Cos.2A)=a*(1—Cos.”B) ,
ou b*Sin.*A=a*Sin.* B
ou enfin bSin. A=aSin.B.
$’il s’agit d'un triangle sphérique on aura
Sin.5Sin.cCos. 4 = Cos.a—Cos.6Cos.c ,
Sin.aSin.cCos.B=Cos.b—Ces.aCos.c .

Prenant successivement la somme et la différence de ces équations ,
il viendra

Sin.
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Sin.e(Sin.aCos.B--Sin.6Cos.A) = (1 — Cos.c)(Cos.b~+Cos.a)
Sin.¢(Sin.aCos. B—Sin.6Cos.A) = (1-Cos.c) (Cos.b—Cos.a) .
Multipliant ces deux derniéres équations , membre & membre, en
observant que (1=—Cos.c)(1-4Cos.c)=1—Cos.?c =Sin.’c , et divisant

par Sin.?c , on aura

Sin.?¢Cos.? B—Sin.?/ Cos.? 4=Cos.?6—Cos.?2 = Sin.*¢—Sin.?4 ,
ou, ecn transposant ,[ -

Sin.*5(1—Cos.* )= Sin.?a(1—Cos.*B) ,

ou Sin.?£S8in.?.4 = Sin.?aSin.2 B
ou enfin Sin.bSin.A=S8in.eSin.B.

Cette maniére de déduire des equations fondamentales la propor~
tionnalité des sinus des angles aux cotés opposés, dansle triangle
rectiligne , et aux sinus de ces cotés , dans le triangle sphe’rique ,

me parait remarquable par sa simplicité et son uniformité.

§. II.

Conservons les mémes notations que ci-dessus, et soit posé, en outre ,
a-+b~+c=>2s.

Dans le triangle rectiligne , on a , ‘sans aucune ambiguité de signes,

Smf V(s-——b)(s—c) Cos. _A___Vs(s—a) ,

Sin.: B= (5—"‘)(5"0) . Cos.:B= .v(s—-b) ,
Sin.; C= V(S—a)(s——b) , Cos.:C= 5(5_1.’.6) -
ab a

On déduit-de 1a
—b) == (s— S (S
Sin.:(4+ B)=S8in.; 4Cos.: B+ Cos.* 4Sin.: B————-)-——(—S-—QV_(L_”_).

¢ ab
Cos. (A~+B)=Cos.: 4Cos.2 B Sin.: ASin. B__’*("'”]/ C=CD,

c’est-a-dire,
——b) .
Sin.(A£8) = E2ECTD Gog 2 ¢, Cos. i (A B)= o Sin. ¢

Tom. III. 48
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prenant successivement les signes supérieurs et les signes inférieurs, -
en ayant égard & la valeur de s, et réduisant, il viendra

Sin. 2 (4+4B)=Cos.: C ,
Cos.; (A+B)=Sin.=C ,
Sin #(4—B)="=Cus.1C ,

Cos.i (4—B)="sin.2C .

Ces formules sont, pour les triangles rectilignes, ce que sont, pour
les triangles sphériques, les formules de MM. Gauss et Delambre,
démontrés par M. Servois, 4 la page 81 du second volume de cc
recueil.

En divisant successivement la premitre par la seconde, la troisiéme
par la quatriéme, la premiére par la troisitme , et la seconde par
la quatriéme , il vient

Tang.: (A-+B)= Cot. 1C

Tang. (A—B)‘— —— Cot iC,

Sm I (A—'B)

= Sin. E (/1+B) 4

Cos. £ (A=—B)

Cos. £ (A4-B) ¢

Ces derniéres formules sont exactement , pour les triangles rectilignes,

ce que sont les Analogies de Néper pour les triangles sphériques.
Dans le triangle sphérique , on a, sans aucune ambiguité de signes ,

Sin. §A=V8in.(s—.-b)8if1.(s-—c) , Cos.} A= Sin.sSin.(s=—a) ,
Sin.4Sin.c Sin.bSin.c

Sin. B=]/Sﬁn~<~‘fﬁc>sﬁ"-““a> , Cos.} me SSin—b)
Sin.cSin.a Sm ¢Sina

Sin, C:VSin.(s—.-a)Si'rI(s-b) , Cos.} C= l / Sm.sSm.(S.--c) .
SinaSin.d _ Sin.aSind

On déduit de Ia

a——

at+b=
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Sin.(s—B) = Sin.(s==c) m
' Sin.aSin.b

Sin, ; {4+ B)==8in.; 4Cos.} B+Cos.} ASin.: B=

Sin.c

Cos.} (4+B)==Cos.* ACos.> BT Sin.* ASin.: B= S__EE_“_‘_[_’]/* <s-—ﬂ>5in-§—b> )
* i Sin.edin.

Sin.¢
Sin.(s—2) == Sin.(s==a)

ou bien Sin.; (4+B)= Cos.* C
- 28in, £ ¢Cos. L ¢ * ?
. Sin.s == Sin.(semc) _,
Cos.; (A+B)= ——————— Sin. C .

28in 7 cCos. £ ¢
En prenant successivement les signes supcrieurs et les signes infé-
rieurs, se rappelant qu’en général
Sin.z+ Sin.y = 28in. £ (a—+y)Cos. £ (x—y) ,
Sin.z—S8in.y =2Cos.  (#—y)Sin. ; (x—7y) .
et faisant attention 3 la valeur de s, il viendra
Cos. L (a—b)
Sin.; (A+B)= ———— . Cos. *
l( + ) COS-: 0S 2 C b4
Sin, 2 T (@=—
Sm.%c
Cos. X (a5 . .
Lot @D gnic
Cos. L¢
(a~4-b) .
Cos.2 (A= B)= it qnzc .
Sin. L e

Ces formules sont celles de MM. Gauss et Délambre, dont il a été

question ci-dessus,
i En divisant successivement la premiére par la troisi¢me , la seconde

par la quatridme , la quatri¢me par la troisitme , et enfin la seconde

Sin. 2 (A—B)= .Cos.2 C ,

par la premiére , il vient
' ( 4B _Cos.%(a-b)c LIC
Tang. }(4+B)= oot Got3 €
. Sin. L (a==b) .
Tang.;(AwB)w—m Cot.;C »

. Cos. ¢ (A—B) .
Tang.: (a-0)= ————_—(2—_'_—33 Tang.;c ,

Ta{]g (a 5) m Tang =C
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Cette maniére de parvenir aux Analogies de Néper , outre son extréme
briéveté, a donc encore I'avantage de donner, chemin faisant , d’autres

formules utiles.

Au moyen de ce qui précéde, et de ce quon sait d’ailleurs , la
trigonométrie analitique , tant rectiligne que sphérique , me parait
pouvoir étre réduite au plus haut degré de simplicité et de symétrie.

QUESTIONS PROPOSLES.

Probléemes de Geomeéliie.

ON peut appeler Angles polyédres équivalens ceux qui contiennent
un méme nombre dc fois un certain angle polyeédre, pris arbitrairement
pour unité ; ou, ce qui revient au méme , ceux qui, ayant leurs
sommets au centre d’'une méme sphére , interceptent sur la surface
de cette sphere des polygones sphériques équivalens. On peut en dire
autant des Angles coniques, considérés comme angles polyedres d’une
infinité de faces ; le cone pouvant étre d'ailleurs d’une nature quel-
conque, Ces angles coniques , sous le rapport des portions de surface
sphérique qu’ils interceptent , peuvent donc étre comparés , soit
entre eux, soit aux auatres angles polyedres.

Ces considdrations conduisent au probléme suivant : Quel est
le lieu des sommets de tous les cones droits et obliques qui, ayant
pour base commune un méme cercle donné , ont leur angle comique
du sommet équivalent & un angle polyédre donné?

Au lieu de demander que les angles coniques au sommet soient
équivalens & un angle polyédre donné; on pourrait demander que
Vangle plan formé parle développement de chaque surface conique,
fut égal & un angle plan donné ?

On pourrait aussi étendre ces recherches & des pyramides ou 2
des cénes de toute nature, ayant pour base commune un polygone

ou une courbe fermée quelconque ?
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Essai sur la théorie des paralléles ;

Par M. GERGONNE.

[o Yia %o ¥ VE Vo W, W V)

ON trouvera peut-étre qu’il'y a une sorte de témérité % revenir
de nouveau sur un sujet ol ont échoué , depuis Euclide , tant
d’illustres gdometres. Aussi , quoique je fasse usage , depuis plus
de huit ans , de la théorie que je vais développer , je n’aurais
jamais songé & la rendre publique , si je n'y avais été forte-
ment encouragé , en apprenant de mon estimable ami, M. Servois,
qu’il était parvenu depuis long-temps, de son cété, 3 une théorie
toute pareille. Sans prétendre d’ailleurs que cette théorie soit absolument
inattaquable, elle me parait du moins incomparablement plus courte
et plus simple , et tout aussi rigoureuse , que tout ce qu'on a publié
jusquici sur ce sujet.

1. LEMME CONNU. Par un point donné sur un plan, on
peut toujours mener une perpendiculaire & une droite tracée sur
ce plan, et on ne lui en peut mener gu'une seule.

2. DEFINITION. Deux droites tracées sur un méme plan sont
dites paralléles , lorsqu'elles ne peuvent se rencontrer , quelque loin
et dans quelque sens qu'on les suppose prolongdes.

3. Corollaire. Donc (1) deux perpendiculaires & une méme droite ;
dans un méme plan, sont deux droites paralléles.

4. THEOREME. Par un point donné , on peut toujours mener
une parallele @ une droite donnée , et on ne lui en peut mener
gu'une seule.

Soient AB une droite et C un point donnds (fig. 1 ); il s'agit de

Tom. 111, 49
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prouver que, par le point G, on peut toujours mener une parallele
a la droite AB, et qu’on ne Ini en peut mener qu’une seule.

Démonstiration. Par le point C, on peut toujours (1) abaisser
une perpendiculaire CD sur AB , et on ne lui en peut abaisser
qu'ane seule. De méme , par ce point C, on peut toujours (1)
mener & CD une perpendiculaire EF, et on ne luien peut mener
qu'une scule ; et cette droite sera (3) parallele 4 AB. Donc, 1.° par
le point C on peut mener, au moins, une paralléle 4 AB.

Reste donc a prouver que , par ce méme point G, on ne saurait
mener aucune autre parallele & AB.

Admettons que , par ce point C, on puisse faire passer d’autres
paralleles & AB, différentes de EF ; ces paralleles devront tomber
dans I'un ou l'autre des deux angles droits DCE , DCF. Supposons
que ce soit dans le dernier ; on peut, par le point C, mener , dans
cet angle, une infinité de droites qui rencontrent DB ; et il est de
plus évident que , si une droite passant par C rencontre DB, toute
autre droite, passant par C, et faisant avec CD un angle moindre
que celui que fera la premiére avec la méme droite, rencontrera DB
a plus forte raison, et méme en un point plus voisin de D.

On voit par 13 que, parmi les diverses droites conduites par G,
dans l'angle DCF', celles qui rencontrent DB et celles qui ne la
rencontrent pas ne sauraient se succéder alternativement, mais doi-
vent étre séparées les unes des autres, les premires étant limitdes
par CD, et les dernitres par CF.

De toates les droites qui , passant par C, rencontrent DB, soit
donc CG celle qui fait le plus grand angle aigu avec CD. On
peut toujours concevoir DB prolongée vers B, au-deld du point ou
cette droite est rencontrée par CG ; et si, par I'un quelconque des
points du prolongement et par le point C, on méne une droite, cette
droite devra passer entre les cotés de l'angle GCF; en admettant
donc que CH fut cette droite , attendu qu’elle est supposée rencontrer
DB, on devrait avoir, d’aprés Phypothése, Ang.leH<Ang.DCG,

ce qui est absurde. Donc, 2.° toute droite, autre que EF, passant
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par C ne saurait étre paralléele & AB; et conséquemment, on ne peut
faire passer par ce point qu’une seule parallele & cette droite.

M. Legendre qui, dansle temps, a ecu la bonté d’examiner cette
théorie, y a opposé l'objection que voici :

« Si la distance du point D & laquelle vous supposez que CG
» rencontre DB est finie , votre raisonnement est exact; mais , si
» cette distance est infinie, comme on pcut trés-bien le supposer,
» alors il n’y a plus rien a conclure. Cest la faute que j’'ai commise
» moi-méme, dans la premiere ¢dition de mon ouvrage, et que je
» n'ai pas réussi depuis a corriger complétement par la seule
» synthése. »

Mais , de quelque poids que puisse étre , en ces matieres , Popinion
de M. Legendre qui, comme on le voit, se juge lui-méme assez
sévirement, il me parait qae son objection n’est pas tout-a-fait sans
réplique; et qu’elle a uniquement sa source dans I’habitude o nous
sommes tous d’attacher une idée positive au mot 7nfni.

Lorsqu’on dit de deux droites qu’elles se rencontrent & une distance
infinie, ou Pon veut dire qu’elles se rencontrent en effet, ou bien
Ion veut exprimer qu'elles ne se rencontrent pas; il ne saurait y
avoir ici de milieu. Or , j’ai supposé que CG rencontrait ¢ffectivement
DB ; et, quelque nom qu’on veuille donner d’aillcurs & lintervalle
entre le poiut D et celui ot cette rencontre a lieu, comme on ne
saurait se refuser 4 admettre qu’une droite peut étre prolongée au-
dela de P'un quelconque de ses points, il me parait que , dans tous
les cas, la conclusion conserve toute sa force.

Le tour de raisonnement que jemploie ici n’est , au surplus,
que celui dont M. Legendre fait lui-méme usage, peur prouver
qu’une ligne convexe est moindre que toute ligne qui, l'enveloppant
extérieurement , se termine aux mémes extrémités ; et qu’une surface
convexe est moindre que toute surface qui , ’enveloppant extérieure-

ment, se termine au méme contour.

Je terminerai par montrer comment , en adeptant la définition
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de l'angle donnée par feu Bertrand de Genéve, on peut parvenir
directement , et d’une maniére fort simple, au thdoréme de I'égalité
de la somme des trois angles de tout triangle 3 deux angles droits.

Les c6tés d’un triangle , considérés comme droites indéfinies, divisent
toujours le plan , aussi indéfini , sur lequel ce triangle se trouve
situé, en sept régions ( fig. 2 ) : savoir, une région finie T, qui est
le triangle Iui-méme ; trois régions infinies A , B, C qui, étant
les opposés par le sommet des angles de ce triangle, doivent avoir
leur somme égale 4 la somme de ces angles ; enfin trois autres
régions A/, B/, C/, aussi infinies, et respectivement égales aux
précédentes , diminuées chacune de l'aire T  du triangle.

Or, comme ces sept régions réunies coemposent le plan, ou quatre
angles droits, il s’ensuit qu’en désignant par D l'angle droit, con-
sidéré comme surface infinie, on doit avoir

A+B+C+A’+B/+C/+T=4D :
mais, on a d’ailleurs
A=A4+T, B=B44T, C=C-HT;
prenant donc la somme de ces quatre équations, il viendra , en
réduisant et divisant par 2D

A B C T
7tsto=2t5;
ou simplement R
B C
Do 5T

. . T I3 . °
puisque la fraction 5 ° ayant son numérateur fini et son dénomi-

nateur infini, doit étre regardée comme nulle vis-4-vis du nombre 2:
ainsi , la somme des nombres abstraits qui expriment combien de
fois les angles d’un triangle contienncnt’angle droit, vaut deux unités, (*)

(") Laméme méthode , appliquée & la sphire , donne l'aire connue du triangle sphé-
rique. Appliquée au tétraédre, elle conduit aux relations connues entre ses angles
diddres et ses angles triedres, et prouve, en outre, que l'espace infini compris
entre les prolongemens des faces au-deld d’une aréte quelconque, est équivalent &
Vespace infini conipris entre les prolongemens des mémes faces au-dela de ’aréte oppasée.
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STATIQUE APPLIQUEE.

De l'équilibre dans I'échelle & incendie , et d'une nou~
velle machine , propre & mouyoir les fardeaux ;

Par M. BerarD, principal et professeur de mathématiques
au collége de Briancon , membre de plusieurs sociétés
savantes, ’

o Sia Vo o Vi Vi Vig Vo L, V)

ON a proposé, il y a quelques années, pour retirer dés maisons
embrasées les personnes qui y sont enfermées , une échelle trés—
ingénieuse. Elle présente des cas d’équilibre assez remarquables que
je me propose ici de discuter.

La figure 1.*® représente I'assemblage de plusieurs rhombes con-
tigus : il faut imaginer un second systime, paralltle & celui-la et
lié avec lui par des axes fixés d’une part aux points O, O/, 07 ,...,
et de lautre 4 leurs correspondans dans le second systéme. Les
c6téds de tous les thombes sont assemblés 3 charniéres ; et ’ensemble
des deux systtmes forme une sorte d’échelle qui peut se plier ou
s’allonger subitement , lorsqu’on fait varier I'angle des c6tés du premier
rhombe inférieur (*). La machine, placée verticalement , repose sur
quatre roulettes A, A’,...., destinées & faciliter son transport et le
jeu des mouvemens angulaires des rhombes. Enfin, A la partie supé~

(*) Chague systéme de rhombes ressemble exactement & ces pincettes en acier
dont se servent quelques fumeurs , pour retirer des charbons du feu, sansse briler
les doigts ; ou encore au systtme de traverses en bois sur lesquelles sont élublis

des petits soldats , dans certains joujouzx d’enfans.
i J! Dg G,
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rieure se trouve étendue une toile DMD/ , destinée 4 recevoir la
personne qu’on veut descendre. :

Cela posé, concevons que la machine doive étre mise en jeu par
deux forces égales et opposées () ; appliquées en A et A/, destinées
a faire varier 'angle AOA’ Soit P le poids de la machine , que
je suppose agir au milien de la hauteur HR ( quoique, pour plus
grande solidité, il soit convenable de faire décroitre, de bas en haut,
Vépaisseur des cotés des rhombes ). Soit M le poids de la personne
placée en M, sur la toile. Il Sagit de trouver I'équation d’équilibre ,
entre les forces M., P, Q. '

Le principe de la décomposition des ferces serait ici d’une appli~
cation difficile , ou tout au moins fort longue : celui des vitesses
virtuelles vaudrait mieux ; mais le plus simple est, dans le cas
présent , celui en vertu duquel le centre commun de gravité de
plusieurs poids en équilibre doit étre tellement situé qu’il ne puisse
plus descendre. , A

Pour employer ce dernier principe , il faut remplacer , par la
pensée, les deux forces horizontales @, qui agissent en A et A7,
par un poids vertical 2@, suspendu a deux cerdons AHQ, A’HQ,
qui passeraient sur une poulie H.

Silon prend , a l'égard de I'axe fixe AA’,les momens des poids
M, P, et quayant retranché celui du poids QQ‘, on divise le reste
par M-+-P~+2(Q , on aura la distance de cette ligne AA’/ au centre
commun de gravité des trois poids ; distance qui, dans le cas d’équi-
libre,, devra &tre un minimum. Mais, comme la somme des poids
est constante , il suffira d’écrire que la diffcrence des momens ci-
dessus -est un minimum.

Soient A(Hf:ilx;_l’angle HAO==z, le c6téd AO de "un des rhombes
=a ; le nombre des centres ou axes O , O/, O7,.... =n; la
longueur DM de la demi-corde =c¢; enfin la longueur de la corde
AHQ=5. Cette longueur est arbitraire, et doit disparaitr. du calcal.

On aura AH=4Cos.z ; HO=aSin.z ; HR=214Sin.z ; MR
=1/ ci—=aCos.iz 5 HM=2naSin.z—/ ::g:Cos,z ; et HQ=4-—aCos.z.
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On aura donc, d’aprés cela, 1.° pour le moment du poids M,

2nMaSin.z—M\/ —4:Cosiz 3 ‘
2.° pour le moment du poids P,
nPaSin.z ;
3.° enfin, pour le moment du poids 2Q, , ) )
2Q(b—aCos.z).

]égalant donc & zéro la différenticlle de la différence entre la
somme des deux premiers momens et le troisiéme, on obtiendra,
pour I’équation d’équilibre cherchée ,

{72 M- P)Cos.z—2(Sin.z} {/ t-—z2Cos.:z —MaSin.zCos.z=o0. (1)

Cette équation fera connaitre facilement la valeur de la force @,,
pour une valeur déterminée de l'angle z. Il ne sera pas aussi aisé
d’avoir z en fonction de Q.

Comme MM est ordinairement trés-petit 3 I'égard de P , si l'on
fait /=0, on aura

nP=2QTang.z. (2)
Cette équation sera rigoureuse, pour un moment quelconque de I'ascen-
sion , parce qu’alors le poids M ne chargera pas encore la machine.

Cette machine peut rester en équilibre, indépendamment de la
force J. On a l’équation qui convient a ce cas , en faisant (=o
dans ’équation (1) ; il vient alors

tz(los.z'f_-x:V”z@M‘*"P)W""Mm2 . (3)
p n2(2M~-P)>—DN>
Le dénominateur de la fraction sous le radical étant essentiellement
positif , on voit que ce cas ne pourra avoir lieu qu’autant qu’on aura
Me
i .

et comme , d’un autre c6té , on doit toujours avoir z<a , d’ott c{a;
on voit que I'équilibre ne pourra avoir lieu qu’autant que ¢ se trouvera
compris entre certaines limites. Si, par exemple, on fait P=o0 ct
n=1, la formule (3) donnera
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—

C2mmgy 2
=T

d’ott Von voit quon doit avoir alors 2c>a et 20<2a.

Il résulte encore de ce qui précéde que le poids M ne pourra
parvenir a I'horizontale AA/, ni méme s’en approcher & un certain
point , 3 moins que la force 2 n’agisse dans un sens contraire &
celui que nous lui avons supposé, et alors il faudra la faire négative
dans (1) ; ainsi, elle devra étre employée alternativement , tantét
de A vers H, et tantét de H vers A.

Enfin, si 'on voulait avoir égard au frottement, on pourrait consulter
ma Statique des voutes , ou j'ai donné le premier des formules
rigoureuses et générales ( Voyez aussi mes Opuscules mathématiques,
probleme 17 ).

On peut déduire de ce qui préctde I'idée d’une machine propre
3 mouvoir les fardeaux. CQ, C/Q’, C”Q”,.... (fig. §) représentent
plusieurs groupes, composés chacun de trois rhombes. Les extrémités
C, G/, ¢/ sont fixées et lides au sol. Le fardeau P qu'il s'agit
de mouvoir est lié par un cordon au premier centre I du premier
groupe ; Vautre extrémité Q du premier groupe est lide au premier
centre I/ du second groupe , par un nouveau cordon ; Pextrémité
Q’ du second groupe, est liée , de la méme maniére au premier
centre 17 du troisitme groupe ; ct ainsi de suite. Enfin la puissance
est appliquée 3 Vextrémité Q” du dernier groupe. -

11 est aisé de voir que , la vitesse du poids P étant I, celles des
points Q, Q/, Q”,.... seront respectivement 3, ¢, 27,,..; ainsi,
§'il y a seulement 4 groupes, de 3 rhombes chacun, la puissance
sera & la résistance :: 1:81.

On pourrait former les groupes de plus ou de moins de 3 rhombes;
mais je crois le systtme de 3 rhombes par groupe le plus avantageux.

1l laisse aux artistes i juger des circonstances ol la machine que
je viens de décrire, peut étre utile.

GEOMETRIE
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GEOMETRIE TRANSCENDANTE.

Recherche des lignes et surfaces qui en touchent une
infinite d'autres, se succédant suivant une loi uniforme;

Par M. GERGONNE.

[a Ta Vg Via Vig Vo Wo WL V]

LA recherche des lignes et surfaces limites d’une infinité d’autres
lignes et surfaces liées entre elles par une loi comuﬁme, soit par
son étroite liaison avec la théorie des solutions particuliéres , soit
par la multitude des applications dont elle est susceptible , peut
étre regardée comme un des objets les plus intéressans de la haute
géométrie.

Cette recherche n’a été déduite jusqu’ici que de la considération des
infiniment petits ou des limites, ou enfin de la théorie méme des
solutions particuliéres. Je vais faire voir comment , la série de Taylor
une fois admise , on peut la rameper, sans la compliquer davantage,

aux notions les plus simples et les plus lumineuses.

§. L

Becherche de la ligne qui en touche une infinite d'autres, dont
les équations ne différent que par une constante.
Soit
oz, y, A)y=V=o,
I'équation commune & une infinité de courbes planes, rapportées aux
mémes axes, et ne différant entre elles que par la constante A4 ; et
proposons-nous de déterminer I’équation de la courbe & Jaquelle toutes

celles-1a sont tangentes.

Tom. III- 50
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Soit MM cette courbe cherchée (fig. 5), c’est-3-dire, la courbe
'enveibppan.te--, soit GG celle des courbes enveloppées qui répond &
la valeur A, et soit T le point ol elle touche MM ; soient , de
plus , G/G’ celle des courbes enveloppées qui répond & la valeur
A’ =A~4-=«, T/ le point ol elle touche MM , et P celui ou elle
coupe GG. On congoit clairement que, plus « diminuera , et plus
aussi le point P se rapprochera du point T , en suivant l'arc de
courbe PT ; en sorte que ces deux points se réuniront en un scul ,
lorsqu’enfin « sera devenu tout & fait nul ; mais alors les deux
courbes GG et G/G’/ se confondront dans toute leur étendue.

Cela posé, on a, par le théoréme de Taylor,

Equation de GG , V=o, @

. AV e, AV W .
Equation de GG/, V+EI —x—+dz12-:2-+'”~0 ; (1D

équations qui rentrent , en effet , 'une dans I'autre, lorsqu’on
suppose «==0 , et dont la combinaison, dans le cas contraire, fera
connaitre le point P,

Or, on sait que, lorsque deux courbes passent par un méme
point , toute courbe qui a pour équation une combinaison quelconque
des équations de ces deux courbes, passe aussi par ce point; donc,
en particulier , la différence entre les équations (I) et (II) est ’équation
d’une courbe H/H/ qui, comme G’G’, coupe aussi GG au point
P. Cette équation est

dV d:V ot
1z —I—+m -;:-+....=o s
ou, plus simplement ,

dr a2V 1
gz—}-mga';a-f—...-}:o, (IH)

puisque « n’est point supposé nul. Ainsi, on pourra, pour la déter-
mination du point P, substituer la combinaison des équations (I)
et (III) & celle des équations (I) et (II).

Mais, & mesure que « décroitra , le point P se rapprochant du
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point T , la courbe H/H’ , exprimée par I'équation (III), tendra
continuellement & devenir une courbe HH coupant MM ou GG en
T; on aura donc l'équation de HH , en faisant «=o0, dans 1’équation

.. ar
(III), ce qui la réduit simplement & i3 =0 Ainsi le point T de

MM, qui répond a la valeur A4 de la constante, sera donné parle

systtme des deux équations

si donc on élimine A entre elles, I'équation résultante, en x et y,
devant étre satisfaite par les coordonnées des points I', IV, T7,..,
qui répondent aux diverses valeurs A4, 4/, A”,.... de la constante,
sera I’équation de la courbe MM qui les contient tous , c’est-a-dire,
de la courbe cherchée.
Si l'équation proposée était

@(w 7}’, Al, Az,...A,,>:V=O ;
les constantes A4, , A,,.... 4, étant lides par les équations suivantes

fo(4,,4,,...4,)=F, =0,

£, (4, s Ay yeendy)=F, =o,

. L ]

'An):E—I:O H

o o o * 9+ . e

fu-I(A()Az 2o

on pourrait , a l'aide de ces ¢quations , éliminer de # toutes les
constantes , excepté une seule , ce qui ramenerait la question au
" cas précédent.

On pourrait aussi considérer toutes les constantes comme des
fonctions de l'une d’elles, A4, par exemple ; alors en différentiant
sous ce point de vue, et éliminant

i ad, ad, dAy
;]:4—!‘ s E > “.dA, »

Al)Az""'Anr

entre les équations
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4 d(Fy d(F,) dFp ) .
a4, 0 a4, a4, et T, T
Pégnation résultante en x et y serait I’équation cherchée.

Mais il sera peut-étre plus élégant encore d’'opérer comme il suit.
On formera I'¢quation

V4, 3 F 4»,0F,+.c.oda,_  oF,_, =0 ;
en y égalant & zéro les coefficiens des variations
oA, , A, 4o 54, ,

on obtiendra 7 équations entre lesquelles on éliminera les n—1 mul-
tiplicateurs arbitraires A, , A, ,.....2,., ; en supposant que F,=o

soit I’équation résultante de I’élimination , il ne s’agira plus que
d’éliminer .

V=o, F’—':O,F;:O)"'Fu—lzoﬁ

- ’

. A;,A,,A;,J...-A",
entre les équations

V=0, F,=o0, F,=o0, F,=o0 ,....F,=o.
De ce qui précede se déduisent en particulier , d’une manidre
trés-simple , la théorie des développées et celle des caustiques.
La théorie que je viens d’exposer m’a été présentée, il y a plus
de six ans, a peu prés telle que je la donne ici, par M. F. Journet,
alors ¢léve du lycée de Nismes (*), et actuellement ingénieur des

ponts et chaussées. Je vais indiquer bridvement de quelle maniére
elle peut étre étendue aux surfaces courbes,

§ 1L

Rechercke de la surface qui en touche une infinité dautres, dont
les équations ne différent que par une constante.
Soit ,
elx,y,z,A)=V=o0,

(*) Cétait, comme l'on voit, dans un temps, déja bien loin de nous, ol il y
avait des cours publics de calcul différentiel, méme dans les lyedes de provinces; et
ot Ion pensait que I'étude de la haute géomeétrie et de la mécanique , seule véritable

\

introduction & celle des sciences physiques, devait, tout aussi bien que tant d’autres
¢tudes , entrer dans le plan d'une éducation vraiment libérale.
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I’équation commune i une infinité de surfaces courbes , rapportées
aux mémes axes, et ne différant entre elles que par la constante A ;

et proposons-nous de déterminer I’équation de la surface a laquelle
toutes celles-14 sont tangentes.

Soit MMM la surface cherchée (*), cest-3-dire, la surface
enveloppe ; soit GGG celle des surfaces enveloppées qui répond i la
valeur A4, et soit T'T la courbe suivant laquelle elle touche MMM ;
soient,, de plus, G/G’G’ celle des surfaces enveloppées qui répond
a la valeur 4/=A-=, T’T/la courbe suivant laquelle elle touche
MMM , et PP celle suivant laquelle elle coupe GGG. On concoit
clairement que plus « diminuera , et plas aussi la courbe PP se
rapprochera de T'T, en suivant la surface GGG ; en sorte que ces
deux courbes se réuniront en une seule , lorsqu’enfin « sera devenu
tout A fait nul; mais alors les deux surfaces GGG et G/G/G’ se
eonfondront dans toute leur étendue.

Cela posé, on a, par le théoréme de Taylor,

Equation de GGG , V=o0, )

. dV a 2 2

Equation de G'G/G/, V+-d—;l =<+ ;% ;—z—-{-. =o; (1)
équations qui rentrent , en effet , 'une dans P'autre , lorsqu’on suppose
«=o0 , et dont la combinaison , dans le cas contraire, fera connaitre
la courbe PP.

Or, on sait que, lorsque deux surfaces se coupent suivant une
ccrtaine courbe , toute surface qui a pour équation une combinaison
quelconque des équations de ces deux surfaces, passe aussi par cette
courbe ; donc , en particulier , la différence entre les équations (1)
et (II) est V’équation d’une surface H’H’H’ qui, comme G’/G'G’,
coupe GGG suivant la courbe PP. Cette équation est

. . . . L
(*) Je sous-entends la figure , quil est plus aisé de concevoir que de représenter,
sans confusion.
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dr e d2V a2
— — — +¢0‘=O’

dd 1 dA* 1.2
ou, plus simplement ,

dr d27 %
bl _— eees p == II
7 T g o, (N

puisque « n’est point supposé nal. Ainsi, on pourra, pour la déter-
mination de la courbe PP, substituer la combinaison des équations
() et (II) & celle des équations (I) et (II).

Mais , & mesure que « décroitra, la courbe PP se rapprochant
de la courbe TT,la surface H/H/H’, exprimée par 'équation (11I),
tendra continuellement & devenir une surface HHH , coupant MMM

ou GGG suivant TT ; on aura donc I'édquation de HHH , en faisant

. . .o ar
a=o0 , dans I’équation (III), ce qui la réduit simplement A - =

Ainsi, la courbe TT, tracée sur MMM , qui répond a la valeur
A de la constante , sera donnée par le systtme des deux équaations
av

V=o0, = =0;

si donc on élimine A entre elles, 'équation résultante, en z,v,z,
devant étre satisfaite par les coordonndes des courbes TT , T/T7,
T/T/,.... qui répondent aux diverses valeurs 4, A/, A7 ,....de"
Ia constante , sera I’équation de la surface MMM qui les contient
toutes , c’est-a-dire, de la surface cherchée.

Ces lignes TT, T/T/, T/T/,...., qui répondent aux diverses
valeurs de la constante, sont ce qu’on appelle les Caractéristiques
de la surface limite. Comme elles se succédent saivant une loi
uniforme , on peut demander de déterminer la courbe & laquelle
elles sont toutes tangentes , et qui est dite U'aréte de rebroussement
de la surface limite. Voici par quelles considcrations on obtiendra
cette courbe. .

Soit mm la courbe. cherchée ; soit gg celle des caractéristiques
qui répond a la valeur A de la constante, cette caractéristique touchant
mm au point 7 Soit de plus g’g/ celle des caracteristiques qui répond
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4 la valeur A4/= A—-«; soient # le point ol elle touche mm , et p celui ol
elle coupe gg. Plus « diminuera, et plus aussi le point p se rapprochera
du point 7, en suivant I’arc de courbe pz; en sorte que ces deux points
se réuniront en un seul , lorsqu’enfin « sera devenu tout & fait nul,
mais alors les deux courbes gg et g/g/ se confondront dans toute
leur étendue. i

Cela posé, on a, par le théortme de Taylor,

V=o, (1)
Equations de gg a

=05 (2)

dA

av a d2V a2
" . ; 5 V+a-2'? d_ZT.;+“"=O’ (3)

quations de g’g N
=t T o =0 4
équations dont les derniéres rentrent, en effet, dans les premiéres,
lorsqu’on suppose «=o0; et dont la combinaison, dans le cas con-
traire , fera connaitre le point p. Elles sont au nombre de quatre,
parce que, généralement parlant, deux courbes ne se coupent pas
dans I’espace, mais, comme gg et g/g/ sont ici situées toutes deux
sur la surface MMM , elles doivent se rencontrer et ces quatre
équations doivent ¢quivaloir & trois seulement.

En rejetant donc la troisicme , le point p sera donné par le syst¢me
des équations (1), (2), (4). Mais, lorsque trois surfaces passent par
un méme point, toute surface qui a pour équation une combinaison
quelconque des équations de celle-la, passe aussi par ce point; donc,
en particulier, la différence entre les équations (2) et (4) est ’équation
d’une surface qui, combinée avec celle qu’exprime I'équation (1),
exprimera une courbe 4’4/ qui , comme g’g’, coupera gg au point
p. Cette équation est

d2V a BV a2

T T =0

ou, plus simplement,
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47 sy :
-&Z—l—m{m—*—u..}—o Fy (5)

puisque « n’est point supposé nul. Ainsi on pourra, pour la déter-
mination du point p, substituer le systtme des équations (1), (2),
(5) au systtme des équations (1), (2), (4).

Mais, 2 mesure que « décroitra, la courbe A%/ exprimée par le
systtme des équations (1) et (5),tendra continuellement 2 devenir
une courbe %% , coupant mm ou gg en ¢ ; on aura donc les équations
de %k, en faisant «=o0, dans I’équation (5) , et combinant P'é¢quation
résultante avec équation (1) ; ainsi le point ¢ de mm , qui répond

4 la valeur 4 de la constante, sera donné par le systeme des trois
équations

dar dzV
;7::0 , -(TA- =0 a2 m =0 4

si donc on élimine A entre elles, les deux équations résultantes , en
Z,y. z, devant &tre satisfaites a la fois par les coordonnées des
pointsz,2/, /... qui répondent aux diverses valeurs A, 4/, A" ,...
de la constante, seront les équations de la courbe mm qui les contient
tous , c’est-a-dire, de l'aréte de rebroussement.

Si I’équation =0 renfermait n constantes 4, , 4, , 4, ,....4,,

lides entre elles par n—1 équations ; on se conduirait absolument
comme il a été expliqué dans le § précédent. (*)

(*) Ce qui préceéde me parall étalliv, d’'une maniére nette, un point assez délicat
de la géométrie transcendante, et pourrait , & la rigueur, étre ramené sux simples
élémens. Je n’ignore pas, au surplus, que lopinion, toujours vacillante, semble
maintenant repousser ces doctrines lumineuses, appelées vainement, pendant plas
Qun siecle, par les veeux des géometres, et dont la découverte fait tant d’honneur
a I'époque ol nous vivons. Mais, je n’en demeure pas moins fermement persuadé
que , s'il peut étre utile de se familiariscr avec la considération des intiniment
petits , il est beaucoup plus important encore , sur-tout dans Penseignement élé-
mentaire , de n’appuyer les théories fondumeniales «ue sur les notions les plus
rigoureuses , du moins , lorsqu’on aspire a quelque chose de plus qu'a enseigner
ou a apprendre un métier.

CORRESPONDANCE.
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CORRESPONDANCE.

Lettre de M, Brer , professeur a la faculté des sciences
de l'acadeémie de Grenoble,

Au Rédacteur des Annales ;

En réponse aux lettres de MM. Du Bourcuer et Biramp,
insérées aux pages g4 et g7 de ce volume.

[a 7o Vi Vi ¥ia Vo TL Vi Ve 7

MONSIEUR ET TRES-CHER CONFRERE ,

LA difficulté que j’ai élevée sur la démonstration donnée par M.
Du Bourguet, a la page 338 du 2.° volume des Annales , du principe
qui sert de fondement a la théorie des équations, me semble subsister
encore dans son entier , malgré la réponse que ce géometre y a faite,
a la page 94 du présent volume.
Soit en effet 1'équation
Az"-Ba™ - Ca™ . =y, (1)

dans laquelle 4, B, C,.... sont des nombres quelconques ; si je
donne 4 x des valeurs numériques «, o/, «/,...., il en résultera
pour y des valeurs numériques correspondantes 8, £, £ ,...; done
7 dépend de yy et de 4, B, C,....; et on a

g=0¢(A4,B,C,..c...7). (2)

Cette équation détermine les valeurs x=u, o/, «/,...:
Lorsque y=8, ', 7 ,.c0.

~

Cela posé, toutes les couples de z, ¥, savoir, g, &8/, «/g7,,7,,
dom, 111, 51
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qui satisfont & l’équatiop (1) , satisfont aussi & I'équation (2); mais
réciproquement , faut -il en conclure que toutes les couples qui
satisfont 4 cette derniére €quation , satisfont aussi a la premiere ? Je
peunse que cette consequence ne peut étre admise sans démonstration.
D’apres cela, si, dans I'équation (2), on fait y=o0,on aura bien
uge valeur correspondante de z ; mais il reste & savoir si ce couple
satisfait & I'équation primordiale , d’autant plus que cette équation (1)
peut cesser d’exister dans ce cas. Je persiste donc 4 croire qu'il est

trés—difficile de ramener la démonstration de ce principe a des notions
purement élémentaires.

Permettez-moi, Monsieur, de saisir cette occasion , pour répondre
2 la réclamation insérée 4 la page g7 de ce volume.

Je n’ignorais point, en effet , que M. Berard eut une construction
nouvelle de la parabole ; mais je n’avais pas connaissance du moyen
qu'il employait. Je lai examiné depuis, et jai reconnu que nos
meéthodes different essentiellement.

Celle que lon trouve dans les Opuscules mathématiques de M.
Bérard , a pour but de déterminer le foyer, et emploie pour cela
cette propriété de la parabole , que la tangente fait des angles égaux
avec le rayon vecteur et le diamétre. Mais il faut bien remarquer
que , si le systtme primitif des axes auxquels on rapporte la courbe
est rectangulaire , les tangentes (3) et (4) seront & angles droits
( page 223 du tome 2.° des Adnnales ), et la droite qui joindra les
points de contact A et D, passera toujours par le foyer; en sorte
que la construction donnée par M. Bérard n’est point applicable au
cas ot le systtme primitif des axes est rectangulaire. Il faut donc,
dans ce cas , recourir &4 une aulre propriété , pour construire la
parabole. Cette proi)rielé consiste en ce que le point de rencontre
des tangentes (3) et (4) est un point de la directrice de la
parabole.

L'inconvénient que je viens de remarquer n’a point lieu dans
ma méthode, ce qui la rend tout A fait générale. En effet , elle
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“ détermine le sommet , et méme directement tous les points de la
courbe, en n’employant uniquemeht que cette propriété de la parabole,
rapportée soit 3 son axe soit a ses diamétres, savoir, que la sous-
tangente est double de I’'abscisse du point de contact.

Agréez , etc.
Grenoble , le 1.*r ayril 1813.

Lettre de M. Puissavr, chef de bataillon au corps
impérial des ingenieurs geéographes , attachée au depol
de lu guerre, elc.

AU REDACTEUR DES ANNALES,

[a Vo V1) Vg Vo Sla Vi Va2 o V]
MONSIEUR ,

I.JA démonstration analitique d’une propriété trés-remarquable des
lignes et surfaces du second ordre que vous avez donnée i la page 293
du présent volume de vos intéressantes Annales, esten effet d’'une
extréme simplicité ; et je conviens que celle que jai développée &
la page 138 de la deuxi¢me édition de mon Recueil de propositions
de géométrie, et qui n'est relative qu’aux lignes du second ordre,
est , comme vous le dites , compliquée et incompléte; mais la
seconde démonstration , indiquée aux pages 141 et 143, me parait
étre trés-courte et trés-générale. Clest ce que je me propose de faire
voir par ce qui’ suit.

L’équation d’une surface du second ordre, rapportée i des axes
obliques , étant

Az*+By*--Cz*>~-2Dzx=o0 , )
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‘celle du plan tangent, rapporté aux mémes axes, et adsujetti ¥
‘passer par un point ayant pour coordonnées @, &, ¢, est

(da+D)z+B by=Ccz-{-Da=o. (2)

Cette équation (2) est aussi essentiellement celle du plan de Ia
courbe de contact de la surface (1) et de la surface conique envelop-
pante, dont les coordonnées du sommet ou centre sont 2, b, c,
( page 415 du recueil cité) ; or, labscisse du point ol ce plan
coupe l'axe des z est

- Da
T=" 44D’
et ne dépend que de la coordonnée @ ; sa valeur sera donc toujours
la méme, quand on ne fera varier que les deux autres coerdonnées
b, ¢; ce qui suffit pour établir la proposition dont il s’agit.
Agréez , etc.

Paris , le 8 avril 18:13.

e — =

QUESTIONS RESOLUES.

Solutzon du prob/'eme de gnomonique proposé & la
page 4o de ce volume ;

Par M. J. M.

e %o o Tla Za Vo Vo Vo Vo Sia o V]

E NONCE 1.° Tracer sur une colonne cylindrigue et verticale ,
portant un chepiteau circulaire, un cadran dont I'heure soit indiguée
par Uombre du chapitcau sur le fust de la colonne ?
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2.2 Décrire sur ce fust, les deux courbes qui terminent les lignes
horaires , au solstice d'été et au solstice d'hiver?
3.0 Faire une application spéciale des méthodes ou formules auz-
guelles on sera parvenu , en se donnant, en nombres , les diaméires
du chapiteau et du fust de la colonne , ainsi que la latitude du liew ?

Consideérations preliminaires ;,
Par le Rédacteur des Annales.

La bridvetd de la lettre suivante, qui renferme la solution du
probléme , nous a semblé nécessiter quelques développemens préli-
inaires , propres 4 mieux faire comprendre & quoi ce probléme
s¢ réduit.

Si un cylindre vertical est exposé aux rayons du soleil , ces
rayons pouvant sensiblement étre considérés comme paralleéles , on
congoit que toujours une moitié de la surface de ce cylindre sera
éclairée , tandis que son autre moitié sera privée de lumiére. On
congoit de plus, que la partie éclairée sera séparée de la partie non
éclairée , par deux droites paralltles 4 'axe du cylindre, situées avec
cet axe dans un méme plan perpendiculaire & celui que I'on conduirait
par le méme axe et par le centre du soleil.

On voit par la que, si, par 'axe du cylindre, on congoit un plan
perpendiculaire & celvi du méridien, les intersections de ce plan avec
lIa surface de ce cylindre seront, pour tous les jours & midi, les
lignes qui sépareront sa partic éclairée de sa partie non éclairée.
Mais comme , pour une méme heure déterminde , autre que celle
de midi, le vertical du soleil change tous les jours, avec la décli-
naison de cet astre ; il s’ensuit que chaque jour aussi les lignes qui,
pour une méme heure déterminée , autre que celle de midi , sépare—-
ront la partie éclairée du cylindre de sa partie non éclairée , varieront
de situation avec la déclinaison du soleil.
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Concevons présentement que le cylindre porte,, 3 sa partie supérievre,
un plateau circulaire horizontal , d’un rayon supérieur au sien , et ayant
soncentre sur son axe. Ce platean projetera sur la surface du cylindre
une ombre dont la situation variera avec celle du vertical du soleil
et dont la figure dépendra de la hautear du soleil dans ce vertical.
Cette méme ombre coupera en un point chacune des droites limitatrices
de la partie éclairée du cylindre ; et la situation de ce point dépendra
aussi évidemment de la hauteur da soleil et de la déclinaison de
son vertical, lesquelles dépendent a leur tour de la déclinaison du
soleil et de I'angle horaire. .

Ce point variant tous les jours de position sur la surface du
cylindre , pour une méme heure donnée ; la courbe qu’il tracera,
sur cette surface, pourra étre prise pour la ligne horaire répondant
a cette heure donnée. En tracant ainsi toutes les lignes horaires ,
le lieu de leurs extrémités inféricures et celui de leurs extrémités
supérieures seront respectivement les courbes qui terminent les lignes
horaires au solstice d’¢té et au solstice d’hiver.

Soit C ( Lig. 6 ) le centre du plateau ; soit CM la ligne méridienne,
tracde sur ce plateau; soit ZCM le plan du méridien ; soit ZCA
le plan du vertical du soleii, dont la déclinaison par rapport au
plan du méridien soit angle MCA ; soit enfin, dans ce plan, CS
la droite allant du point C au centre du soleil , en sorte que la
hauteur de cet astre soit l'angle SCA qui, comme I'angle MCA,
dépendra de' I'heure et de la déclinaison du soleil.

Soit menée CB, perpendiculaire & CA , et se terminant en B, &
la circonférence de la base supérieure du cylindre. Si I'on mene,
sur la surface de ce cj;ﬁndre, BD parallele & son axe, cette droite
sera, pour la déclinaison MCA du plan du vertical du soleil, la
limite de la partie non éclairée de ce méme cylindre.

Pour obtenir Vintersection de cette droite avec 'embre du plateau,
soit mende, par B, la paralléle EF a CA, se terminant en E &
la circonférence du plateau ; menant alors EG parallele 3 SG, le
point G ou ceite droite coupera BD sera le point chercheé.
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En faisant Ang. MCA=D, Ang.ACS=H, désignant par 7 et 7’/
respectivement les rayons du cylindre et du plateau, par & I'are

MAB , par y la droite BG, et prenant l'angle droit pour unité de
mesure des angles , on trouve

a=1tar(14D) , y=V FFHT=r Tang.H ;

formules au moyen desquelles rien ne sera plus facile que de tracer
par points les lignes horaires, sur le développement de la surface
du cylindre,

A laide de ces préliminaires , il sera trds-aisé de suivre la solution
renfermée dans la lettre de M. J. M.,

AU REDACTEUR DES ANNALES;
MONSIEUR ,

I.e probléme de gnomonique proposé a la page 4o de .ce volume
peut étre résolu comme il suit:

1.° Par lanalise. L’équation du cylindre oblique formé par P'ombre
du chapiteau est

(@*-8%)z*~—2(ax=-by) z=r"~r",

L’origine des coordonnées est placée au centre du chapiteau ; 7 et 7/
sont respectivement les rayons de la colonne et de ce chapiteau ;
on a de plus @=Cos.DCot.H , b=Sin.DCot.H ; D et H étant res-
pectivement la déclinaison du vertical du soleil et sa hauteur dans
ce vertical, et pouvant conséquemment étre facilement déduits de la
déclinaison du soleil et de I’heure du lieu, par la résolution d’un
triangle sphérique.

Au moyen de I'équation ci-dessus, on_ peut avoir tous les points
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de I'ocmbre du chapiteau sur la colonne. On peut aussi se contenter
d’avoir leurs projections sur le plan vertical des xz , ou sur celui
des yz; mais l'on n’a besoin , pour la solution du probléme , que des
points extrémes de l'ombre ; car les lignes horaires sont ici les lignes
qui, dans tous les temps , limitent lombre & une heure donnée.
On se bornera donc a chercher ces points extrémes, pour chaque
heure du jour , et pour un assez grand nombre d’époques de 1’année ,
afin de pouvoir tracer , avec quelque exactitude , les courbes que ces
lignes horaires doivent affecter.

2.° Par des procédés graphiques. Par une premiére construction
fort simple’, on trouvera la hauteur du soleil , et la position du
vertical qui passe par cet astre , & une heure et &4 une époque données.
On prendra donc ces deux choses, pour toutes les heures du jour
et pour un nombre d'épojues sulfisant. Au moyen de cela, il sera
facile d’avoir la projection de 'ombre, soit sur le plan du méridien soit
sur celui du premier vertical. Mais , au lieu d’en faire la construction,
on se contentera encore icide chercher graphiquement les extrémitds
de ’ombre, ce qui suffira pour tracer les projections des lignes horaires,
d’ou il sera facile de conclure ensuite le tracé de ces mémes lignes
sur le développement du cylindre.

~Je joins ici ce développement ( fig. 7 ), pour une latitude de
45045/, le rayon du cylindre étant 36 millimetres et celui du
chapiteau 45 millimetres.

Agréez , etc.
Lyon, le 19 de mars 1813.

Solutions
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Solutions des deux problémes de geomelrie proposes &
la page 243 de ce volume;

Par MM. S.*** | BErARD, principal du collége de Briancon,
membre de plusieurs sociétés savantes , J. M. C. Van
Uraxpove et TEDENAT , correspondant de la premiere
classe de linstitut , et recteur de l'académie de Nismes.

[o % Ve 7 Vo VI, N W Vo V]

P ROBLEME I Déterminer le licu géométrique des extrémités
de tous les arcs de cercles d'une méme longueur donnée, mais de
rayons différens, qui touchent ! par leurs milicux , une méme droite
donnée , en un méme point ?

Solution. Soient pris (fig. 8 ) le milicu commun A de tous ces
arcs pour origine des coordonnées rectangulaires , et la droite AX,
a laquelle ils doivent étre tangens pour axe des x; de maniere que
I'axe AY des y soit le lieu des centres. Soient de plus 24 la
longueur commune de ces arcs , AM la moitié de Vun deux,
et 7 le rayon du cercle dont il fait partie; le point M sera ainsi
I'un des points de la courbe cherchée. Soit enfin abaissée de c2
point sur AY la perpendiculaire MQ , ce qui donnera MQ=wx
et AQ=y.

ou x étan inus A ou @, pour le rayon r, son sinus
M {tant le sinus de A y ,

3 x 4 ’
tabulaire sera — et comme, d’un autre c6té, larc semblable 4 &

. a
qui répond au rayon 1 est —, on aura

Tom. 1110

331
o
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a
—

x .
Z =Sin. =, (1)

Alnsi , en prenant r arbitrairement , cette équation donnera la
3 9

valeur correspondante de #, ce qui suffira pour construire la coube
par points.

7

o - .
Au surplus, comme — est exprimé en partics du rayon, et que
T

Yusage des tables exige qu’il soit exprimé en degrés, il conviendra,
pour la pratique de poser

. 1B0° a . 200° a
x=rSin. — . —, ou a=rSin. —_
a r a r

suivant que l'on voudra faire usage de I'ancienne ou de la nouvelle
division du cercle.

Pour passer de Iéquation (1) & I’dquation en coordonnées rectan-
gulaires , il faut recourir & I’équation du cercle dont le rayon est r,
laquelle est #*==2ry—y*, et qui donne

xz_kyz
2y

r= N

D’un autre c6té, on tire de I'équation (1)

‘/ T2 2 a x

=Cos. — ,
r r

il viendra donc, en substituant

C’est & peu prés a cela que revient la solution de M. S.
Soient pris le point A. pour péle et la corde AM, que nous désignerons
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par ¢, pour rayon vecteur ; soit désigné par # Pangle MAX; cet
angle ayant pour mesure la moiti¢ de 'arc AM, dont le sinys est
la moitié de la corde AM, on aura

z2:Sing::lg:teiazy ,

Sin.?

telle est I’équation polaire de la courbe, telle quelle a été donnée
par MM. Berard et Van Utenhove ; elle peut aisément servir i
decrire cette courbe par points ; mais comme # s’y trouve exprimé
ea parties du rayon, pris pour unité, ce qui peut étre incommode

pour la pratique, il sera plus convenable d’écrire

i1R0° a _, 200 a .
p==——.—Sins , ou ¢= . —Sin.z ,
4 @ z @

suivant qu’il s’agira de l'ancienne ou de la nouvelle division du
eercle, et alors £ sera un nombre de degrés.
Daprés I'équation (2) on a
tCos.7—Sin.t

de
—_— =g, —
de t2 ’

on aura donc , pour P'arc de courbe

da

. dt dv
fleVz—i-& - ":tlf"&— V/ t2—2t5in..Cos.t4-Sin.2t

N

et pour son secteur

. a? dtSin.2¢ R
—;/Vzdl‘.:: : f——tﬁ H
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d’ot M. Bérard conclut que cette courbe n’est ni rectifiable ni

quarrable,
M. Bérard passe ensuite de l'équation (2) a I'équation en coor~
données rectangulaires ; il suffit pour cela de poser, comme l'on sait,

a=¢Cos.t , y=¢Sin.zt ,

— . y y Y
p=y xdy: , ‘ Siniz= SET== Tang.li= =,

z:Arc.(Tang. = {—) .

Par toutes ces substitutions, équation (2) devient

Arec. (Tang. = -3—;-) = x:iyz , ou —a-:- = Tang.

x2+ Z. (3)

Cette dernitre équation, un peu plus simple que celle de M. S.,
n'en differe pas essentiellement, et s’y ramene sur-le-champ , au
moyen de la formule connue

2Tang.z

Tang.2z=

1—Tang.2z

En différentiant la premidre des équations (3) on obtient

dy  yer=—zax-y?)
dx — :L(x=+y2)-—a(x2—-_y=) 2

équation qui , comme lobserve M. Bérard , pourra servir  mener
des tangentes & la courbe et & discuter ses points singuliers.
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La question proposée peut encore étre considérée comme un cas

trés-particulier du probléme des Trajectoires aux fonctions égales

et c’est sous ce point de vue qu’elle a été envisagée par M. Tédenat.
L’cquation du probléeme est alors

fdex+(% )= @

Et, pour en déduire ’équation différentielle de la courbe cherchée,
il faudrait différentier, en ayant égard 2 la variabilité du rayon 7,
suivant le procédé de Leibnitz.

Mais I'équation du cercle 2= 2ry—y* donne

+ dj ) r2—2ry+x2+y ro_ r .
I ( V = iy Ve

au moyen de quoi ’équation (4) devient

()
eE

ce qui donne,; en remarquant que % et @ doivent sévanouir en

|a
1)

X
f——‘/mza , ou

méme temps ,
. x e . a x
Arc. <Sm.== —_— ) ==, ou Sin—=—;
r r r r

dquation qui, étant Jla méme que I'équation (1), conduira aux mémes
conséquences.
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On a, d’aprés cela,

et si, pour savoir cn quels points la courbe rencontre I'axe des y,
on fait =0, il viendra

2a 2a
Cos. — =—1, dou — =(2n-41)= ;
¥ ) P ( + )W 2

et par conséquent

2a¢

Y= (2n+4-1)= 4

n étant un nombre entier , positif ou négatif, qnelconque. Ainsi,
la courbe coupe I'axe des y en une inflinité de peints,

Pour rendre raison de cette circonstance , M. Tedenat remarque
que , lorsque l'arc 24 est parvenu a former une circonférence , son
mouvement n’est pas borné 1a ; que ses extrémités peuvent ensuite
se croiser I'une sur l'autre , et se croiser de plus en plus , jusqua
ce que l'arc soit entierement doublé, et forme une double circon-
férence d’un rayon moiiié moindre que celui de la premiere, auquel
cas les deux extrémités de cet arc se confondront avec lorigine.
L’arc 22 continuant a se ployer encore, formera ensuite une triple
circonférence dont le rayon sera le tiers de celui de la premiere ,
et ainsi de suite; de mani¢re que la courbe dont il s’agit formera,
tant au-dessous qu’au-dessus de¢ la tangente commune , une infinité
de circonvolutions , passant toutes par l'origine , comme le représente
la figure g.

Nous terminerons par observer que le probléme qui nous occupe
a été traité par M. Bossut, dans le second volume de son Calrul
intégral , page 77 ; mais les formules auxquelles I'auteur parvient,
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formules d'ailleurs assez compliquées , ne font que ramener le probleme

aux qaadratures. (*)

PROBLEME 1I. Déterminer le licu gloméirigue des coniours de
toutes les mlotles\ sphériques d'une méme étendue , mais de rayons
différens , qui touchent par leur pdle un méme plan en un méme point ?

Ce probleme est incomparablement plus facile que le premier.

On démontre sans peine , par les élémens , comme l'a fait M.
Bossut dans sa géométrie , ce théoréme d’Archimede : savoir, que
le cercle décrit sur une sphére, avec une ouverture de compas
quelconque , détermine sur cette sphére une caloite équivalente av

cercle décrit sur un plan , avec la méme ouverture de compas ;
d’ott résulte encore que les cercles décrits sur des sphéres inégales ,
avec une méme ouverture de compas , déterminent sur ces sphéres
des calottes équivalentes.

Or , il résulte évidemment de ld que la surface cherchée est
une sphére ayant pour centre le péle commun de toutes les calottes,
et pour rayon le rayon da cercle auquel toutes ces calottes doivent
étre équivalentes ; et c’est la le résultat auquel sont également parvenus

MM. S.***, Bérard , Van Utenhove et Tédenat.

(*) Une autre solution du probléme , avec des applications pratiques , par M.
Argand , a éé annoncée au Rédacteur des Annales, Elle ne lui est poing

gncore parveanue.
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QUESTION PROPOSEE.
Probléme d Arithmetique.

ETANT donné le produit de la multiplication d’un nombre de plu-
sieurs chiffres par le nombre qu’on déduit de celui-la , en écrivant
ses chiffres dans un ordre inverse ; déterminer l'un ou l'autre des
deux facteurs de ce produit?
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CORRECTIONS ET ADDITIONS

Pour le tome troisiéme des Annales.
(o o W%, Wi Wi, WL, W, W, W VL, V]

PAGE 5, ligne derniére == (*) ; lisez : (**).

Page 20, ligne 3 — exposant; lisez: posant. )

Page 24 , en titre =— FORMULES ; lisez : FORMULES TRIGONOMETRI-
QUES.

Page 41 — Consulter , sur le mémoire de M. de Maiziéres , la lettre de M.
Serres , page =291.

Page 44 , ligne 17 — réelles ; lisez véelle additive.

Ligne 20 — satiferaient ; lisez : satisferaient,

Ligne 26 == Pix~mi; lisez : Pem-i,

Page 95, équations (&) — les « de la seconde ligne doivent porter un accent, et
ceux de la troisiéme doivent en porter deux.

A la seconde ligne des équations du bas de Ia méme page, laletire «
doit porter deux accens.

Page 97, ligne 2 — n'est pas établi; lisez : n’a pas établi.

Page 104, probléme, 2.¢ ligne = courbures ; lisez courbure.

Page 107, ligne 19 — la derniére des deux conditions se réduit simplement &
D>o0, parce que la premitre rend nécessairement .A=-B~~2C Cos.>0. En
particulier, si D=0, la courbe se réduit & un point. ,

Ligne 23 — pour les mémes raisons, la seconde condition se réduit sim-
plement & D<o. Si, en particulier, on a D=0, la courbe se réduit au systéme
de deux droites. ‘

Ligne 28 == ces deux conditions reviennent & C=4Cos.y=BCos.y.

Ligne 29 — gjoutez : les valeurs de r serout égales et de signes contraires ,
si l'on a A-4-B==2CCos.y, et alors 'hyperbole sera équilatérale.

N. B. Toutes ces fautes du mémoire de M. Bérard , qui est privé de la vue,
ne sont pas du fait de l'auteur.

Page 140~ L’auteur dont il est question dans la 1.¢ note est BRUNACCI; son ou~
vrage a pour titre: Calcolo integrale delle equazioni lineari (Fircnza, 1798,
in-4.2 ).
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Page 169, premiére ligne da mémoire == Transporter la virgule oprés le mot
polyedres.

Page 169, 4 la note — Placer une virgule aprés le mot Besangon.

Page 287 , ligne 10 — nouvelle nouvelle; lisez : nouvelle.

Supplément & ['Errata du I1° Folume.

Page 4, équalion (4) —p;-lisez : Sin.p.
Page 33, premiére équation = A7Z2 ; lisez: Az
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