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88 QUESTIONS
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- QUESTIONS RESOLUES.

V. B. Le défaut d’espace, le grand nombre des solutions obtenues pour les mémes
problémes et Vanalogie entre ces solutions obligeront souvent A Pavenir les Rédac-

teurs des Annales & les comprendre toutes dans un seul article et 4 n’en présenter
gqu'une courle analise. Ils auront soin , au moins , d’étre équitables et de ne rien omeltire

de ce qui pourra piquer I3 curiosité de leurs lecteurs,
. 1 ’ 1
Solutions des deux problémes proposés a la page 384
du premier volume des Annales ;
Par MM. Rocuar, Vecrey , FavQuier , PinATIE , etc.

L Vo W W, U W Wi W, WL, Ve Vo Y Y

P ROBLEME 1. A un triangle donné circonscrire un {iriangle
semblable & un autre triangle donné , et gui soit le plus grand
possible ?
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PROBLEME 11. A un triangle donné inscrire un triangle sem-
blable ¢ un autre iriangle donné , et qui soit le plus petit possible ?

MM. Rochat , professeur de navigation & Saint-Brieux, Fecten ,
professeur de mathématiques spéciales au lycée de Nismes, et Fauguier,
éleve du méme lycée , ont également fondé les solutions qu'ils ont
données de ces deux problémes sur les considérations suivantes.

1.° Deux triangles # et #/ étant donnés d’espece , et deux autres
triangles T', T/, respectivement semblables 4 ceux-la, étant inscrits
Pun a lautre, T/a T par exemple; si T/ est le plus petit des triangles
semblables & #/ qu'il soit possible d’inscrive & T', ce triangle T sera
le plus grand des triangles semblables & # qu’il soit possible de cir-
conscrire a 1/, et réciproquement.

Voici & peu prés de quelle manitre M. Rockat démontre cette
proposition. Soit ABC ( fig. 5 ) un triangle semblable & #, et soit
DEF le plus petit de tous les triangles semblables & # qu'il soit pos—~
sible de lui inscrire, Si ABC n’est pas le plus grand des triangles
semblables & 7 qu’il soit possible de circonscrive 3 DEF, on pourra
circonscrire a ce dernier un triangle semblable & #, plus grand que
ABC; soit A/B/C/ ce triangle; soient coupés les cotés de ABC en
D/, E/, ¥/, comme le sont ccux de A’/B/CY en D, E, F, et soit
formé le triangle IVE/F/. Ce dernier étant disposé par rapport 3 ABG
de la méme manitre que lest le triangle DEF par rapport au triangle
A’B/C/, on doit avoir évidemment

ABC DEF
56— DErF
si donc on pouvait avoir A/B/C’>ABC , on devrait avoir aussi
DEF >D/EF/; ainsi, contrairement a Phypothese,, le triangle D/E/T,
semblable & # comme DEF, et inscrit comme lai & ABC, serait
moindre que DEF.

La réciproque de cette proposition n’est pas plus difficile & établir.
Soit en cffet ABC le plus grand des triangles semblables & # qu’il
soit possible de circonscrire 3 DEF ; si DEF n’est pas le plus petit
de tous les triangles semblables a ¢ qu'il soit possible d'inscrire 2 ABC,
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on pourra lui en inscrire un autre plus petit que DEF et toujours
semblable a #/; soit D’E/F/ ce triangle; par D, E, F, soient menées
trois droites B/C/, C/A’, A/B/, faisant avec secs cotés les mémes angles
que font BC, CA , AB, avec leurs homologues dans le triangle D/E/F/;
le triangle A’B/C/ s¢ trouvant alors , par rapport au triangle DEF, ce
qu'est le triangle ABC par rapport au triangle D’EF/, on aura
DEF _ ABC
Dir’ ABG

si donc on pouvait avoir D/E/F/ <DEF, il faudrait qu’on eft aussi
ABC< A’B/C’; ainsi, contrairement & ’hypothése , le triangle A/B/C/,
semblable & # comme ABC, et circonscrit comme lui & DEF, serait
plus grand que ABC.

2.° Si deux cercles se coupent, de toutes les droites menées par
Pune de leurs intersections et termindes & leurs circonférences , la
plus longue est la parallele & la droite qui joint leurs centres , ou, ce
qui revient au méme , la perpendiculaire & leur corde commune; et
la longueur de cette droite est double de la distance entre les centres
des deux cercles (*).

Ces principes établis, voici & quoi se réduit la solution des deux
problémes proposés.

Solution du L°T probléme. Soit ABC ( fig. 6 ) un triangle
donné , auquel il faille circonscrire un triangle semblable 4 un autre
triangle donné def , et qui soit le plus grand possible.

Sur les cotés CA et CB du triangle ABC soient décrits extérieure-
ment des arcs CEA , CDB respectivement capables des angles ¢ et 4
soient H et G les centres des cercles dont ces arcs font partie ; soit I
Vintersection de ces cercles, et soient menées HG et CL Par le point
C soit menée DE par-llele & GH, ou perpendicalaire & CI, et terminée
en D et E aux deux arcs; en mecnant ensuite DB et EA concourant
en F, le triangle DEF scra le triangle demandé.

(*) Vovez les pag, 24 et 26 de ce volume.
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Solution du I1.° probléme. Soit ABC ( fig. 7 ) un triangle donné,
auquel il faille inscrire un triangle semblable & un autre triangle donné
def , et qui soit le plus petit possible.

Au triangle def soit circonserit ( probléme I.) un triangle abc, sem=
blable au triangle ABC, et le plus grand possible; soient coupés les
cotés du triangle ABC en D, E, F, de la méme manitre que le
sont ceux du triangle abc en 4, ¢, ; formant enfin le triangle DEF,
ce scra le triangle demandé. .

Ce qui préctde suppose tacitement que I'on a indiqué, & l'avance,
a quels cotés du triangle donné d’espéce seulement , doivent étre ho-
mologues ceux des cotés du triangle & circonscrire qui doivent passer
par chacun des sommets du triangle donné a la fois d’espéce et de
grandeur ; ou a quels angles du triangle donné d’espéce seulement ,
doivent étre homologues ceux des angles du triangle & inscrire dont
les sommets doivent étre sur chacun des cétés du triangle donné a la
fois d’espéce et de grandeur. §’il n’en était pas ainsi, il est clair que
chacun des deux problémes pourrait, en général , admettre six solu-
tions ; et qu’ainsi il y aurait lieu & un meaimum maximorum ou i
un minimun minimorum. M. Rochat 3 qui l'on doit cette remarque,
a calculé les expressions de 'un des cétés du triangle cherché qui
répondent & ces six solutions ; mais il n’a pas eu le loisir de les
discuter.

Ces six solutions se réduisent & une seule lorsque le triangle &
construire est équilatéral. M. Pecten observe i ce sujet que, si, dans
ce cas on méne du point 1 (hig. 6) des droites aux points A, B, C,
ces droites , respectivement perpendiculaires aux cétés du triangle DEF,
feront, autour da point I, des angles égaux entre eux et au tiers de
quatre angles droits , d’ott il suit qu’alors le point I sera celui dont
la somme des distances aux sommets A , B, C, du triangle donné,
est la plus petite.

Ainsi, le plus grand triangle équilatéral qu'il soit possible de
eirconscrire @ un iriangle donné est celui dont les cités sont per=
pendiculaires aux droites qui joignent aux sommets de ce trigngle
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donné le point dont la somme des distances & ces sommets est la
plus petite.

Et, comme la somme des distances aux trois e6tés d’un triangle
équilatéral d’un point quelconque pris dans son intérieur, est égale &
la hauteur de ce triangle, il en faut conclure que /e Aauteur du
plus grand triangle équilatéral qu'il soit possible de circonscrire
& un triangle donné , est égale a la somme des droites menées aux
sommets de ce triangle du point dont la somme des distances &
ces sommets est la plus petite.

M. Pilatte, professeur de mathématiques spéciales au Iycée d’Angers ,
ancien éléve de Pécole polytechnique , a traité ces deux problemes
par lanalise et d’une maniére tout a fait différente de celle qui vient
d'étre expliquée. 1l a d’abord soin d’cbserver que, par triangle ¢ircons-
crit a un triangle donné, il faut entendre un triangle dont les cotés ,
prolongés s'il le faut,passent par les sommets du triangle donné :
‘et que, par triangle Znscrit & un triangle donné, il faut entendre un
triangle dont les sommets sont sur les cotés ou sur les prolongemens
des cotes du triangle donné. Il se propose ensuite ces deux problémes :

1.° Connaissant les coordonnées des sommets d'un triangle T,
déterminer l'expression de la surfuce S d'un triangle circonserit
@ celui-1a et semblable & un iriangle donné t?

2.° Connaissant les coordonnédes des sommets d’un triangle T,
déterminer Uexpression de la surface S' d'un triangle inscrit @ celui-la
et semblable & un triangle donné t ?

Ces problémes étant l'un et lautre indéterminés, les expressions
trouvées par M. Pilatte pour S et &/, sont fonctions d’une certaine
arbitraire « qui est la tangente tabulaire de I'angle que fait I'un des
cotés du triangle cherché avec l'axe des a; ainsi les triangles S et §/
peuvent étre assujettisa une nouvelle condition choisie comme on voudra.

Suppoesant donc 1.° que les triangles S et 8 doivent étre & la fois
#zaux et semblables au triangle 7, « se trouve donné pour l'un et
Vautre. par des équations du second degré, et les deux problémes pro-
posés ala page 318du 1.¢% yolume des Annales se trouvent ainsi résolus.

Supposant ,
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Supposant , 2.° que les surfaces S et 8/ doivent étre des maxime
ou des minima, M. Rockat trouve pour S un maxémum lini ct un
minimum zéro et pour 8§ un minimum fini et un maximum infini.

Passant alors au cas particulier ou le triangle demandé doit étre
équilatéral , M. Rochat détermine les valeurs de « qui, dans ce cas,
conviennent au maximum de S et au minimum de §/, etil enseigne 4
construire ces valeurs,

Retournant ensuite aux valeurs générales de S et S/ et supposant
que lindéterminée est la méme dans P'une et dans Pautre, ou, ce
qui revient au méme , que les cotés homologues des triangles S et 87,
le premier circonscrit et le second inscritd T sont paralléles; il obtient, en
multipliant ces valeurs, 8§§/="T=, d’ou il conclut cet élégant théoréme.

87 dun triangle quelconque T on en circonscrit un autre aussi quel-
conque U ; qu'd celui-ci on en circonscrive un troisiéme T, ayant
ses cOtés respectivement paralléles & ceux de 'T 5 puis, gu'on circons-
crive & T un nouveau triangle V', dont les cdtés soient respectivement
paralldles & ceux de T/, et ainsi de suite, les aires des iriangles
T, T, T/, T",..., lesquels seront semblables de deux en deux
formeront une progression par quotiens.

Nous croyons devoir , & ce sujet, mentionner iei un autre théo-
réme fort analogue & celui-ld, et qui se démontre facilement , soit
par Panalise , soit par la géométrie.

Si des triangles 'T 'V, U/ T/, ..., sont tels que les cbtés de
chacurn sotent respectivement égaux aux droites qui , dans celui qui
le précéde, joignent les sormnmets des angles aux milicux des cotés
opposés 3 les aires de ces triangles , lesquels seront semblables de
deux en deux , formeront une progression décroissante par gquo-
ttens dont la raison sera *.

Nous terminerons par observer que les deux problémes qui font
le sujet principal de cet article , ont été résolus par M. Lhwuilier, dans
les Elémens d’analise géométrique et d’analise algébrigue, ouvrage
remarquable par le grand nombre des problemes qui y sont traités.

Tom, II, 13



