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8 FORMULES
Calcul. CD=AD.Cot,.B N C’D=AD.Cot.B’ ,
coe

SmeD ’
CC2=CD*+4~€'D>—2CD.C/D.Cos. D=AD>{Cot.:B—2 Cot.B.Cot.B/.CosD~-Cot.2B'}

done

D7:=

Cot.2B—2Cot.B.Cot.B".Cos.DFCot.2B/
Sin.2D ?

DZ72=AD>,
donc aussi

o2 D oA . . ] .2B
AZzzADz—I-DZ’:%AA/S % L Cot.2B—2Cot.B.Cot.B/.Cos.D-4-Cot 2

Sin.2D §

De 13 on peut exprimer le rayon de la sphére circonscrite ¥ un
tétratdre dans les dlémens de 'un de ses angles solides tels que A,
en substituant & Cot.B et Cot.B, les valeurs suivantes.

AB—AA’.Cos.BAA/ AB/—AA’.Cos.B’AA/

= B =
Cot.B ANSnDan  ° CotB AA’SinB/AA/

TRIGONOMETRIE.

Démonstrations de quelques formules de trigonométrie
spherique ;

Par M. SErvois , professeur de mathématiques aux écoles
d'artillerie de Lafere.

s Vs Sa Vio ¥, V1o Vo Sla Sl

I

ON trouve, dans les ceuvres de Goudin ( Paris 1803 ) ,un mémoire
qui a pour titre: Usages de Pellipse dans la trigonométric sphérique
et ou l'auteur , entre autres applications ; s'occupe de la résolution de
Véquation :

Cos.
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Cos.e+ASin.«=B (1)

dans laquelle « est l'inconnue, et 4, B, des quantités données dont
la derni¢re n’excéde pas l'unité.
On peut parvenir fort simplement au but sans recourir aux pro-

pric¢tés de Dellipse dont I'emploi, en cette rencontre , semble tout %
fait hors de propos.

Soient posés , en effet,
B=Cos.¢ , (2)
A=S8in.g.Cot.y 3)
I'équation (1) deviendra
Cos.24-Sin,«.Sin.s.Cot.y = Cos.6 =0 ,
d’ott on tire en do\ublant,

2Cos.0—2C05.8 2Cos.y

Sinve.Sim 8 =—200ty=——o—

ou encore

(1-4-Cos.) (1—Cos.£)—(1—Cos.x) (1-4-Cos.8) __ (1—Co8:y)==(1-}-Cos.9)
Sin,«Sin. 8 - Sin,y ?

¢quation qui peut étre mise sous cette forme

2Cos.2 L a.28in.2 L g—28in.2 L #.2Co0s.2 L 8 __2Sin2}y—2Co0s21y

2Sin, £ «Cos. £ %,28in, + gCos.2 ¢ aSimiyCosciy

ouen simplifiant,

Cot.za.Tang.26—Tang.l«.Cot..g=Tang..s—Cot.2y ;
équation qui peut &tre éerite ainsi

(Cotze—Cot.; 8. Tang.; j(Tang.2 s+Tang.? .Cot.Iy) =0 ;

égalant successivement chaque facteur 3 zéro, on obtiendra

Tang.le= Tang.f/s. Cot. 2y , (4)
Tang;e=-—Tang.;s.Tang.ly . (5)
Tom. Il.



86 FORMULES

Ainsi, en supposant B< 1, et c’est le cas des applications trigo-
nométriques , on obtiendra I'angle auxiliaire g par 'équation (2); I'é-
quation (3) donnera ensuite Iangle auxiliaire y, et on obtiendra enfin
les deux valeurs de « par les formules (4), (5); ce qui est exacte=
ment conforme aux résultats obtenus par Gouwdin.

1I.

M. Gatss a donné, sans démonstration (*), les formules trigono-
métriques que voici: @, b, ¢, élant les trois cotés dan triangle sphdé-

rique, et 4, B, €, les angles respectivement opposés, on a

Sin.(a—b) _ Sin.2(A—B)

I Sin.i¢ ~ CosiC °
u Sin.t(a4-b) _ Cos.t(A—B)
' Sin,t¢  SiniC ?

Cos.2(a—b) Sin.2(A4B)

11l = ,

Cos 3¢ Cos.: C

Cos.i(a4-0) _Cos.p(A4-+4B)

Iv. Cos.ic  SiniC ' ( )

1l m’a paru que ces formules pouvaient étre assez facilement démontrées
comme il suit. ~

Les équations fondamentales de la trigonométrie sphérique sont,
comme lon sait, ’

Sin.5Sin.cCos.A==Cos.a—Cos.5Cos.c , Sin.BSin.CCos.a==Cos,.44-Cos.BCos.C ,

Sin.aSin.cCos.B=—=Cos.b—Cos.aCos.c , Sin.ASin.CCos.bz_-Cps.B+Cos.AC06.C 3
Sin.aSin.bCos.C=Cos.c—Cos.aCos.b ; Sin..ASin.BCos.c=Cos.C-4-Co0s,.4Cos.B .

(*) Voyex Théoria motus cerporum celestium ; Hambourg, 1809, page 51,
(**) Ces formules ont aussi été données par M. Delambre , dans la Connaissance
des temps pour 1809, page 445.

( Notes des éditeurs. )
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Eliminant, dans les équations des deux premitres lignes, Cos.c et
Cos.C , au moyen de celles de la derniére , en se rappelant que
1—Cos.2*=S8in.z*, et supprimant ensuite le factcur commun & tous
les termes des équations résultantes , il viendra

Sin ¢Coc.4=Cos.aSin,b—=-Sin.aC0s.6Cos.C , Sin.CCos.a=Cos.4Sin.B-4Sin, #Cos.BCos.c,
Sin,cCos,B==Sin.aCos.b—Cos.aSin.5Cos.C , Sin.CCos.b=Sn,.4Cos E-4Cos.A Sin.BCos.c;

en ajoutant et retranchant successivement les équations de chaque co-
lonne , les résultats qui en proviendront, pourront étre écrits ainsi

Sin.c(Cos.B4-Cos.A4)=(1—C0s.C)Sin.(a4b) , Sin.C(Cos.b-4Cos.a)=(14-Cos.c)Sin.(4+4B) ,
‘
Sin.¢(Cos.B—Cos, 4)=(1~}-Cos.C)Sin.(a—b) 5 Sin.C(Cos.b=—Cosa)=(1==Cos.c)Sin.(4—B) ;

en observant que
Cos.y=}-Cos.x==2C0s.; (x~-y)Cos.2(x==y) , Cos.y—Cos.x==2Sin.%(x—4=y)Sin.;(x=y)
1—Cos.x==2Sin.2% x , 1-}-Cos.x==2Cos.2 Lx ,
Sin.x==28in, L xCos. 2 x ,
ces équations deviendront
28in.c. Cos.X(A~B)Cos.2(A—B) =4Sin.*:C.Sin.X( a—+b )Cos.2( a5 ),
2Sin.c. Sin.X{(A+4B)Sin.2(A—B) = 4Cos.>:C.Sin.2( a—b )Cos.:(a—b ),
28in.C.Cos.2(a+b)Cos.x( a—b )= 4Cos.*2c. Sin.;{A~B)Cos.;(A+B),
28in.C.Sin.2(@+5)Sin.:( a—b )= 4Cos.*2c. Sini(A—B)Cos. (A—B);
divisant successivement les deux premitres par chacune des deux
dernieres , il viendra
Sin.c _g Sin. £ C.Cos. £ (2 )
Sin.C~ | Cos. Z¢. Cos. & (A4-B)
Sin.c _%Sin. 1 C.Sin. £ (a+4d)
Sin.C Sin. £ ¢, €os. L (A—B)

}3 Sin. £ ( a4-b )Cos. 2 (a—b)
Sin.c _ (Cos.$ C.Cos, 1 (a—b) %z
%z

" Sin. & (A4-DB)Cos. + (A—B)’

Sin. £ (a—b)Cos. : (a4d)
Sin. £ (A—B)Cos. 2 (A~4-B)°

z

Sin. L ¢ a—b)Cos. £ (a-4-b)
Sin, 2 (A—B)Cos. : (A4-B)’

Sin.C ™ {Cos. £ c.Sin. £ (A4-B) § °
Sin.c __gCos.-’; C.Sin,2 (a—b) Sin. 2 (a=-b)Cos. 1 (a—b)
Sin.C " Sin. 2 (A4-B)Cos. 1 (A—B)’

Sin. § ¢. Sin. ; (A—DB)



88 QUESTIONS

mais , par la proportionnalité des sinus des angles aux sinus des cétés

opposés , on a
Sin. I ( a~4-b )Cos. £ ( a—b )

Sin. e~}-Sin. & Sin.c

Sin. £ (A+4-B;Cos. % (A—B)
Sin. L (a—5 )Cos. 2 (a~}-b )

sm.a-g_sm.s' Sin.C

Sin. a—Sin.b  Sin.c

Sin. & (A—5)Cos. L (A-4-B)

~ SinA—Sin.B__ Sin.C”

$usbtituant donc , rédaisant et extrayant la racine quarrée, on tom~
bera sur les formules annoncées. On se convaincra d’ailleurs que les
racines doivent toutes étre prises avec le signe =, en considérant le
cas particulicr ot le triangle serait bi-rectangleen B et C'; on aurait
alors B=C=b=c=¢, ¢ étant le cadran et 4=ga; valeurs qui ne
peuvent satisfaire qu’avec le signe =

Il est presque superflu d’observer que les formules 1,11, I, IV,

donnent, en les combinant, par voie de division , les Analogies de

Néper , lesquelles se trouvent ainsi démontrées par ce qui préceéde.
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