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POLYEDRES REGULIEERS. 357

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Relation entre le dodécaédre et [licosaédre réguliers
inscrils ¢ une méme sp;’zére;

Par M. FrAvcErcrEs , astronome , correspondant de la
premiére classe de I'institut.
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THE"ORE.ME. Soit AB ( fig. 1 ) une ligne coupée en moyenne

et extréme raison au point C ( AC étant la médianc ). Je dis que

Iangle solide du dodécatdre est & I'angle solide de licosatdre (*)
—3 ===z —g m—2 —1 !

comme (AB 4AC )* est 3 15.AB (AB 4-BC )*; ces dcux corps
étant supposés inscriptibles & la méme spheére (**).

Démonstration 1. Tmaginons ( fig. 2 ) trois pyramides dont Ie

sommet commun soit au centre D de la sphire, qui aient pour
bases trois faces contigués & un angle solide du dodccaedre inscrit ,

(O]

et qui soient par conséquent ¢gales au quart de ce solide. Ayant
tiré les lignes FE, EG , GF, imaginons des plans qui passent par

(™ L’auteur entend ici par angle solide d'un polyidre régulier, la portion de
ce polyédre détachée par un plan passant par les extrémités de celles de ses
arétes qui concourent i un méme sommet; porlion qui est conséquemment unc
pyramide réguliére.

(**) Si l'on prend AB pour wnité on aura AC=1\/i—1), BC=1(E—\/);
et la proposition de M. Flaugergues reviendra & dire que l'angle solide du dodé-

—_— —
cacdre est & I'angle solide de Picosatdre comme V2 —11v/5 est & 3\/5(5—/0).
( Notes des editeurs. )
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ces lignes ct par le centre D ; on aura trois pyramides triangulaires,
et chacune de ces pyramides étant & la pyramide pentagonale comme
le triangle EHL est au pentagone FHEIK, le solide formé par
ces trois pyramides réunies, et qui est composé de deux pyramides
opposées qui ont pour base commune le triangle FEG, ct dont les
axes sont sur le rayon DII perpendiculaire a cette base , est au quart
du dodécatdre dans la meéme raison.

Ccla posé, nommons I' la surface du pentagone FHEIK ; nom-
mons S la solidit¢ de la pyramide ou de langle solide HGEF;
commons s la solidité de la pyramide DGEF ; nommons enfin D
la solidit¢ du dodécatdre et @ le diametre de la sphere circonscrite.
Du centre L du pentagone FHEIK ayant tiré les rayons LE, LF,
LH, le dernier coupant EF en M, on aura

LM :MH :: ELF : EHF ;
donc , componendo

we

. _ 2MH
LH:MH:: LEHF(=;P): EHF = TH P
mais , par la propriété du cercle,

f—
HE
—2HL:HE: HM= — ;
1L HE : HM= -
donc
EHF="2 p;
SLH

puis donc que
HEIKF:EHF ::2D: S84 :
on aura

—2

—_—Z

p. 2 piiDisqs=—""D.

5LH 20LH
Suit présentement abaissée du point E, dans le plan FGE , la
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perpendiculaire EN sur DH ; puisque la ligne HE est inscrite a
la sphére , on aura
—a:HE:HN _HE :
de plus
DN:HN::s:S;

donc, componena’o

7- —_—4
HE
DH(=:4):HN :: S5 D ]:S8= . D ;
20l H 10a2.LH

II. Imaginons ( fig. 3 ) cinq pyramides qui aient leur sommet
commun au centre D/ de la sphére, pour bases les faces contiguis
de Dicosatdre inscrit , et qui soient par conséquent dégales au quart
de ce solide. Ces pyramides formeront , par leur réunion un solide
TOPQRSD’ composé de deux pyramides opposées qui ont pour
base commune le pentagone OPQRS , et dont les axes sont sur le
rayon D/T perpendiculaire a cette base.

Cela posé¢, nommons I la solidité de Vicosatdre , 8/ celle de la
pyramide ou de I'angle solide TOPQRS, ct s/ celle dela pyramide
D/OPQRS ; ayant tiré-, dans le plan OPQRS, la perpendiculaire OV
sur D/T', et désignant toujours par @ le diamétre de la sphere; la
corde inscrite TO donnera

~4:0T: TV—%P- ,

mais on a

DV :VT::5:8,
d’ott , componendo

DT =ta): \T ) S/ (=11 %/—S—i‘ I,

2a*

III. On a donc
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—4 —— 2
HE o1

.1

S:5;:

—‘—Z‘ ™
10a2.LH 2as
T
c¢'est-a-dire,

S:8: :EE—“XD :SEZXB'—I?’XI 5
mais 1.° ( Euclide XIV. 7 et XIIL. 18 )

D:1:: 7 A8 +aC : 47 AB 4BC ;
2.° ( Laclide X1, 12 )
1: 07 :: I : 3}_-,?‘[2 3
3. ( Euclide XIL g. 10 et XIV. 11 )
—f ——y e %, —3\ 2 — 4
HE :LH ::\AB —{—“&C) : AB
multipliant toutes ces proportions par ordre , et simplifiant, il
viendra
—_—2  e—2\ mne § frommm 2 e 2\ T
8:8::\AB 4+AC )::15AB (AB +BC )‘.
C.Q.F.D. ()

(*) En sabvant fa marche trecee par M. Flaugergues , on démontrera que l'angle



