ANNALES

DFE. MATHEMATIQUES
PURES ET APPLIQUEES,

D. ENCONTRE
Premiere solution

Annales de Mathématiques pures et appliquées, tome 2 (1811-1812), p. 341-346
<http://www.numdam.org/item?id=AMPA_1811-1812__2_ 341_0>

© Annales de Mathématiques pures et appliquées, 1811-1812, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de Mathématiques pures et appliquées » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AMPA_1811-1812__2__341_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

RESOLUES. 341
Premiére solution b

Par M. D. ExcontrE, professeur, doyen de la faculté des
sciences de l'académie de Nlontpellier.

L

LORSQUE deux joucurs sont préts & commencer la partie, et ont
deja formé Denjeu total, ils en cedent 'un et Pautre l'entiere pro-
pricté & celui des deux qui gaguera. Chacin a d'ailleurs droit d'attendre
ce que le hasard doit prebablement Tui denncr; et, s'ils se trouvent
contraints d’abandonner la partic , I'enjeu dcit étre psrtagé entre cux ,
non d’une manitre égale, mais de maniére que la part de chacun
soit praporiionnée 4 la prcbabilité quiil aurait cu de gagner le tout,
si la partie et ¢ié continuée,

Tres—généralement , les droits respectifs des deux joueurs sur I'en-
jeu total , au moment ol la partie se trouve interrompue, sont
en raisun des probabilités qui leur sont respectivement favorables ,
ou, en d’autres termes, de leurs espérances mathématiquement cal-

culées.
11.

Lorsque , de deux chances donndes, une doit nécessairement arriver ;
que la premitre promet & un joueur une certaine somme ou un
certain droit , que la seconde promet au méme joueur une autre
somme ou un autre droit , et qu’elles ne sont pas également pro-
bables ; la somme ou le droit que le joueur dont il sagit doit
raisonnablement attendre, en vertu des deux chances données , égquivaut
3 la somme ou au droit qu’apporterait la premiére chance multipliée
par sa probabilité , plus la somme ou le droit qu'apporterait la
seconde , multipliée aussi par sa probabilité.

Supposons 1.° qu’il y ait, dans une bourse, deux billets, I'un
de 6 francs et lautre de 12, et qu'un joueur ait actuellement le
droit de prendre , au hasard , un de ces deux billets, Les probabilités
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342 QUESTIONS
étant égales , et exprimées, l'une et lautre , par %, le droit réel
de notre joueur équivaut a

6.';—{—12.’;:9.

Supposons 2.° qu'il y ait, dans une bourse, trois billets: savoir,
deux de 12 francs ct un de G ; et qu’un joucur ait le droit de prendre,
au hasard, un de ces trois billets. La probabilité qu’il tirera un des
deux billets de 12 francs ¢tant exprimée par 3, et la probabilité qu'il
tirera cclui de 6 francs étant exprimée par ;; la somme & laquelle
il doit raisonnablement prétendre sera

12.24-6.: =10.

Supposons 3.° qu’il y ait, dans une bourse , quatre billets , dont
un donne droitde prendre, au hasard , un des billets de la bourse
du premier exemple, et dont chacun des trois autres donne droit
de prendre , au hasard , un des billets de la bourse du sccond
exemple ; Vespérance da joueur qui aura le droit de prendre , au
hasard , un de ces quatre billets sera

9.5410.2 =g, 75. .
IIL

Ces principes étant admis par tous les mathématiciens , nous ne
nous arréterons ni 4 les démontrer ni a les expliquer par un plus
grand nombre d’exemples, et nous passerons de suite a leur appli-
cation a la question proposée. Mais , pour nous ouvrir plus facilement
la voic & la solution générale, nous commencerons par un exemple
particulier.

Soient A et B les deux joucurs , et convenons , en général ,
de designer par AP et Bq leurs ctats respectifs , lorsque le premier
aura p jetons ct le second 4. Supposons, par exemple, que le premier
ait deux fois plus d’adresse que le second, en sorte qua chaque
partic il y ait deux & parier contre un que ce sera lui qui gagnera;
alors lears probabilités respectives de gagner une partie quelcenque,
sceont = et . Donnons enlin un jeton & A et quatre & B, ce que
nous e\primerens ainsi

A,, B,.
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Les conditions du jeu étant celles quon a vues dans I'énoncé du
probléeme , proposons-nous de trouver, dans ce cas particulier , le
droit des deux joueurs sur l'erjeu commun, ou quelles sont leurs
espcrances , mathe’matiquement calculées.

Soient désignées respectivement par a, , x,, x,, x, les proba-
bilites favorables au joueur A, dans les hypotheses successives

At 9B4 SAz:B‘;iAg ,B,_;A“,B‘;
d’aprés quoi on aura, x,=o0 ,.a,=1.

Il est évident que, snivant que A gagnera la premitre partie ou
quil la perdra, son espérapce deviendra x, ou a,=o0; que sil la
gagne , suivant qu'il gagnera ou qu’il perdra la scconde, son espérance
deviendra x, ou a, , et ainsi de suite ; puis donc que les probabilites
quil ade gaguer oude perdre chaque partic, sont respectivement ; ct 1,
on aura

T=3T1 »
Zy=3a5457,,
Zy=37,457, ,
;

I
Y

I

Y= i3 ¢
ecs dquations étant en méme nombre que les inconnues qu'elles ren-
ferment, ces inconnues pourront étre ddtermindes ct conséquemment
on pourra assigner , pour chaque état du jeu, l'espérance de chacun
des joueurs.

En faisant le calcul, désignant en géndral par ¥ Pespérance de
B lorsqu’il a ¢ jetons, et se rappelant que la somue des espcraunces
des deux joueurs doit étre Vunité , on obtiendra le tableaa suivant

1

o

1 —_— po— 5
\A(,B4-...-.....ﬂ'l———';“,)4_—!—:,
i P T
AL B = =2
ElyPOt €SeS A_ B- :s8 L
) 3 9 z-.n,'o..--x;—-—;,yz—-—;—;‘,

. 30 o
(A, ) Breeneniiay =2, =k

Ainsi, dans 'hypothése proposée A, B, , les espérances des joucurs
1

A et B sont respectivement 22 et . Mais on voit que, pour parvenir
a ce résultat , nous avons ¢éi¢ obligés de calculer les espérances des
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deux joueurs, dans d'autres hypothéses que nous n’avions pas en
vue ; ce qui, a raison des longueurs qui en résultent, est un incon-
venient que ne présentera plus emploi des formules générales que
nous allons chercher & construire.
1V.

Soit s le nombre total des jetons des deux joueurs. Considérons
les ¢états successits A, , B, 3 A,, Beas Ay, Bugyseeot Ay, By
A,_,,B,; A, B, ; ctdesignons respectivement par xr, , &, , Ly ,..0e
Teyy Xy, X0, les espérances de A qui lear répondent. St m et »
représentent les adresses respectives des deux joueurs, la probabilité

. m
ue A gagnera une partie quelconque sera tandis que | 0-
que 833 p q q ———_ is que la pr

n
babilité qu’il la perdra sera 5 en raisonnant donc comme ci-
m—-n

dessus , on obtiendra cette suite d’équations

m
T =—%
i mtn z 9
m ”
x,= ryt—z,,
m—-n m--n
m + n
X, = x —_—x
3 m4n" * " medn ? >
L R I I I R R I Y
m n
L 3 = ——T,. s
53 m<-n "z+m+n 5-4 2
m n
Ty = —— X —_ X
T mden J"'”‘-m-{--n S
m + n
o A Ts-2 3
st m-4-n m--n s=r 2

lesquelles seront toujours ecn méme nombre que les inconnues qu’elles
renferment.
Si maintenant on suppose successivement s==2,3, 4,..., ce quj
réduira aussi a4 2,3, 4, ...., lc nombre des équations; on trouvera
m m(m=—n)

Pour dcux jetons, x,= =
m-4-n nie—nd
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m3 m2(Meman))
xr, = j—
m2g-mpn—-n2 mi—n3
Pour trois jetons m (e i)
T, = —_e—— .
P medemndena mi—n3
( m3 m3(m=—n)
X, = _—
VT mi3-menmnadnd mim——ni
. m?(m~n) m?(m2—n?)
Pour quatre jetons{ z,= =— s
m3--m2n--mn2-4-n3 mi—nt
m(m2~mn-4-n?) m(m3—n3)
xXx,= - .
\" 3 m3manmnepns m4—nt

et ainsi de suite.

La loi de ces résultats est manifeste, et on en conclut facilement
que , 7, et y désignant respectivement les espérances de A et B qui
répondent a létat A,, , Bq » on doit avoir géncralement, 4 cause
de 4y, =1,

mImP—nP) nP (mi—n9)

o= b i1 > V1T e
1l faudra seulement avoir lattention , dans le cas particulier ol I'on
aura n=m , de délivrer ces formules du facteur m—n qui aflecte
leur numérateur et leur dénominateur , avant d’en faire I'application.
Pour donner un exemple de l'usage de ces formules, supposons
que le joucur A ait 6 jetons, et que le joueur B en ait 4 scule-
ment ; il faudra faire p=6 et g=4; les formules deviendront donc

mé(mb—nb) nb(mé—n4)
Hg= ——— — —

M0y 10 mi1o—p10

Si nous supposons , en outre, que l'adresse de A soit double de
celle de B, ce qui donnera m=2, n=1, il viendra

24(26—1) 10.63 336 D4mm] 15 5

Te= == —— = - 5
s 210—] 1023 3417 Ye= 050 1023 341 °

les espérances respectives de A et B seront donc 7 et = ; elles
seront donc dans le rapport de 336 a 5.
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'\T
On peut faire diverses cbservations curieuses sur la question qui nous
occupe. Nous nous bornerons aux deux suivantes qui peuvent étre utiles.

1.°

Ea delivrant les valeurs de a? et 4?7 du facteur m—n qui
affecte lear numdrateur et leur dénominateur , et posant ensuite

n=m , clles deviennent toutes réductions faites

4 q

X = ——, J/ = —
N L A K

- . . s t !
ainsi , lorsque les deux joueurs sont d’adresse égale, leurs espérances
respectives sont dans le rapport du nombre de leurs jetons ; comme
on pouvait bien le prévoir.

2.> Mais ce serait une errcur de croire qu’a linverse , lorsque
les jetons sont également répartis entre les deux joucurs , leursespérances
sont proportionnelles a leurs adresses respectives. Si en cffct on fait

g=p, on a
mP nP

T, = — I e

P PP ? Ve mP4-nP ’

d’ott Ton voit que lears espérances sont dans le rapport de m” & nf 5

lequel ne devient celui de 72 4 n que dans le cas particulier ot p=1.



