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AXES PRINCIPAUX DES SURFACES DU -.¢ DEGRE. 33

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Deétermination de la longueur des axes principaux dans
les surfaces du second ordre qui onl un centre;

Par M. Brer, professeur de mathématiques transcendantes
au lycée de Grenoble.
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L’EQUATION générale des surfaces du second ordre est
Ax> Ay g A/ Z 22 By {2 Bl zc~-2B/ 20y 42 Ca4-2 Cy4-2C"z4-D=0.

Si on ne considére que les surfaces qui ont un centre , on pourra,
en transportant l'origine des coordonnées & ce centre, faire disparaitre
de cette équation les premieres puissances des variables x, y, z , et

on obtiendra Iéquation plus simple
Ax* Ay 4-A" z*+-2Byz=-2 B/ zz~+2B" xy = H.

Substituons & #, ¥, z, les valeurs qui servent & passer du systéme
de coordonnées rectar\}\gulaires Z,¥, Z,4a un autre systtme de coor-
données aussi rectangulaires a/, ¥/, 5/ ; et pour cela rappelons les
formules connues

x=2’Cos.a~+1y/Cos.a’"4z/Cos.a"

7
y=a/Cos.s-y/Cos.8/~2/Cos.p//
z =a/Cos.y~+y/Cos.y/=-2/Cos.,,”

ensuite les équations de condition
Tom, 11,

ot



34 AXES PRINCIPAUX
Cos*e +Cos.*g 4-Cos.2, =1 ,
Cos*a/ 4-Cos.2p’ +-Cos.y/ =1 ,
Cos.?a/’4-Cos.?g/4-Cos.2y /=1 3
Cos.u .Cos.s/ +Cos.z .Cos. s’ 4Cos.y .Cosy/ =0 , ( )
Cos.a’ .Cos.a/’--Cos.g’ .Cos.g”’Cos.y’ .Cos.y’/ =0 ,
Cos.«”.Cos.u —4-Cos.p”.Cos.6 —+Cos 5”.Cos.y =0 ;

lesquelles peuvent, comme l'on sait, étre remplacées par les suivantes
Cose-p-Cos.2o/+Cos2u/=1 ,
Cos.?+4-Cos.*p/-+Cos.2p"/ =1 ,
COSfy—i—Qos.z/—i—-Cos.??/’: 1 (B)
Cos.#.Cos.p4-Cos.«/.Cos.g’+Ces.«”.Cos.8" =0 ,
Cos.2.Cos.y4-Cos.p’.Cos:y/~4-Cos.p” .Cosy/ =0
Cos.y.Cos.44-Cos.9”.Cos.a/4+Cos.y” .Cos.a’’ =0 .
Nous aurons, en faisant disparaitre de la nouvclle équation les rec-
tangles x/y’, y'z' , z/x/, ce qui est toujours possible (*) , 'équation

Pa/*-P'y/* 4P 2/ =H.

Nous allons maintenant chercher 1’équation du troisitme degré qui
a pour racines P, P/, P/,

On trouve cette équation , de la maniére la plus simple, en pas-
sant de I’équation

Pal*-Plyr+Plz=H (D

a celle-ci

Az Ay 4 A" 2*4-2Byz~+2B za4-2B"xy = H. an

(*) Voyez I'Application de Palgébre & la géométrie de MM. Monge et Hacheite ;
voyez aussi la Géomcirie analitique de M. Biot. '

( Note des éditeurs.)
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Pour cela posons les valeurs de &/, y/, 2/, en x,¥, z, ces valeurs
sont

#’=xCos.ue ~+yCos.p +4zCos.y
y/=axCos.«’ +yCos.p’ 42Cos./
2/ =xCos.a/'~4yCos.p//=2zCosy/ .
Substituant ces valeurs dans I’équation (I) , et compz;rant celle qui en
résulte a I’équation (II), on trouve
PCos.2a+P/Cos.?a/4P/'Cos2e’/=A
.PCos.z/3+P/Cos.2/3’+P’/Cos.’ﬁ”:A’ R (©)
PCos.2y~4-P/Cos.>y/+P"Cos.2 /! = A"
PCos.p.Cos.y~4P/Cos.p/.Cos.o/+P"Cos.p.Cos.s// =B
PCos.y.Cos.a—P/Cos.y/.Cos.a/4P"Cos.»/’.Cos.’/ =B/ (D)
PCos.a.Cos.g~+P/Cos.«'.Cos.s'+P/Cos.«/ .Cos.p" = B/ .
Il est visible que l'on parviendra & I’équation dont les racines sont
P, P/, P, en déterminant , au moyen des équations de condition,
les valeurs de P-{-P/+-P/, PP'+P/P/4P'P, PP'P/,

Drabord , si Pon ajoute les équations (C) on a, en vertu des équa-
tions (A), :
P4-P/{-P/= A4+ A"+ A".
Pour simplifier les calculs suivans, je ferai usage des notations que
voici
AA 4 A A AV A=[AA
P2Co0s.2p.Cos.294-P2Cos.2 @ .Cos.29/4-P2Cos.2 #".Cos.29/!==/ P2Cos.>£Cos.2y ,
ete., etc., ete.

Cela posé , dans les équations (C), effectuons le produit 4.4/, nous
obtiendrons

AA’= fP*Cos.>«.Cos.” s~/ P P/ (Cos.* «.Cos.* 2’4 Cos.* «/2.Cos.%8) ;
or, les équations (D) donnent .

B/ = fP?Cos.?a.Cos.* g~+2/PP/Cos.«Cos.e/Cos.6Cos.5" 3
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retranchant donc ce dernier résultat du précédent, on aura
AA'—B"*=fPP/(Cos.a.Cos.e'—Cos.o/.Cos.)* 3
on aura pareillement ‘
A" A""—B* = fPP/Cos.z.Cos.y/—Cos.6/.Cos.%)* ,
A" 4 —B/*=fPP/Cos.y.Cos.e/!—Cos.y/.Cos.2)* ;
donc
{Cos.#.Cos.p’~—Cos.«/.Cos.p)* ,
JAA'—fB*=/PP’{ -(Cos.p.Cos.y’ —Cos.8".Cos.5)* ,
- ~(Cos.y.Cos.«/—Cos.5/.Cos.«)* .

Mais , si du produit des deux premiéres équations (A) on retranche
le quarré de la quatriéme, on aura

(Cos.#.Cos.p'—Cos.2/.Cos.8)2~=(Cos.8.Cos.9/—Cos.8".Cos. 3) =(Cos,y,Cos.a'—Cos.5/.Cosiz)*==1 ;

on a donc simplement
SAA'—[(B>=[PP/ ou fPP/'=fAA'—[B".
Il nous reste encore & trouver PP/P// ; pour y parvenir formons le
produit 44’4, dans les équations (C), nous aurons
S JP3Cos.2#.Cos.28.Cos.2y ,
AA A= { ~fP2P/(Cos.«4.Cos.>8.Cos.y/4Cos.28.Cos.2y.Cos,22'4-Cos.2y.Cos.24.Cos.8) ,
+KPP'P/ ;

K représentant la fonction de cosinus qui multipliec PP/P.
Effectuons aussi le produit des équations (D), il viendra

JP3Cos.? Cos B.Cos.y ,
BB/B/'= +fP2P’(COS.2x.COS-ﬁ.COS.‘y.COS.ﬁ'.Cos.7’+Cos.2/3.COS.y.Cos.x.COS.y’.COS.u’——l—COS-:%COS-“-COS-,B.COS.u’.COS.13’)

+-K/PP/PV, '

K/ étant le cocficient de PP/P/.
Les équations (C) et (D) donnent encore

S SP3Cos.22.Cos.2.Cos.2y
—+-/P>P(Cos.28.Cos.2%.Cos.2a/'~-2Cos.* 2.Cos.8.Cos. 4. Cos.#Cos.3)
KPP

AB2—
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JP3Cos.22,Cos.28.Cos.2y ,

A B2 = (4 P2P/(Cos.2y.Cos.22.Cos,2/24-2C05.2£.C05.5.Cos.2.Cos. o/ .Cos.a’)
+K"pp/Pr

S}
~7

. SP3Cos.2%.Cos.28.Cos'y ,
AP = +fP=P/(Cos.2u.Cos.Z,B.Cos.zy’+2C05.2y.Cos.z.Cos.ﬁ.Cos.u’.Cos.ﬁ/)
~+-K/mPpIpn

Avec un peu d’attention , on conclura facilement de ces trois der—
nieres équations et des deux précédentes.

AA’A"4-2BB'B/'—AB*—A'B”*—A"B""*=F.PP'P", (E)

Pour obtenir la valeur de #, jobserve qu’étant simplememt une fonc-
tion de cosinus, sa valeur est indépendante de celles que lon peut
attribuer aux ccelficiens A4, 47, A”, B, B’, B”; ainsi posons

A=1, A'=1, A"=1, B=o, B'=o0, B'=o,

Les équations (C), (D), deviennent les équations (B), lorsque P=1,
P/'=1, P/=1; donc l'équation (E) sera vraie, dans la méme hy-
pothése , et comme elle se réduit & F'=1 , on en conclut que

PP/P!=AA/ A'~2BB/ B/ — AB*~—A/B/*— A/'B/"* ;

partant I'équation du troisitme degré qui a pour racines P, P/, P/
sera

(A A A7) 4 (A1 A4 A A4 A A/ — BB — B3 AB>~ A B> A" B/ *—2 BB Bl A A A7 =0,




