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ANALISE ELEMENTAIRE.

Démonstration du principe qui sert de fondement &
la theorie des équations ;

Par M. DuBourGuET, professeur de mathématiques spéciales
au lycée impdrial.
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TOUTE la théorie des équations algébriques repose sur le théoréme
suivant :

Une fonction algébrique |, rationnelle et entiére d'une scule variable
étant donnée ; parmi le nombre infini de valeurs , réelles ou ima-
ginuires , que lon peut donner & la variable , 1l en existe toujours
une , au moins , dont la substitution rend nul le polynome proposé;
ou, en dlautres termes, toute équation algébrique d'un degré quel-
conque , d une seule inconnue, admet toujours vne racine , av moins.

Quelque fondamental que soit ce principe, plusicurs autcurs d’elémens
d'algebre ont négligé de le démontrer, ou ne l'unt fait que bien long-
temps apres avoir déveluppé la theorie des ¢quations @ ce qui est

contraire @ la méthode et a lordre qui doit regner dans un livie



DES EQUATIONS. 339
élémentaire ol les théories quon développe ne doivent peser que
sur des principes déja démontrés. Cette sorte diinterversion , dans
Vordre des propositions , a ¢té considérée comme nécessaire , par les
auteurs en question, parce qu'ils ont jugé le principe dont il s'agit
ici d’'une démonstration trop difficile pour de simples élémens. Je
crois donc faire une chose utile en ramenant la démonstration de
ce principe aux notions ¢lémentaires que doivent déji avoir acquises
les éleves qui parviennent & la théoric géncrale des équations,

Soit le polynome du ».™¢ degré
Az" 4B -Ca" A=, Pz4-Q (1)
dans lequel les coelliciens 4, B, C.....P, () sont des quantités
véelles fAnies quelconques , et ou a représente une variable. Puisque
ce polynome change de valeur , & chaque valeur qu'on attribue & x;
il peut lui-méme ¢tre considéré comme une variable. Représentant
dene cette variable par 4, on aura l'équation
Au" - Ba" - Ca" - P2+ Q=Y , (2)

qui établit entre les variables 2 et y une relation en vertu de laquelle
chacune d'elles est déterminée par l'autre.

De meéme done que , dans Iéquation (2), 4 se trouve exprimée
en fonction de a et des coefficiens, il doit y avoir réciproquenrent
ane expression de a en fonction de y et des mémes coefliciens ;
de maniére qu’on doit avoir

a=9d,B,C,....P, Q,y), 3)
- désignant une fonction qui peut étre inconnue, mais qui, dans tous
les cas , doit étre absolument déterminée. Cette dernitre équation
west, au foud, qu'unc transformation de I'équation (2); et, sil'on
en contestait l'existence, il faudrait admettre qu’il y a des valeurs
de x inddpendantes de celles de y, et réciproquement, ce qui serait contra-
dictoire avee l'équation (2), et par conséquent absurde. (*)

(™ Si ["équation (3) pouvait ne pas exister , c’est=d-dive , si x pouvait w'étre
pre fonction de y-; alors, en représentant par a une des valeurs de x qui ne dépendraient
pus de celles de 5, le polynome diterming
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Cela posé, il est clair que si, dans l'equation (3), on fait y=n,
on ne pourra avoir a==5 ni a=w ; car, dans le premier cas,
Pequation [2) dunnerait (?=o, ct, dans le sccond, elle donnerait
¢ =—.1 ==, résultats contraires i I'hypothése; donc, lorsquon
pose y=o0, x doit aveir une valeur, réelle ou imaginaire, diffcrente
de zcro et de linfini, telle que

=i(d, B, C..... P, Q) ;
qui satisfasse & 1'équation
A2t 4-Ba"'-Ca ... . 4Px4+(Q=o0 .

a laquelle se réduit I'equation (2) dans la méme hypothese de y=o03
donc il y a, au moins, une fonction des coelliciens de cette derniére
¢équation qui, substitude dans son premier membre, 4 la place de z,
réduit ce premier membre & zéro. Cest - la ce quiil sagissait de

démontrer.
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