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DIFFERENTIATION DES FONCTIONS. 325

ANALISE TRANSCENDANTE.

Aléthode de différentiation , indépendante du dévelop=
pement des fonctions en scries.

Par feu FrAngais , professeur aux écoles d'artilleric. (*)
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TOUTES les méthodes de différentiation , connues jusqu’d présent ,
supposent le développement des fonctions en séries ; et la chose
parait méme , en quclque sorte , inévitable , puisque les différentielles
d’une fonction ne sont autre chose que les cocfliciens des termes
successifs du développement de ce que devient cette fonction , lorsque
la variable regoit un accroissement arbitraire. 11 peut donc paraitre
assez intéressant de déterminer les différenticlles d’une fonction, sans
recourir & ce développement ; c’est Pobjet de la méthode que je vais
exposer, Elle ne suppose connues que la différenticlle de la somme
Z—y , et celle du produit xy, et repose sur les deux lemmes suivans :

LEMME 1. x et y ¢tant deux variables entiérement indépendantes,
et P, Q, B, S étant des fonctions quelconques de x et y; si
I'on a I’équation

Pldz+Qdy=Rdx—Sdy ,

(") Ce mémoire a ¢été communiqué aux Ridacteurs des Annales par M. J,
Frangais , professeur a I'école de lartillerie et du génie , frére de I'Auteur.

Le méme géometre a aussi adress¢ aux Rédacteurs des Annales une démons-
tration du théoréme énoncé 4 la page 96 de ce volume , qui leur est malheurcusement
parvenue trop tard pour quil ait pu en étre fait mention & temps. Elle est, au
surplus , semblable en tout a celle qui a été donnée par M. Tédenat a la
page 182. ( Note des editeurs ).
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326 DIFFERENTIATION
on en pourra conclure ces deux-ci
P=R | Q=s.

Démonstration. Si Véquation (P—R dr 4 (Q—S)dy=o0 n'était
point identique , ce serait une équation differentielle en vertu de
laguelle y se trouverait, contrairement a I'hypothése, une ceriaine
fenction de 25 on a done nécessairement P—R=o0 et Q—5=o0;
donc , ete.

LI ME I X et T ¢étant deux fonclions composées de la méme
mauiére , la premicre en a et la sccende en y , variables indepen-
dantes: si I'on a X=X, on cn pourra conclure X=counstante.

Licmonstration. D'apres hypotheése , la fonction X doit devenir
la fonction ¥, si l'on y et 35 au lieude = ; mais, 4 cause de
A=Y, la fonctien X nc doit pas changer de valeur , par Deffet
de cette substitution ; donc, puisque y, indépendant de z, peut
représenter des valeurs quelconques de &, la fonction X est tellement
constituée , qu'elle censerve la méme valeur , quelle que soit
dailleurs la variation de x ; propri¢té qui caractérise les constantes ;
donc , ete.

Cela posé, soit 1.° & différentier 2™ ?

Soient & et y deux variables absolument indépendantes ; on aura
(zy)"=a"y™ . (1)

Diésignons la  différenticlle inconnue de 2™ par e(2)dx ; nous
aurons, en différentiant Véquation, (1)

¢lry (ydrtady)=y"el@)da4ao(y)dy ;
d’ol nous tirerons , par le Lemme 1,
yelayy=y"e(x) , xe(xy)=a"e(y) 5
ce qui donne , par lélimination de ¢(ay) et la suppression des
facteurs communs ,
o) ey
J.m-; ;

il S NGP P LR ST PN
5 tela)=a"" e(y) , ou - =
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@(x)
on a donc, par le Lemme 11, e =C ; donc elx)=Cas™" , et par

conséquent,
da"=Ca"*dx.
2.2 Soit & différentier &* ?
En supposant encore y quelconque et indépendante de = ,

on aura
Y =a%a’. (2)

Soit ¢(z)dx la différenticlle de a*; il viendra , en dillérentiant 1'é~
quation (2,

o(z+y)(dz—4-dy)=a”o(x)da—4-ae(y)dy ;
d’olt nous tirerons, parle Lemme I,

o(aty)=d"oix) , olaty)=a%e(y)

done
, olx)y oy
a ¢\x)=ax¢(y) ) ou pr = _;ZT 5

() p (
et, par le Lemme 1I, — =C ; donc ¢{x)=Ca*, et par conséquent
a.l

d.e® =Ca*dx.
3.> Soit & diflérentier Log.z , pour un systtme quelconque ?
On aura par la definition de la fonction proposée,
Log.(xy)=Log.x+-Log.y. (3)
Soit o{x)dx la différentielle de Logwr; il viendra en diflérentiant
I'équation (3)
o(ay)yda-tady)=ol@)dz+o(y)dy ;
donc ( Lemme 1)
yolay,=elx) , xelxy)=e(y) ,
d'ou
zol@)=ye(y) ;

C
donc ( Lemme Il )xe(x)=C , ou ¢{x)=-— , ct par conséquent
\ \ x P q
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Cdx
dLogx._ -

4.° Soit & différentier Sin.z ?
Soit d.Sin.z =¢(x)d.r ; en différentiant I’équation Sin2x-+Cos.2z=1;

il vient Sin.z.¢ x).dz+4-Cos.2.d.Cos.x =0;d’ot d.Cos.x =— Zos - ¢

D’un autre coté on a, par la définition de la fonction proposée,
Sin.(x~4-y)=Sin.zxCos.y+Cos.aSin.y ; (4)

d’ou on conclura, par la différentiation ,

) . Siny
Cos.y.e(x,dz— Sin.a. Coeg o(ydy

@(,z—-{—y)(dx—kd_)’) = Sin.x
=+ Cos.z.¢(y)dy —Sin.y. o o(x)dx
ou
Cos. (r-l-}) Cos.(x<4-y)
oty (dot-dy) = o(@)dat =L o)y
donc ( Lemme 1)
, N Cos.(x4y) Cos.(x4y)
¢\x+‘}>- " Cos.x ¢(x)= _EJS-;— ¢("Y) ’
ou
oy o e(y)
Cos.x Cos.y ’
donc ( Lemme 11 )@1 =C ; donc ¢/2)= CdzCos.x ; donc enfin
d.Sinar=Cdx.Cos.x ;
et, puisquon a
Sll
d.Cos.r =— C:r x)da ,

il viendra en outre
d.Cos.xr=—CdxSin.z.

I reste maintenant & determiner les constantes qui entrent dans
cos diverses diflerentielles.
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1.° Dans T'équation d.2™=Ca™*dx, la constante C ne peut étre

qu’une fonction de 7 ; en la désignant par fm), elle se changera

en f(n) pour la différentielle de 2", et en S (m—+n) pour cclle
de z™*"; or on a

amt=2" " |
d’olt on conclura, par la différentiation,
Som—n)am v de =Ffm)x™ T det-fn)a™r dy
c’est-a-dire ,
S(nAn)=f(m)+f(n). ()
Soit d.f(m)=+(m)dm ; en différentiant 'équation (5), il viendra
W m—+t-n)(dm~-dn)=+(m)dm~++(n)dn ;
donc ( Lemme 1)
Yy =)= ¢(n) :
donc ( Lemme Il ) ¥(m)=a, a étant une nouvelle constante; on a
donc d.f{m)=adm , d'o0 f(m)=am; nous n’ajoutons pas de nouvelle
constante parce que f{m) doit étre nulle en méme temps que m.
On a donc
d.a"=amam-tdx ;
et, si Uon fait m=1, on en conclura dz=adxr; donc a=1 ; donc
C=m; donc enflin
dam=max™* dx.
2.° Dans la différenticlle d.e*=Ca*dx , la constante € ne peut
étre qu’unc fonction de @ qu’on appelle /a2 base , et doit changer avec

cette base. Appelons ¢ la valeur de & pour laquelle € devient 'unité,
nous aurons

d.e*=a"dx.

Faisons ensuite ¢*=¢¥; nous en conclurons, par la différentiation

d
Ca'dz=e"dy , dou Czd—f 3

x

or , si nous désignons par la caractéristique / les logarithmes qui
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répondent a la base e et qu'on appelle Logarithmes naturels , et
par L ceux qui répondent & la base @, l'equation a*=¢” donnera
zla=y ct a=ylLe; denc

dy=drle , dr=dyle;

d ol
dy b4 s ) 4
1 I d'ou C=lg=—.
= =g Le
, . Cdx , . .
3.° La constante €, dans l’équation d.Lzx= —,se détermine bien
x

facilement par ce qui précéde. En posant Lr=y , il vient

Cix ) ady .
i =dy, dou C=T-; or de La=y résulte z=a” et conséquem-
X

x

* aYdy ady 1
t de=lz.a’dy=la.2dy, ou bien do=—— = ——donc C= —
men y ) Le Le la

=Le, et par conséquent

d.L .:-ﬁf‘:ere

xla x

-

4.° Si, dans l'équation d.Sin.x=~CdxCos.x , on suppose que l’arc
« décroisse continuellement, jusqud devenir nul, on aura Sinz=z
et Cosa=1, dou dSinx=Cdx ou Sina=Cz , ce qui donne

Sin.x ) L.
€ =——; mais , on démontre rigoureuscment ™) qua la limite.
" .
Sin.v

——=1 ;donc €=1, et conséquemment
&x

d.Sin.x=dxCos.x , d.Cos.x=—dzSin.x.

D’aprés cette détermination des constantes , les différentielles des
fonctions 2™, a*, Log.x, Sin.z , Cos.z se trouvent ramenées a la
forme connue. Et, comme ces fonctions sont les elemens de toutes
les autres fonctions connues , on parviendra sans difficulté , par ce

qui précede , aux diffcrentielles de ces dernieres.

(*) Yoyez le Calcul des fonctions , lecon v°©.
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On voit, par la maniére dont nous avons determiné la constante

dans d.2™ , que notre méthode peut ¢tre employée a déterminer la forme
d’une fonction incounue qui doit satisfaire 4 unc relation donnée.

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Construction des formules qui servent & determiner
directement la grandeur et la situation des diamétres
principaux, dans les courbes du second degré rap-
portées @ deux axes rectangulaires quelconques.

Par M. Rocnar, professeur de navigation a St-Brieux.
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ON donne, dans plusieurs ouvrages élémentaires , des méthodes
propres A la recherche des diamétres principaux des courbes du second
degré , rapportées & deux axes rectangulaires quelconques ; mais, les
calcals relatifs a cette recherche n’y dtant point terminés , j’ai pensé
quil pouvait étre utile de remplir cette lacune , en donnant des

)

formules propres & ramener directement I'équation
ay*+bay—+cx*4dy—+-ext=o (1)
4 la forme
Ay +B22x*=AB* ,
si b*—jac n'est pas zéro; et & la forme
y*=Pzx ,

dans le cas contraire.

Pour parvenir & cc but, changeons d’abord , dans I’équation (1),
x en a/~m , et y en y/~4n, et ensuite a/ en 2//Cos.e—y’/Sin.« ,
et y/ en 2//Sin.a)//Cos.«; la transformée en z// et y// sera



