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318 QUESTIONS

Solutions du probléme de géomeétrie €noncé a la
page 224 de ce volume ;

[ Sa " o o Vo Nl Ve Vo Vo V)

ENONCE‘. A un polygone donné circonscrire un polygone de
méme nom , dont les angles soient respectivement égaux & des angles
donnés , et dont laire ou le contour soit donné ?
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Premiére solution ;

Par M. LHUILIER , professeur de mathématiques & Pacadémie
impériale de Geneve.

Comme le procédé que je vais développer , pour la solution de
chacun des deux problemes , est exactement le méme, quel que soit
le nombre des cotés ( plus grand que trois, lequel cas donne licu
4 une construction trés-simple ) du polygone proposé ; et que les
opérations différent seulement par lear longueur, et par le nombre
des termes qui composent I'équation & laquelle ce procédé conduit;
je crois devoir me borner , par raison de briéveté, & le développer
sculement pour un quadrilatére.

Soit ABCD ( fig- 18 ) un quadrilatére proposé. On demande de
lui circonscrire un quadrilatére abded dont les cotés @b, be, cd, da,
passent respectivement par les sommets A, B, C, D, du premier
quadrilatére ; en connaissant les angles @, 4, ¢, d, et le contour
ou la surface du quadrilatére abed.

Que les angles du polygone donné soient désignés par A, B, C, D,
respectivement. Que les angles donnés du polygone cherché soient
desiguds par @, b, ¢, d.Que 'un des deux angles que forment, avec
un coté du polygone cherchd , les deux cotés du polygone donné
dont le point de concours est sur celui-la ; gue Pangle ¢AB , par
excmple , soit désigné par x; on peut exprimer dans cet angle et
dans les angles des deux polygones,les inclinaisons mutuelles des
autres cotés correspondans de ces deux polygones.

On trouve , en effet , successivement , l'angle droit étant pris
pour unité ,

aAB=x , aBA=2—"a-4}-x) ,

IBC=¢—B+t=x , bCB=>2—{a+0—B-+x) ,
¢cCD=a—B~+b—CH=zx , cDC=2—(a+4b4+c—B—CH2) ,
dDA=a—B+6—C4c—D-+t=2, dAD=2—{a+b-}c+4d—B—C—D-) ;
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d'ot résulte

Sin.(a4-x) Sin.®
Aa-—AB‘.—m— ’ aB=AB. Sina '
Sin./c4-h—B-1 Sin.(a$-b42)
Bb-——BC-M , JC=BC. _l”_(f’..__if. ,
Sio Sinb
Sin. (¢4 4-c—B—=C4-: Sin.(u4-6—B—C
C,—=CD. . (e +r B—C+4-x) , D=CD. in.(u—4- ' —+a) ,
Sin ¢ Sin.c
Sin. b d—B—~C—D Sin.(a4-b~4-c—B—C—D--2)
Dg=DA, 2t 2 JA=DA, Inletire 2
Sin.d Sin.d

PROBLEME 1. On donne le contour du polygone demandé.
D’apres ce qui précéde, on a
Sin.x~}-Sin (a-x)
Sin.a
Sin.(a—B—4-x)+4-Sin.(a-}-b—DB~}-x)
Sim.b
Sin.(a4-h—B—Cd-1)+Sin.(a~+-b4-c—B—CH-x)
Sui,e
Dd+dA:DA“Sin.(a+b+c-—B—C—-D+.r‘,+Sin (a4-b4-c4-d~B—C—D-}-x} .

?
Sind

Aa+-aB=AB.

BJ-+4C=BC.

Cc+cD=CD.

renant la somme de ces équations, en remarquant qu’en général
P q » q q &
Sin.z=-Sin.(k+4-z)

Sogi = Cosee. Lk Sin(3h4) 5

il viendra
AB.Coscc.2a.Sin( 2 a+t2x) ,
s ~+BC.Cosec.: 5.5in.(a- ; b—B+4-z) ,
~+CD.Coscc.: .5/ a+b42 c—B—C4-z) ,
—+DA.Coscc. : 4.Sin.(¢ 4-b~4-c+ : d—B—C—D~-2).

De 1d découle la construction suivante, fondée sur les proprictés
du centre des moyennes distances :

al+be+-cd4-da= ?

Sur une droite SE [ fig. 19 ), et enunde ses points 8, scient faits
les angles ESA , ES), ESc, ESd, respectivement ¢gaux aux angles

14,
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ia, a+3ib, a+b+ic, a~~b~-c+41d, en tournant toujours dans
fe méme seus.

Sur les droites Sb, Sc, S84, scient faits les angles 8B, ¢SC , dSD
respectivement egaux aux angies B, B+4+C, B4C~+D, en tournant
toujours dans un méme scats, epposé au premier.

Sur les droites SA, B, SC, SD, soient prises des longucurs SA,
SB, SC, SD, respectivement égales 8 AB.Cosec.;a, BC.Cosec.25,

CD.Cosec.:c, DA.Cosce 1.
Soit cherché le cenue 7. des moyennes distances des extrémitds

A, B, C, D de ces droites. Du point 7, comme centre , avec un
rayon égal au quart du contour donné, soit deerit un cercle. Du
point S soit menée ( s'il y a lieu ) une tangente & ce cercle. L'angle
formé par cette tangente et par la droite SE est 'angle cherché z.
Remarque. Le contour donné ne doit pas étre plus grand que le
quadruple de SZ. Lorcque le quart du contour donné est plus petit
que SZ, le probleme proposé a deux solutions. Pour que ce pro-
bléme soit determiné, le centre Z doit étre différent da point S.
PROBLEME 1I. On donne la surface du polygone demand¢.
Draprés les formules ci-dessus et I'expression connue de la surface
d’un triangle dans deux de ses cotés et I'angle qu’ils comprennent ,

on a « o N
Sin.ac.Sin. (a4
b=t fnxs;:.f r? >
(BIC=2BCe, Sty
4CeD = 2CD>. Sun.(a+b~—-B——C+x§]ll!;-(a+b+c—-B—C+x) ,
Sin. (a4 b+c—B—C—D+)Sin.(a+? —B—C—Dx
4DdA=2DA 22 F +”;:d("+ +etd +2)

En ajoutant ces équations , membre & membre , ajoutant aux deux
membres de I'équation resaltante le quadruple de la surface du poly-
gone ABCD, et remarquant qu'en general

Sin.z8in.(k4z) Cosk—Cos.2(tk4z) Cos.2(Lk~4-2)
- = = =1Cotif — ————

Sink 28k 231k
Tom. II. 4+

4
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il viendra

4ABCD~4-AB>.Cot.a+BC.Cot.54-CD*.Cote+DA*.Cot.d
—AB*.Cosec.a.Cos.2 * a4.1)
4abed= \—BC*.Cosec.b.Cos.2 (a4 b—B-+=)
—CD>.Cosec.c.Cos.2(a+4-b+4 1 c—DB—C—+4-x)
—DA*.Cosec.d.Cos.2/a4-b~4c+: d—B—C—~D--x).

De 1h découle la construction suivante , fondée aussi sur les pro-
prictés du centre des mevennes distances.

Sur une droite SE ( fig. 20 ), et en un de ses points S, soient
faits les angles ESA, IES6, ESc, ESd, respectivement égaux aux
angles 22 a, 2(e+10), 2(a+b+;c), 2(a+b~+c+4:d), en tournant
toujours dans un méme sens.

Sur les droites S&, Sc, Sd , soient faits les angles 4SB, ¢SC,
dSD , respectivement égaux aux angles 2B, 2(B-+C), 2(B+C~+D),
en tournant toujours dans un méme sens, contraire au premier.

Du quadruple de Vexcés de la surface du polygone cherché sur
celle du polygone donné soit retranchdée la somme AB.Cota-t
BC*.Cot.5+-CB*.Cot.e4-DA*.Cot.d , et soit le reste égal au rectangle
de deux droites / et m.

Que les carrés des cotés dennés AB, BC, CD, DA, soient con-

vertis en rectangles ayant , pour un de leurs cotés, une des deux
droites , telle que m.

Que les autres cotés de ces rectangles soient «, 6, %, & , respective=
ment.

Sur les droites SA, SB, SC, SD, soient portées, depuis le peint
S, des longueurs respectivement ¢gales a «Cosec.a , gCosec.b , 7Cosec.¢,
sCosce.d; que ces longueurs soient SA, SB, SC, SD.

Soit cherchié le centre Z des moyennes distances des points A,
B, C, D; et du point Z comme centre, avec un rayon égal & =7,
soit dderite une circonférence de cercle,

Du point § soit menée , (sl y a lieu ) une tangente & cetle circon=
firence; et du méme peint S soit mende & cette tangente unc pev-
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pendiculaire. L'angle formé par cette perpendiculaire et par la droite
SA sera le double de langle cherche .

Remarque. On tire de cette construction, relativement & ce second
probleme , des conséquences analogues 4 celles quon a déduites de
la construction du premier.



