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310 QUESTIONS

Démonstrations du théoréme de géomélrie énonceé & la
page 196 de ce volume

Par MM. ExconTrE , FERRIOT , LEGRAND , PoUZIN , PENJON,
Lenavrt , BrRer, LiaBRoUssE et Riocuat,

[a 2a Yo Vo Vo VI N, Vi Vo Vo V)

ENONCE’. Dans tout quadrilatére, plan ou gauche , la somme
des quarrés des deux diagonales est double de la somme des quarrés
des deux droites qui joignent les milicux des cdtés opposés.

Les démonstrations de cette proposition données par MM. Encontre ,
professeur doyen de la faculté des sciences de l'académie de Mont-
pellier ; Ferriot, professeur au lycée de Besangon ; Legrand, professeur
de mathématiques a Saint-Bricux , et Pouzin, de Montpellier, se
réduisent également & ce qui suit.
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On sait (*) qu'un quadsilatire |, plan ou gauche | ¢tant donné,
si l'on en construit un autre dont les sommets soient les milicux
des cotés du premier, ce dernier sera un parallelogramme dont les
cotés opposés seront paralleles aux diagonales du quadrilatére donné,
et en seront respectivement les moitiés.

1l est connu dailleurs (**) que , dans tout parallélogramme , la
somme des quarrés des deux diagonales est égale A la somme des
quarrés des quatre cotés.

Soit donc ABCD ( fig. 15 ) un quadrilatire, plan ou gauche, et
soient M, N, P, Q, les milieux respectifs de DA, CD, BC et
AB ; par la premiére proposition on aura

AC=2MN , BD=:2NP,
AC=2PQ , BD=:2MQ ;
o

on aura donc, en quarrant, ajoutant et divisant par =z,
—1 —'1 — 3 — — — 2
AC +4BD =2(MN -+NP -4-PQ +QM ) ;

mais , par la seconde proposition, on a

2QIN NP +PQ +QM ) =2 (MP +NQ ) ;
done
2 e 2, —— 2 —— 2
AC 4-BD ==2(MP +4NQ ).

M. Encontre remarque , A ce sujet, que tout paralltlogramme inscrip-
tible au cercle est nécessairement un rectangle , puisque les deux
diagonales se coupant en deux parties égales sont nécessairement des
diameétres et qu’ainsi scs angles se trouvent inscrits au demi-cercle.

M. Ferriot observe que, si 'on concoit une suite de parallédlogrammes

tels que les sommets de chacun soient les milieux des cétés du
précédent, et quion désigne par 1 laire du premier, la somme de

-(*) Voyez le tome 1.6F des Annales, page 353.
**) Voyez le corollaire de la proposition X1v du livre 111 de la Géométric de

M, Legendre,
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leurs aires sera celle de la progression décroissante 1-4 — =4 — +—-é— -+
2 4

-

..»=2; il remarque que la méme proposition a encere licu sila pre~
mitre Ligure, au lieu d'étre un parallelogramme, est un quadrilatére
quelconye.

M. Legrand remarque d'abord qu’en prenant le mot quadrilatére
dans le seas le plus général , on peut, dans un quadrifatere plan
ou gauche, considérer les deux diagonales comme deuX cotes op-
posts , el vice versd; st done Ret S sont les milieux des diagonales
BD et AC, (fig. 17 ) ondevra avoir, en vertu du théoréme démontré ,

DB 50 = M-S
—2 P —2 2
AD +DC =2(h0 -+ 1S ),
—_ —_—2 —_—2 —
AB 4-CD =2(MP 4-1S ) ;

ce qui donne, en ajoutant,

e 2 —_—1 —2 —2 —_— —— — 2 e ek )

AB +AC 4~AD +BC ~-BD +CD =4(MP 4+NQ ~+RS ) ;
cest-h-dire : Dans tout quadrilatire , plan ou gauche, la somme
de quarrés lant des cbiés que des diagonales est quadruple de la
somme des quarrés des droites qui joignent tant les milicux des
cdtés opposés que ceux des diagonales.

Ou autrement: Dans tout tétraédre , la somme des quarrés des
siz arétes est quadruple de la somme des quarrés des trois droites
qui joignent les milienx des arétes opposées. (*)

Si de la somme des deux derniéres équations an retranche la pre-
miére , il vient, en transposant

—_— — —_— —1 e—— — —2

AB 4+BC 4+ CD +DA =AC +BD +4RS ;
cest-d-dire : Dans fout quadrilatére , plan ou gauche , la somme
des quarrés des quatre coiés est egale a la somme des quarrés des

(*) Voyez la page 358 du tome 1.7 des Annales.
deux
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deux diagonales , plus le quadruple du quarré de la droite qui joint
les milieur de ces diagonales. (*) %

Supposant evsuite que le. quadrilatere est plan, formant le qua-
drilatere complet, et appliquait le theoréme & chacun des quadrilateres
simples qui le composent , M. Liegrand parvient aux deux théorémes
que voici :

1.° Dans tout quadrilatére complet , la somme des quarrés des
trois diagonales est égale d la somme des quarrés des six droites
qui joignent les milieux des cotds opposés, dans lestrois quadrilatéres

simples qui le composent.
2.2 Dans tout quadrilatére complet , la somme des quarrés des

douze cités des irors quadrilateres simples qui le composent est
égale au double de la somme des quarrés des trois diagonales
plus le quadruple de la somme des quarrés des trois distances
des milieux de ces diagonales ,pris deux d deux.

M. Penjon , professeur au lycée d’Angers, a démontré la propo-

sition comme il suit:
Tout étant d’ailleurs dans la figure 16 comme dansla figure 15,

soient menées NA et NB; par un théoréme connu (**) les triangles
ANB, CAD, DBC donneront
2(NA +NB )=AL 4430 ,
2(AC -+AD )=CD +4NA
2(51+Eﬁz)zml+4ﬁz .
Ajoutant les deux derniéres équations au double de la premitre , il

viendra , en réduisant, transposant et divisant par 2

""-:2 — —:—-Z s 2 s 2 — 2 ——

AC 4-BD =4NQ ~+ (AL —+CD )—(AD +BC );
cest-a-dire : Dans tout ¢uadrilatére , plan ou gauche , la somme
des quarrés des deux diagonales est égale a quatre foris le quarré

(") Voyez le tome 1.er des Annales, page 358.
(**) Voyez la méme page.

dom. 11,

E3N
W
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de la droite qui jointdgs milicux de deux cités opposés quelconques
plus la somme des quarrés de ces mémes cétés , moins la somme

des quarrés des deux qutres ; proposition qui rentre au surplus dans
I'une de celles de M. Legrand.

On aura donc pareillement

—_—1 e J— — — —) ——

AC LD =4MP 4+ (AD +BC )—(AB 4-CD ) ;
prenant la demi - différence de ces ¢équations , il viendra , en
transposant ,

— 1 —— e —2 —

AB 4+CD +2NQ =BC +AD —+42MP
c’est-d-dive : Dans tout quadrilatire , plan ou gauche , la somme
des quarrés de deux cotés opposés , plus le double du quarré de
lu droite qui jornt leurs milicux o est égale a la somme des qrarrés
des deux autres cdtés , plus le double du quarré de la droite qui
joint les milicux de ces derniers.

Ou autrement : Dans tout téiraédre, la somme des quarrés de

deux arétes opposées quelconques , plus le double du quarré de la
droite qui joint leurs milievx , est une quantité constante. (*)

Si au contraire , on prend la demi-somme de ces équations , il
viendra

_K-(—_;z_!_-l-):]_)z =2<m,z _‘-]-;C);z) ,
ec qui démontre la proposition annoncde.
Voici la demonstration de M. Lchault, éleve du lycde d'Angers.
Soient B, S ( fig. 17 ) les milicux respectifs des deux diagonales
BD et AC, ct soient mendes les droites MIA, MS, NR, NS, PR,
PS, QR, QS; on sait (**) que ces huit droites , moitids des cotcs
du quadrilatere ABCD sontles cotés de deux paralléclogrammes dont

RS est une diagonale commune ; on aura donc, par le théoréme
d¢ja rappelé |,

(*) Voycz le tome 1.er des Annales, page 350.

(*" Voycez le tome r.er des Annales, pages 343 et 353,
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Sl e 2 T — — —_—
MR 4-ARP —+Ps -.}_S_\[z ou MR z+_,_,:\ls
— —— — —_—
ou 2(;AB +1CD ) =37 4 RS
ou
— — ——1 — 2
AB +CD = 2(MP +RS )5
on aura pareillement
— 2 — 2 — 2 —2
AD ~bBu =2NQ A~ ) .
En prenant la difference de ces équations , on retomberait sur 'un

des théorémes de M. Penjen; mais si Yon en prend au contraire
la somme, il viendra

AB —}33?)1 +Eﬁz +ﬁ¥ =2 (KIP' +l\'_Qz)+4-PTéz ;
c’est-d-dire : Dans tout quadrilatére , plan ou gauche , la somme
des quarrés des quatre cdtés est égale au double de la somme des
quarrés des deux droites qui joignent les milieux des cdtés opposis ,
augmenté du quadruple du quarré de celle qui joint les milicux des
deux diagonales.

Or, on a, par un théor¢tme connu, (*)
AB +BC +CD ~+DA =AC +BD +4BS ;
donc , en retranchant et transposant,

—_— —_— — —_—
AC +4BD =2(MP +NQ )3
ce qui démontre la proposition annoncée.

MM. Bret, professeur & la faculté des sciences de 'académie de
Grenoble , Labrousse , professeur de mathématiques & Montélimart,
et Rochat , professeur de navigation a4 St-Bricux, ont démontré le
théoréme par l'analise. Nous indiquerons sculement la démonstration
de M. Bret,qui nous a paru remarquable par sa généralité et son
élégante bri¢veté.

(") Voyez le tomae 1.er des .Annales , pages 313 et 353.
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Soient A, B, C, D,.... tant do points quen voudra , disposés
d'une manitre quelconque dans DPespace et rapportes & trois axes
rectangulaires qnelconques ; soient @ , a’, a” les coordonnées du
point A b, &/, b/ celles du point B ; et ainsi des autres. Soit
designé par M, le milicu de la droite qui joint les points A et B
ct soient adoptées des notations analogues pour les milieux des
droites qui joignent les autres points deux & deux; les coordonnées

ad-b  a'4-b ot 4-bY

du point M, scront, comme l'on sait, —, , —; cellesdu

2 2 2
. c+d  oFd Hd” .
point M_, scront R R , et il en sera de méme pour
cd 2 2 2 P

les autres.
Soienit cnfin adoptées , pour abréger, les notations que voici ;

((z—lr)’-l—(a"—" [,/)z+(a// - b//)z — S.(a ___5)3
I+b/ ’+(Z’ a”-{—u" II+{]//): S. / a5 emfed N2

2

a+b c4-d

== CIDR st st ) -

2 2 / 2
en obselvant que , quelles que soient deux quantitds p , g, on a
Véquation identique

N P=q\* —\*
== {72+ (0
on aura

, d d bote\ 2
S.(a-—b)z_l_s.(c—-d)::g{ ";F_"_f’.:"_ +s;(f:;t,_.,:;f:. § ,

c'est-a-dire ,

AB+CD =2 { M, M, |
ce qui démontre la proposition annoncée.

Loin que la proposition ainsi démontrée en présuppose aucune autre,
on peut au contraire en déduire facilement, comme corollaires , toutes
celles sur lesquelles on s’est appuyé dans les démonstrations précé=
dentes, et un grand nombre d’autres. M. Bret se contente d’en donner
les exemples qui suivent,

On peut d'abord supposer que le quadrilatere est un paraliclo=
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gramme ; alors la droite qui joint les milicux de deux edtds oppesds
devient égale & chacun des deux autres cotés ; le théoreme devient

d?nc al?rs la propriété 'du parallélogramme sur laquelle se sont appuyés
MAIL Encontre, Ferriot, Legrand et Pouzin.
Dans la formule

—1 —1 2 3
ABACD =2 § Mg, + 300, §»
on peut permuter & volonté les lettres entre elles ; on peut donc derire

— —_— z ks
BCI-{- AD =2 { M,,M,, 4 MM, } ’
-—-z ———3 2 2
AC+BD—-z { MMy = MMy, 5 .

Si, laissant la derniére de ces trois équations , on ajoute seulement
entre elles les deux premictres, il viendra

— 3 -—2 —_—1 — 2 2 e |
AB4BC -~ CD~-DA =2 § MapMe, + MMy, }-{—4 M, M, ;
ce qui est un théoréme de M. Penjon; mais, en vertu de la propricté
du parallélogramme qui vient d’¢tre démontré, on a

2 2 3 2 - - 3 2
2 (ML, L, ) ==(N N, + ML, M, DN, )
3 G— —
=4 MM, +4M My =BD—AG ;

done

— —— — — — v— 3

AL -+BC 4CD 4 DA =BD4-AC 4, M,, ;

ea qui est le théortme d’Euler sur lequel s’est appuyé M. Lehault,
En prenant la somme des trois équations on obtient

- 3 —— X — —1 —2 —2 2 2
AR ACHADBC 4+ BD4-CD =4 {Mﬁbl\}m, + N5 M, +MMM; };
propriété du tétraddre démontré par M. Legrand.
Si, dans cette dernitre formule, on suppose que le point D se
vonfend avec le point G, on aura
ADzAG' BD:BC, GD=O; I\I“i=C’ Lde::\Ibc, l\T‘d=:\IA‘-;

elle deviendra donc
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— —1 —2 — ctnmm——-
Ab42 (AC+Du) =4 O 4830, 3
mais, par la proprié¢té des paralieles, on a

2;\1‘,,\7“: AB )
dod
B k]

—2
8M My, =248 ;

substituant donc, il viendra, en réduisant,

2(AC4+EBC) =AB 4400, 5
c’est la propriété du triangle, sur laquelle s'est appuyé M. Penjon:

M. Bret termine en observant que cette propriété du triangle donne
lieu & un théoréme assez remarquable que voici :

La somme des quarrés des distances- d'un point fixe aux deuz
extrémités d'un méme diametre quelconque d'une sphére est une quan—
tité constante , égale au double du quarré du rayon de la sphére
augmenté du quadruple du quarré de la distance du point fize au
centre de cette sphire.

La méme propriété a évidemment lieu pour le cercle , soit que
le point fixe se trouve sur son plan ou qu’il soit hors de ce plan.




