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2~ o QUESTIONS

Solutions du premier des deux problémes proposés &
la page 196 de ce volume.

Premiére solution ;

Par M. LuuiLier , professeur de mathématiques & 'académie
impériale de Geneve.

[o Sa W W W W W v

LE cas dans lequel le polygone proposé est un triangle, est de
premiére facilité; en particulier il se construit par fausse position de
la maniére la plus simple. Il n’en est plus de méme lorsque le
nombre des cétés du polygone proposé est plus grand que trois.

LEJMJIE. Soient des droites donnédes de grandeur. On demande de
couper chacune d’elles en deux parties , de maniere que les rap-
ports de ces parties , deux & deux, soient donnés, sous les conditions
suivantes : on cecnnait le rapport d'une partie de la  premiere
4 une partiec de la seconde ; celui de lautre partie de la seconde
a une partic de la troisitme; celui de lautre partie de la troisiéme
a une partie de la quatrieme , et ainsi de suite , jusqu’a ce qu'on
parvienne au rapport de la seconde partie de la dernicre & la seconde
partie de la premiére.

Premicr exemple. Que les droites données soient au nombre de
deux seulement. Scient AB ct A/B’ deux droites donndes de grandeur

( Bg. 6 ), & couper en X et X/, de maniére que les rapports de
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AX 3 B’X’ et de A’X’ a BX soient, l'un et lautre, égaux a des
rapports donnés.
Que le rapport donné de AX & B’/X’ soit égal au rappert de
AB a B/b/; et soit porté B/l sur BA/ de B/ vers A/,

On a AX :BX/=AB: DB,
d’ou BX :/X/'=AB:B
si donc on pose AX':BX=L :AB,
il viendra ARG X/= L : B

on connait donc la différence A’/ (il y a lieu) et le rapport des
droites A’X’ et #’X/, et conséquemment ces droites sont l'une ct
Pautre déterminées.

Construction. Que le rapport donné de AX & B/X/ soit présenté
sous la forme du rapport de AB & B’4’, et soit portée B/4/ sur B/A’.
Que le rapport de A’/X’ & BX soit aussi présenté sous la ferme du
rapport d'une droite L & AB. Enlin soient déterminées les droites
A’X’ et i’X/ dont la ditférence A’l/ est donnée , ct dont le rapport
est celui de L &4 AB.

Remargue. Pour que le probléme soit déterminé , les points &/
et A’ ne doivent pas coincider. En effet, si le rapport de AX & B/X/
est donné dgal au rapport de AB 4 A’/B/, le rapport de BX 3 A’X/
se trouve déterminé 4 étre égal au méme rappert, ct la question
proposée demeare indéterminée. Cette question est impossible , si le
rapport de AX 4 B/X’ étant donné égal au rapport de ABa A/D/,
le rapport d2 BX a4 A’X’ n’cst pas donné égal au méme rappeort.

Second exemple. Que les dreites données soient au mnombre- de
trois. Svient AD, A’B’, A”B”, (fig. 7 ) trois droites, données de
grandeur , & couper en X , X/, X/, respectivement , de manitre
que chacun des trois rapports AX : B/’X/, A/X/: B”X” , A#7X”: BX
soient égaux a des rapport dunnés.

Que le rapport de AX & B/X/ soit égal au rapport de AB 2

B/a’; et scit porté B/a/ sur B/A/ de B/ vers A/

On a AX DBYX'=ADB: W,
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dott B X :a/X/'=AB:Ba ;
posant done AX7”:BX = L:AB ,
il viendra AX" s @ X!'= L :Ba’ .

Soit en outre

L :Ba =A"B/: Vo

donc A/X gt X =AVBY : b a’

et B7X/7: 0 X =AVB/ b o,
posant donc A/ X B7X7"= M : AVB7,
il viendra enfin AX v Xi=M:ba .

On connait donc la somme A’/ ct le rapport des droites A’X’
et #X’; donc ces droites sont l'une et l'autre connues.

Troisiéme exemple. Que les droites données soient au nombre
de quatre. Soient AB , AW/, A“B/, A”/B/ ( fig. 8 ), quatre
droites données de grandeur, a couper en X, X/, X”, X/, de
maniére que chacun des quatre rapports AX : B’X/, A’X’: B”/X”,
AX0 BrXnt, A1iX1i: BX, soient égaux d des rapports donnés.

Soit fait AX :B’X/’= AB : DB/
d’ot BX :¢’X/= AB :Ba’;
posant done AX7":BX = L :AB,
il viendra AVXM g/ X/'= L :Bla’ .

Soit encore L :Ba/=A"B": ald ,
d’ou ANX!M : q?XI=AB! : alb
et conséquemment  B//X/: p/X/=A"B" : a’b’
posant done A7X BIXM = M AVBI
il viendra AVX? bt X =M: o'l

Partant, on connait, de grandeur, les droites A’%/ et AV/B//, et
les rapports A’X/: B/X”, A/X”:5/X’ ; done la question proposée
sur quatre droites est ramende a la question correspondante sur deux
droites. Et, comme cette derni¢re est susceptible d’indétermination
et d'impossibilité,, aussi la question proposée sur quatre droites est
susceptible d’'indétermination et d’impossibilité.

On montrera précisément, de la méme maniére, que Ja question

proposée
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proposée sur cinq droites est ramence i la question correspondante
sur trois droites; et partant la question est tcujours pessible, dé-
terminde et susceptible d7ane seule solution. On montrera aussi que la
question proposée sur six droites est ramence & la question corres-
poundante sur quatre droites, et partant quelle est susceptible d'im-—
possibilité et d’indétermination.

En général, la question étant proposée sur un ncmbre quelconque
de droites ( plus grand que deux ), elle est toujours ramenée i la
question correspondante sur des droites dont le nombre est inférieur
de deux unités. Si donc le nombre des droites données est impair,
le probltme est finalement ramené 4 trouver deux droites dont on
connait la diffcrence et le rappori. Afin donc que, dans ce cas, le
probléme soit possible et déterminé, la différence ne doit pas ¢éva-
nouir, ct le rapport donné nc doit pas étre un rappert d’dgalité. St
la différence évanouit, le rapport est déterminé & ¢étre celui dégalité,
et alors la question est indéterminde.

Remargue. On résout sensiblement de la méme ™ manitre les cas
dans lesquels les droites données sont, en tout ou en partic, des
différences des droites cherchdes, Le nombre des droites données étant
quelconque, pair ou impair, si le nombre de cclles auxquelles ré-
pond une somme est pair, la question est susceptible d’indétermina-
tion ou d'impossibilité. ,

PROBLEWE. A un polygonedonné, inscrire un polygone de méme
nom, dont les ¢btés soient respectivement paralleles a des droites
données de position ?

Solution. Dans chacun des triangles retranchés par les cétés du
polygone inscrit, lesquels ont pour bases les cotés de ce polygone
et pour sommets les sommets correspondans du polygone donnd;
dans ces triangles, dis-je, les angles sont donnds: partant, ces trian-
gles sont donnés d’espéce, et en particulier les rapports de ceux de
leurs cotds qui font partie des cates du polygone proposé, sont donnces.
Dela la question est immédiatement ramende au /emme qui vient

de nous occuper.

Tom. Il 38
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Savoir : désignons par A, A/, A”,... A¥*', A¥  les sommets
du polygone donné, et par X, X/, X7,... . X%, X¥, les som-
mets du polygone cherché, de maniére que le sommet X seit sur
ANA, le sommet X’/ sur AA/, et zinst de suite. On connait les
droites AXA, AA/ ) A’A7,....A¥-"A¥, ct les rapporis AX XA/,
A’X7: XAV A”X”:X”A”’,....A"‘I&N:KNA. cde leurs pariies.

Puisque cette inscriptien est ramence & notre Jemme, cile est pos-
sible ct unique, lorsque le nombre des eitds du polygene proposé
est impair; elle est susceptible d'impossibiliié oun d’indeterminaiion ,
lorsque le nombre des cotés de ce polygone est pair.

Je crois devoir celaireir Vindétermination, si clle a lieu, par quel-
ques exemples.

Premier exemple. Soit un quadrilatre AA/AVAY ( fig. g ydont AAY
et A’A’ soicnt les diagonales. A la disgonale A’A// soit menéde arbi-
trairement une parallele, se terminant en X et X/ aux cotés AA/
et AA” de ce quadrilatére. Par les points X et X// soient menées
a lautre diagonale AA/ des paralleles, se terminant en X/ et X aux
cOtés A”A’ et AVA/, et soit enlin menée XX/, Jaflirme que cette
droite sera, comme XX/, parallele & la diagonale A/A//; et par-
tant que le quadrilattre XX/X”X/ est un parallélogramme,

On a, en cffet, par construction,

AX7:AX = AVAA/A

AX AN = A/A AA

AR AV = AAY N AI
done AVXS AX I = AN A AN
donc X/ est parallele & A7A/7,

Ou bien, les rappovts XA/ AZX ) XA CAXw ) SNt ArXi
étant respectivement cgaux aux ranports AYAZ:A’A, A/AIAAY,

AN NYANT Lo vapport AV AZNY est ddlermind 3 ére dgal au

rapport AYAZAVE et le nombre des poiygones équiangles ins-
criptibles au quadeilailre proposé e-o illimits,

Second excmple. Soit AAYAY NN AV un hexagone. ( fig. 10 ) Soient

>

(o
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mendes les diagonales AA/, A7A/ AnA1, AIAY AN | qui tetran—
chent deux cotés. Par un point X, pris arbitrairement sur 'un AA/ des
cotés, soit menée & la diagonale AA/ une paralléle terminde en X/
au coté A’A”; par X/ soit mende & la diagonale A/\// une parallele
terminée en X’/ au coété A”A/; solent de mcéme menées X//X//
paraliele & A7ZA%7 XX/ parallele & A" AV, X" XV parallele 2 A4,
et soit enfin mende XVX ; jaffirme que cette derni¢re droite est
paralléle a la diagonale A7AY.

On a, en effet , par construction

X A A X =A A A A

A X/ XV A=A’ A7 AN A

X/ ANy AN X = A1 AN A A

A/ X1 XIAY = NN - AITTAY

XAy XV AV =AmAY A AV,
donc X A XY A=A A A AV
donc la droite XXV est parallele 3 la diagonale AZAY,

Partant , les rapports XA7: \/X/ |, A/X7 XA/ KIAMN AvrxXnt
AX XAV, XAV X VAV étant respectivement égaux aux rap-
ports AAZ: A/AY  A/AY 2 AVAI L AVNIY ANV PN L AITTAY
A/MAY: AAY , le rapport XA/ : XVAV s trouve ddéterminé & étre dgal
au rapport AA’: AAV ou encore, dans le polygone XX/ XX/ X/WXV ,
les cotés XX/, XX, XX/, XX, XXV étant respectivement
paralleles aux diagonales AAY, A/A/, AVAM  AVAY, AMA, le
eoté restant XVX se trouve déterminé a étre paralltle & la diagonale
AYA’; et le. nombre des hexagones , équiangles entre eux, inscrip-
tibles & I'hexagone proposé , sous les conditions données, demeure
ilimité,

Cette propriété s’étend a tous les polygones d'un nombre de cotds
pair , en menant des paralleles aux  diagonales qui joignent les
extrémités des cotés des angles du polygone donné.

Scliolie. Le probleme proposé trouve unc application qui mdrite
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d’¢tre mentionnée. Qu'on demande d7nscrire & un polygone donné un
polygone de méme nom dont le contour soit le plus petit ? 11 est
ais¢ de démontrer que les deux cotés de chacun des angles du poly-
gone cherché doivent faire des angles égaux avec le coté du poly-
gone donné sur lequel est situé le sommet de cet angle (*). Sile
polygone propos¢ a un mncmbre impair de cotés , ces angles sont
determines par les angles du polygone proposé, et linseription deman=
dee est unique et determinée. Mais , si e polygone propose a un nombre
pair de cotds, pour que le probitme soit possible , la somme des
angles de rang pair du polygone proposé, & partir de 'un quelcon-
que, doit étre cgale A la somme de ses angles de rang impair (**).
Cette c¢galité étunt suppesée, le nombre des polygones & inscrire est
illimité ; et ils ont tous le méme plus petit contour. Cette application
remarquable fait Pobjet d’une dissertation qui est 4 la suite de mon
ouvrage inttulé : De relatione mutua capacitatis et terminorum
JSigurarum.

(*) Yoyez le lome 1 des dnnaies , page 375, lemme L.

(**) Cetle proposilion revient A la suivante: si entre n inconnues Xy, &, y X, 3 w
Ty-r, ¥y, 0n @ 0 équations de la _forme
x,~4-x,=A,
xt+x3=Al
xn-,+)",,=f\n z
x e ==Ay,
el que n soit un nombre impair , ces inconnues seront dé‘erminées. Sty au contraire,
nest pair , le probléme ne sera possible yue sous certaine relation entre les don=
nées; relution qui, si elle a liew , rendra ce problime indéterminé,
On a, en eifet, 1.0 dans le cas de n impar

(A 1+A )+ "+‘&7‘)—(Ai+}'4+"'+A”" 1 ):2-1?‘ H

2.2 Dans le cas d¢ n pair.

-1 =
A A b D)= (A A H- A =0
dquation de condition qui , sdvaat quiellc aura ou n'aura pas licu, rendra le proe
bitme indétermind ou impossible, . o
( Notes des éditeurs, )
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Ta différence que présentent, i legard du sujet de ce mcmoire,
les polygones rectilignes , suivant que le nombre de leurs cotss est
pair ou impair, n’est pas la seule qui distingue ces deux classes
de polygenes. Je veis encore en donner deux exemples.

Qu'on demande d'inscrive 2 un cercle donné un polygene dont

.

les angles soient donnés. Cette condition suffit pour determiner le
polygone cherché, lorsque le ncmbre de ses cotés est impair , de
maniére que liuscription est toujours possible. Au contraire , le
nembre des cotés éiant pair, Dinscription est possible seulement,
lorsque la somme des angles donnés de rang pair est égale a celle
des angles donnés de rang impair. L’égalité entre ces deux sommcs
ayant lica en effet, le nombre des polygones inscriptibles, sous les
conditiens données , demeure illimité ; et, pour que le probléeme soit
deterininé , on doit ajouter quelque condition indépendante de la connaic-
sance des angles , et qui soit , par exemple , relative au contour
ou a la surface.

De méme, qu'on demande de circonscrire & un cercle donné un
polygone ( dont le nombre des cotés est plus grand que trois )
ayant des cotés donnés; ce probleme est susceptible d’une seule solation
si le nembre des eétés du polygone & construire est impair. Mais »
que le nombre des cotés de ce polygone soit pair , une condition
essentielle, pour que le probleme soit possible, est que la somme des
eotés de rang pair soit égale 4 la somme des cotés de rang impair.
Cette égalité (tant supposée , le probleéme est susceptible d'un nom-
bre illimité de solutious.

Ye procédé que jai suivi pour résoudre le probléme proposé,
consisie 4 diminuer successivement de deux unités le nombre des
cités du polygone & constraire , ct partant 4 réduire finalement
la question proposée & linseription d'un triangle , d'une part,
pour les polygones impairs , et & celle du quadrilatére , pour
les polygones peirs, On peut aussi traiter chaque polygone immédia-
tement , sans ramener Ja question & un pelygone d’un moindre
nombre de cotds, 3t me suilira d'exposer ce procédé sur un quadrilatére.
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Soit AA’A”A/7 un quadrilatére auquel on doit inscrire un autre
quadrilatére XX/X7X/ , dont les cotés soient respectivement paral-
leles & des droites données.

. a ‘ . . 1 - r.® r ’
Que les angles du premier quadrilatére soient désignés par A

A/, A7 A et soient faits
Ang A X X=a
Ang A/ X/ X =«
Ang AV X/ XV =al/

Ang.A”’X”’X” =/,

soit enfin XA’=x , on aura

Ang.A/ X X/ =g
Ang A X/ X/ =p/
Ang AV X/ X/l = g/
Ang A XWX =g

e

A/ X/ :x.zl.n"al s A//X’=A/A//—-x.:f""6/ ,
N4 11, 8
A/ XV = A SmeSn Sing | SinpSing

Sin,e// Sin,«/.Sin. &'’
-

Sin, p"

Sin, e/l

AW 111 = NIAI

: /,
A XM= AW A AV A Sin.g”
) Sin.a’
Sin. s
A X =AWN | —— AV,
in.e

R l&///};//: A//.,A/”——.A/A//.

AIAY Sin.g’ Sin g
— £ .

— b X
Sin.a/ Sin.«/,Sina!

) Sin.2.8in.2".Sin. g”

Sin.e/’Sin.e/"!

+-AZA,

Sin.s".Sin.g"

Sin.a.Sine”

hadl s T T 2
Sina/,Sin’!, Sin, e

Sin.£.Sin.p"” Sin..Sin.2".5in. 8”

——— — ——
Sin.a”.Sina" Sine/.Sine./ S/’ 2

LA/AY Sin.#.Sin.g".Sin, g

Sin.«.Sin-«.Sin.e

Sin.3.Sin. 2. Sin.8”.Sin g/

g

Cette derniére équation donne

Sine.Sin.e.Sine’ . Sina’

= ."& L&/-x .

Sin.z.Sin.e’.Sin.«”.Sin. o'

% Sin S.SIn.5’.3311.3”.511’:.6”’z
— xr=

Sin.2”.Sin.3”.8in 2"

AN—N\VAT,

Sin.z.Sin, & Sin.a/f

d’ot on tire

—H-AA,

Sin. 37,8, 8" ,, Sin.pm
A\,

Sinz,Sina” Sin.a

-
2
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A A’ Sin.e Sin.e’ Sine/.Sin.e/"—A’ A” Sin.’Sing’. Sin.g” Sin.g"

J-AZAY Sin.a' Sid.&"".Sin g7 Sin.g"— A’ A ,Sin.«’.Sina”.Sin.«'",Sin.g"
T =

-

Sin.e.Sin &8, 2" Sine//—S§in.8.8in.&".Sin.2”.Sin. g

Le probléme est impossible si , entre les données , on a la
scule équation

Sin.«.Sin.e’.Sin.«”.Sin.«///. = Sin.s8.Sin.#".Sin.p”.Sin, a7,

Mais si l'on a, en outre,

A A’ \Sin.e Sine .Sin.e/.Sin.a” % A’A?.Sin.e.Sin.g .Sin.g” .S.n. g

~-AAM,Sinue! . Sin, 2" Sin. 6. Sin. g A" A.Sin./.Sin.e.Sin.&" Sin. g

le probléme est indéterminé.
Si, en particulier , on a
=8 , J=p =g =g

la premitre condition est d’elle -méme satisfaite , et la seconde
devient

AA’Sin.aFA”AY Sinww/’ = A/A/.Sin.«’4-A/" A Sin.’"’,

Il faut donc alors que cette condition soit remplie pour que le pro-
bleme soit possible ; ct, si elle 'est cn cffet, ce probleéme demeure
indéterminé,

Le procédé est exactement le méme pour les polygones d'un
plus grand nombre de cotés, et ne difftre de cclui-ci que pour
la longucur,

Yorsque le nombre des cétés du polygone proposé est impair , le
dénominatear de la fraction qui exprime la valeur de x , au lieu
d’étre la différence de deux produits , en est la somme ; et consé-
quemment il n’y a lieu alors ni & impossibilité ni & indétermination.

Sclolle, On peut réunir, sous un méme énoncé , le probleme qui
fait I'chiet de ce mémoire, et celui qui est résolu & la page 115 de
ce velume , comme il suit + A un polygone donné , inscrire un
puelygeoe de méme nom dont quelques-uns des cotés passent par
des puinls dounds de position , et dont les auires soient paralliles
@ des drodes données de position ?



