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248 QUESTIONS

QUESTIONS RESOLUES.

Solution du probléme d’hydrodynamique proposé a la
page 164 de ce volume ;

Par M. GErconnNE. (*)

[a Sla Sa Vo Nia Vo Vo Vg Vo, WL W)

1.0N a deux vases V et V/, en forme de prismes ou de cylindres
droits. Leurs bases sont horizontales et ont des aires respectivement
égales &4 & et &/. Ces vases étant remplis d’eau jusqu’d des hauteurs
% et A/, on pratique a la fois & I'un et a l'autre et latéralement
une fente verticale d’une largeur uniforme par laquelle 'eau s’écoule.
L’eau du vase V est recue dans le vase V/ et celle de celui-ci est
évacuée au dehors. On supposc d’ailleurs que la quantité d’eau qui
s’écoule des deux vases est indépendante de la pression du liquide
supérieur , que conséquemment , pour chaque vase, elle est constante
dans toute D’étendue de la fente qui répend au liquide. On suppose
enfin que le volume d’eau écoulé pendant I'unité de temps, par une
unité de longueur de la fente , est ¢ pour le vase V et ¢/ pour le
vase V.

Cela posé, on propose de déterminer , 1.° quelle sera la hauteur
du liquide dans les deux vases a une époque donnée quelconque

(**) Ce probleme aété proposé par M. Bret, professeur a la faculté des sciences
de l'académie de Grenoble.

2.°
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2.* 4 quelle époque I'eau aura atteint son maximum de hauteur dans
le vase V/; 3.° enfin quelle sera alors la hauteur du liquide dans ce
vase,

2. Soit z la hauteur du liquide dans le vase V } ‘époque 7 ; A

Vépoque 47 cette hauteur sera

dz & dxz 72 '
+_$ ~+w o cee (A)
elle aura donc diminué de la quantité
dz d2z i’
T T A 1.

d’'od il suit que le volume du liquide évacué durant l'intervalle de
temps I sera
dz 1 dxz 2
T T ;:—-.....) '
c’est-a-dire ;
dz ¢ dzz 12
—-5—dt--;-— I (B)

3. Présentement si, pendant lintervalle de temps 7, le liquide

elit été constamment entretenu dans le vase V 4 la hauteur z, le

volume d’eau évacué durant cet intervalle eut été
]
pZ— 3 ©
et si, au contraire , le liquide elt constamment été , pendant le méme
temps , & la hauteur ol il n’est parvenu qu’d I’époque 77, le vo-
lume de la partie évacuée durant le temps Z n'elt été que

) dz 7 d2z 72
"Z(Z+T""+—' ~"+..u¢-.> 2

de 1 de2 1.2

¢est-a~dire ,
; - 1 2 '3
i dz 12 . d2z !

PG we— DY) wme— v— ) ——

K] ,
dt 1.2 d¢ 1.2.3

Hieer (D)

Or il est visible que I'on peut toujours supposer # assez petit, sans
Tom. 11 35
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étre nul , reur que le volume d'eau reellement évacué soit compris
entre ces ceux-1a: cest=3-dire, peur que la fonction (B) soit com-
prise entre les fonetions (€) et (DY, et quialors il en sera de méme
pour toutes les valeurs de 7 inferieures a celle-ld 5 on doit done

. . : \ *
avoir , rigoureusement en vertu d’un théoréme connu (*),

dz
-0 . — =z
de ’
c’est-a-dire
dz ¢ s
m =—‘—';;z . ( ) (E)
- i . dz dx . . .
4. Si Ton fait z=¢", dou-gt- = e"a—- , il viendra, en substi-
tuant et divisant par ¢*
dx 0
& b

(4
x=T——=1¢,
b
T étant une constante arbitraire. On aura done

v
T —t

z=e b ; )

au bout du temps /~~/, z sera donc devenu

T v( H Y v, v,
(i ——1 - -
e b =¢ b Xeb =ze?t,
c’est-a-dire ,
. ) o2 it
T — 2 — Z— ... G
b I + 2 1.2 ' ( )

(" Voyez le Calcul des dérivations & Arbogast, note de la préiace , page X1Ve
Voyez aussi le Traité de calcul différentiel et de caleul intégral de M. Lacroix,
deuxiéme ddition, tome 1.6T | introduction , page 65,

(**) On parvient a ce résultat d'une manicre moins rigourcuse, & la vérité , quant
au langage , mais beaucoup plus courte , en remarquant que vzdf et —4dz ne sont que

deux expressions diffcrentes du volume de liguide ¢vacud durant Pinstant dt,
i
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formule qui doit coincider avee la forinue A, et qui montre que
Vavaissement da liquide dans le temps 7 esP

12 7 o2 72
-;.Z-;—-—-b—;A-—l;——{"...... {*)

5. 81 Von veut compter les tewps depuis Pepeque ot Pdcoule-
leiuont a commence , on devra aveir 4 la fuis s=4 et =0, ce
qui deancra

T
L=¢ 3

divisant Péquation (F) par celle-ci, il viendra, en chassant le dé-
nominatear ,
v
-
z=/c b
c’est 14 Pexpression de la hanteur du lignide dans le vase V au
bout du temps 7: elle montre gue cette hauteur, bien qu’elle dé-
croisse continucllement, ne pourra jamais devenir tout & tait nulle,
6. Considérons actucllement ce qui se passe dans le vase V/; soit
z’ la hautear du liquide dans ce vase & Ucpeque £; a I'époque 1~4-7
elle sera

dzr [ dzz! 72
I — -+ — 4 I
z de 1 diz 1.2 ’ ()

et le volume de liquide introduit dans ce vase pendant le temps ¢
sera (H)

"y i 02 g2
—f——— — R K
ANkt riewde y ()

Si ce volume et été subitement introduit & 1'époque #, il edt élevé
le liquide d’une quantité

14 / ¢ ) p32 72
— —f———z— ... ),

c’est-a-dire ,

.

(4 4 v

7z
Fz-l——-&;zx—&-—{—..... H (L)
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de maniére que ce liquide se fut trouvé, & I'époque 7,4 une
hauteur

’/+ ] 13 +
. — b z L2 cseeas
sa hauteur & DIépoque l+z eut donc été dans cette hypothése (G)

(Z'/ .iz-.i_.___z-——+ ) Z/+""Z—'—u >—

N { bo! 1.2

(z’+.....) —_——

b/2 1.2

c'est-a-dire,

z/+( —_— g .—z/) +( b/z bbl Z e B, ':b)-z':' Z ;l-‘,; +ono (M)

7. Si, au contraire ce volume de liquide edt été subitement in-
troduit & Pépoque 7—-7 ; comme i I’époque z il se trouvait a la
hauteur 2/, sa hauteur & I'époque 747 se fut trouvée d’abord (G)

o/ i o2 2
/. / o
L/ — — - — T/ — e
o 1 bz 1.2 ?

2 quoi ajoutant l'élévation (L) due au liquide subitement introduit,
c'est-a-dire ,

v 1 V3 ?

e L e e T ceese o

T by 1.2 + ’

on aura pour hauteur totale, & I'époque z+4-7,

/2 o2 2
/ _—z = —— g —— — .
s (fomg i ) (mE— e )t M)

8. Présentement il est facile de voir que 7 peut toujaurs étre
supposé assez petit , sans étre nul, pour que la hauteur effective
du liquide dans le vase V/, & lépoque 77 soit moyenne entre
celles qui rdsultent de ces deux hypothéses , cest-a-dire, pour que
la fonction (I) soit comprisc entre les fonctiens (M) et (N) ; d'ou
P'on doit conclure, comme ci-dessus,

dz’ ¢ of
ey N ,

W v
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ou

=

2. —d:t- =vz—p'z’ (*). (0)

9. Pour que la hauteur 2z’ du liquide dans le vase V’ soit un
2

mazimum , il faut qu’on ait-d—t- =0, ce qui donne

vz—p/z/ =0 d’ou pz=yp/z/ ;

or vz et ¢/z/ sont les dipenses respectives des vases V et V/ dans
le méme temps; ainsi le liquide sera & sa plus grande hauteur dans
le vase V’, lorsque ce vase perdra précisément autant d’eau dans
un instant que le vase V lui en fournira, ce qui était d’ailleurs
facile & prévoir.

10. Si entre les équations (E) et (O) on élimine d#, on obtiendra

dz/
b0z mm = (0! 2/ .
— (v =rz) ;

dz/ d o e .
posant alors z/=zy d’ou = =% A'Z ~+y, il viendra, en substituant
z

et divisant par z,

by ( -32;- +y ):b(v’y——v) ,

ou
dz body _ b (bo'=b'v)dy
z _(bv’—b’v)y—-bv T by—bty (bot==b'y)y—>by !
dolt
bty
Log.z-+L.0g.C= - Log. { (bo'—b/p)y—bv} ;

z/ Ly .
ou en remettant pour ¥ la valeur — et réduisant
z

—-—b—v—’—- Log.z-+Log.C=

byl—b'y

2 Log. { (b/—bi)—lvz}

by!l—

(*) On parvient sur-le-champ 2 ce résultat , en remarquant que Paccroissement da
volume du liquide dans le vase V’, durantlinstant d¢ , peut étre également exprimé
par b'dz’ el par (vz=—y’z/)dts
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=24
11. En considsérant que les valenrs 4 et 2/ de

COI‘I‘GSPO:‘.AK‘C, cn aura par
1N

z et z/ doivent se

cvlcnwnt

P Log.A--Log C= — 1 og. § (b'—b0)/—bsk} s

équation qui, retranchée de la prér,edente , dorne

b = Flo . o —1r Yol oz
— Log.— = — T.ng —— —
N e Y N N U AR A A
. 1
ou simp:ement
(el="") e
Y 5

by/LOS' ———b ‘I‘OC’ Go'—L v, i—uovk

ce qui revient
Bl bl bz by
<( ¢ 1 . (‘P)

b}
a
z N by’
(7 . ( (v =y hl—boh S ’

ou encore )
but

{(Go/— 0 _bwa;G )b" = (bp'—b/0)e!—boz

et donne
z \.‘1’
{ o= bi—boh *( 77 bV Hbez
z'= :
bv'—b'v »

formule qui donnera z/ lersque z sera connu.

12, Nous avons trouvé (5)
by
iy A . by .
— . z — e Pt — —
z=he b , dot —=¢ b et —) =e¢ ¥ 3
h h
substituant donc, il viendra
14 v
-——f ——t

- 11 b bl
g=bte” Vibeh =0T (o). Q)

(*) Si dans I'¢quation (O) , on substitue pour z sa valewr en ¢, clle deviendra

=t —t
b it
154 3

b/ E =$'/Ae
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C'est 13 la hauteur du liquide dans le vase V/ & Uépoque 7

&)
(941
(34

- ' . [ 354
13. Si dans Iéquation (P) on met pour z/ sa \'al«,ur— qui con-

vient au maximum, elle deviendra

b2 A
sbbr =, g
¢/ [boh—(by'—Db"v Y"1 ’

en remettant pour z sa valeur en #, on aura

( Y )r o blo bty
e\’ b=y byl—(bv'—b'v) I ’

v/

ou en passant des nombres aux logarithmes

L PR T 23
v/ by h—(bv'—blv )i ?

équation qui donnera Pépoque # ou le liquide du vase V/ aura
dtteint son maximum d’'élévation.

14. Ces derni¢res formules se simplifient lorsque le vase V/ ne
contient d’autre liquide que celai qu’il recoit du vase V. COn a alors
=0, ce qui donne pour la hauteur de eau dans le vase V/ &

Vépoque ¢,

et pour I'époque du mazimum de hauteur du liquide dans ce vase,

Log. )_Log —_
( \ Y

be

il est remarquable qu’alors I'époque du maximum est indépendante
du volume d’eau contenu dans le vase V.
- 15. Si de plus on su‘pposc les vases” V et V7 ahsolument égaux

Lo}

et percés de la méme manitre ,on trouvera 1.° pour la hauteur du

celte ¢quation , qui ne parait étre facilement intégrable par aucun mojen connu 4 a
done” pour intégrale Péquation (Q).
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liquide dans le vase V7 2 I’époque ¢

v

——

¢
2= }1.7 te ;

2.° pour lka plus grande hauteur du liquide dans ce vase
2= —
€
3.° enfin pour I'époque ol le maximum d’élévation du liquide aura lieu
dans le vase V/

b
t':— .
[

On traiterait de la méme maniére le cas ot 'un des vases ou tous
les deux seraient construits en forme de cénes ou de pyramides,
tronqués ou non tronqués , et celui ou l'on aurait égard 4 la pression
du liquide supérieur ; mais il est douteux qu’alors on parvint 4 des
formules intégrables.

_— e ——— —




