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22 ANALISE

ANALISE INDETERMINEE.

Résolution, en nombres entiers positifs , de [l'équation
generale du premier degré ¢ deux indéterminées.

Par M. PirATTE, professeur de mathématiques spéciales
au lycée d'Angers.
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NOUS nous proposons ici de résoudre en nombres entiers positifs ,
lorsque cela est possible , I'équation da premier degré a deux indé-
terminées.

a, x4ax, =b.

En supposant que 2, a,, & sont des nombres entiers, que
acet a, sont premiers entre eux , et qu’on a @a>a, , nous aurons
a considérer successivement les trois équations

a,v4ax, =0,

¢, x—ax,=b,

ax,—a,x=b;
ce sont, en cffet, les seules veriétés de la proposée , compatibles
avec les conditions du probléme.
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§. 1.

Solution de I'équation a x-}-ax, =),

Opérons sur 4 et @, , comme si nous cherchions leur plus grand
eommun diviseur ; nommons @, , @; , ..+, ¢, a, les restes succes—
sifs dont le dernier sera ncécessairement égal 4 l'unité , et Tis Gus
Zy s+« qu-y 5 ¢, les quotiens , nous aurons cette suite d’équations

a =a; ¢, +a, ,
a, =a, ¢, +ag ’

W)

® 5 00 60 80 9 80 0608 80 ]
Qp.y=a, '711-1+an ’

an‘l_—:qn .

Mettant pour @ sa valeur dans la proposée , divisant par @, et trans-
posant, on aura

b,
xr=

—_— T
z, 71%5 5

mais x,2, devant étre des nombres entiers , et ¢, étant lui-méme
un nombre entier , en désignant par #, un nombre entier indéter-
mniné , on devra avoir

b=—a, x,
z,=——, dot a,rt}azr,=b;
a‘ . -
ainsi l'on a
d’une part X=x,—~q.7, ,
et de l'autre a, 2 +ax,=b .

Opérant sur cette derniére ¢quation , comme sur la proposée, en
continuant les mémes raisonnemens ct les hypothéses analogues, nous
formerons ces deux séries d'équations
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a, x -ta x, =}, ) X =, =7 X ;)

a2, ¥y ~+ta, r, =b, _ T, =Xy w—, X,

a; 7, +a, 2, =P, X, =Xy —F; T3

P ¢ ) ISR N (0

Oy Xpeyta, a0, =0, T3 =Tpay=—F 2%y

ATy Va2, =0, Tp-2=n —’7"\_11‘”-1 ’.
‘Tn-l+”n—lfn :Z)B RS :5 _dl;‘l‘féll ~7 J

'

Si maintenant on substitue Ta valeur de o, _, dans celle de z,_, ,

celle-ct dans celle de ooy, ot ainsi de suite on parviendra , ala
fin, & des valeurs enticres- des &, et & ; mais, en exécutant ces subs—
titutions , on s’apergoit bientot qu’elles deviennent plus faciles et plus

symdtriques , en posant d’abord les dquations suiyantes :
L =1 N
' “n—!.:h “y~1 qn-" L

a3 = “"-1(/?“1“}_“”«! >

o;..-.-‘.-o-o-;'.::.‘.’ (D)

“y ey gy ey
@y Ta, g, +ac; Ty

« gt 7 e, 5
Procédant alors aux substitutions, on aura pour 1.’ équation
T,y :“;;_15—012- tdn s
3 _ / \
puis Anoy =——a,_ 1Jn1 5"]—\”11- 171 —+1 ,fx,l 3

4 s
observant alors que, par les équations (D) > ey Gy =#y.5 5 € qué
par les équations (A) , 4,.,¢,.,+1=a,., , i viendra

Tn 2 :"'“‘n-z&"‘}"amzx"'

En continuant ce procédé, on formera le systime d’équations

Lray
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Lpey =+u,;_,5——-0".,xn 5 )
xu-z = . lé-‘_ﬂ'l'zfyg J )
T3 :+“n-;b—ﬂ"‘3‘rn >

x, :i“z L..{,._ﬂz Ty s
&y = OFap aa,
¥ =Tta bila x,;

p:

équations dans lesquelles il faudra prendre les signes supérienrs ou
. les signes inférieurs, suivant que n scra impair ou pair. Ceite re-
marque s’étendant également & tout cc qui va suivre , nous nous
dispenserons de la répéter.

Pour calculer rapidement les valeurs des inconnues x, et z, on
cherchera d’abord les quotiens ¢,, ¢,, ¢35, ... , ¢, =@, ; on derira
ensuite «,_, ou 1 sous le quotient ¢,., ; on multipliera ¢,., par 1
et 'on aura «, , qu'on écrira sous ¢,., ; on multipliera ¢, , par
«,.,, au produit on ajoutera «,_,
sous ¢, ; ; on multipliera ¢, ; par «,.; , au produit on ajoutera «,_, ,

ou 1, et Pon aura «, ;, qu'on derira

et I'on aura «, , : on continuera ainsi jusqu'a ce qu'on soit par—
venu a «; et «. .

Nous ne répéterons pas ici les remarques connues, sur les diverses
valeurs qu’on peut obtenir pour z et z, ; nous observerons seulement
que , bien que le nombre entier x, puisse étre pris & volonté, il est
néanmoins compris entre certaines limites , déterminées par la condi-
tion que x et x, soient des nombres entiers positifs ; il faudra done
qu’on ait généralement.

b
<"'— 2
a

z, si n est impair ,

Tom. II, 33
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ab
ar
a, si n est pair,
« b
<'a_" »

Il y aura autant de solutions différentes qu’il se trouvera de nombres

. . ¢b 22 b . B
entiers compris entre — et — ; ety s’il ne s’en trouve aucun entre
a

T

ces deux limites , la proposée n’aura aucune solution en nombres en-
tiers positifs.
On peut, 4 la simple inspection de la proposée , assigner, au moins
2 une unité prés , le nombre des solutions qu’elle peut admettre.
ab P/ .
En effet , depuis — jusqu’a o il doit y avoir au moins autant

de nombres entiers ou, au plus, autant de nombres entiers plus un

o «b ;b . oy . -
que la différence +(——-—-— contient d’unités entiéres ; mais on a
—\ 7 z
ab b b
-+ = =t — dﬁ‘—-a",)
- a 2 aa;
— b )
- e, a.,% =~ o
~+ ac, 27T,
b
=i_ a;"’z"—az“;)
aay
-—_—o..-......-..o...
b b
= —_— = 5 (*)
aa, aa,

done la preposée admet autant de solutions, au moins, en nombres

(") Pour obtenir ces résultats, il faut d’'abord substituer pour @ et « , ensuite
powr a: et a;, a, el «, etc. , leurs valeurs tirées des équations (A) et (D). Il cst da
plus essentiel de se rappeler quil faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs ,
suivant que n est Zmpair ou pair.
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positifs,, qu’il y a d’anités entiéres dans L,et clle ne peut en admettre
ac,
qu’unc de plus.

§. 2.

Solution de l'équation a,x—ax,=Db.

I.a méthode 4 suivre dans ce second cas est exactement Ia méme
que pour le premicr. En censéquence, les systtmes (A) ct (D) ue
subissent aucun changement , et il suffit dindiquer les modiications
qu’éprouvent les systtmes (B), (C), (E) qui deviennent alors

a x —a x, =-0b, zr =z, ¢, x ,
a, x, —a, z, =—0b, x, =a, -{—72 x,
a; x, —a, ¥, =-+b, Z, =x, g, v, ,
an-—zan""'an—;xmz:iéa xﬂ—xzxn—x“‘l_qn—zxn-z,
Ay Xy gy ¥y =10, Ty =X, G, X, ¢
Tyy—dy 1 &y :iép x”_,::‘f_"b +‘7,,-:x;; 7
xlt-l=i“n-lb+an-lxn >

Ty =Ty 04a, 2, ,
Tuey =T btan 70
e, ) (EY
xz =i“2 L+al x" 2
=+« bta, =z, ,

w‘ T
x im 5+ﬂ X o

f

On voit qu’ici x, ne sera susceptible que d’une seule limite. Si 7z est
impair, on pourra prendre pour z, un nombre entier positif quel—

conque ; et méme un nombre négatif , pourvu qu'il ne soit pas plus

. ., ab b
grand que la plus petite des deux quantités —> i;—-—.
13
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Si n est pair, on ne pourra prendre pour 2, quun nombre posi-
tir, ct ce nombra nc devra pas ¢tre moindre que la plus gx‘ande des
erd ab

deux quentités —, —,
a a;

"
S 3
Solution de I'équativn ax,—a,x=b.
En mettant cette équation sous la forme a,x—ax,=—0h , on voit
quelle ne differe de celle qui vient d’étre discutée que par le sigue

de b3 il suffira donc, pour la résoudre, de changer le signe de 4,
dans toutes les formules du §. 2 : on aura donc

z, =1 *btax, ,
x =tebdaax, .

1l faudra donc appliquer & » pair ce qui a été dit de » impair,
6t vice versd.

(E)

Applications.
1.° Soit I"équation 1314192, =1000, qui se rapporte au §. 1. On
, b 1000 . . .
a d'abord —=-——>4; il y aura donc quatre solutions au moins
aa; 1319

et cinq au plus.

Suite des divisecurs ¢, 2, ., 2, , By oivvnneinin.. 19‘13 6 ‘ I
Suite des quotiens is Gas Jyaenvesenennan, 1 210
Suite des quantités - T , I,

Puisque 2=3 est un nombre impair, on aura, cn remplagant @y
par e.

& =—2.1000413¢ ,

x =-+3.1000—10¢ ;

d’oli on eonclura

2008 ___ o] (5 4
>"‘;;"-— 100 s

1600 - .
<‘—,5‘ —— la/+ 19 2

-
-

I
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on fera donc successivement e =154 , 155 5, 156 , 157 ;
: r= =2 15 28 41
et 'omaura.......conviuuu 3 ! oo T >
*r = 54, 235, 36, 17.

2.° Soit encore I'équation 3gr—>5€Cr, =11, qui se rapporte au §. 2.
On aura ici

211
22

Suite des cocfficiens  « , @, , @y, #; 5, 24 23,16, 7,2, 1.

Suite des diviseurs @, a,, a,, @5, a,, a,..56|3a}17|5
1la2l3

Suite des quotiens Gis Gas G35 Tar G5

Et, puisque =5 est impair, il viendra, en remplacant toujours =,
Fare,

x, =-16.114-39e=-176-+439¢ ;
& =—23.11456e=—253+456¢ ;

faisantdonc........... e= 5, 6, 7

8 s i e e
? b

r, =371 10 4 88, ...
ON trOUVETA . o v v v ... SR ’4,,’4:9’4 >
o= 27, 83,139.195, .....

Ces dcux exemples sont tirés de l'algebre d’Euler.




