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TANGENTES AUX SECTIONS CONIQUES. 225

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Recherche de quelques proprielés des tangentes aucx
sections coniques ;

Par M. RocHAT, professeur de navigation & St-Brieux.

AN NN

SOIT A*y*+B*2* = A*B* V'équation d’une ellipsc rapportée i son centre
et & ses axes; soient de plus
y=az+b , y=aa+4b" ,
les équations de deux droites quelconques.
Nous exprimerons que ees droites sont tangentes 3 Dellipse , en

écrivant
:Azaz_l_Bz_____&z , :Aza/z_,l_Bz:&/z s
ou bien
A*a B =y*—nsa ay+ta *x* ,
Aza/2+Bz —_ ,y.z____:,_a/xy +a/2xz ,
ou encore :
axy Bae—y2
a’ a =0
‘==t ——"=0,
2xy B 2
a == at—— =0
si—x? A2

N b M . . N ’ . -
d’ott 'on voit quc « et a2/ sont racines d'une meme cquation qui n’est

autre que l'une des deux précédentes, et quainsi on doit avoir

B:_._.;V::
=ada’. (3)

A2
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226 TANGENTES
Si Ton suppose le produit @a’ constant et négatif , Péquation (M)
sera
Vi taa'x2* = B*~4-aa’ 4*
elle appartiendra denc & unc ellipse concentrique & la premiére , dont
les axes 24/, 2B/ auront meéme direction que les axes primitifs, et
seront déterminés par les ¢quations

32 2
“-aa’A
Ar= — Br=PB*4-aa’ A* ;
en sorte que leur rapport sera
BI
— /
- = Vad.

Si 'on suppose au contraire le produit @/ constant, mais posi=
tif , I’équation (M) deviendra
y*—aa’2*=B*—aa’ A* ;
elle appartiendra donc alors 3 une hyperbole concentrique & ellipse
proposde ;5 les axes 24/ et 2B/ de cette hyperbole , qui auront en-

core méme direction que les axes primitifs, seront déterminés par
les équations
: Bz—aa’ A2

aat

Ar=—

> Brr=B*—aa’4* ;

en sorte que leur rapport sera
B/ S—————
== Vaa ;
B

et, suivant que @a’ sera plus grand ou plus petit que = Paxe

transverse de cctte hyperbole sera dirigé suivant le grand ou le pe-
tit axe de Dellipse.
Comme on parviendrait évidemment aux mémes conséquences , en

rapportant lellipse & son petit axe, on peut établir le théoréme sui-
vant :

THEOREME. Si deux droites touchant continuellement une méme

ellipse , se meuvent de maniére que le produit des tangenies irigo=
aométrigues des angles qu'elles forment avec un des axes soit conse



AUX SECTIONS CONIQUES. 2n
tant , le point dintersection de ces deuw droites décrira une scc-
tion conigue concentrique @ [ellipse proposée | of dont lcs azxes auront
mémes directions que ceux de cette eliipse.

En général, cette section conigue sera une ellipse ox une hyper-
bole, suivant que le produit constant scra negatif ou positif. Dans
Zun et dans l'auire cas, le rapport des devx axes de la section co-
nigue sera la racine quarrée du produit consiant.

Si A lellipse qui a pour équation

y*~4aa'xv*=B*~ad’ A*,
et dont les axes 24/ et 25/ sont cons¢cquecmment déterminés par les
équations
B24-aa’ 4>

aa!

Ar=

s Br=DB4aa’A* ;

si 4 cette ellipse, disons-nous, on mene deux tangentes de maniere
que le produit @a’/ conserve la méme valeur que précédemment et
soit négatif , la courbe décritc par ces nouvelles tangentes sera une
troisiéme ellipse dont les axes 2.4/, 2B/ seront déterminés par les
équations

Brrdaal A1

aa’

Ar= , B/ = Br<4-aa’ 4" ;

mettant pour B/* ct A4/ leurs valeurs déji détermindes , il viendra
(B2 1 4>
A”z:z\B ~taa’ A?)

aa!

=24" , B'’r=2B*~ad’A*)=2B".

Si, en observant les mémes conditions, on cherche le lieu de l'in-
tersection des deux tangentes menées & cette troisitme ellipse , on
en déterminera une quatriéme dont les axes 247/, 2B/ seront don-
nés par les équations
Arr=odir B/r=2B/
et ainsi de suite: on aura donc
- B Br Bw
/- _— = — .
Vaa——— ——— e s s s
Al A A4 >
ec qui donne lieu & ce théordme,
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THEOREME. Si deux droites , touchant continuellement une
méme ellipse , se mewernt de maniére que le produit des tangentes
trigonoméiriques des angles qu'elles forment avec Pun des axes
soit constant et négatif , le point d'ntersection des deux tangenies
dicrira une scconde ellipse. Si on congoit deux tangentes a cetle
seconde ellipse , mobiics comme les premiéres , et assujetiies euxm
mdémes condiiions qu'elles , Pintersection de ces derniéres décrire
ure troisicme ellipse de laguelle, en suivant les mimes procédls ,
on en pourra déduire vnec quairiime, et ainsi de suiie. Cela posé :

1.° Toutes les ellipses construites sur la premiére seront sembla-
bles entre elles s elles lui seroni concentrigues , et leurs axes aurons
la méme direction que les siens. .

2.° Les aires de ces cllipses formeront une progression croissante
par quotiens dont la raison sera =a2.

3.0 Enfin les tangentes dont Iintersection décrira lune quelcon-
gue de ces ellipses , seront continuellement paralléles & deux cordes
supplémentaires de ellipse qui la précédera imméaiatement , dans
lordre de leur génération successive. “

Considérons présentement quelques cas particuﬁers.

Soit 1.° ga/=—1; dans ce cas l'équation (M) deviendra simple-
ment

y ot =445

ce qui donne cc thdoréme connu :

THEOREME. Si les deux cités d'un angle droit mobile sont
continuellement tangens & une méme cllipse, son sommet décrira
un cercle concentrique & cetic ellipse, et ayant pour rayon la corde
qui joint lunc des extrémilés du grand axe @ lune des extrémiids
du pelit.

Soit 2.° ga’=-1; V'équation (M) deviendra alors

ya_xz :_<A:___Bz> 3

ainsi, dans ce cas, le licu du poiat d’intersection des deux tangen-



AUX SECTIONS CONIQUES. 229
tes mobiles est une hyperbole cquitatale dont les axes sont égaux
a la distance entre les foyers de Ueilipse.

. Ba e .
Soit 3.° (zg/:—'—A—3 Véquation (M) deviendra

Ay 4B =245 ;
on aura donc une ellipse dont les demi-axes seront A\/; R B\/;,

B\- B - S
et , comme Va = — et (Ay/2)*=24*, cette ellipse scra semblable
Ao A N
4 la premidre, et son aire sera doublé de la siennc {a” condition
B2 . . .
ag/ =— —; convenant d’ailleurs aux cordes- supplémentaires de l'cl-

lipse proposée , on en peut conclure ce théoréme :

THEOREME. §i deux droites mobiles, continuellement tangen~
tes & une méme ellipse , sont constamment paralltles a dcux)(c\pr_dcs
supplémentaires de cette ellipse , le liew géométrigue de I'iniersec—
tion de ces deux tangentes sera unc autre ellipse , concentrigue et
semblable & la premiére , ayant ses axes dans la méme direction

et dont Paire scra double de la sienne (*).

. Bz LI
Soit 4.0 aa’=- - Péquation (M) donnera

c’est-d-dire, qu'on aura alors, pour le lieu géométrique cherché,
les diagonales du rectangle dés ‘axes.

Si, dans tout ce qui précéde, on change B en B‘/:r,la'ccrui:be
primitive sera une hyperbole, et on pourra établir , pour cette courbe,
des théorémes analogues aux précédens.:

Enfin, en appliquant le méme procédé a la parabole, on parvient
4 ce théoréme.

THEOREME. Si deuzx droites mobiles , touchant continuellement

(" Ce theéoréme est un corollaire du deuxitme de ceux qui précédent.
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nune méme parabole se meucent de maniére gue le produtt des tan-
geates trigonomitriques de leur inclinaison @ axe de cette para-
bole soit constant , le liew de ['iniersection de ces deux droites sera
une droite indefinic perpendiculaire @ cet axze.
Cette drorte indéfinie sera la directrice de la parabole , si les
deux tangentes sont constamment perpendiculaires I'une & [autre.
St-Bricux, le 20 de novembre 1811.




