ANNALES

DFE. MATHEMATIQUES
PURES ET APPLIQUEES,

THOMAS-LLAVERNEDE

Méthode facile pour exécuter le développement des puissances des
polynomes ; pour faire suite a I’article précédent

Annales de Mathématiques pures et appliquées, tome 2 (1811-1812), p. 208-217
<http://www.numdam.org/item?id=AMPA_1811-1812__2_ 208 1>

© Annales de Mathématiques pures et appliquées, 1811-1812, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de Mathématiques pures et appliquées » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AMPA_1811-1812__2__208_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

208 PUISSANCES
tera donc pour la 7™° puissance, si elle a lieu pour la (m-1)®°;
et, puisquelle se vérifie pour les premitres, on en doit conclure

vor ’ 1 mn
quelle est générale; le terme général du développement de (2-4-2)
-est donc

m it
3 -
P.—qram-n
n

ou, en remcttant pour P sa valeur,

m  m—1 m—n-4-1
- . e ean aram=n
1 2 n

c’ost-3-dire, le méme que ci-dessus.™

Parvenu ainsi au terme général du développement de (a-fa)m, il
est facile d’en déduire celui du développement de (e—+b-+c~.... 47",
duquel , par une marche inverse de celle que nous avons suivie
dans ce qui précede, on pourra conclure les diverses formules de la

théorie des permutations et combinaisons. 1l est trés-utile & ceux qui

étudient les sciences , d’apprendre & parcourir ainsi, en divers sens, la
chaine des propositions dont elles se composent.

Meéthode facile pour exécuter le developpement des
puissances des polynomes ; |

Pour faire suite & Particle précedent ;

Par M, THoMAs-LAVERNEDE.

AN N N

1. D.\NS le mémoire qui préctde, M. Gergonne est parvenu,
d’unc maniére simple et élégante, au terme général du développe-
ment d’une puissance quelconque d’un polynome. Je me propose
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ici de donner des rgles faciles pour effectuer ce développement d'apres
la connaissance de son terme général.

2. 1l vient d’étre prouvé que le terme général du développement

de (at+d4-ctd+......0" est

1.23 st i e e e (M=) ({M=—1)M

a®bPc e,
1.2, . aX 1.2 . BX 1.2, « ¥ X120 0 0X o0

avec la condition a~t-p~4-y~4-3-+...0..=m; or, ce terme peut étre
écrit comme il suit: ‘

1.2.3, ... a.(e41) ... (M=—2)(m~—1)m
+D )¢ ) b ...,
12,00 X T2 BXI200 . ¥XL.20 0 0 0% .0

et deviendra conséquemment, en réduisant ,

ME=—1) es ot sene. (@dm2)(u4-1)
1.2, .. 8X 12040 ¥X1e2. .. &% Ivus

b3 d°. .. u*,

- . . I3 Y

Mais, par ce qui précede, on a
e L Ve T

il viendra donc, en substituant,

MM—T)(N=—2) e+ s s o s v + (Mmmfmiymmed . .00 F-1)

5’367113. AP am-ﬁ-y-’é\'"'
1200 BXI, 200 ¥XI e 200000 OX oen

cc qui fournit la régle suivante :

Le coefficient d'un produit quelconque des lettres a, b, ¢, d,...:
dans le développement de (a-b—~-c—H-d—-......)" est une fraction
gui a pour numérateur le produit d’autant de termes consécutifs de
la suite m, m—1 , m—2,.... quil ¥ a d'unités dans la somme
des exposans des lettres qui multiplient a, et pour dénominateur le
produit dautant de termes consécutifs de la suite naturelle, a partir
de l'unité, pour chagque lettre qui multiplic a, qu'il y a d'unitis
dans Uexposant de cette lettre.

3. Concevons présentement que le développement soit ordonné
par rapport a a2, et considérons , comme un terme unique , U'ensem~
ble de tous ceux qui sont affectés d’unc méme puissance de cctte
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lettre. Dans le 7™ terme , @™ *+1 sera muitiplid par tous les pro=
duits de »—1 dimensions que l'on peut faire avec les lettres 4, ¢,
d,.....; et, dans le (n=-1)™¢, gm-» sera multiplié par tous les pro-
duits de » dimensions que lon peat faire avec ces mémes lettres,
Or, en supposant déja formés les produits de z—1 dimensions que
peuvent fournir les lettres 4, ¢, d,...., il est évident qu'en les
multipliant par 4, on aura tous ceux de 2 dimeusions qui doivent
contenir cette lettre comme facteur ; et on aurait de méme tous
ceux de » dimensions qui doivent renfermer la lettre ¢, en les
multipliant par cette derni¢re lettre , au licu de les multiplier par b;-
mais, comme parmi ces derniers, il y aurait des produits qui ren-
fermeraient le facteur 4 et que ceux-ci sont déja determines par la
premiére multiplication, il est clair qu’en multipliant par ¢, il faudra
opérer seulement sar les termes de n—1 dimensions qui ne con-
tiendront pas le facteur 4; réunissant donc les deraiers résultats aux
premiers, on aura ainsi toas ceux des termes de 2 dimensions dans
Tesquels doivent entrer les lettres & et ¢. Par un sembiable raisonne-
ment on trouvera qu’en réunissant & ces termes les produits par 4
de tous ceax des termes de n-—1 dimensions ¢ui ne renferment ni
b, nic; les produits pare tous ceux quine renfermentni &, nic, ni d, et
ainsi de suite, on parviendra a cbtenr tous les produits de 2 dimen-
sions qu’il est possible de faire avec les leitres &, ¢, &,..... Ncus
d¢duirons de 1a la régle suivante pour former le (n—4-1;"¢ terme de la
m.X™e puissance du polynome a—-b~-c—4-d—4......, ordonnée par rap-
port & &, lorsque le ».¢ terme de cette puissance est déja connu.

. b . .
Multiplicz par — fous les produits des lettres a, b, ¢, ... qui
a
c » -
entrent dans le n.™¢ terme, par — tous ceux des ces produits qui
a
. d
ne contiennent pas le facteur b , par— tous ceux de ces mémes
a

- - . . . e o
produits qui ne contiennent ni b, ni ¢, par — fous ceuxr qui

ne contiennent ni b, ni c,ni d, et ainsi de suite; enfin , donnez
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a chacun des produits obtenus le coefficient que Iui assigne la régle
prescrite (2).

Cette régle étant ge’nérale , et le premier terme du développement
de (a=4b-fc+d—-.....)" étant toujours connu et égal 3 gm; il est
évident que son application fera trouver successivement tous les au-
tres; elle suffira donc pour développer (a+o4-c+d+..... )™ en une
suite de monomes.

4. Examinons présentement, d’une manitre plus particuliere, la
loi que suivra le développement ; et, pour cela, considérons un pro-
duit quelconque Be7dl ... .. g™ dans lequel, 2, v, &,....

dtant des nombres entiers ou zéro, on ait g4»—s34..... : m. Si
nous supposons la somme g-y—=-3-4-...... constante et égale & n,
quelles que soient d’ailleurs les valeurs particuli¢res des exposans
By ¥, &pe-.ey il est visible que BRc¥d. 0. a™ " sera I'expression
géncrale des produits des lettres @, &, ¢,.... qui doivent entrer
dans le terme du développement de (e—+b~4-c+d-+.....)" dont le
rang est désigné par g4»—43—+......41 ou n-1. Or, nous avons
vu (2) que le coefficient de BB, .oi.amh est
I.2.3ci0eenenneces (M—2)(m—I1)m

1.2 00 BXI2 00t ¥X1e2 vea X o ve e XTu2en oo (m—n) ?

ou ce qui revient au méme
m(m—1)(m—2)... (n1)n@A—1) ... 3.2.1
1200  BRT20s o X130 ee 0% oo X 1.2, (M —0)

eu encore
nM—1)(=2) s ss s vass 3 2.1 mm=—1)(m-=—2) « .« ... (n4-1)
128X L2 00 X200 0X 0o 1.23. 40 oo (n—n) s

et, comme on a évidemment

m(m—1)(m—2) ... (n-1) _ mm—1)(m—2) ... (m—n-}-1)

1.2.3.. .. (Tn=—n) 123 0000 0o 2 ’

on pourra écrire encore

n(n—1)(n—2)......3.2.1 m(m=—=13(M=—=2) .. ... (M=—=n-41)
1.2 BXIL2 e ¥ XIe2 o §Xoee 1.23. 00,00 ?
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d’ou il suit que la formule

25 T m m—1 -1
BAYA .  — . am-r
1

2000 BXTuZ0 0« X120, 00X .. 2 n

représentera généralement les quantités monomes qui doivent com-

poser le (n=1)™° terme du développement. Or, dans cette expres-
sion, le facteur

m m—1 m—n--1 _—
—. ! tmmmmeat Ly g e s o Se—— () 3
¢ 2 n

est constant, et son co-facteur B

1.2.3.................72 5 v &
Le?d’ ..,

12000 BXE20 0 o Y XI2e 00 0K o

qui est-variable, 3 cause des exposans variables «, 8, v,...., est,
d’apres le précédent mémoire , le terme géndra! du développement de
(b4c+d—+.....)» ; donc le (n-+1)*™° terme du développement de
(a+-d4ctd4...... )™ sera

m me—I me—n~-1
R o o o

1 2 n

(bod. . ya™"

et conséquemment , em posant b—4-c4d-...... =s, ce développe~
ment est

m m m—1 M T T2
@ — s S . grgmmt e
I 1 1

2

stam i,

comme il résulte- d’aillears du développement de (a+4-5)™, par la
formule du binome.

2

5. I résulte de ce que nous venons de dire, que, 72 étant un nombre
entier positif , le développement de (2-4-b—4-c—+-.....m, donné par
la regle (3), revient & celui qu'on obtiendrait par Iapplication de la
formule du binome; puis donc qu’il est démontré que cette formule
a lieuw quel gue soit Pexposant 7z, il parait légitime d’en conclure
que la regle dont il s'agit, pourra également c¢tre appliquée quel que
soit m2 5 ce qui se vérifie, en effet, pour des cas particuliers. =

6. 1l suit de tout ce qui vient d’¢tre dit 1.°, que p , exprimant

' le
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le nombre des termes du polynome, et m étant un nombre entier
_positif, la somme des coefliciens des monomes qui composent le dé-
veloppement de (2—~b—-c+d=-......)™" est p™, ce qu'on apercoit
dailleurs sur-le-champ , en supposant ¢=b=c¢=d=.....=1; 2.°
que lorsque I'on connait, abstraction faite de leurs coefliciens , les monomes
qui dc¢’veat composer le développement de (a-+b-4c4d+-..)", on en
peut déduire ceux qui doivent entrer dans le développement de
(e+b~4-c+d.. )"+ , toujours abstraction faite de leurs coefficiens , en
les multipliant d’abord tous par @, puis par 4 tous ccux qui ne contiennent
pas @, puis par ¢ ceux qui ne contiennent ni ¢ ni 4, par & ceux qui ne
contiennent ni @, ni &, ni ¢, ct ainsi de saite ; de maniére qu’il ne
sera plus question alors que d’affecter chacun des termes obtenus du
coefficient convenable..

7. Le sujet que nous venons de traiter nous conduit 4 nous occu-
per de la recherche des formules qui expriment les puissances entieres,
et de degrés déterminés, d’un polynome a~-b~4-c4-d=+......, quel
que soit le nombre de ses termes. Ces formules peuvent étre écrites
d’une manicre fort simple, et les considérations qui précedent, fournis-
sent un moyen trés-facile de les construire.

8.° Tl est d’abord & remarquer que, parmi les termes du déve-
loppement de  (e-4-b+4-c4d—+.....0", cerux qui ne différent que
par Vordre suivant lequel se succédent les mémes exposans «, g,
%> 85 +eeee, tels, par exemple, que les termes a"b%"’...., albc”. ...,
a”b%cP.... , .....doivent dtre affectés des mémes coefficiens , ainsi qu’il
résulte de la forme assignée au coeflicient du terme général,” dans
le mémoire précédent, etcomme on peut aussi le déduire, a priors,
de ce que (a+b~c—td+-.....)™ est une fonction syméirique des
quantités a, b, c, d,.....

Cela posé, désignons par («gys.....) la somme des produits des
facteurs a, &, ¢, d, et de leurs puissances, dans lesquels les ex-
posans sont «, 8, v, 3, ... quelles que soient d’ailleurs les lettres que
ces expoesans affectent. Dans le développement de (a—-b4c-+d—+...)",
il y aura, outre la classe de produits comprise dans I'expression («8y.....),

Lom. 11. 30
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autant d’autres classes de produits qu'il y aura d’autres maniéres de satis-
faire 2 la condition a~~g—-y—3~+... =m avec des nombres entiers positifs
ou nuls, cest-a-dire, autant. qu'il y aura d’autres manieres de former
le nombre 7, par addition, avec des nombres compris dans la suite
naturelle, depuis 1 jusqu’d m inclusivement. Nous voila donc con-
duits d'abord A cette question: #rowver toutes les maniéres de former
par addiiion de nombres entiers posiiifs un nombre donné m?
Nous indiquerons ici, pour résoudre cette question, deux régles
fort simples; et d’abord, pour fLixer les idées, nous supposerons que
le nombre 7 quiil s’agit de former par addition , est 8. Alors toutes
les manieres de le former seront comprises dans le tableau suivant,
dans lequel les chiffres écrits les uns & c6té des autres, sans au-
cune interposition de signe, doivent étre considérés comme séparéds en-
tre eux par le signe -~, et conséquemment comme devant étre ajoutes
ensemble pour former le nombre demandé,

FAIIEIII, IIIIIE2, 1I1f122, II222, 2222, 224, 26, 8.

111113, 11123, 1223, 233, 35
11114, 1124, 125, 44
1133, 134, 17

1115, 116,

La formation de ee tableau présente peu de difficultés. Sa premidre
eolonne verticale & gauche n’a qu’un seul terme, et, quel que soit
le nombre proposé, ce terme est toujours compesé d'autant d’unités
que ce nombfe en contient. Quant aux autres chlonnes elles se
déduisent successivement les unes des autres par la régle que voici:

Pour former la colonne du rang v, changez deux unités en 2
dans les termes de la (r—1)™° colonne , trois unités en 3 dans
ceur de la (r—2)™° qui ne renferment pas 2, quatre unités en 4
dans ceux de la (x—3)™° qui ne renferment ni 2 ni 3, et ainsi
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de suite, Jusqud ce que vous soyez parvenu & la premilre colonne
dans lagquelle vous changerez v unités en r.

Cette régle étant générale pour toutes les colonnes qui suivent la
premiére , ct celle-ci étant toujours connue, il est clair qu'elle fera
trouver successivement toutes les colonnes qui doivent composer le
tableau, et par conséquent toates les manicres de former, par addi-

tion, le nombre donné.
On peut encore disposer le tableau des diverses manitres de former

F

le nombre 8 dans l'ordre suivant.

IIIIrrlr, r11rirz2, rrri22, 11222, 2222;

111113, 11123, 1223
11114, 1124, 224
1115, 125, 233
116, 26,
17, 1133,
8, 134,
35,
44,

alors chaque colonne dépend uniquement de celle qui la préctde,
et on forme celle du rang 7 par la régle qui suit: changez dans
les termes de la (t—1)™° colonne deux unitésen =, puls irois unités
en 3 dans tous ceux de ces termes qui ne renferment pas 2, puis quatre
unités en 4 dans tous ceux qui ne renferment ni 2 ni 3, et ainsi
de suite; lensemlle des termes obtenus par ce procédé formera
la colonne du rang r. .

On doit observer, dans l’application de l'une ou de lautre régle,
que, si un terme d'une colonne sur laquelle -on opére ne contient
pas le nombre d'unités nécessaire pour faire I’échange prescrit, ce
terme ne doit point étre employé dans la recherche de ceux de la
colonne que 'on calcule.
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Lorsqu'on a obtenu toutes les différentes manidres de faire, par
addition, le nombre 7, on a, d’aprés la convention établie, toutes
les classes de produits qui doivent entrer dans la m.™¢ puissance du
polynome a—=b—+c4-d—4-..... ; mais nous avons vu que tous les pro-
duits d’'une méme classe doivent avoir le méme coefficient ; on aura
donc une formule qui exprimera le développement de (a-4-b-4-c—+d+-...)"
en donnant & chacune des maniéres de former le nombre m le coef-
ficient qui convient aux produits dont elle représente la somme. En
posant donc, pour abréger

at-b4-c+d+.....=P

on trouvera

Pr=(1),

Pr=(2)42 (11),

Pr=(@3 (2)4-6(i11),

Pé= (4 (B)ra(uatad(inn),
16 (22)

Ps= (515 (14)-F200113)+6o(t txa)brao(innn),
+10(23)430(122)

P =(6)4-6(15)+30(x14)+120(1113)4360(11112)4720(111111),
~+15(24)+60(123)4-180(1122)
+20(33)490(222)

Pi=(1)4 7(16)4 42(115)4-210(1114)4- 840(!!u3)+zSzocrx11125+5040(1!11111)
21(25)4105(126)4420(1123)1260(11122)

+-35(34)4140(133)4630(1222)
~}-210(223)
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Pr=3)+ 8(17)+ 56(116)4 336(x115)4-1680(11114)4 6720(111113)4-20160¢11T1112)440320(1111111)
28(26)4  (125)4 840(1124)4-3360(11123)-10080(Xx1122)
F-56(35)4-280(134)4-1120(1133)4-5040(11222)
+70(44)+420(224)41680(1223)4-
+4-560(283)4-2520(2222)

Pi=)+ 98- 7201174 So4(1116)4- 3024(11xx5)+:5120(111114)+60480(uxn13)+18144o(nuux=)
-+ 36(27)4 252(126)4-1512(1125)- 7560 (11124)4-30240(111123)-}90720(1111122)
-+ 84(36) 504(135)+2520(1134)+10080(u'x33)+45360(u1222)
F126(45)4F 756(225)4-3780(1224)4-15120(11223)
=~ 630(144)5040(1233)4-22680(12222)
~-1260(234)4-7560(2223)4-
~+1680(333)

+4-362880(x11311111)

et ainsi de suite.

9. Je terminerai par les deux observations suivantes. p désignant
le nombre des termes du polynome, m le degré de la puissance &
développer , et 2 le nombre des lettres différentes qui doivent entrer
dans une méme série de termes, 1.° si Uonap<m, toutesles classes
dans lesquelles on a n>p doivent étre regardées comme nulles,
pacce que les produits qui leur appartiennent, doivent avoir zéro
pour facteur ; 2.° si, dans unec classe quelconque, représentée par
(atc.visBBesciyye.e..) les exposans «, £, ¥, ..,. sont répétés des
nombres de fois exprimés respectivement par «, 8/, »/5 w.o, le

nombre des produits de cette classe aura pour expression

pp—1)(p=—2) ... .. (p=—n-}-1)

T2, 0/ XT.2 00 B/IXTe2...9 % s

Cette derniére remarque , qui se déduit aisément de la théorie des
combinaisons, offre un moyen de s’assurer que I'on n’omet aucun des
produits qui doivent entrer dans la puissance cherchée.



