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PUISSANCES DES POLYNOMES. 1
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ANALISE ELEMENTAIRE.

Becherche directe du terme general du developpement
duné puissance quelconque d'un polynome ;

Par M. GERGONNE.

o Y V3 ¥, Vi, U, Vo Y Vi

NEWTON a donné, pour le développcment d’une puissance quel-
conque d’un binome , une formule qui, 4 raison de son importance
et de la multitude d’applications dont elle est susceptible , doit étre
considérée comme un des points fondamentaux de l'analise algébri-
que. Ce grand géométre ne parvint & cette formule, résultat de scs
premiéres recherches , que par une simple induction ; et Clairaut est
le premier, je crois, qui ait tenté d’en donner une démonsiration
proprement dite. On a ajouté depuis 3 cette démonstration quelques
perfectionnemens tendant 4 la rendre plus rigourcuse ; mais clle est
demeurde la méme quant au fond; ct tous ceux qui, dans ces der-
niers temps , ont écrit des élémens d’algeébre ont pensé ne pouvoir
rien faire de plus convenable que de Padopter. On a aussi étendu
la formule de Newton au-ddveloppement ‘des puissances des polyno-
mes d’un nombre de termes quelconques; et on a prouvé entin que,
bien que les raisonnemens qui y conduisent, supposent essentiellement
que l'exposant de la puissance est un nombre entier positif, elle peut
néanmoins étre appliquée , en toute confiance , au développement des
puissances fractionnaires et négatives (*), et méme & celles dont I'ex~
posant est incommensurable ou imaginaire (**).

(") Voy. le Complément dalgébre de M. Lacroix.
(**) Voy. les notes & la 6n du 1.°T vol. de U'Introduction au ralcul diffcrer-

Tom. II. 28



198 PUISSANCES
Pour suivre donc, dans cette recherche d’analise, la méthode gé-

néralement admise aujourd’hui, on est d’abord obligé de déterminer

quelques formules appartenant & la théorie des permutations et des

combinaisons. On forme ensuite divers produits de factéurs binomes
ayant tous le méme premier terme : un examen attentif de ces
produits conduit bientot & faire soupgonner une loi générale a la-
quelle .ils paraissent devoir étre assujettis , quel que soit le nombre
de leurs facteurs ; et l'on parvient en effet & justifier, par un rai-
sonnement rigoureux , cet apercu fourni par la simple induction.
Supposant enfin que les seconds termes des facteurs multipliés de-
viennent dgaux, et faisant subir au résultat d’abord obtenu les mo-
difications qu’entraine cette circonstance , on arrive ainsi 4 la formule
de Newton, de laquelle on peut déduire ensuite expression du terme
général du développement d’une paissance quelconque d’un polynome ;
alors , sculement , on sc¢ trouve en état d’écrire ce développement
tout réduit. ‘

Cette marche d’ailleurs tris-rigoureuse , est, comme on le voit
assez longue et peu naturelle; car, outre quil semble plus direct
et plus élégant de considérer les binomes comme des cas particuliers
des polynomes , que de déduire des premiers ce qui est relatif aux
derniers, la supposition de Iinégalité des seconds termes des binomes
que lon muliiplie, supposition tout-a-fait étrangére a la question,
ne peut tendre qu’ad en compliquer la solution ; puisqu’en général le
résultat d’un caleul est d’autant plus compliqué qu’il y entre un plus
grand nombre d’¢lémens inégaux. Aussi arrive-t-il que, dans la plu-
part des traités d’algébre; la formation des puissances et l’extraction
des racines des polynomes, au’ lieu de suivre immédiatement leur
multiplication et lear dwxsmn, comme la filiation des idées semblerait
Vexiger, sont presentces beaucoup plus loin, parce qu on les fait
dépendre de la formule du Binome de Newton dont, 4 raison des

tiel ¥ Euler , traduction de M. Labey., Voy. aussi le Calcul des fonctions de M.
Lagrange , lecon 111.°



DES POLYNOMES. 149
longueurs et des difficultés qu’entraine sa recherche, on croit desvoir
faire un objet & part, une espice de hors-d aurre. Souvent méme on
ne dit absolument rien, dans ces sortes d'ouvrages, du développement
des puissances des polynomes de plus de deux termes.

Toutefois, s'il n'y avait, pour parvenir au but, d’autre route qué
celle qui a ¢té tracée par Clairaut, quelque longue et quelque dé-
tournée qu'elle fut, il faudrait bien nécessairement s’y assujettir. Mais
si, par une voie plus courte, plus facile et non moins rigourcuse , on
peut parvenir directement au terme général du développement d’une
puissance quelconque d’un pofy'i}onlc, de quelque nombre de termes
qu'on le suppose d’ailleurs formé, il n’y a point de doute qu’alors
cette voic ne doive étre préférée, et que le développement des puis-
sances d’un binome ne doive étre considéré que comme un cas par-
ticulier du résultat général qu’on aura obtenu.

La méthode que je vais exposer me parait réunir ces avantages.
Ce n’est qu'aprés m’étre assuré,par une expérience de dix années
au moins , qu'elle n’est pas plus au-dessus de lintclligence des com-
mencans que tant d’autres théories qu'on cst dans 'usage de leur en-
seigner , quc je me suis déterminé & la rendre publique.

Pour ne rien emprunter d’ailleurs, je m’occuperai d’abord de la re-
cherche de la scule formule de la théorie des permautations qui me
soit nécessaire pour parvenir & mon but. Je le fais d’autant plus
volontiers que les recherches de cette nature me me paraissent pas
exposées d’'une maniére assez nette dans la plupart des ouvrages des-
tinés a I'enseignement. 4 4 : '

I. Soient ¢, &, c,>.._._. ..., des lettres toutes différentes les unes
des autres, au nombre de m ,‘ et pI:(;PBSOIiS—nOUS de déterminer de
combien de manieres elles peuvent étre disposdes entre elles, ou, ce qui
revient au meéme, cherchons combien elles peuvent fournir de mots
différens, de m lettres chacun..

ie Ja. désiond v
Soient, pour cela, désignés respectivement par

-Mm, ]l[m-x s Mm_z,.'--‘.M,, Mz, ﬂfl,
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les nombres qui expriment combien on peut faire de mots au moyen
des divers arrangemens de différentes lettres au nombre de

My M—I, mM—2,0e00+s3, 2, I3

on aura évidemment 3, =1.

Cela posé, il est clair que, dans la totalité des mots de 2 lettres,
chaque lettre devra occuper & son tour la dernigre place, et qu’il y
aura autant de ces mots terminés par I'une quelconque de ces lettres
quil y aura de manitres de disposer les -1 autres a sa gauche ou,
cc qui revient au méme, autant que m-1 letires peuvent fournir
de mots différens.

Il suit de la qu'on doit avoir, entre M, et M ,, la relation
suivante

M, =mM__. ;

m

et, comme cette relation est indépendante de la grandeur de 7z, on
‘pourra derire successivement

My = ~mM,.,;
M, . T':((m""l)]”m—z ?

®° s 2000000800000

M, = 2M,
M, = I 3

d’ol on conclura, sur-le-champ, par la multiplication et la suppres-
sion des facteurs communs aux deux membres de l'équation produit

Mp=1.2.3.c0eus . (m=—1)m. (*)

(*) Cetle maniére assez simple et assez nelle de parvenir au but peut étre appliquée
avec avantage 4 une multitude d’autres recherches du méme genre.

Que Ton propose , par exemple , de déterminer le nombre des mots distincts , de
wn lettres chacun , que Uon peut former acec m lettres données , toutes différentes
les unes des autres ? Pour y parvenir , soient désignés respectivement par

-[Ux 2 J‘[! 2 ﬁ[; 300 "Mn-z 2 Mu-x H Mu ’
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1I. Voild pour le cas ou toutes les m lettres sont différentes les unes
des autres. Concevons maintenant que plusieurs de ces lettres, au nombre

les nombres qui expriment combien avec les m lettres données on peut former de mots
dont le nombre des lettres soit
I, 2, 3,000 m—2, n—I, R

on aura évidemment 3, =m. Concevons de plus que les mots de n—1 lettres soient
déja formés; si Pon écrit successivement , 4 la droite de chacun , chacune des m—(n—1)
ou m——n-1 lettres qui ne s’y trouvent pas, on formera évidemment m—n--1 fois
autant de mots de n letires chacun quon en avait d’abord de n—1 lettres. Je dis
de plus qu'on formera ainsi tous les mots de n letires que peuvent fournir les lettres
données , et quon ne formera chacun d'eux qu'une fois seulement.

Celic derniére assertion se prouve en faisant voir que, si Pon compose au ha-
sard un mot de n letires , prises parmi les m lettres données , ce mot doit se
trouver , el se trouver une seule fois parmi ceux qu'on aura formé. Or, soit

glao.....dhp,

le mot den lettres dont il s’agit; puisque , par hypothése, on avait, une fois seulement ,
tous les mots de n—1 lettres , on devait avoir et n’avoir quune fois le mot

gla......dh ,

ne différant du précédent que par la suppression de la lettre p ; puis donc quon
a écrit , et quon n’a derit quune seule fois 4 la droite de chacun, chacune des
lettres qui n’y entrait pas, on a di écrire, et n’écrive qu'une fols la lettre p 4 la
droite de ce dernier ; on a donc formé 'autre, et on ne 'a formé quune seule fois,
D’aprés ce qui précede, on doit avoir, entre M, et M,_, , la relation suivante :

v Mo =(m—n41)M,_; ;

et, comme celle relation est indépendante de la grandeur de 7, on pourra écrire
successivement

M, =@m—nt+1)M,_, ,
M"_  =(m—n=4-2)M,_, ,
Serseuscrasransscanaay
M, = (m—1)M, ,
M, = m H
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de « se changent toutes en @; il est clair qu’alors tous les mots
ol les autres lettres se trouveront occuper les mémes rangs respec-

d'olt on conclura, sur-le-champ , par la multiplication et la suppression des fac—
teurs communs aux deux membres de 'équation produit,

M, =m(m—1). . ....(m—n42).(m—n-t1).

En faisant , dans cette formule, m=n, et renversant , dans le second membre,
1l vient -

M =123.......¢0;

formule des permutations, démontrée dans le texte,

A l'aide de ces deux formules, il est facile, comme I'on sait, de résoudre cette
question : Combien , avec m nombres donnés, tous différens les uns des autres,
peut-on faire de produits distincts, de n facteurs chacun P Mais M. A. Ollive,
ancien éléve du lycée de Nismes, est parvenu a résoudre directement cette der-
nire question par les considérations suivantes qui me paraissent assez simples.

Soient représentés respectivement par

P, P,, P,,.....P_,, P_, P,

les nombres qui expriment combien, avec m nombres donnés , tous différens les
uns des aulres, on peut faire de produits dont le nombre des facteurs soit exprimé

par .
1, 2, 3,iieeell—2, n—I1, n;

on aura évidemment P, =m. Concevons de plus que tous les produits de n—1 fac-
teurs soient déié formés , et quon introduise , tour 4 tour , dans chacun d’eux, chacun
des m—n—-1 facteurs qui 'y entrent pas ; on formera ainsi des produits de n facteurs
dont le nombre sera m—n--1 fois plus grand que celui des produits de n—1 faclears
quon avait d’abord; je dis de plus que, par ce procédé, on aura formé n'fois chacun
des produits de n facteurs.

Pour prouver cette derniére assertion, il suffit de faire voir quun tel produit,
composé au hasard, se trouve n fois parmi ceux qwon aura formé : or, clest la
une chose facile ; car soit ce produit

abce. gkl

si I'on en dte successivement chacun de ses n facleurs , on formera les n produits
de n=1 facteurs que voici :
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tivement , se réduiront 4 un mot unique : or, il y aura autant de
ces mots, pour un arrangement donné des lettres demeurées inégales,
quil y a de maniéres de permuter entre elles les lettres qu’on sup-
pose étre devenues égales; mais ce nombre est, d’aprés ce qui pré-

becconiviini gk,
NV - N SN
abeoovieioo gk,
abeioo. vv. kb

lesquels devaient se trouver , une fois chacun, parmi ceux dont il a été question ci~
dessus ; puis donc quon a du introduire la lettre @ & son tour dans le premier, la
lettre & & son tour dans le second , et ainsi de suite, on a di former n fois le
produit a.b.c.....g.h.k , et on en peut dire autant de chacun des autres,

D’aprés ces considérations, on doit avoir, entre P, et P,y , la relation suivante

nP=(m—n—+-1)P,_, ;
et, comme cetle relation est indépendante de la grandeur de », on peut derire

n

(n——l)Pn-x :(m—n-{—z)P,,_, ?

nP, =(m—n+1)P,.,,

00--0--0;0.0.-50-.-.01-.,

2P, = (m—1)P, ,
1P, = m H

dolt on conclura, sur-le-champ, par la multiplication et la suppression des facteurs
eommuns aux deux membres de Uéquation produit ,

1.2.3.000. .. 0P, =m(m—1)(m—2)...s. (n—n-1) ,

et par conséquent



204 PUISSANCES

céde, 1.2.3..... 2, et doit conséquemment, dans le cas présent , de-
venir diviseur de la formule ci-dessus; et, comme le méme rai-
sonnement est applicable a tout aatre groupe de lettres devenues
pareilles, on peut établir généralement que, si 'on a « lettres pareilles
3 a, # lettres pareilles 4 &, » lettres pareilles & ¢, et ainsi de suite,
de ganiére qu'on ait a4ig=4y—....=m , le nombre des divers ar-
rangemens dont ces 7 lettres seront susceptibles, aura pour ex-
pression ‘

1.2.3.................(m—l)m‘

(A) L2 e X120 00 BXIL20 00 oYX s

c’est 1y, par exemple, le nombre qui exprime de combien de ma-
nitres différentes on peut écrire , les uns a c6té des autres, les

facteurs du monome
o«
AU s

si toutefois on a a4g4od-.....=m.

1L, Ces préliminaires établis, qu’il soit question d’assigner la forme
du développement de (@4b-c4-.....~4r )™, ou plutét celle de son
terme général; le moyen le plus naturel de parvenir & ce dévelop-
pement , si l'indétermination tant de 7 que du nombre des termes
de la racine ne le rendait impraticable, serait dc multiplier le poly-~
nome a—4-b—-c~+-.....4-r par lui-méme m-1 fois. Concevons néan-
moins que P'on procéde de cette maniére; mais que , pour éviter
des réductions qui ne laisseraient , dans les coefliciens des termcs
réduits , aucune trace de leur origine , on convicnne, dans le cours
des multiplications de monome a momome qui doivent conduire au
dernier résultat , d’écrire constamment la lettre multiplicateur 2 Ia
droite du terme multiplicande, tout comme on le ferait si les ex-
posans n’étaiént pas d’'usage, et qu'en outre on ignorit qu’il est
permis, dans une multiplication , d’intervertir 4 volonté l'ordre des
facteurs (*). Alors, comme on n’exécutera aucune réduction, il est -

(™ Je dois la premiére idée de ce moyen de démonstration & M. Lavernéde qui,

depuis long-temps, en fait usage pour parvenir a la formule du Binome.
M s

ause
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aisé de voir qu'en désignant par 7z le nombre des termes de la racine,
le premier produit aura n* termes de = dimensions, le second en
aura 7’ de 3 dimensions, et aiosi de suite, en sorte que la puis—
sance cherchée sera un polynome homogéne de m dimensions ayant
n™ termes , sans coefficiens ni exposans , et dont les termes seront
formés de letires prises parmi celles du polynome proposé, et écrites
une ou plusieurs fois.

Je dis présentement que ce preduit contiendra, une fois sculement,
chacun des mots de 7 lettres qu’il est possible de faire, en n'y
employant que des lettres prises parmi celles du polynome proposé,
et répétant chacune d’elles autant de fois qu'on voudra. Soit en elfet
formé, au hasard , un pareil mot, et soit cc mot -

dbba..... gacl ;

d’apres la manidre dont on suppose que les résultats successifs ont
été formés, pour que ce mot ne fit pas partic du dernier produit
ou s’y trouvat plusieurs fois, il faudrait que le mot

‘ dbba.. ... gac

ne fit pas partie de I'avant-dernier ou s’y trouvat plusicurs fois; par
la méme raison, le mot

dbba......ga

manquerait dans le précédent ou s’y trouverait plusicurs fois, et,
en continuant ainsi, de proche en proche, on serait conduit & con-
clure, contrairement & I'hypothése, que la lettre & manque dans le
polynome proposé, ou s’y trouve plusicurs fois.

Rendons présentement & chacun de ces termes la forme ordinaire 3
Pun quelconque d’entre eux deviendra

%P7 .,
avec la condition a4g+4»=......=m; mais il nc sera plus alors
seul de son espéce, d’autant que ceux qui, jusque-li, ne différaient

de lui que par la disposition des lettres , lul deviendront absolument
Tom. II. 29



206 PUISSANCES

semblables ; et, comme le développement renfermait, avant d’avoir
subi la modification dont il s’agit ici, tous: les mots qui pouvaient
étre formés de cette maniére, et ne renfermait chacun d’eux qu’une
fois seulement , il s'ensuit que ce développement , ainsi modifié,
renfermera autant de termes pareils 4 celui que nous venons d’écrire,
quil y a de manitres de disposer , les uns & coté des autres, les
facteurs dont ce terme ecst composé; il faudra donc, pour faire la
réduction de ces termes, n’en écrire qu'un seul, et lui donner pour
coefficient la formule (A), & laquelle nous sommes parvenus (II).

Le terme général du développement de (a4-b4-c4......4r)" est

donc

a*bPc¥. . ...
T.20002XT200 00 BXI200 0 eYXonne

et on en déduira tous les termes de ce développement en y admettant
successivement, pour «, £, y....., tous les systtmes de valeurs en-

titres et positives , y compris zéro , qui pourront satisfaire i la
condition

atpt-otu .. =m.
IV. Silon suppose actuellement que le polynome a--b~4-c+....~4r

se réduise au binome z~+a , le terme général du dévcloppement de
(#4-a)™ scra simplement

1.23. .00 sem

(-]
ala
1230000 aXI2,3.... 8 ?
avec la condition a~-g=rm. Soit changé g en 2, on aura e=m-—n;
ce terme général pourra alors étre éerit comme 1l suit

m(m=—1)(m=—2) ... ({Mm—n-4=1)(m—n)...3.2.1

-1
: auxm
1.2 . 3 ...

e B . (M—n) ... 321 ’

ou, en réduisant,

m m—I m—2 m—-n+£ nomen .
- . - s ses a’a r)
¢ 2 3 n

c’estld le terme général connu de la formule du binome.
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V. On peut, ‘au surplas, parvenir directement i ce dernier résul—
tat, sans rien emprunter de la théorie des permutations et combi-
naisons, Il suffit, en effet, de formor les premiéres puissances du
binome x4 pour étre conduit & soupconner que , dans toute puissance
de ce binome , le coefficient d’un terme quelconque pourrait bien
étre le coefficient du terme précédent multipiie par I'exposant
de z dans ec méme terme , et divisé par le rang qu’il occupe
a partir du premier.

Cette observation une fois faite, il n’est plus question que de
changer en certitude le soupgon auquel elle conduit. Pour cela, sup-
posons que la loi dont il sagit de prouver I'existence, se soutienne
jusqu’au déveleppement de (z—4-a)" "' ; il est aisé de voir que, dans
cette hypothése, en faisant pour abréger

m—1 m—2 m—n-{-1
. i sy _
1 2 n—1i

trois termes géndraux consécutifs de ce développement seront

m=—n 122 Al 7Eand §

n T~

(1"+ P pm-n-z,

Par1gmr P gy P,
7

Pour passer de 1 au développement de (a4-2,™, il suffira d’exdcuter
la maltiplication par a-fa; or il est aise de voir que le produit de
cette multiplication renferinera les deux termes généraux consécutifs

que voici
m—n m—n r—n41 it M-ty
P, a"2m"4-P. . — & ’
n n FiegmI
m——
+7 4p. T2
n

lesquels deviennent, en réduisant

m m m=—T1
P. -— aﬂxtﬂ'n_i_P. -, a!+ I axm-us 1
n n n

et sont évidemment encore assujettis & la méme loi. Cette loi exis-
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tera donc pour la 7™° puissance, si elle a lieu pour la (m-1)®°;
et, puisquelle se vérifie pour les premitres, on en doit conclure

vor ’ 1 mn
quelle est générale; le terme général du développement de (2-4-2)
-est donc

m it
3 -
P.—qram-n
n

ou, en remcttant pour P sa valeur,

m  m—1 m—n-4-1
- . e ean aram=n
1 2 n

c’ost-3-dire, le méme que ci-dessus.™

Parvenu ainsi au terme général du développement de (a-fa)m, il
est facile d’en déduire celui du développement de (e—+b-+c~.... 47",
duquel , par une marche inverse de celle que nous avons suivie
dans ce qui précede, on pourra conclure les diverses formules de la

théorie des permutations et combinaisons. 1l est trés-utile & ceux qui

étudient les sciences , d’apprendre & parcourir ainsi, en divers sens, la
chaine des propositions dont elles se composent.

Meéthode facile pour exécuter le developpement des
puissances des polynomes ; |

Pour faire suite & Particle précedent ;

Par M, THoMAs-LAVERNEDE.

AN N N

1. D.\NS le mémoire qui préctde, M. Gergonne est parvenu,
d’unc maniére simple et élégante, au terme général du développe-
ment d’une puissance quelconque d’un polynome. Je me propose



