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RESOLUES. 185

Sur les différences des ordres successifs des puissances
semblables des termes d'une progression arithmetique;

Pour servir de reponse a la méme question ;

Par M. LuuiLier , professeur de mathématiques & Pacadémie
impériale de Geneve.

[a Vo Vi ¥io Vo Vi Vi Vi V]

LE théordme algébrique proposé & démontrer 3 la page g6 du
2.2¢ yolume des Annales , 'peut étre énoncé comme il suit: Les
différences de lordre m.,*™¢ des puissances m.*™% des nombres
naturels successifs sont une quantité constante ; savoir : le pro-

On pourrait prouver, plus généralement, que si , dans une fonction entitre et
retionnelle du degré m , on substitue les termes d'une suite dont les n.e™M® di-
férences soient coastantes , les résultats des substitutions formeront une suite dont
fes mn.6™ différences seront constantes,

{* M. Servois , professeur de mathématiques aux écoles d'artillerie de Lafere, a
sussi adressé aux védacteurs des Annales une démonstration de cette formule ; mais
elle ne differe en rien de celle de M. Tédenat,

( Netes des éditeurs. )
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duit continuel des nombres naturels depuis lunité jusqu'd lexpo-
sant m.

Cette proposition appartient & la doctrine des différences finies ,
qui sert d’introdaction aux calculs supérieurs. Je I'ai demontrée dans
mon ouvrage intitalé : Principiorum calculi differentialis et integralis
expositio elementaris. En travaillant de nouveau ce sujet, a l'oc—
casion de la demande faite dans les A4nnales , j’ai établi la loi générale
des différences de tous les ordres des puissances semblables des termes
successifs d’une progression arithmétique. Le théoréme proposé devient
alnsi un cas tres — particulier de cette doctrine genérale,

§.n

Pour abréger et poar faciliter le développement de ce sujet , je
vais d’abord .établir quelques symboles.

Je désignerai par S P, , [.P,, (P, fPyseii S P, .\, [P,
les sommes des produits de 1, 2, 3, 4,.... n—1, 2, dimen~
sions , faits avec des lettres proposées et leurs pflissances.

Les lettres proposées étant A, , 4, , 4, , 4, , la somme des
produits de 2 dimensions , faits avec ces lettres determinées , sera
exprimée comme il suit: /P, A,....4,.

Que les lcitres qui composent ces produits soient au nombre de
deux seulement; on conservera cette symbolisation , en supprimant
les points mis entre ces lettres. Ainsi expression [P, 4,4, est
celle de la somme des produits de ~ dimensions , faits avec les deux

lettres A, et A4, (*).
S 2.
Sur les différences premicres.

Soient A et A’ dcux termes successifs d’une progression arithmé-
tique , des termes de laquelle oa prend les 7z.emes puissances; et les
differences premiéres de ces s emes puissances : on aura

(*) Ces sortes de fonclions ont déja ¢té considirees ¢ uue manicre spéciale par
M. de Wronski; ¢ Yoy. son Introduction & la philosophie des mathematiyues,
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Savoir: un terme des différcnces premiéres des puissances m.emes des
termes d’une progression arithmétique , est le produit de la diffé-
férence constante des termes de cette progression par la somme des
produits de 7z—1 dimensions , faits avec les termes dont on prend les
différences premiéres des puissances.

§. 3.
Sur les différences sccondes.

Soient 4 , 4 , A, trois termes successifs d'une progression
H 2 3

arithmétique , des termes de laquelle on prend les m.6™¢ puissances ,
et les différences secondes de ces puissances , on a , par ce qui
précede ,

m

A —d =4 —A4 WP . Ad,

pag. 65 ) il les désigne par la caractéristique hébraique ( Aleph ) ; ainsi, par
exemple , la fonction

ar4br-c2t-ab4ac-t-be
que M. Lhuilier désigne par
S.P,.abc ,
est désignée par M. de Wronski ainsi quil suit :
Rla+bterr 5
de manitre qu'en général
S P’;‘abc o k== N lafote- o ™

( Note des éditeurs. )
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m

m
:4 ""'.44 = (x4 "-.44 )\/‘.P - A A ;
T 3 3 m-1 8 2

3
d’ou

A oA A= (A — )g JP. A4 —fP.AA ;

3 2 3 2 H m-1 3 2 m.g 3 1
m I m-~2 m-2 m—1I
A4a"™ A F e d A4 )
:(A ._..A ) 3 3 ) 3 2 2

) 1

A" A" A Ak d A4 )
3 1 ) 4 2 1 I

k] 2
= 1.2 A—A) {/.P AANA P AAASP . A A du
3 3 m-1 3 .t 2 m-3 3 1 2 m-4 3 1
m-3 m-2 )
veetA SP . 4444 >3
2 } 4 3 1 2 3
ou enfin
. m m m
A —24 +4 =124 —A4 /P .4 .4.
3 1 3 2 1 m-2 3 1
Savoir : un terme de différences secondes des puissances m2.6™¢3 des
termes d’une progression arithmétique est le double du produit du quarré
de la différence constante des termes de la progression par la sommme des
produits de 72— 2 dimensions,, faits avec les termes dont on prend les diffé-
rences secondes des puissances.

S 4.

Sur les différences troisiémes.

Soient 4, , A,, A, , A, quatre termes successifs d’une progression
arithmétique , des termes de laquelle on prend les m emes puissances

et les différences troisiémes de ces puissances. Ona, parce qui précéde ,
m

A

3
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.
A oA A =1.2(4d —A V)P . Ard
3 2 4 m-2 3 b 4

3 2

A —2‘4'"3-;-.4 —v2(d —A VfP . A d
4 2 2 1 m-<z 4 2
d’ol
A —34 434 —4 =1.2.( A —A )=5( SP . Aud —fP . 4.4
4 3. 2 1 2 1 m=2 4 2 m. 2 3 IS
m-1 m-2
(4=4"")
4 1
m=3 Mm-3
+(A4—4 VS A A
m_ m.
4 .44-—4_4‘ “)f.PzAsAz
=I’.2(A'—-Ax>z<+ltoooooo-o cew
+( A:—-—A: YSP . 44

4( A—4 YSP . A4 4
4 L m-4 3 z

+( A~—4 YSP . A A4 ;
\ 4 I m-g3 3 2
ou enfin

m m n m 3
A —34 434 —4 =1.23.(4d —4 ) fP. A ..4 ;

4 3 2 1 2 1 m.3 4 1
savoir : un terme des différences troisitmes des puissances m.6mes
des termes d’une progression arithmétique est le produit con-
tinuel des trois premiers nombres naturels , du cube de la dif-
férence constante des termes de la progression et de la somme
des produits de m— 3 dimensions, faits avec les termes dont on prend les
différences troisi¢émes des puissances.

dom. 11, 27
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§. 5.

En procédant continueliement de cette manidre , on parvient &
déterminer les différences quatri¢mes d’aprés la  connaissance des
différences troisitmes, puis les différences cinquitmes , et ainsi de
suite.

En général ; soient A, , A, , A, ;e A, Ay, ; n-1 termes suc-
cessifs d’une progression arithmétique, des termes de laquelle on prend les
m.e™*Spuissances , et les (n—1)emes différences de ces puissances. Quon

se soit assuré qu’on a I’équation

A=A 2 i & -"-""“'4 +..,4 +4

n I -1 2 n-2 1 1

=1. 2.0...\12-—-1)(.4 —A ) fP . A w4,

m-n+13% =n 1
yaflirme qu’on a aussi I’équation
m n+x n1 n m nt1 n ndy m__ m
A A + _‘"0.+—-—_A + A _.'._A
nt1 T 2 n_x 1 3 1 2 %
=1. 20....n(A —A )fP A e d .
m-n g1 1

En effet, des deux équations supposées vraies pour les termes

A e A et A wee.. A , on tire

n+4x 1 n T
m n+1 n+l n m _ndrn ™ pda

A A + ..—-cca.+ ‘—A + + A +A
ne I 2 n-t I 3

= 123 ln—1)(A —A ){ SP . A4 A—fp . A }
) 2 I n

mit41 n4-1 1 m-tit1

=r1.23...nA4 ——4 fP A . .

m- 4 n+ T 1

On a douc le théortme général suivant : :
Soit une progression arithmétique des termes de laquelle on prend
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les m.emes puissances et les différences 7.c™¢s de ces puissances. Un
terme quelconque de ces differences est le produit continuel des nom-
bres naturels, depuis I'unit¢ jusqua n; de la n.6™¢ puissance de la
différence constante des termes de la progression, et de la somme des
produits de m—n dimensions, faits avec les termes des puissances,
desquels on prend les différences 7.6™¢%.

En particulier, soit e=n; la somme des produits qui forme le
troisiéme facteur est l'unité ; et partant, les différences de 'ordre
m.*™° des puissances m.6™¢* des termes d’une progression arithmé-
tique sont unc quantité constante : savoir , le produit continuel des
nombres naturels depuis 1'unité jusqu'a 7, et de la puissance m.c™¢
de la différence constante des termes de la progression.




