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PROBLEME DE MALFATTL 165

GEOMETRIE.

Lettre aux reédacteurs des Annales, renfermant quelques
remarques sur le probléme de [inscription de trois
cercles & un triangle ;

Par M. TepeNar, correspondant de la premiere classe de
I'lnstitut , recteur de l'académie de Nismes.

L W W Ve Ve Ve L N N W Ve Y Y

MESSIEURS ,

LE silence de M. Bidone , ou plutét celui de Malfatti Jui-méme ,
sur la nature des considérations qui ont pu le conduire & l'¢légant
résultat que vous avez fait connaitre aux pages 347 et 348 du L.°F
volume des Annales, m’a entrainé a quelques recherches sur ce cu-
rieux probléme. A la vérité la solution” en est maintenant connue,
et vous avez prouvé , Messieurs, a la page 60 du 2.™° volume , qu’elle
est exacte ; mais , faute de savoir par quelle route on y parvient, cette
solution ne peut étre considérée que comme un théoréme dont on
peut raisonnablement désirer une démonstration simple comme son
énoncé, Si le peu de temps quil m’est permis de consacrer a la géo-
métrie ne me laisse guére d’espoir de parvenir & une pareille démons~
tration , je pense que du moins les réflexions que jai faites a ce sujet,
pourront aider dans sa recherche ceux de vos lecteurs qui ont tout
le loisir nécessaire pour s'en occuper.

Suivant Malfatti, si B estle rayon du cercle inscrit & un triangle s
¢, ¢, 0, les distances de ses sommets aux peints ou ce cercle touche
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166 PROBLEME
ses cotésy &, d/, d/,les distances de ces mémes sommets au centre
du cercle; 7, 7/, r//, les rayons de trois cercles inscrits, de maniére

que chacun touche les deux autres et deux cé6tés du triangle ; et

enfin s la demi-somme des trois cétés de ce triangle, on doit avoir
2y r =R(s—RYd —d'—=d") ,
2p’ r! :B( .S‘-—B+d/ —d/—d ) ’ (A)
21" = R(s—R~+4-d"'—d —d') ;
en ajoutant ces équations deux & deux , et supprimant le facteur 2
dans les ¢quations résultantes, il vient
¢ 7 ' 1’ =R(s—R—d") ,
o +P//r//=B<J_B__d ) , (B)
¢/r'’"4~p r =R(s—R—d'). .
Mais, ¢, ¢, ¢/, étant les c6tés du triangle, on a aussi ( tome 1.2*,
page 344 ) les équations
p T +2B\/;_;7+p’ r’ =Rc" ,
¢ 7 daRy/ T 7'//+f//r//'- Rc (C)
o/r!4-2B\/T7r 45 r =Re' .
Retranchant de chacune de celles~ci sa correspondante parmi les équa-

tions (B), et divisant par R les deux membres des équations résul-

tantes, en se rappelant que s—¢, s—¢/, s—¢//, sont respectlvempnt
¢gaux a p, ¢/, ¢/, on obtient

2Vr 7/ = d/!~~B— /!
ey r=d +R—y D)
2y/7r =d' 4R~y .

Cela posé, soient pp’p”” ( fig. 1 ) le triangle dont il sagit; C le

centre du cercle inscrit; £, #, 2/,les points de contact de ce cercle

avec ses cotés; zh//¢/, t'kt', 1kt , des arcs décrits des sommets

comme centres ct avec leurs distances respectives aux points £, 2/, //,
pour rayons ; soient enfin o, o/, 0/, les centres des cercles dont les
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rayons respectifs sont 7, 7/, 7/, et soientm, n, m’, n/, m”, n” ,
‘les points de contact de ces cercles avec les cotés du triangle. Soient
enfin ¢, ¢/, ¢, les points ou pC, p/C, p//C, prolongés au-deld du
point C, rencontrent la circonférence du cerele inscrit,
1l a déjh été démontré, et il est d’ailleurs facile de s’assurer immédia-
tement que

2\/7_77 =m'n ,
2\/-;77’/ =m’n’ , E)
2\/777;' =m n" .
D’un autre cdté, il estaisé de voir que
d +R—p =p ctcqg —p k =k ¢ ,
d' +B—y =p/ c4cq/ —p' K =k ¢/ , )
ARyl =l cq/!—p! B! =K/ g!
d’ol il suit que les équations (D) reviennent & celles-ci -
m'n! =k ¢
mn'=kgq , (G)
m'n =k'g" ;
lesquelles présentent un théoréme fort remarquable.
Posons pour abréger ,

]f q =d +B—P —=a 9" 2Vr/r//=a s
kg =d +R—y =a/ ,% &od { 2y/7r =a’ , (H)
Ig/=d/R—y'=a" 2‘/;";7: o .

En prenant le produit de ces dernitres équations, il viendra
ar.arf.ar/=ga’a’ ;

C’est-i-dire , que le parallélipiptde construit sur les diamdtres des

rois cercles cherchés est équivalant au parallélipipéde eonstruit sur

les trois longueurs connues kg, A'g/, k"¢".

Si, au contraire, on divise successivement par chacune des équa~
tions (H) le produit des deux autres, il viendra
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.oa'all a'la aa’
F I r— 5 7= — 5 7/ = — H (K)
2 2a/ 2a’

valeurs incomparablement plus simples , et peut-étre tout aussi faciles
A construire que celles de Malfatti ; puisque les longueurs a, 2/, o’ ,
sont données immédiatement par la construction de la figare (*).

Si on supposc admises les équations (G) ou, ce qui revient au méme,
les équations (D); les équations (C) du probleme deviendront les
équations (B); et en retranchant successivement chacune de ces der-
nitres de la somme des deux autres,” on en déduira les formules (A)
de Malfatti. Le probléme. ne sera ainsi que du premier degré.

On voit donc combien la solution de ce prqbléme deyiendrait fa-
cile, si l'on pouvait parvenir 2 démontrer , & priori, que les droites
kg, k'g’, k’q” , sont respectivement égales aux droites m//n’ , mn’/,
m/n ; ou simplement que lu]:m}’n/; C’est sur ce point capital que
jai cru, Messieurs , devoir appeler l'attention de vos lecteurs.

v

-

(*) Nous placerons ici une remarque qui peut souvent étre d’une utile application,

Le probléme dont il s'agit ici, s'éléve naturellement au 8.2 ou toul an moins aw
4.2 degré , du moins tant quon wemploie autres données que les trois cotés du triangle
proposé. Voila pourtant des valeurs rationnclles extrémement simples ; mais, sous
leur simplicité apparente , clles renferment implicitement les diverses solutions qu'en
général le probleme peut admettre, Les quantités @, o/, @/ sont en effet des fonctions
de R, d,d,d", p,¢, ¢, et ces derniéres prennent diverses valeurs suivant
qu'on les rapporte au cercle inscrit, proprement dit, ou qu'on les considére par rap~
port & chacun des trois cercles exinscrits.

II en doit toujours étre de méme ; c’est-a-dire, qu'en général un probléme
susceptible d'un grand nombre de solutions , ne peut éire que d’un degré élevé, tant
quon n’y emploie que des données invariables; et quon ne doit espérer de I'abais-
ser & un degré inférieur , qu’en subslituant A ces données d’autres données dont les
valeurs ne soient pas lesmémes pour les diverses solutions dont ce probléme est susceplible.

11 a souvent été remarqué qu’en heureux choix d’inconnues pouvait simplifier d'une
manicre notable la solution des problémes ; mais il n'avait pas été observé jusqu'ici,
gue des données choisies convenablement peuvent procurer le méme avantage.

( Note des éditeurs, )
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On pourrait parvenir a sassurer de I'exactitude des valeurs que j'ai

X

assignées & r, 7/, r’/, en posant
3\/;—;7:7‘//( BR-d//— 7y
o/ 7 =n (BAd - ),
2y/ 7 =n (Rtd —') ;

et prouvant, par la substitution dans les équations du probléme qu’on
doit avoir A=a’=a/=1 ; mais , outre que cette vérité ne pourrait
étre mise en évidence que par un calcul assez prolixe ; il resterait
toujours & savoir ce qui a pu conduire 2 poser les équations ci-dessus,
de maniére qu’on ne ferait par la que reprodun‘e, sous une autre
forme , la vérification que vous avez présentée vous-mémies, Messieurs ’
3 la page 61 du tome I de votre recueil, - :

Je n’ajouterai plus qu'un mot : d’aprés les valeurs que jai asmgnées
ei-dessusa r,7/ , 7/, ona ‘

v a* O -
— S— — T e

r ai ’ T, a”z >

mais ,_ & la page 346 du tome I, vous avez fait, Messieurs ,

r/:rx/ﬂ ) r//:rx//z N

d’'ou
1]
—— x/’ ; = z//3 .
r T
done
p=2 = Bt i 2 = PP

—

v Bd—y ° T @' T Reyd'—p! 3
-¢e qui donne

%! B-I-d”—p”
a R-}-d’-—;’
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mais , d’aprés les valeurs que vous avez trouvées pour &/, 27/, 3
I'endroit cité, ona

@ A" el emilded’

il M
done

a”(c/—-d—{- d'’) ( R~ a4 F/‘/) — (Z/’(c”-— a7+d/)( R4+d/— P/)-

Fn permutant convenablement les accens, on aura donc, entre les
données du probléme, les relations suivantes

& (¢ —diobd Bk d — Y= (o —d=d YBA-d = )

' (¢! ~md +-d" ) B4-dl'—y")=d/(¢/'—d +d' ) B+d' —') 5

e B =1 Y=d (¢ —d B 5
relations qu’il doit étre facile de vérifier.

Agréez , Messieurs , etc.

Nismes, le 18 d’octobre 18rr:

e ———




