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TRIANGLE ET TETRALDRE. 133

GEOMETRIE.
Analogies entre le triangle et le tetraédre

Par M. FErr10T , principal du collége de Baume.

fa Yo Vi, N, WL W, Wi ¥ ¥

ON trouvera dans ce mémoire quelques propositions ddji connues ,
mais que j’ai cru néanmoins devoir y comprendre, afin d’en former
un tout plus complet.

§ 1

1. Avec irois droites données , telles que chacune soit moindre
que la somme des deux autres , on peut toujours former un triangle,
et on n'en peut former qu'un scul.

2. Avec six droites données et inégales, iclles que chacune d'elles
soit moindre que la somme de deux quelconques des autres , on peut
tvujours former 6o tétraddres différens, dont 30 sont symétrigues
par rapport aux 3o auires , et on n'en saurait former un plus grand
nombre.

Soient en effet a, b, ¢, d, ¢, f, les six droites données , on pourra
ehoisir trois d'entre elles de 20 mani¢res différentes peur former la
base du tétraédre ; et, le choix de ces trois étant fait, il y aura en-
core six manitres d’ajuster d’'un coté de cette base les trois arétes res-
tantes , ce qui fera en tout 120 tétraédres, et on en obtiendra 120
autres symétriques a ceux-la, en ajustant les mémes trois arétes res-
tantes de lautre c6té de la face prise pour base; nrais il est évident
qu’en proeédant ainsi, les tétra¢dres ne difléreront, quatre 4 quatre ,
que par la face sur laquelle ils se trouveront posés : donc, en effet,
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134 TRTIANGLE
le nombre des tétraddres essenticllement différens se réduira & 6o seu=
lement, dont 3o seront symétriques par rapport aux 3o autres.

Demarque 1. La condition que l'une quelconque des six droites
donunées soit moindre que la somme de deux prises d’'une maniére
quelconque parmi les cing autres , équivaut & 6o inégalités lesquelles
doivent toutes avoir licu pour que les 6o tétraedres soient possibles.
Si donc quelques-unes de ces inégalités n’étaient pas satisfaites, le
nombre des tétraédres possibles s’en trouverait d’autant diminué. Il
serait plus long que difficile de déterminer a combien il se réduirait
dans chaque cas.

Remarqgue 11. Si plusieurs des droites données étaient égales entre
elles; quand bien méme toutes les conditions d’inégalité se trouve—
raient satisfaites , il pourrait y avoir diverses séries de tétratdres dgaux
et superposables , en sorte que le nombre des tétraedres différens tom-
berait alors au-dessous de 6o. Il serait encore facile ici de déterminer
4 combien leur nombre se réduirait dans chaque cas. En particulier
si les six droiies donndes étaient toutes égales , auquel cas les 6o con-
ditions d’inégalité se trouveraient satisfaites d’elles-mémes, tous les
tétraédres se réduiraient & un seul qui serait le tétraddre régulier.

Remarque 111, Enfin, il pourrait arriver & la fois que les droites
données ne satisfissent pas aux 60 conditions d’inégalité et qu’en outre
plusicurs de ces droites fussent égales entre elles ; on aurait alors deux

causes qui conspireraient 4 la fois & réduire le nombre des tétraddres
possibles et réellement différens.

§. 2

1. Les perpendiculaires élevées sur les milieux des cbtés d’un trian-
gle se coupent toutes trois en un méme point qui est le centre du
cercle circonscrit.

2. Les plans perpendiculaires sur les milicux des arétes d'un té-

fraédre , se coupent tous six en un méme point qui est le centre de
la sphére circonscrite.

Ou autrement;
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Les perperndiculaires élevées aux faces d’un tétraddre par les centres
des cercles circonscrits @ ces faces, se coupent loules qualre en un
méme point qui est le centre de la sphére circonserite.

Ces propositions deviennent évidentes si 'on considére que les arétes
d’un tétraédre sont des cordes de la sphére qui lui est circonscrite ,
que les cercles circonscrits a ses faces, sont des cereles de cette méme
sphére , et que les plans perpendiculaires sur les milieux des cordes
d'une sphére ainsi que les droites menées par les centres de ses
cercles perpendieulairement 4 leur plan, passent nécessairement par
le centre de cette sphere.

§. 3.

1. Les droites qui pariagent les angles dun triangle en deux
parties égales ,se coupent toutes trois en un méme point qui est le
cenire du cercle inscrit.

2. Les plans qui divisent les angles diédres d’un téiraddre en
deux parties dgales , se coupent tous six en un méme point qui cst
le centre de la sphére inserite.

Ou autrement,

Les droites qui, partant des sommets des angles tri¢dres dun
#étraddre , font des angles égaux avec les faces de ces angles iriédres ,
se coupent toutes quatre en un méme point qui est le centre dela
sphére inscrite.

En effet, 1.° les deux faces de I'un quelconque des angles ditdres
d’un tétraddre sont des plans tangens a la sphére inscrite , ct il est
évident que le plan qui divisc en deux parties égales l'angle formé
par ces deux-la, doit passer par le centre de la spheére.

2.° Soit un angle tri¢dre circonscrit & unc sphére ; le céne droit
inscrit 4 cet angle triédre sera comme lui circonscrit a la sphére ; or,
il est facile de voir que l'axe dc ce céne , lequel ne sera autre
chose qu’une droite qui, partant du sommet del'angle triedre, fera des

angles égaux avec ses faces, passera par le centre de la sphere (*).

() 11 existe toujours quatre cercles tangens & la fois aux trois cotds d’un mime
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§. 4.
1. Les drottes qui joignent les sommets d'un triangle aux milieux
des cotés opposés , se coupent toutes trois en un méme point qui est

le centre de gravité ou le centre des moyennes distances des trois
sommets de ce triangle.

triangle, considérés comme des droites indéfinies; 'un de ces cercles est intérieur
au triangle et touche , & proprement parler , ses trois cotés; les trois autres lui sont
exlérieurs, et chacun d’eux touche un c61é et les prolongemens des deux autres au
deld du premier. )

Si, pour chacune des droites qui par leur intersection forment un triangle , on
regarde comme coOté positif celui des deux cdtés de cette droite qui regarde Dinté-
ricar du triangle , et comme négatif le cdté opposé, on pourra dire que, des quatre
cercles qui touchent & la fois les trois cotés d’un triangle , un touche ces trois cotés
positivement , tandis que chacun des trois autres touche seulement deux cétds positive-
ment et le troisiéme négativement,

Huit sphéres différentes ‘peuvent , en général , toucher & la fois les quatre faces
d'un méme téwratdre, considérées comme des places indéfinies; et ces huit sphéres,
considérées relativement & leur situation par rapport au tétraédre , peuvent étre distribuées
dans les trois classes que voici : 1,9 une sphére intérieure qui est proprement la sphére
inscrite; 2.° quatre sphéres sur les faces dont chacunc touche une face extérieurement
et touche les prolongemens des trois autres au deld de cette premiére; 3.° enfin
trois sphéres sur les arétes , touchant les prolongemens des quatre faces au deld
de Pune des arétes ; ces dernitres répondent toujours aux trois arétes d’'un méme
angle triédre ou aux trois arétes d’une méme face.

Si, pour chacun des plans qui par leur intersection forment un tétratdre, on
regarde , comme coté positif, celui des deux cdtés de ce plan qui regarde l'intérieur
du tétratdre , et comme négatif le coté opposé , on pourra dire que , des huit sphéres
qui touchent & la fois les quatre faces d’un tétraédre, celle qui est inscrite touche
ces quatre faces positivement ; que les sphéres sur les faces touchent seulement trois
faces posilivement et la quatriéme négativement ; quenfin celles qui répondent aux
ariles touchent deux faces positivement el les deux autres négativemgnt,

Si, en particulier , le tétraédre est régulier, les spheres qui répondent aux arétes
ont leur centre & une distance intinie et leur rayon infini ; de plus chacune d’clles peut
étre indifféremment considérée comme répondant i une aréte ou 4 son opposée ; en
sorte qu'on peut dive également, ou que les faces d'un tel tératdre ne peuvent étre
touchées que par cing sphéres seulement , ou gw'elles peuvent étre touchées par onze
sphéres dont six sont infinies. ( Note des éditeurs.)
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2. Les droites qui joignent chaque sommet d’'un téiraédre au cenire
commun de gravité ou des moyennes distances de ses trois autres som-
mels , se coupent toutes quatre en un méme point qui est le centre de
gravité ou des moyennes distances des quatre sommets de ce tétraédre.

On peut se convaincre facilement , comme il suit, de la vérité
de ces deux propositions : 1.° si I'on joint les milieux des cotés du
triangle donné par des droites, on formera un nouveau triangle ins-
crit au premier et dans lequel les droites , joignant les sommets aux
milieux des cotés opposés , seront encore les mémes que dans le pre-
mier ; en opérant d’une manitre semblable sur ce nouveau triangle
et poursuivant ainsi a I'infini, on formera une série de triangles con-
tinuellement décroissans , dont le dernier se réduira A un point uni-
que qui, contenant toujours les trois droites dont il s’agit , sera consé-
quemment leur commune section,

2.° Parcillement, en considérant les centres des moyennes distances
des aires des faces du tétraédre donné comme les sommets d’'un nou-
veau tétraédre inscrit a celui-la, il est facile de voir que les droites
qui, dans ce dernier, joindront les sommets aux centres des moyen-
nes distances des aires des ‘faces opposées , seront les mémes que dans
le premier ; opérant donc de la méme maniére sur ce nouveau tétratdre
et poursuivant ainsi a l'infini, on formera une série de tétra¢dres con=
tinuellement décroissans, dont le dernier se réduira 3 un point uni-
que qui, contenant toujours les quatre droites dont il sagit, sera
conséquemment leur commune section.

Corollaire. Les triangles et tétratdres dont il vient d’tre question
étant tous semblables et ayant leurs c6tés et faces homologues pa-
ralleles , on peut établir les propositions suivantes :

1.° 8¢ par les sommets d'un triangle donné on méne des paral-
léles auxw cdtés opposés , ces paralléles formeront un nouveau triangle
tel que les sommets du premier se trouveront sityés aux milteus de
ses c¢Otés.

2.° 87 par les sammets d'un tétraddre donné on méne des plans
paralléles aux faces opposées , ces plans formeront un nourcau
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tétraédre tel que les sommets du premier se irouveront situés auz
cenires des moyennes distances de ses faces.

Remarque 1. Les triangles inscrits les uns aux autres dont il a
été question ci-dessus étant tels que les cotés de chacun sont moitiés
de leurs homologues dans celui qui le précede immédiatement; si
I'on prend pour unité le contour du plus grand , la somme des contours

des autres scra

_..+ -|- + ==..=1

Et, si 'on prend pour unité I'aire du plus grand, la somme des aires
des autres sera
1
"'+ + + + T g .

Remargue II. Les tétraddres inscrits les uns aux autres dont il a
été qacstion ci-dessus, étant tels que les arétes de chacun sont le tiers

de leurs homologues dans celui qui le précede immédiatement; si
Von prend pour unité la surface du plus grand, la somme des sur-
faces des autres sera

1

—+ + ~ Shee=g

Et, si Pon prend pour unité le volume du plus grand , la somme
des volumes des autres sera

1 3 X Y
;—7+-2-7:+2_ ;7-4+””—2_6'
§' 5.

1. L'un quelconque des cdtés d'un triangle est égal & lo somme
des produits des deux autres par les cosinus de leurs inclinaisons
sur celui-1d.

2. L'une quelconque des faces d'un tétraldre est égale & la somme
des produits des trois autres par les cosinus de leurs inclinaisons

sur celle-1d»
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Soient ¢, ¢/, ¢/, les trois cotés d’un triangle ; le cété ¢/, par

exemple , n’est autre chose que la somme des projections des coiés

¢ ,¢’ , sur sa direction ( le mot somme étant pris ici comme en algebre );
ainsi on doit avoir

¢/'==¢Cos.(cc!")+c/Cos.(c’c”).
Soient 2z, ¢, #/, ¢/, les quatre faces d'un tétratdre ; la face 27/,
par exemple , n’est autre chose que la somme des projections des

faces £, #/, #/, sur son plan ( le mot somme étant toujours pris
dans le méme sens ); ainsi on doit avoir

2 = tCOS-(U’”}-{—t’Cos.(t’t///)+t”Cos.(t”t//’);
§. 6. "

1. Le guarré de un des cbtés dun triangle égale la somme des
quarrés des deux autres moins le double du produit de ces mémes
cOtés et du cosinus de leur inclinaison Pun & Pautre.

2. Le quarré de Paire de lune des faces d'un tétraddre égale la
somme des quarrés des trois aulres moins les doubles des produits
de ces mémes faces multiplides deux & deux et par les cosmus de
Jeurs inclinaisons les unes aux autres.

En effet 1.° on a, par ce qui préctde,

¢ =¢’ Cos.(c ¢/ )+c"Cos.(c ")
¢/ =¢"Cos.(¢’¢")A-¢ Cos.(ce’) ,
¢’=c¢ Cos.(¢ ¢/)4c’ Cos.(c/c!)
multipliaﬁt respectivement ces équations par leur premier membre,

et retranchant ensuite la derniére de la somme des deux premiéres ,
il viendra, en réduisant et transposant,

“e

¢/ = ¢*~}-c/*—2¢¢'Cos.(cc’).
2.° On a aussi, par ce qui préctde,
t = Cos.(t ¢/ )4t/ Cos.( t" )4-1//!Cos.(2")
¥ =" Cos 't/ )4-t//Cos(#’?/}4-t Cos 2t ) ,
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! =1"Cos.(""t/"")=41 Cos.(¢ 1! Y42/ Cos.(#/ /') ,
M=t COS.(t t///)+tlcos.(t/t///)_‘_t//‘COS_(t//t///) R

multipliant respectivement ces équations par leur premier membre
et retranchant ensuite la derniére de la somme des trois Premléres,
il viendra, en réduisant et transposant,

2=t 2}t/ 2dt12em 28t/ Cos. (£1/)—211"Cos. (21" )—21't" Cos.(¢/t/F).

€Corollaire. 11 suit de 1a 1.° que, dans un iriangle rectangle, le
quarré de hypothénuse est égal & la somme des quarrés des deux
autres cotés ; 2.° que , dans un téiraédre rectangle , le quarré de
Paire de la face hypothénusale est égal & la somme des quarrés
des aires des trois autres faces.

§- 7

r. Dans tout triangle, la somme des irois angles est constante
el égale & deux angles droils.

2. Dans un tétraédre dont les arétes opposées sont perpendiculaires,
la somme des six angles diédres augmentée de la somme des douze
inclinaisons des six arétes sur les quatre faces est constante et égale
@ douze angles droits.

Soient A, B deux arétes opposées du tétratdre ; par A soit fait
passer un plan perpendiculaire & B ; ce plan déterminera un trian—
gle dont un des angles mesurera l'inclinaison des deux faces qui
passent par B, tandis que les deux autres mesureront les inclinai-
sons de laréte A sur ces deux faces; opérant de méme successive-
ment sur chaque aréte , on en conclura que la somme des angles di¢dres
et des inclinaisons des arétes sur les faces est la méme que la somme
des angles de six triangles; c’est-a-dire, que cette somme est cons—
tante et égale a douze angles droits.

8. 8.

, . . . .
Y. Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un iriangle sun

des directions des cOtés opposés se coupent toutes trois en un méme point.
2.°
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2.0 Si deux aréles contiguis dun tétraédre sont respecti-ement
perpendiculaires @ leurs opposées , les deux arétes restantes seroni
aussi perpendiculaires l'une @ lautre , et alors les perpendiculaires
abaissées des sommets du tétraédre sur les plans des faces opposées
se couperont {loutes quatre en un méme point lequel est aussi le
point dintersection des six plans conduits par chaque aréte , perpen-
diculairement & son opposée.

Ce méme point est encore celui ot se coupent les quatre perpen-
diculaires élevées aux faces du tétraédre par les points de ces faces
ou se coupent les trois perpendiculaires abaissées de leurs sommels
sur les directions des coiés opposés.

Soient @, &, ¢, les trois arétes de la base d’un tétraédre 3 o/, 4/,
¢/, celles qui leur sont respectivement opposées et qui conséquemment
concourent au sommet ; supposons que &’ et [! soient respectivement
perpendiculaires & @ et 5 ; par @/ ct &/ soient fait passer deux plans
A et B respectivement perpendiculaires & @ et 4, et ayant pour in-
tersections avec la base du tétraédre deux droites « et g se coupant
en o: ces deux plans se coupant eux-mémes suivant une droite p pas-
sant par o et par le sommet du tétratdre ; enfin, par ¢/ et p soit
conduit un plan C, dont lintersection avec la base scra une droite
¥, passant par o:a ¢tant perpendiculaire & A doit I'dtre aussi 3 «,
et & doit pareillement étre perpendiculaire & £; « et g ne sont donc
autre chose que les perpendiculaires abaissées sur les directions de «
et & des sommets qui leur sont opposés ; donc » qui passe par o,
intersection de « et g, est aussi une perpendiculaire abaissée sur la
direction de ¢ du sommet de I'angle opposé : de plus A et B étant
respectivement perpendiculaires 4 @ et &, sont perpendiculaires i la
base du tétraddre, et conséquemment leur intersection p est aussi perpen—
diculaire & cette base , et par suite & ¢ ; le plan C qui passe
par p et par » perpendiculaires & ¢, est donc lui-méme perpendiculaire
& cette droite ; la droite ¢/ qui est dans ce plan est donc aussi perpendicu-
laire & ¢; ce qui démontre la premiére partie de la proposition. Te
méme raisonnement prouve aussi que , dans un tétraédre dont les

Tom, 1l 20
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arétes sont & angles droits ,la perpendiculaire abaissée sur le plan d’une
face , du sommet de l'angle opposé , se termine au point de cette face
ol se croisent les perpendiculaires abaissées sur les directions de ses
cotés des sommets des angles opposés.

Lec tétracdre ayant ainsi ses ardtes opposées perpendiculaires I'une
4 l'autre ; concevons que, par les trois arétes de sa base, on conduise
des plans perpendiculaires aux arétes qui leur sont respectivement
opposées ; ces trois plans se couperont en un certain point suivant
trois droites passant par ce point, et qul, par ce qui vient d’étre dé-
montré , ne seront autre chose que les perpendiculaires abaissées res-
pectivement des trois sommets de la base sur les plans des faces
opposées. De plus, il arrivera aussi, par ce qui précede , que le
point de chacune dec ces faces ou se terminera la perpendiculaire
tombant sur son plan, sera celui ou se croisent les perpendiculaires
abaissées des sommets de cette face sur les directions des cétés
opposés.

Ainsi, dans un tétraddre dont les arftes opposées sont 4 angle droit,
chacune des perpendiculaires abaissées d'un sommet sur le plan de
la face opposée, se termine au point de cette face ot se croisent les
perpendiculaires abaissées de ses trois sommets sur les directions des
cotés opposés ; ét'trois de ces perpendiculaires se coupent, et se coupent

-en un méme point; d’ott il résulte qu’elles se caupent toutes quatre
en ce point; et, comme chacune d’elles est la commune section de
trois des plans conduits par des arétes perpendiculairement & leurs op~
posées , il faut en conslure que les six plans conduits de cette ma-
niére passent aussi par ce point.

Remarque. 11 est facile de s’assurer que ces propositions ont leur
réciproque , et qu'ainsi, si un tétratdre a seulement deux arétes op~
posées perpendiculaires , les perpendiculaires abaissées de ses quatre
sommets sur les plans des faces opposées se couperont deux i deux
et seront comprises dans deux plans , tandis qu’il n’y aura aucun
point commun a plusicurs de ces perpendiculaires, si aucune des
arctes du tétraddre n'est perpendiculaire & son opposée.
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§9

1. Dans tout triangle, les perpendiculaires élevées sur les milicuz
des cO1és se coupent loules irols au méme point.

2. Dans tout tétraédre dont les arétes opposées sont & angle
droit , les perpendiculaires élevées aux plans des foces par leurs
centres de gravité se coupent toutes qualre en un méme point.

En eftet, les centres de gravité des faces du tétraédre dont il s’agit,
peuvent ( §. 4. ) étre considérés comme les sommets d’un tétraédre
semblable & cclui-la , et ayant ses faces paralleles & leurs homologues
dans le premier : ce nouveau tétraédre a donc , comme le tétraédre
proposé , ses arétes opposdes & angle droit; et par conséquent (§. 8.)
les perpendiculaires abaissées de ses sommets sur les plans des faces
opposées , lesquelles ne sont autre chose que les perpendiculaires éle~
vées aux plans des faces du premier par les centres de gravité de
ces faces , doivent toutes quatre se couper au méme point.

§. 10,

1. Dans tout triangle , l'intersection des perpendiculaires sur les
milieux des cdtés, le centre commun de gravité des sommets et Uintcr—
section des perpendiculaires abaissées de ces sommets sur les’ di-
rections des cbiés opposés, sont trois points situés sur une méme
ligne droite , de maniére que le sccond est intermédiaire aux deux
autres. De plus , la distance entre les deux dernicrs est double de
la distance entre les deux premiers. ‘ '

2. Buns tout téiraédre dont les aréles opposées sont & angle droit,
Pintersection des perpendiculaires élecées aux plans des faces par
leurs centres de gravité, le centre commun de graviié des sommels du
tétraédre et l'interscction des perpendiculaires abaissées de ces sor~
mets sur les plans des faces opposées sont tro’s points situés sur
une méme ligne droite , de maniére que le sccond est intermédiaire
aux deux autres. De plus , la distance entre les deux derniers est
triple de la distance entre les dewx premiers.
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Soit T un triangle , g son centre de gravité et p le point de son
plan ou se croisent les perpendiculaires abaissées de ses sommets sur
les directions des cotés opposés. Soit T/ un autre triangle ayant ses
sommets aux milieux des cotés du premier ; soit g/ son_centre de gravité
et p/ le point ol se croisent les perpendiculaires abaissées de ses*
sommets sur les directions des cétés opposés. Les deux triangles T
ct T/ étant semblables ( §. 5.) , ayant leurs c6tés homologues paralléles
et dans le rapport de 2 & 1, il en résulte que les distances gp et
g’p’ qui sont des lignes homologues de ces deux triangles seromt pa-
ralltles ou dirigées suivant une méme droite et qu’on aura gp=2g7p’;
mais g/ étant le méme que g (§. 4. ), il Sensuit que p, g, p/ sont
trois points en ligne droite , parmi lesquels g est intermédiaire & p
et p/, puisque 1/ est situé en sens inverse de T : or, si I'on désigne
par ¢ lc point ot se croisent les perpendiculaires élevées sur les mi-
lieux des cotés de T, ce point ¢ ne sera autre chose que le point
p’; donc les points p, g, ¢, sont en ligne droite, de telle maniére
que g est intermédiaire 4 p et g et qu'on a gp=2gq.

La méme démonstration a lieu pour le tétraédre , en recourant
un second tétraddre ayant ses sommets aux centres de gravité des faces
du premier.




