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4

ANALISE.

Exposé dune méthode propre a faciliter I'élimination ,
dans les équations des degrés superieurs ;

Par M. Kramp , professeur , doyen de la faculté des sciences
de lacadémie de Strasbourg.

Lo S Via W Vo Wi Wi VL W Y

1. EN nous proposant l’équation géndrale du degré n, nous la prés
senterons, pour la commodité du calcul, sous la forme
n n-1 n-z n-3 n-4
(N) ay=ay by tcy +dy +.ooo.o.

Si on la multiplie, de part et d’autre, par ay , en mettant pour
ay", dans le second membre de I’dquation résultante , sa valeur don-
née par Péquation méme , elle deviendra

n4-1 n-1 n-z n-3
2y = (aa—-2b)y (ab~-rc)y H(actrd)y 4. .vees
dquation que , pour abréger , nous écrirons ainsi
n<1 n-x n-2 n-3 n-4
2y = aly bty ey dly 4iiiins

Muliipliant encore de part et d’autre par ay, en mettant toujours

pour ay", dans le second membre, la valeur donnée par la proposée ,

elle deviendra

n4-2 n-1 n-z n-3

Ay = (aa’4-28"yy (o' )y +-(ca’ad )y 4-ooiene
En continuant de méme , on parviendra a donner a toutes les puis—
sances de y supérieures a yaf des formes polynomiales parfaitement

Tom, 1. 4%



322 ELIMINATION.

analogues & celle de cette derniére puissance ; et si, pour abréger, o

fait - :
n n-1 n-z n-3
ay=ay b y—dcy—t.iiiie,
ng-t n-1 n-2 n-3

Wy =ay 4y Aoy s
nd-2 n-1 n-

) 2 -3
?\3)/. — a//:y. +5//y +c//j/‘ +, ceser o

. .
560 0 00608 0000 2000000080000 o

en parviendra 3 trouver les valeurs littérales de tous ces coefficiens

au moyen de l’algorithme fort simple que voici :

o =aat+rb ,

b =ba+4rc

pour y"¥I +ae s
c’=ca¥+ard ,

-
ces 0 s 000 9

{ a'’'=aa’~-rb'

b =ba' e

R )
pour ¥*
— ! 4
'=ca' 4-rd'
‘lo.“‘.'...;
—_ /7t
a///__ aa//+;\5 ) .
: Vi /"
g o =ba''4-nc"
pour 1/ 7 7
M =ca"+rd"
R EEEE YRR ;
/'l = aa!-nb!"
111 = B!t o
g b1 =ba/t! e,
our y

¢/ = calt! -rdi!!

e s0 05000 00800 05 ©

2. De ces séries on en peut déduire d’autres 3 Taide desquelles
shacun de ces coefficiens pourra étre irr%médiatement déduit de ceux:



ELIMINATION. 323
qui le précéderont dans la méme série. On trouve d’abord » pour la
série des coefficiens o/, o, a'”.....

o =aa b,
a’ =aa’ —rba 4->»*c ,
o/ =aa! S-rba! +r*ca +23d
o/l = aal -rbal!rcal2 datate
A
ainsi les coefficiens @, @/, a’, @’/ ,vvv.., forment une série récur-
rente dont Iéchelle de relation est
a, Ab A, Md o, ciiie;
de maniére que la série indéfinie
O Y L i S S
est le développement de la fraction suivante :
T Rl SRl SR SR

i
.

I— ax—2 bx2e—n203—23d x4 . ..
On trouvera de méme, pour la série des coefficiens &/, 8/, b, .,
o =ab +ac,
b =abl abb +27d ,
b1 =ab’ b0’ S-rrch+-re
b1 = ab! A bbb -0 dbA N,

ainsi les coefficiens &, &/, &/, &/, .u.u., forment une série récur=
rente dont D’échelle de relation est la méme que ci-dessus ; en sorte
que la série indélinie N
) S L w e N P S
est le développement de la fraction suivante :
brcxdrzda2-Adextid- .o u s
I QX MO X2 N2C K I D3 D e o L o

Les coefficiens ¢/, ¢/, ¢/’ ,:vus, auront les valeurs littérales qui
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suivent :
¢ =ac “-rd ,
c’ =ac’ A-rbe rce
" =ac A-abe! 4-nFec 403 f
M= a4 nbel!-n eo!ade+-ntg
it e e et o e e it et e )
ees valeurs forment encore une série récurrente ayant méme échelle’
de relation que les précédentes , en sorte que la scrie indéfinie
c-c'ad=c! e L
est le développement de la fraction
cd-adx-Are w23 fad 4. ...

- 5
D L I Tt (R I N 17 £ S

et il en irait absclument de méme pour les autres séries de valeurs
d,d,d/',d",.....; e, e, e, e

ooo;o; csses o

3. Qu'on ait présentement , outre I'équation (N ) du degré 7, une
autre équation (M), aussi en ¥, mais d’un autre degré quelconque
m, supérieur 4 2 ; en mettant dans cette derniére , pour

n nd=1 n-f2 m

¥, ¥ o Y oreeeses s ¥
les valeurs de ces puissances déduites de la premiére, par le procédé
trés—simple que nous venons d’exposer ; elle ne sera plus que du de-
gré n—1. On aura donc, a la place des proposées , deux équations,
des degrés » et n—1 qui, en leur appliquant le méme procédé, en
feront trouver une nouvelle du degré n—-=2; en poursuivant donc de
la méme manitre , on parviendra enfin & une dquation du_degré zéro ;
ce sera l'équation de conditipn qui devra exister entr¢ les coefficiens
des deux équations proposées, pour qu’eﬂes puissent subsister ensem-—

ble (*); c’est-i~dire, pour quil y ait un facteur commun entre elles.

(*) Ce sera conséquemment I'équation finale, si les coefficiens des deux propo~
sées sont des fonclions d’une inconnue aulre que ¥e

(.Neie des éditeurs. )
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Sur quoi il est nécessaire d'observer que si, avant d’arriver & cette
équation du degré zéro , on en rencontre une dont tous les coeffi-
ciens soient zéro , celle qui la précédera sera facteur commun aux
deux proposées, indépendamment de toute détermination de leurs coefli-
ciens.

4. La question se trouvant redmte , d¢s la premidre opération ,
ainsi qu’on vient de le voir , & éliminer linconnue y entre deux
équations dont les degrés ne different seulement que d'une unité ,
nous allons examiner ce cas en particulier , et présenter , comme
modele , les deux équations

n-3 -4
o=y -—}—By —}-Cy -i—-Dy +Ey—=.oaa,
o= ay—}—-&y—l—cy-}-—dy +ey+.. cee
Appliquant la méthode précédente & ces deux équations, on en dé-
duira une troisitme du degré n—=2 ; et , si I'on désigne cette derniére

par

n-2 n-3 n-4 R-5
o=ay by ey tdy—+4... .,

les expressions littérales des coefficiens @/, 8/ ,¢/;d, ¢y ¢ o, seront
celles qui suivent :

o' =b(Ab—Ba)—~a(Ac—Ca) ,

¥ =¢(Ab—Ba)—a(Ad—Da) ,

t'=d(Ab—Ba)—a(Ae—Ea) ,
=e(Adb—Ba)—a(Af—Fa) ,
E)&E MPLE L Détermmer le dwzseur commun aux deyx ,volynome.ﬂ
. 5)_, —2y*—3y+8 , 3y> --—7y+z ?

PREMIERE OPERATION, T T m
0= 5.73—"23’2""3}""8 »

Eaquations données :
7 o= 3y =7y 2.
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A=+5, a=—+3, Ab—Ba=—2q, @/ ==146=2.73;
B=—>2, b=—7, Ac—Ca=--19, /=4 14=2. 7;

C=—3, c=~42; Ad—Da=-—24;

D=-38;
Troisiéme équation : o=73y—7.
SECONDE OPERATION.
' ) S , 0= 3y’——7y+2,
ﬁg]uanons donndées :

0=73y+7.
A=-3, a.:+73.; Ab—Ba=--532, a/=14382.
B=—y, b=t 7; Ac—Ca=—146;
C=—42; ' '
Troisiéme équation : 0=14382.
L’absurdité de cette derniére équaiioh fait voir que les deux po~
lynomes proposés n’ont point de facteur commun.

EXEMPLE II. Déterminer le facteur commun aux deux polynomes.
Bys—ayytazy’ 17y —4gyt24 5 3yt—22y’{6y*—31y 461

PREMIERE OPERATION.

.fo’qualz‘ons données: 0=5y z""27}’ :+22y3+ 17y —49y~+24,
o=3yb—n2y3+46y*—31y -} 6.

A=+ 5, a=~+ 3, Ab—~Ba=— 29, o/=-+146=-2. 73,
B:--rz7 y b=—22, Adc—Ca=-%164; 4’=—-—716=—2.358,
C=22, =46, Ad—Da=—206, ¢/=-=368=-2.184,
D=+417, d=—31, /Ie—-—l'Ea::+fi77 y &= fa=-}2. 21.
E=—j9, e=—4 6; Af~Fa=— 72;

F=—-24; ~

Troisiéme équation : 0=173y*=358y*+184{y4-21.
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SECONDE OPERATION.
0= 3yt— 22y’ f6y*—31y+6,
0=73y3—358y*~+-184y ~+=21.
Ai+ 3,a=~+ 73, Ab—Ba=- 532, a/=—414382=-F14382.1,
B=— _.d,é———v:)S Ac—Ca=—2806, i/ =—=71910=-—14382.5,
C=—A-46, c=~+184, Ad—Da=2326, ¢/ =—+43146==14382.3.
D=—31,d=—+ 21; Ae—Ea=— 438;
E=—4-6;

E‘quations données :{

 Troisi¢éme équaiion : o=y*—5y-+3.
TROISIEME OPERATION.

0=73y*—358y*4-184y-=21,

2

o= y*— by-4 3.
A= 73, a=-41, Ab—Ba=— 7, a/=o0,
B=-—-358, b=—5, Ac—Ca=-+35, &/=o.

L=—4184, c-_+3 Ad——Da._-zx
D= 21; 5

T, roisidme equalwn o=o.

Gette dquation identique , 0=0, nous apprend donc que y -—-—5y+a
est le diviseur commun des deux polynomes proposés.

5. La.recherche du facteur commun le plus élevé , entre deux poly-
nomes . proposés , conduit 4 la détermination des racines égales. Dans
mon Arz'l/’zméfl'(/ue universelle ( page 268) jai démontré le. théoréme
général qui suit: §7 Von désigne par X! le commun diviseur le plus
élevé enire le po{yizome X ot sa premiére dérivée DX ; par X/ le
commun diviseur le-plus élevé entre X! et sa premiére dérivée DX/
par X/ le commun diviseur le plus élevé entire X/ et sa premiére

dérivée DX’ , et ainsi de suite ; le proa’w’z‘ des facteurs simples
¢ X

XX
de X Sera =z celui des facleurs doubles ——— ~oo s celud des facteurs

.équatz’ons donnees : g
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xXnme
triples — et ainsi des autres , de maniére qu'on aura
Xt

XX £ XIXMN 2 / XX
X_( X/z) Xz ) Xt ) eerece
Nous allons appliquer le théoreme , aussi bien que la méthode, au

polynome proposé dans Iendroit que nous venons de citer , et qu’il

serait bien difficile de décomposer, en y employant les méthodes or-
dinaires.

EXEMPLE. On propose de déterminer si le polynome
X=y 2y 4-y 6y 54795 —2yt4-3y* +2y>*—129—8 -

a des facteurs égauz ; et , au cas qu'il cn ait de tels , de les mettre
en évidence P

On a ici

DX=gy*4-16y"-}7y+36y 435y =8y 4qy>*+4y—12 ;

—ee qui donne lieu aux opératiohs suivantes :
PREMIERE OPERATION.

& quations §o= yi+ 2y y'+ 6y 7;y5~—2y:‘+3y5+2y’-12y——8 ’
o=gy*41 Gy7+7y5+36y5+3ay‘——8y3+9y“+4y —12.

A=~ 1, a=++ 9, A&-——Ba-—;-— 2, /=— 1[{=—2. 7,
B=-+ 2, b=—+416, de—Ca=— 2, V/="4148=—A-2. 74, .-
C=+ 1, ¢e=+4 7, Add—Da=—18, ¢/=-+F180=-}2. go,

- D=+ 6, d=+4-36, de—Ea=—28, &/=—160=-—2- 80,
E=-+ 7, e=+435, Af—Fa=+10, ¢/=+178=—4>2. 89,
F=— 2, f=— 8, Ag—Ga=—18, f/ =—+108=-+2- 54,
6=+ 3, g=+ 9, Ah—Ha=—14, g/ =—872=—2.436,
H=+ 2, h=- 4, Ai—la =46, B/=wb2f=wiw2:312.

1 =—12, i=—i12; Ak—Ka=-72;
K=— 8;

)

SECONDE
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SECONDE OPERATION,

o=gy'F16y74 7y'436y54-354— 8y’ qpr-dy—iz,

Eguations )
0=7y"—74y —goy 480yt —89y’—54y>*~+436y 4312.

A=+ 9, a=~+ 7, Ab—Ba=— 778, a/=--81. 785,
B=416, b=— 74, Ac—Ca=— 859, b/=-81- 824 ,
C=- 7, c=— 9o, Ad—Da=-4 468, ¢/=—381. 678 ,
D=-436, d=+ 8o, Ae—Ea=-—1046, ’=-+481. 892 ,
E=-435, ¢e=— 8q, Af—Fa=-— 430, ¢/ ==481. 185,
F=— 8, f=— 54, Ag—Ga=~+3861, J/ =—381.4428 ,
G=—4 9, g=+436, Ah—Ha=-2780, g/ =—~81.3004 :
H=+ 4, hi=+312; Ai—1Ia =4 84;
I =—12;
TROISIEME OPERATION.
0= 7yl— 74y*— goy’+ 8oyi— 8gy’— Syt 436y 31z,
0=785y 4824y —678y 4892y’ 4185y — 4428y —3004.
A=+ 7, a=—4 785, Ab—Ba=- 63858, a/=-}g408. 94 ,
B=— 74, b=~ 824, Ac—Ca=- 65904 , b'=-+qg408117 ,
C=— go, c=— 638, Ad—Da=— 56556 , ¢/=-q408117 ,
D=+ 80, d=—+ 892, de—FEa=- 71160, d'=-4q408:305 ,
E=— 8g, e=—+ 185, Af—Fa=— 113g4 , &/=-q408257 ,
 F=— 54, f=—4428 , Ag—Ga=—363288 , f/=-49408" 46 .’
G=—+436, g=—3004 ; Ah—Ha=—244g20;
H=-+312;

E quations

QUATRIEME OFERATION.
0=785y54824y5—678y44-892y 4-185y>—4428y—3004 ,
o= giy’H117yitr117y 305y 257y 4 46,

Tom. 1. 435

Equaz’ions
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A= 785, a=+ 94, Ab—Ba=-- 14389, a’'=--12940725°1,
B=- 824, b=-4117, Ac—Ca==-155577 , b'=-129407251,
C=— 678, ¢=~117, Ad—Da=--155577, c/=-129407251,
D=-+ 892, d=+305, Ae——Ea=-4-184355, d'=-F129407253,
=+ 185, e==—4-257, Af—Fa=—+4452342, ¢/==-4129407252
F=—4428, =+ 46; Ag—Ga=-1282376;
G=——3004;
CINQUIEME OPERATION.
o=q4y 4 117y117y 4305y 4-257y4-46 ,
= y+ ¥4+ y+ S+ =
A=+ o4, a=—+1, Ab—Ba=—23 , a/=o0 ,
B=+117, =41, Ac—Ca= ~23 , b/=o0 ,
C=+4117, c=+1, Ad—Da=—23 , ¢/=o0 ,
305, d=+43, Ae—Ea=—6q, d'=o0 .
Emrta57, em=rta; Af—Fam=—4i6 ;
F=-1 46;
On aura donc, pour le commun diviseur le plus élevé entre le po-
lynome propos¢ X et sa premicre dérivée DX
X= y'+ ¥4 y*+3y+2 ,
dott : DX/ = fy*4-3y*~-2y 43 ;

ee qui donnera lieu aux opérations suivantes:

lff’ quah’ons

PREMIERE OPERATION.

0=yl y yit3ytz
o=4y*4-3y* -2y 3.

A=+1 , a=+44 , Ab—Ba=—1 , /=45 ,
B=—41 , b=~+3 , Ac—Ca=—2 , i/ =434 ,
C=-+1 , c=—4-2, Ad—Da=—q , ¢/ =29 «
D=3 , d=—+3 ; Ae~—Ea=—238 ;

E=42 ;

quzations g
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SECONDE OPERATION.

o=4y*+ 3y*~2y+3 ,

o=b5y*~4-34y ~=29.

A=4 , a=+ 5, Ab—Ba=—121 , &/=-43584.1 ,
B=+43, b=+434 , Ac—Ca=+106 , &=-+43584.1 .
C=—42 , c=—+29 ; Add—Do=— 15 ; |

D=3 ;

E yuations {

TROISIEME OPERATION.

o=5y*+34y+29

o= y-—}- 1.

A=—4 5, e=~+1 , Ab—Ba=~—2q9 , ¢/=0 .
B=-34 , b=+1 ; Ac—Ca=~-29 ;
C=-4-29 ;

On aura dene

Eyuatz’ons g

- X' =yt1 ,
dolx DX’=1 ;,
le diviseur commun le plus,élevé entre ces deux fonctions étant X//=1,
d'ot DX//=o0 et X/”//=1 , I'opération se termine ici.
Ayant donc
X =yitay’y'+6y ity — 2y 3y oy —12y—8
X =yt Py 3y 42,

X =y~41,

X =z,

Xi=1 ;
on aura

XX _ (y942ySty -6y 07y 2y -3y 32y 212y —B)(y4-1)

— 2 p—2,
X2 ( 3’*+y3+:7"+3y+2)2 J +.7 2




232 QUESTIONS

XX yityityr3yta

Xz (y41)2 =y*=y+2,
X0Xm gyt

X T ya :-7'+I >

r
en conséquence, le polynome proposé équivaudra &

(y*+y—2Xy*—y+2)(y+1)°




