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QUESTIONS RESOLUES. S

QUESTIONS RESOLUES.

Solution du premier des deux problémes proposés & la
page 196 de ce volume ;

Par M. TepENAT, correspondant de la premitre classe de
I'lnstitut , recteur de l'académie de Nismes.
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.P ROBLEME GENERAL. Des poinls étant donnés, en nombre
quelconque , sur un plan 5 déterminer , sur ce plan , un nouyeau point
dont la somme des distances aux points donnés soit un minimum ?

SorutioN. Ce probpléme peut étre traité par plusieurs méthodes di-
verses , entre lesquelles nous choisirons seulement les deux suivantes:

Premiére méthode. Soient m ,m’, m’ ,....., les points donnés , M
le point cherché, et z, 2/, 2/, .ossuv, les distances: respectives de ce
dernier point & tous lés autres.

Tom, I, 39
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Soit rapportd tout le systéme a deux axes rectangulaires, et soient

alors les coordonnées , tant du point cherché que des points donnés »
ainsi’ quil suit :

pour M g ¥
Y s

[
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OL/ 9
pour m! %
4 g’ 5

b
on aura

2=\ (@—a)4-(y—p)? , =N\ e —f® 5 2=\ g — )7 5 o

en désignant done par S la somme des distances du point M aux
ponts m , m/, m’ , ......, on aura

S"—-“'\/(x""“)2+(y-—ﬁ)2+\/(x-—u’)2+(y-—/3’)2+\f(x-—-x”)2+(_y-—,6”)2+ e

_or, par les conditions du probleme , S doit étre un minimum ; dolt.
il suit qu'on doit avoir, 4 la fois,

as. as o
dA” =0 b d,y - H
¢’est-h-dire,
ot Komet) » 8 et/ .
uu:-O
\ @—a)2-(y—p)2 + V@—a)4-(y—p)? + v (x—“”)2+(y—-1-’v")‘+ ?
.}”—'B ja__ﬁ! y___ﬁlf

+ .'..= 0 .
V(x___“) ()3 - \/(x_“/) 2o ()2 V’(x__d/)Z-‘_(y—.ﬁ//)z -+

Voila donc deux équations entre les coordonnées x et y du point cher=
ché M, ce qui, théoriquement parlant, suffit pour la détermination
de ce point ; mais malheureusement ces équations, par leur extréme
complication, ne peuvent étre , dans le plus grand nombre des cas,
d'un grand secours pour la résolution compléte du probléme.
Soient désignés respeclivernent par @, @/, @, ..y les angles que

forment , avec 'axe des &, les droites z , 2/, 2/, .... menées du point
M aux poinis m, m/, m/,.....; & Vaide de ces notations , les équa~
tions auxquelles nous venons de parvenir prendront cette forme tres=
simple

Cos.a~-Cos.a’+Cos.a//4Cos.a’/id=esvese =0 ,

Sin. ¢4 Sina/ 4 Sin/a4-Sinwa//i- v vvaee =0 3
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ee qui nous apprend que la somme des cosinus des angles formds sur une
méme droite quelconque , par les droites 2 , 2/, 2 ,+4e+, doit étre zéro.

De 1a il est facile de conclure (*) que les droites z, 2/, 2//,...0,
doivent étre respectivement paralleles aux cétés d’un certain polygone
de 72 c6tés, qui aurait tous ses cétés égaux entre cux ; et, comme
la somme des angles autour du point M doit étre quatre angles
droits , il en résulte que ces angles doivent &ire consécutivement
égaux aux aﬁgies extérieurs consecutifs du poiygone dont il vient
- d’étre question. .

D’aprés ces considéraiions on voit que le probléme général que nous
nous sommes propose , dépend du suivant: n points m, m’/, m//,....
étant donnés de position sur wn plan, et une droite étant donnéde
de longueur , construire sur ce plan-un polygone de n cbté , dont
tous les cOtés soient égaux entre eux et @ la droiic donnée, et gui,
en oulre soit tel que ses coids , prolongés s'il est nécessaire, passent
respectivement par les n points donnés (**) ? 1l est clair, en effet,
qu'en appliquant la solution générale de ce probléme au cas parti-
culicr o la droite donnée sera nulle , le pelygone cherché se réduira
4 un point unique , lequel ne sera autre chose que le voint M (***).

Venons présentement aux applications. 1.° §il y a trois points donnés
m, m’, m", les trois angles formés par les droites z, 2/, 2/,
mendes du  point cherché M a ceux-12 , devront é&tre consécutive-
ment dgaux aux lrois angles extdrieurs d’un iriangle fquilatéral ,

() Voyez la page 192 de ce volume.

(**) On propose de trouver une solution de ce probléme ?

(***) Le probléme propcsé peut aussi &lre réduit & ce probléme de statique : n cor~
dons étant réunis & un méme neeud et situés dans un méme plan , ¢t des puissances
égcles quelcongues étant appliguées & lextrémité de chacun d'eunx , déterminer de
quelle maniére le systéme doit étre disposé , dans le cds d'équilibre , pour que les
directions des cordons passent respectivement par n points donnés sur leur plan ? Cu
encore & cet autre : Les sommets d’un polygone plan, de n cbiés, jouissant d'une
méme puissance atlractive quelconque’, inde’pendanzé des distences ; en quel point
du plan de ce polygone faudrait-il placer un corps , pour qu'il demeurdt en équilibre ?

( Notes des éditeurs. )
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c’est-d~dire , qu'ils devront étre égaux entre eux, et de 120° cha~
cun. Ainsi, pour résoudre le probleme , il suflira de construire,
sur les deux distances mm’ et mm/ prises pour cordes, et du
coté de lintérieur du triangle formé par les trois points m , m/,
m’’, des arcs capables d'un angle de 120°; lintersection de ces deux
arcs sera le point cherché M. (*)

2.° §’il y a quatre points donnés m , m/ , m’”, m/, les quatre
angles formés consécutivement autour du point M, par les droites z,
%7, &, Z", menées de ce point aux points donnés, devront étre
respectivement égaux aux quatre angles extérieurs consécutifs d’un
Rhombe. Ainsi, de ces quatre angles, les opposés devront étre égaux,
tandis que ceux qui auront un c6té commun devront étre suppléments
Pan de Tautre. Le point cherché M se trouvera donc 3 lintersection
des deux diagonales di quadrilatére qui aurait les sommets de ses
angles aux points donnéds. »

Nous n’étendrons pas plus loin ces applications , dont la difficulté
g’accroit d’une manitre notable , dés que les points donnés sont au
pombre de plus de quatre.

Deuzieme méthode.

Soient @, b, ¢, d,...., les distances consécutives du point cher=
¢hé aux points donnés, en sorte qu’on doive avoir

(1) a4-b4-c+d+..0s o = minimum ;
$oient, en outre, ’
A, B, C, D, eeen
les angles forméds respectivement par
aeth, bec, cet d, detf yeannnea
de manitre quon ait

(2) A+B4-CHD-4ivniiin. =360° ;

e

(* On peut, si on veut, ne décrire quun seul de cesarcs, et le point cherché
sera déterminé par son intersection avec unc droile mende du milieu du reste de
la circonférence a celui des trois points donnés qui n’aura pas élé employé.

( Note des éditeurs. )
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soit, enfin, P Taire du polygone dont les sommets des angles sont
situes aux points donnés ; on aura

3) abSin.A-+-bcSin. B4-cdSin.CH-deSin. D4 . vvvvse. =2P,

Si le polygone est absolument donné, il y aura nécessaircment ,
entre les distances @, 4, ¢, d,......, des relations indépendantes des
angles A, B, C, D, .......: attendu que, deux de ces distances étant
données , toutes les autres peuvent en étre déduites. Néanmoins, si
Yon suppose que ce n’est pas proprement le polygone, mais seule-
ment son aire P, qui est donnée, il sera alors permis de considérer
a,b,¢,d, ..., comme des variables absolument indépendantes ,

¢} on déduira de Péquation (3)

(aSin,A+-¢ Sin.B) . $0-4-abCos.A . SA
~(6Sin.B +48in.C) . pc~+cCos. B . oB

4 £Sin.C4-cSin.D) . sd4-cdCos.C . 0C | =0 (4
R T L T T T PP
Mais Iéquation (1) revient &
da—4-3b—-dc4-dd—4 s vveens =0 ; (5)
ei ’dquation (2) donne '
SAA-IBA4-0CHDF 1 vnsres =0 3 (6)

ajoutant done & ldquation (4) les produits des équations (5) et (6)
par deux multiplicateurs indéterminéds —» et —p , il viendra :

(@Sin. A~4-¢ Sin.B—2) « 8b4-(abCos. A—) « SA
"+ (6Sin.B+4dSin.C—») . dc—+(bcCos.B—) - 4B
(¢ Sin.C 4-¢Sin.D—2) . 3d-+-(¢dCes.C—e) « C

""i'ocouoo.sc-nlolc'ooO'l.'l"o l'anlo...;otoa‘.occ.

=0 3

équation dans laquelle il sera permis de considérer les variations sz,
ob, O, enes SA, 8B, 3C,...., comme absolument indépendantes, et

de laquelle on déduira conséquemment
#Sin, A~cSinB=», 6Sin.B+4+dSin.C=» , ¢Sin.C+eSin.D=2,....
abCos A=, bcCosB=y . cdCos.C=p,uaes
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Si les points donnés sont au nombre de 7, il y aura z équations dans
chaque ligne ; on pourra donc tirer de celles de la premiere les valeurs
des 7 distances @, b, ¢, d, ...., lesquelles se trouveront toutes affec—
tées da facteur »a, substituant ces valeurs dans les équations de la

seconde ligne, et faisant, pour abréger, % =N, on aura, entre les
angles inconnues A, B, C, D, ...., et la constenie N, n équations
qui donneront les valeurs de ces angles en fonciion de N qu’on déter-
minera ensuite, en exprimant qué les valcurs obtenues satisfont 2
Péquation (3).

On voit par 1 que , bien que nous ayons supposé que ¢’était seulement
Vaire P da polygone qui était dennée, les valeurs des angles A, B,
C, D,...., se trouvant délivrées de P, ainsi que des distances «,
b, ¢, d,...., nos résultats seront aussi exacts que s'ils eussent ¢été
déduits d’une analise en apparence plus rigoureuse.

Appliquons successivement ce procédé au triangle et au quadrilatére,
On a 1.° pour le triangle, les six équations

aSin A+-cSinB=», 4Sin.B~+4Sin.C=», Sin.C+}2SinA=a,...
abCos. A=p , bcCos.B=p , caCos.C=p, ¢ s»
Divisant les trois dernitres deux 3 deux , il viendra .
aCos,AweCos.B=0 ,
5Cos.B—aCos.C=o0 ,
¢Cos.C~5Cos.A=o0 .

Comparant chacune de celles—ci & sa correspondante dans la premiére
ligne , on en déduira ces doubles valeurs :

. 2CosB _ 2Cos.C _ 2CosA
e A By ? T Sn@+0’  “TSa(cra)
_ 2CosB _ 2Co0s.C 2Cos.A
O B0 TEnCHN’ CTSmaD

lesquelles, étant égalées entre elles , donneront

Sin(A-+B)=Sin.(B-C)=Sin(C+A)
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d'ott , 4 cause de A-+B4-C=360°, on conclura
A=B=C,
eomme ci-dessus,

2.° Pour le quadrilatére, on trouvera, en faisant absolument le méme
ealcul ,

o= 2Cos.B _ 2Cos.C - ACos.D _ 2Cos.A .
T’ T Emet0’ ‘TS’ T Sho4n’
g 2Cos.C _ \ACos.D ACos.A _ 2Cos.B
T Sin(C4D)? 77 Sin(DA)’ = Sin.(A4B) ’ " Sin.(B-C) °

d’ol on conclura :

Cos.BSin.(C-4-D)==Cos.CSin.(A-{-B) , Cos.CSin.(D-4-A)=Cos.DSin.(B<4-C) ,
Cos.DSin.(A+4-B)=Co0s.A8in.(C4-D) , Cos.ASin,(B~4-C)==Cos,BSin.(D4-A) .

La condition
A~+-B-+C+4-D=360°

donne ci’ailleurs

Sin(CHD)=—Sin(A+B) ,  Sin(D4A)=~Sin.(B+C).
substituant donc, il viendra \
Cos.B=—Cos.C, Cos.C=—Cos.D , Cos.D=-—Cos.A , Cos.A =—Cos.B;
d’ot

=180°—=B , D=180°~—C , =180°—~D , B=180°~—A ;
et encore

A=C, B=D ;

mémes relations que ci-dessus.




