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FRACTIONS - CONTINUES PERIODIQUES. 261

ANALISE INDETERMINEE.
Recherches sur les jraictic;ns-con‘lz'nées periodiques ;

Par M. Kramp , professeur , doyen de Ta faculté des sqiellceé
- de l'académie de Strasbourg.

(0.5 %a Yo Vo W Vo VL N ¥

1. DESIGNONS par les lettres @, B, ¢, d, veveney qui sont supposées
se succéder dans D’ordre alphabéthue, soit directe soit rétrograde,, et
sans omission d’aucun intermédiaire , une série de nombres enti¢re~
ment pris & volonté, et n’¢tant liés entre eux par aucune loi quel-
conque. Ces nombxes étant donnés , formons la serle qux sult

1=1, P=a, Q=8P+1, R=cQ+P, S= = JR+Q, s_es+ﬂ,....,

Daprés la maxche dé cette série , 'on voit que lumte quand méme-
elle ne seraxt pas formellement exprimée , est cependant considérée
comme - en faisant. partie et comme précédant tous ses autres termes.
Cela étant, nous donnerons -le nom de médiateurs aux fonctions lit=
térales désignées par les lettres P, Q; R, S, T, ceeeeeine, et nous
nommerons bases des médiatéurs, les nombrcs méme que nous avons
représentés par les lettres a,b,c,d, e, Nouvs aurons ainsi 3

e

Le premier médiateur P=¢",

Le second médiateur Q=ad=41 ,

Le troisitme eevevesess R=abc4atc ,

Le quatritme sv.ea.es S:aﬁcd+a$+ad—{—cd+r s
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2. D’aprés cette convention , pour désigner un médiateur quelcon-
que, il suffira d’indiquer , parmi ses bases, Ja premitre et la der-
niére , en sous-entendant les intermédiaires qui seront censées se suc—
céder de l'une a l'autre, suivantl’ordre alphabétique , et sans, omission
d’aucune.

Ainsi par exemple , pour désigner le médiateur qui a, pour les
premicre et dernitre de scs bases, cclles qui sont marquées par les
lettres % et m , mnous écrirons simplement (M), et cette notation
sera équivalente &4 . : : N

kikim—him--hlm=-kim=y-hi kb km.
Nous substituerons des lettres majuscules aux autres, pour prévenir
Péquivoque , et nous enfermerons le tout entre deux parenthéses.

‘3. Tout médiateur , tel que (AN), sera donc déterminé par les
deux (AM) et (AL) qui le précédent , ‘moyennant Ja formule sui-
vante , que Fon peut regarder comme fondamentale, et tenant lien
de définition. ‘ _ - '
(AN)=n(AM)--(AL) (*).

(" Quelque facile qwil puisse paralire , d’aprés ce principe , de déduire les
uns des autres les médiateurs (AB), (AC), (AD),....; cependant, lorsqu'on n’a
besoin que du dernier, el que le nombre des bases est considérable, P'obligation
d'écrire .tous les médiateurs qui précédent celui qu'on cherche, peut entrainer des
Jongueurs , et doit faire désirer quelque méthode au moyen de laquelle on puisse
directement éerire un meédiateur quelconque , dont les bases sont données, sans que
préalablement il soit nécessaire d’en former aucun autre; c'est 4 quoi l'on peut
facilement parvenir, au moyen des observations suivantes :

1. Tout médiateur ne doit renfermer que des termes de dimensions paires
seulement ou des termes de dimensions impaires seulement , suivant que le nom-
bre de ses bases est lui-méme pair ou impair; de sorle quen général, n repré~
senlant le nombre de ces bases, les termes du médiateur seront successivement de
Ny N2, =l y oo, n=—2K, . .., dimensions ; celle suite se lerminanl & zéro dimensions
ou A une dimension, suivant que n est pai/r ou impair,

2. Tout médiateur n’a jamais qu'un terme unique de n dimensions , lequel est
le produit de toutes ses bases. Sin est ‘pair , le médiateur n'aura pareillement qu'un
terme unique de zéro dimensions, et ce terme sera l'unité.
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Si, I'on prend , au contraire, les bases dans un ordre rétregrade, on

aura

(NA)=a(NB)-(NC).

3.° Lestermes intermédiaires sont des produits des diverses bases mulliplides n—2 4
n—2, n—4 4 n—4 , ..., n—2k.2 n—2k; mais ils ne sont pas tousles produits de
cette nature , comme on va l: dire tout-a-Fheure.

4.° Dans tout médiateur, les.termes sont positifs et sans coefficiens ; et, comme
jamais la méme base n’entre deux fois dans un méme terme, ces termes sont aussi
sans exposant,

5.2 Enfin on reconnaitra gqu'un produit de n—2k facteurs , choisis parmi les »
bases , doit ou ne doit pas faive partic du médiateur cherché , ay moyen de la
régle suivante : . - .

Soient derits les facteurs de ce produit suivant I'ordre de leur succession alpha-
bétique ; soit aussi écrit le prodmt de toutes les bases suivant le méme ordre, et
soit divisé le second produit pa"r le premier, en écrivant le quotient toujours de la
méme maniére,

Suivant que, dans ‘ce quotient , il y aura ou il n’y aura pas des facteurs,
en nombre impair, se succédant sans interruption de la méme maniére qu'ils le font
dans Palphabet, le produit soumis & I'épreuve devra étre rejeté ou admis.

Ainsi , par exemple ;le prodmt abcg ne peut faire partie. du médiateur (AH) ; car

ebedefgh

-——-{)—Iér——dg[h , et 'on voit , dans ce quotient, les frois lettres consécutives def, et
a L‘g

la lettre unique b ; au contraire , le produit cdi doit faire partie du médialeur (AD;

abedefghi
—s—-‘}—‘-fé—_abquh , €t Pon ne voit dans ce quonent que les deuz lettres consécu~
¢

tives ab et les quatre lettres consécnnves q/’gﬁ, = ,
Draprés ces diverses observations , rien n'est” plus aisé que de former immédia-

tement un médiateur dont les bases sont données, ainsi quon va le voir dans
Pexemple suivant. .

Exemple. Soit proposé de former le médiateur (AF)?

Ce médiateur doit contenir des termes de 6,4, 2,0, dimensions , et son scul
terme de six dimensions est, comme nous Iavons vu ci-dessus ,

abedef;

divisant ee premgier terme successivement, et de toutes les #hanitres possibles, par
un produit de deux lettres consécutives , c’est-a-dive, par ab, be, ¢d, de, of, et
prenant la somme des quotiens, on formera la totalité des termes de quatre dimen~

sions , Iesquels seront ainsi
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I analise des médiateurs foarnit plusicurs théorémes intéressans que
nous nous contenterons ici d’énoncer, attendu que nous en avons donné
la démonstration ailleurs. ( Arith. univ. chap. VIII.)

4. Théoréme 1. Un médiateur ne change pas de valeur, lorsqu’on
renverse l'ordre de ses bases; ainsi, par exemple , les mddiateurs
(AN) et (NA) sont identiques entre-eux. . :

5. Théoréme II. Si la premitre ou la dernitre base d’un média=

.cdefdadefed-abef-4-abcf~-abed ;s
divisant ensuite successivement le méme premicr terme, de toutes les manitres pos-
sibles , par deux produits de deux lettres consécutives , c’est-d-dire , par ab et cd,
ab-et de, ab et ef, bc et de, be et ef , cd et ¢f , et prenant la sonime des quo-
tiens 5 on foxmera la totalité des termes de deux dimensions , lesqueis scrout ainsi

9‘+9+fd+af+ctf+alf
divisant , enﬁn, le méme premier terme par trozs pxoduxls de deux letlres con-
séculives , ce qui ne pourra avoir lieu que d’ine mamele unique , savoir b, cd,

ef, le quotient 1 de cette division sera le terme de zero dimensions , ¢’est-a-dire, le
dernier terme du :rncdxatym‘; en sorte qwon aura

- a&cdqf ' s
- ( AF)_~/+Cd(f+adgf+abéf_1“gbgf+ab@ . o
"z o/ (f+cd+qf+ad+ab i ’
+. o

On peut désirer , comme moyen de vérification , de connaitre, & 'avance , combien
de termes de chaque sorte de dimensions un nudxateur doxt renfeymer ; ce nombre dy
termes ‘est pour'n bases et n—=2k dimensions,

ekt Pkl ea’ C 7 pe—alkelr
. - R [IE B AN ] ..

) 2’ 3

Le rombre total des termes d'un mddisteur de n bases, a done pour expression

N1 I T I e I N .
) ‘ I+ - + 1~. + o A * 3 '+?000!';

2 Cp 2

sdric qui se tcrmine d'elle-méme s, comime cela doit lonjours Bive, n est chitfer ct
positil, et dontla somme des termes peut d'ailleurs étre mise sous cetie forms finie s

5485 z+~sf " Sm’nja L AN
k1Y ( y ) ")\
{ Nots des dditeurs. )
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teur ’ivanonit, il perdra, i la fois, scs deux premitres bases dans
le premier cas, ct ses deux derniéres dans le second; de sorte que
le degré¢ auquel il appartiendra , sera diminué de deux unités. Par
exemple, le médiatear (AN) étant égal 3 n(AM)—+4(AL), aussi bien
qua «(NB)4~(NC), devient (AL) dans le cas de n=o, et (NC) dans
le cas de a=o. .

6. Tliéoréme 111 Lin quelque endroit qu’on partage en deux le mé-
diatcur donné (AN), comme, par exemple, cntre les bases /et g,
il sera égal au produit des deux médiateurs (AF) et (GN), plus le
prodait des deux médiateurs (AE) et (HN), qu'on obtient des deux
précédens , en supprimant la dernitre base de l'un ct la premiere de
Vautre. On aura done généralement (AN)=(AF)(GN)+(AE)(HN).

7. Théoréme IV. Si du médiateur (AN) on forme les trois média—
teurs (AM), (BN), (BM); en supprimant pour 'un la éremiére des
bases , pour l'autre la seconde, et pour le troisitme les deux bases
extrémes , & la fois ; la différence de produits (AN)(BM)—(AM)(BN)
sera constamment Cﬂzﬂe a Punité ; et cette unité sera positive ou né-
gative , suivant que le nombre des bases du medxatcur proposé sera
pair ou impair,

8. Théoreme V., Op peut donner au théortme precedent une gé-
néralité¢ beaucoup plus grande, en énoncant comme il suit : soient
les deux médiateurs (AV) et (HO), tels que les bases du dernier
solent entitrement comprises parmi celles ‘du premier, et qu'elles s’y
suceedent dans le méme ordre. Si du premier des deux on retranche
les bases excédentes , depuis p jusqud ¢, et qu'on les ajoute & l'au~
tre, il en résultera les deux nouveaux médiateurs (AO) et (HV), en-
ticrement compris dans le premier, et comprenant le second. Alors,
Vexeds du preduit des deux premiers médiateurs sur le produit des
deax derniers , c'est~a-dire , (AV)(HO)~—(AD)(HY), scra, dans tous
les eas, égal au simple produit des doux médiateurs (AF)(QV), af=
fecté du signe plus ou du signe moins, suivant que lé nombre deg
bases du médiatear intermédiaive (HO) sera pair ou impairs

9+ dhéoréme VI La fraction-continue '
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a4 — I
B 1
c+‘(‘i+_§ _I—

N

recoit. successivement les expressions littérales qui suaivent, selon qu’on
sarréte & la premiére base, a la seconde , 4 la troisiéme ,...., savoir :

“wr

a la premiére cevciieiiiaiizaou(A) 1
2 la seconde ..iiiivieiiienaes (AB) 2 (B)
b.la troisiéme...5.............. (AC) H (BC)

ala quatriéme s evevivacieveenns. (AD) : (BD)
(BE)

e N

..
’e

dlacinquitme ¢ caiieiisaaiennss (AE)

et ainsi des autres. .
10. Nous appellerons fractions-continues périvdiques celles dans
lesquelles, aprés un certain nombre de bases initiales qui ne sont sou-
mises 3 aucune loi, on remarque, parmi les suivantes, une périodi-
cité constante, revenant sans cesse a l'inhini : telle serait, par exem-

ple , la fraction-continue
' 1
z — r
+ &+ 7 X T
— 1
R
. b +u¢ooo
Ici T'on remarque d’abord les bases «, £, » , qui peuvent étre des
nombres quelconques ; viennent ensuite les bases pérg'odz’ques aeth,
lesquelles sont supposées se reproduire constamment & U'infini. Nous
nommerons 2éte de la jfraction , la partie par laquelle elle commence,
et qui fait exception a laloi de la période ; elle sera comptée inclu-
sivement jusqu’a la base aprés laquelle la période devient sensible.
Les bases qui composent la téte de la fraction seront nommdes bases
initiales , et nous les désignerons par les lettres de P'alphabet grec;
tandis que les lettres de lalphabet Jezin seront réservées pour dé-

signer les bases périodiques.
11. Pour fixer les idées , supposons que les bases initiales aussi
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bien que les bases périodiques de la fraction-continue soient au nom-
bre de siz. Les premitres étant désignées par «, B, v, 8, ¢, {5 et
les dernitres par les letires a,4,c, d, e, f; la partie de la frac~
-tion qui ‘s’étend a Pinfini, depuis le commencement de la période 5

£t que nous' représenterons par x , sera

I
r=a1+ — I
+ b +__ 1 1
T4l s
e + 7‘ _I_ .
Et, si nous exprimons par y la fraction-continue entitre , prolongde

a linfini, & parir de la téte,, nous aurons

La partie de la fraction-continue # qui se termine & la base f sera

égale 2
(AF) _ f(AE)4-(AD)
(BF) ~ f(BE)4-(BD) "
Pour avoir la valeur de la fraction-continue , prolongée & linfini,
il faudra remplacer , dans cette derniére expression , la lettre f* pap

b +—;~ ce qui donuera, apreés les réductions ,
(AE)-}-x(AF) -
“= BErte b
ainsi, la valeur # de la fraction-continue sera 'une des deux racines
de Iéquation du second degré qui suit :
(BF)2*~{(AF)—(BE)}z—(AE) =o.
Et, pour exprimer la fraction-centinue entiére, que nous ayonsg
disignée par y, on aura de méme ;
w(al)(29)
A
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o (we) — (Ba)y
T BOy—e .
12. Substituant cette dernitre fraction littérale & la place de # , dans
Péquation du second degréen x , la valeur totale de la fraction+conti-
nue se trouvera étre encore racine d’'une équation du second degré ,
mais beaucoup plus générale que la premicre.
Faisons , pour abréger , '

(AE)=A , | () =P ,

ce qui donne

(AF)=B, (22)=Q ,
(BE) =C, (ss)=RH,
(Br) =D, (8)=S8 ;

et, de plus, ddsignons généralement 'unité par u pour les bases 7ni-

tiales , et par ¢ pour les bases périodiques , ce qui donne (7)
QBR—PS=u«, BC—AD=y.

On aura donc, dans tous les cas, tantz=1 que ¢==1; et cette unité

sera positive ou négative , suivant que le nombre des bases sera pair

ou lmpair.

On aura de méme, wp=1; positif, si le nombre des bases ini-
tiales et celui des bases périodiques sont fous deux pairs ou tous deux
tmpairs , et négatif , sil'unde ces nombres est pair et Vautre impair.

En employant ces notations , les deux équations précédemment ob-
tenues deviendront :

Da*—(B—C)r—A=o ,
_P—-Ry
Ty’
‘et, en substituant , dans la premitre , la valeur de 2 donnée par la se-
conde , elle deviendra

o= (AQ+CP)Q —(BQ+DP)P
—~(AQ+CP)Sy +-(BQ+DP)Ry
—(AS-+CR)Qy4-(BS+DR)Py ,
“+(ASHCR)Sy*—¢BS+DR)Ry*

et

or,
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or , comme (£)
' AQ4-CP=(a)(AE)+(«)(BE)=(<E) ,
AS-HCR=(p)(AE)+(s:)BE)=(8E) ,
BQ-+DP= («g) (AF-(us) (BF)= (<F) ,

BS+-DR =(s)(AF)~+(g¢) (BF)=(sF) ;
on voit que l’équation en y pourra étre mise sous cetle autre forme
plus simple :

O:-—I—(azs)(uF) ——(x{)(mE)

—(«)(eF)y 4(a)(eE)y

—(:)(oF)y A-(8)(«E)y

(e )(eF )y —(8S)(eE)y* 5
donc, si Ion fait , pour abréger

L = () F)—(=2)(E) ,

M= (ue)(eF)y—(2¢)(eE) ,

N = (a6)(F)—(2)(4E) ,

O = (p:)(8F)—(82)(eE) ;

il en résultera Iéquation
0= L—M~+N)y—+Oy=
13. Les quatre cocfliciens de cette équation, savoir ., M, N, O,
sont liés entre eux par quelques relations générales qu’il importe de
connaitre,
Examinons d’abord la différence des deux eocefficiens du milieu ,
sayoir —M--N; on a
NN = ) (A ) (oF ) (o) (SE)— (s (o) 5
() E—()(60= (AFu )
() (Ey(e0) (E)=—(BE) ) """

~M-+N=z{(AF)—(BE)}.
Ainsi , la différence —M~N des deux coefficiens moyens est inde-
pendante des bases initiales de la fraction et dépend simplement des
bases pémod;ques ; elle est égale, dans tous les cas, a (AF)—(BE),
affecté du signe plus ou du signe moins, suivant que le nombre des
bases initiales est pair ou impair. La valeur absolue de cette diffé-

>
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rence dépend done des bascs périodiques , et son signe de la parité

ou de limparité du nombre des bases initiales. '
T'xaminant de méme la différence de produits LO—MN, en la

wouvera égale au produit des deux facteurs qui suivent :

(e¢)(Be)—(we ) (B ="4u ,
et (uF) (/SE)-—(&E)(&F) =—ur.

Chacun de ces facteurs est, dans tous les cas, égal & l'unité, Cette

unité , pour le premier factcur, est positive ou négative, suivant que
Ie nombre des bases initiales est pair ou impair. Et, pour le second
facteur, cette méme unité est positive ou négative suivant que le nom-
bre total , tant des bases initiales que des bases périodiques , est pair
ou impair. On voit par 1a que la différence LO—MN , toujours égale

V'unité, dépendra, quant & son signe, de la parité ou de l'impa-
rité du nombre des bases périodigues ; de manieére que, dans le pre-
mier cas , on aura LO—MN=+}-1 , tandis qu'on aura, dans le se-
cond , LO—MN=w1.

14. Dans la notation que nous avons employée , il ne faut pas
perdre de vue que les lettres « et ¢ désignent toujours lavant-der—
ni¢re et la derniére des bases initiales, et que les letires e et f dé-
signent , de méme , lavant-derniére ct la derniére des bases pério-
diques. Ainsi, Papplication des notations (ac) , («2), (8s), (8¢) , n’aura
jamais de difficulté, tant que le nombre des bases ne sera pas au-
dessous de quatre,

Dans le cas de 7rois bases, desxgnees par les lettres «, £, 5, ou
@,b,c, on aura :

(ue):(uﬁ) 5 (4&E>:,AB> 9
(28)=(=) » (AF)="A0),
(e)=(#) > BEY={B),
- (8= 3 (BF)=(BC) .
Dans le cas de deuw hases, désignées par les lctirese, 4, ou &,
b, on aura :
(w)=(=), (AE)=(A),
(«)=(=) » (AF)=(AB) ,
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(B)y= 1 , @E)=1
()=(8);  @=(B).
Enfin , dans le cas dune seule base , désignée par la lettre « ou
&, on aura :

(w)=1, (AE)=1,
()=s,  (AP=a,
(ge)==0 , (BE)=o ,
(eH=1 ; (BF)=1 .

Il peut importer encore d’examiner le cas d’une scule base initiale «,
combinée ayec un nombre quelcenque de bases périodiques. On a alors
=—u*(AE)4-o(AF)—«(BE)-4-(BF) ,
M=—a« (AE)+4 (AF) ,-
=—u (AE)— (BE) ,
O=— (ALE).
15, Etant donnée une équation quelconque da sccond degré
O=p—gy +7"y *
‘on peut la comparer 2 ) o
o=L—(M+N)y+0y* ,
moycnnant les deux proportions et ’équation qui suivent :
p:L=¢g:MAN, p:L=r:0, LO—MN=v.
On en tire '
PMP—g LML =pp ,
PN —gLN—+-rii=pe , [ |
rM? —gOM-4-pO2 =7y , )
TN? —gON—+4pO*=ry B

(*) Les deux proportions ci-dessus équivalent aux deux équations
pMA-Ny=¢L , pO=rL ,
desquelles on déduit encore, par I'dlimination de L,
r(M=}-N)=¢O.

Si maintenant, au moyen de Déquation pU==rL , on élimine successivement O ¢t
L de léquation LO—~MN=y, il viendra

(A) rLzepMN=py , ) pO2~—rMN=ry ;
mais, en multipliant successivement par M et par N chacune des deux ¢quations
PMHN)=gL et r(M-4N)=¢O, elles deviendront , en transposant,
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d’ott Uon déduit, en faisant , pour abréger, h=qg*—ipr,
4 hLiddpe= 2pM— ¢gL= ¢L—2pN ,
‘/m: 2rM— ¢0= ¢O—=2rN ,
4 m: gM—2rL= gM—2p0 ,
‘/mzer—— qN:";;O— gN .

16. Les deux premitres de ces formules servent 4 déterminer les

&
~3

™

valeurs entiéres des y qui peuvent rendre quarrée toute expression
de la forme my*~-n*, dans laquelle 72 et 7 sont supposés des nom-
bres entiers quelconques. Comparant , en effet , cette expression a 20*~=
4r* (**) ou (¢*—4pr)0*~-47r* , on aura

e fpr=1m2 N —m
q p 2 d’Ou 2p=q__;;__

=

ar=n ;
il en résultera ’équation
mznzyz___znzy__}_qz (***) R

g+\m

y:-—"—"‘ .

n

Ici, ¢ pourra étre pris & volonté, et la quantité O:(,e;)(ﬁF)*—-(ﬁ{)(ﬁE)
gHym

n

qui donne

qu’on obtient, en développant en fraction~continue la fraction ’

) pM:4pMN—gLM=0 , (D) rM24+rMN-—7OM=o ,
(E) pMe-pMN—yLN=0 , (F) rNe4-rMN—gON=o0 ;
formant alors
A+HO=0, (A)4E)=0, @B+D=0, @EF@B=0,
on obtiendra , en réduisant, les quatre équations de M. Kramp.
(*) Ces résultats sobtiennent en résolvant successivement chacune des quatre
équations par rapport & chacune des deux letires qui s’y trouvent au quarré.
(**) L’auteur suppose tacitement ici ¢==--I et conséquemment le nombre des
bases périodiques pair.
(***) Cette équation s'obtient en substituant , dans I'équation o=p~—gy-ry?, les
valeurs p:——-.qz—'m et r==".
27 2

( Notes des éditeurs. )
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sera linconnue y qulon demandait. Le radical , lui-méme , sera
nM—gO=¢gO0—nN.
17. Comme le coefficient ¢ est entitrement arbitraire , on fera bien
de supposer g=o; et, dans cette supposition , I'indéterminée y sera

. . m . .
simplement égale & la fraction —* Développant donc cette fraction
p g4 PP
n

en fraction-continue qui, dans tous les cas, sera périodique , on con-
naitra ainsi les bases, tant initiales que périodiques; le coefficient
O=(p:)(pF)—(8Q)(BE) fera connaitre toutes les valeurs de y ; et les
racines correspondantes de my?~-n* seront compriscs dans la formule
nM ou —nN; qui revient d 2{(«:)(F)—()(BE}.

18. Dans le cas particulier , mais trés—fréquent ot =1, on obh-
tient , sur-le-champ et presque sans calcal N les valeurs entitres de
Vindéterminée y gui peuvent rendre lexpression my*~~1 un quarré
parfait. 1 suffit, pour cefa, de développer en fraction-continue la
racine quarrée du c¢oeflicient numeérique 72 ; et , comme on a M-+-N=o,
la seuyle base initiale sera nécessairement (14)

__(AD)=—BE)

T 2(AB) 0
On aura de plus y=(AE); et la racine eorrespondante de my*~-1,
sera (AF)—«(AE) ou (BE)4-+(AE) ou, enfin, H{(AF)--(BE). Les
exemples suivans éclairciront cette méthode , et nous apprendrons aussi
a rendre quarrée la fonction 72y*—1, du moins lorsque cela est pos-
sible,

19. Exemple 1. Déterminer les valeurs entiéres de y qui peuvent
rendre quarrée l'expression 3y*-1 ?

On a ici m=3, dou

g/_;n—:‘/g—zx,7320508.....:1+ .I;.._l__r_ . .

2 ';' — —
o + esoces ;

(") Dans le cas d'une seule base initiale, on a (14)
M=——w(AE)--(AF) ,
N=—u(AE)—BE) ;
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ainsi, w21, a=1, #=2; on aura denc les deux séries de média-
" teurs que voicl

(AE)= 1, (BE)= 1,
(AP)= 3,  (BF)= =,
(AE)= 4, (BE )= 3,
(AF))= 11, - (BFH= 8,
(AE")y= 15, (BE")= 11,
AFN= 41, (BF”)= 30,
(AE/7)= 56, BE= 41 ,
(AF/7y=153 , (BF/"=112 (*) ;

ainsi, les valeurs consécutives de y seront celles des médiateurs (AE),
c’est-a-dire , 1, 4, 15,56, ....., et les racines correspondantes de
3y>*~1 seront (AF)—(AE) ou (AE)~+(BE) ou, enfin, {(AF)--(BE),
cest-a-dire, 2, 7, 26, 97, eeeees '

Dans cet exemple, on pourrait aussi regarder les deux bases 1, 1,
comme initiales ; les bases périodiques seraient alors 2 , 1. Ayant donc,
dans ce cas ,

e=1, p=1, 4=2, b=1,

on en déduirait les médiateurs que voici :

(«E)=1, (FE)= o,

(«F )= 2, (FF)=1,

(E)= 5, (;E)= 3,

. (F)= 7, (PF)= 4,

(«E")=1q9 , (BEy=11 ,

(aF7)=26 , (E¥7)y=15 ,

donc - o==M-p-Nem— 20 (AE)~-(AT)—(BE),
n . (AY—(BE)
d’ou e
- 2(AE)

(*) L’auteur emploie ici des lettres accentuées, pour distinguer entre elles les
diverses périodes.
¢ Notes des éditeurs. )
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(,,E///):.;I , (ﬁE”’)—"—'— 41,
( “}_?///):97 R (/3}?///)__-——_ 56 ,

on aurait alors y=0=(sF)—(#E); ce qui, appliqué aux cas par-
ticuliers, conduit aux nombres précédemment obtenus, savoir: 1, 4,
15, 56, ...v00. Lees racines correspondantes seraient comprises sous
la formule générale 2(BE)—(#F) ; ce qui donnerait, comme ci-dessus,
les nombres 2, 7, 26, 97, ¢eeens

Ezemple II. Déterminer les yaleurs entitres de y qui peuvent rendre
quarrée Pexpression 7y*-1 ?

On a ici m=7y, dou

— — 1
G S T
L
Tt
!+1+non§

ce qui donne
s=2 , e=1, b=y, =1, d=4;
en employant les formules du n.° 14, on trouve
M=—-2(AE)}-(AF) ,
N=—2(AE)—(BE) ,

-~

O=— (AE).
On a, en outre, la suite des médiateurs
(AE )= o, (BE)= 1,
(AF )= 1, (BF )= 1,
(AE )= 3, (BE )= =2,
(AF)= 14, (BE')= 9,
(AE7y= 48, (BE/)= 31,
(AF7)= 223, (BF'" )= 144 ,
(AL = 765 , BE)= 4ok ,
(AF#”y=3554 , (BF/7)=2295 ;

les valeurs consdcutives de y sont celles de O, savoir: 1, 3, 48,
765, arsses, €t les valeurs correspondantes de la racine quarrée de
741 sont celles de M ou de —N, c’est~a-dire, 1, 8, 127, 2024 .00



276 FRACTIONS-CONTINUES
En considérant comme initiales les bases 1, 1, la période serait 1, 1,
4, 1 ; on aurait donc
w=2, =1, a=1, b=1, c=4, d=1 ;
de 13 résulterait
. ()=2, («)=3, (B)=1, (ﬁg)zl 5
et, par suite o
L= 2(F)—3(<E) ,
M=2(#F)—3(E) , -
= («F)— («E),
O= (gF)— (eE) .
T.es médiateurs seraient ici

(«E )= 2,  (fFE)= 1,
(«F )= 3, (FF )= 1,
(“E/): 37, (ﬁE/>: 14,
()= 45, (8F/ )= 17,
(«E/)= bgo , (BE/)= 223,
(“Fﬂ}z 717 » : (ﬁF”): 271
(E/y= 9413 , (sE/)=3554 N’
(EF7)=11427 , (6F/7)=4319 ,

ce qui donnerait pour les valeurs de y , et pour les racines corres=
pondantes de 7y*~1 , les mémes nombres que ci-dessus.
Exemple I1I. Déterminer les valeurs entiéres de y qui peuvent
rendre quarrée lexpression 107 y*—-1 7
En développant {/ 107 en fraction—cantinue , on trouve d’abord la
base initiale 10 , puis les bases périodiques 2,1,9,1, 2, 20 :
d’aprés quoi on a
M=~10(AE) (AF),
N=—10(AE)—(BE),
0=— (AE);
les médiateurs sont
(AE)=o, " BE)=1,
(AF )=1, BF)=1,
(A®)
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(AE)= 93 » (BE/)= 32,
(AF)=_- 189z, ( BF/ )= 651 ,
. (AE")="178932 , (BE/)= 31567 ,
(AF”)‘—3640207 > (BF")=642524 ;

ce qui donne pour y les valeurs o, 93, 178932,....ct, pour Ies
racines correspondantes de 107y 1,15 962, 1850887,

Exemple j[ V. Détérminer les valeurs entitres de y qui peuvent
rendre quarrée.Pexpression. 41y>-1 ?

En développant ent fraction-continue , la racine quarree de 41, on
trouve la base initiale ‘6, suivie des bases périodiques 2,2, 12 ; de
maniere qu’on a :
: «=6, a=2, b=2, =12
, Le nombre des bases de cette période est zm,valr tandls que nos formules

le suppesent pair ; mais, comme cette période revient ,é Iinfini , il est per-
mis de doubler le nombre de ses bases; la période sera ainsi 2,2, 12, 2,
2, 12. Le nombre des bases se trouvant alors pair , Papplication des for~
mules précédentes pourra avoir lieu. En s’arrétant , au contraire , i trois
bases , on trouvera les valeurs de ¥ qui rendent quarrée L'expression
41y>—1 , puisque , dans ce cas, ona p=—1I. .

Dans I'un et Vautre cas, des;gnera toujours la premlére base périodi-
que, c’est-a-dire, 2; mais, dans le premier, ¢ et faurontles v -aleurs 2 et 1 2,
tandis que , dans le second , ces lettres se trouveront remplacées par & et c.

Les valeurs de ¥ qui rendront quarrde l'expression f1y*—1 seront
celles des médiateurs (AE) , (AE~) , (AE//) .. ., et les racines cor-
respondantes seront

( AF )—6( AE )=(BE +6( AE ) ,
ou ( AF/ )—6( AE” )= (BE/)+G(AE") ,
ou (AF#/)—G(AF/) = (BE//)—4-6(AE#/1)
et, ainsi des autres, Au contraire, les valeurs de ¥ qui rendront quarrée
Pexpressicn 4131 seront celles des médiateurs (AE/), (AE”) , . ves
et les racines correspondantes seront
( AF/ )—G6( AE/ )=(BE/)46( AE/) ,
ou (AF/)—G(AE) = (BE/)+6(AE)
' Tom 1, 38
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ct ainsi de  autres. Les médiateurs sont ici

(AE)= 5, (BE)=- - =,
( AF)= 62 , ( BF )= =25,
(AE)= 320 , (BE/ )= 129 ,
(AY/ )= 3;969 5 ( BF’}): " 1600 ,
(AE7)= " 20485, (BEZ )= 8258 ;
(AF7y= 254078, . (BF/)= 102428

(AE/y= 1311360 , (BE/")= 528641 ,
(AF7)=16264961 , (BF/)=6556800 .

Ainsi les nombres qui rendent quarrée l'expression 41y?—1 sont 5,
20485 ,4.44, et les racines correspondantes sont 32, 131168, iu0 5
et ceux qui rendent quarrée expression 41y*~f-1 sont 320, 1311360 ¢,
et les wacines correspondantes sont 2049, 8396801 ,.iicies

Cette marche doit étre suivie, toutes les fois que, dans le déve-
“loppement de la racine de 2, on parvient & un nombre impair de
bases périodiques ; et I'on voit que mnotre méthode donne, non-seu=
lement la solution de l’équation my*~-1=2*, mais encore celle de
I'équation my>—1=32, toutes les fois, du moins , que cette derniéro
est possible en nombres entiers,

Exemple V. Déterminer les valeurs de y qui peuvent rendre quarrég
Pexpression 13y2—1 ?
~ On aici .
. «=3, a=1, b=1, ¢=1, d=1, e=6,
T.e nombre des bases est ici zmpzﬂr, mais , en le docblant, il dee
yient pair, et on a alors

-—-3(AE)+(AF) .
=—3(AE)~—(BE) ,
0=-—° (AE) ;
les médiateurs sont ensuite

H

??
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(AE)= 180 , (BE)= 109 s
(AF/)= 1189, (BF/)= - 7920,
QAE”): 6485 , (BE/ )= 3927 , -
(AF7)= 42837 ,.  (BF)= 25940,
(AE/)= 233640,  (BE/)=141481
(AF/)=1543321 , (BF”)=g34560 .
Amsn, les nombres qui rendront quarrée l'expression 13y2—1 se=
ront 5, 6485, ......, etles racines de ces quarrés seront 18, 23382, .3

ceux , au contraire , qui rendront quarrée I'expression 13y -1 se~
ront 180, 233640 , seesuss, et les racines correspondantes seront 649,
842401 , . '
Exemple VI Détermmer les “valeurs de y qui peuvent rendre quar-
rée lexpressmn 17y +-1 2
On’a simplement ici : -2:4 , a=8 5
la période entitre ne consiste donc que dans une base unique. Les.
médiateurs sont -
(AF)=(B )= "8,
(AF’)=(BF)= &5,
(AF2)=(BF/ )= '528 ,
(AF/7)=(BF”)= 4389 ,
(AF/17y =(BF"y=34840 .
les valeurs de y qm rendent 174 —1 un quarre parfalt sont &one

65, 4"89, veees, et les racmes correspondantes sont’ L
C T AP AT/ Y= (A YA/ )= 568 DI
. - (AF"’”§—-4(AF’”) (AF//)+4(AF’f/)—3484o )

et ainsi des autres ; celles qui rendent, au -contraire , 17y’-f1 un
quarré parfait sont 8, 528, 34840 5:eesees , €t les racines correspon-

dantes soht - NI
(AF’)——4( AF )= 1+4( AF }: 33
AP A (APP= (AR o AFT= g |
(AR ) fAP )= (AR (AP = 283009
¢t ainsi des autres. ‘
20. L’équatien générale du second degré
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o=p—qy=ry*
peut étre ramenée a
o=L~(M~+4-N )y—l-Oy
en déterminant les coefficiens 1., M, N, Q, de manidre & ce quils
satisfassent aux quatre équatlons suwantes ) )
L=p, M+4-N=ygq , O=r, LO—MN=y ;
la letire ¢ désignant toujours 'unité prise en plus ou en moins, suivant
(lue le-nombre ‘des bases périodiques est pair ou impair, 11 en-résulte
L=p , 2M=g+v ¢g—i4prise , - o
O=r, =N ""g——‘/t] —4pT—4p . '

Ainsi , pour que Véquation o=p—gy-+ry* soit réductible 3 o=T.—
(M—i—N)y—}—Oy » sans qu on soit obligé de developper ¥ en fraction-
continue périodique’, ce qui exige quelquefois qu’on V'évalue dabord
A 4o ou 5o décimales (*), il faudra que ¢ --4pr+4 ou ¢ —-—4}71”—-—
soxt un quarre Parfalt.

Clest “ainsi que l'dquation 0*"10--—91y+oy , dans laquelle on a

¢>—4pr—++4=(17)*, devient Q~13-«quw2y+ay ; en a alors L=
13 M=19, N=2, O 53 aibsi, dans cet exemple , LO—MN=
~+1. De méme lequahon 0-17—-—19y+y dans laqueﬂe on a ¢*—
4pr—4=(17)*, devient o=17— 18y—y—+ty?; on a alors L=17 , M=
18, N=1, O=1; ainsi, dans cet exemple, LO—MN=—1.

AL Etant proposée ¢ quatlon générale du sccond degré o——p--qy—-{-
'ry ) on peut toujours déterminer un facteur % de manitre ~que Pé-
quation o—l{p-lfqy—}—lfry“ soit réductible & 0—-L—-(M+N)y+0y .
1l faudra, ° pour cela que (q --4;)r k*~-4¢ soit un,quarré parfait. 4

™ H est méme essentiel d’observer qu'a quelque ombre de chxffx'es décimank
qiie‘i’mxpousse f’appr’oxﬁma:ion , on.ne saurpit jamais aveir une entiere confiance
dans le résultat quon en déduit , si Pon n'a vérifié cevésultat, en remontant 2 V'équation
du second degi¢ dont ik-doit ¥tre_une des racin€s;7il peut. arrivey én effet que la
suile , soit, des bases,mumles , soit dLS Dbases pemodu{ues présente , dés les commence~
mens, une peuodlute apparente qux fasse Prcndxe le change sur la véritable loi de
I fraction-gontinue.” AU surplus, en procédant par la’ méthode d’appromma{xon de
M. La grange, on évite tout embarms sm ce pomt.
Lo ( Note des éditeurs. )
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étant déterminée de manidre 3 satisfaire & celte condition , on aura
L=kp ,
2M=kg=-y/ (g>—Lprik+tiv
2N=hg—/ (4*—4pr)k—4v 5
G::/{f'o

Soit par exemple I'équation o=7=—14y--4y*, qui donne p=7, g=14,
r=4, et g>—4pr==384. 1l faudra déterminer ¥ de manitre que 844>~
4, ou z21/k*41 soit un quarré parfait; on trouvera d’apreés cela A=
12, et I'équation sera 0=84—168y~+48y* ou o=8{—139y—2qy-t=
48y*, dot I.=84, M=13g, N=2g , O=48 et conséquemment L.O—
I‘J\T-—-I—I.

22, Etant proposée cette méme équatlon générale du second degré
o=p—gy-try*, qui donne 2ry=g-y/ g*—/4pr aussi bien que 2ry=
g—V ¢*—4pr , on en tirera facilement les bases initiales , en dévelop-
pant en fraction-continue la fraction -

sHNT—pr o =N
2r 2r

Connaissant ces bases , et par éonséquent les médiateurs L, M,N , O,
on peut demander les médiateurs A, B, C D, lesquels conduisent en~
suite (11) aux bases périodiques , 5 ¢,d,...;0naura:

A=pR*—g¢PR~-rP2, -
B—C=2pRS—¢(PS4-QR)-2rPQ, § ()
D=—p8*+4-¢QS—rQ*; _
et de plus BC—AD=v, c’esi~a-dire =-}1 ou =~—1,
1l en résultera

A=pR*—¢PR~-rP*,

(") La premicre équation en 3 du n.° 14 peut étre écrite comme il smt
0=Q2A~~PQ(B~~C)~—F2D}
=—[2Q8Aw=(PS+QR) (B=-C)—2PRD]y "
- [§52A~=RS(B—~C)—R> Dy
En la comparant 3 azp=—gy~+7y? , il viendra P
Q:A=PQBe=C)-P2D =p ,
2QS A= (PS-OQR) (B C)m2PRD =24
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2B=  2pRS—g(PS+QR)+-2rPQ4-y/ ¢*—4pr 4,
ﬂC———opBS+q(PS+QR\—°rPQ+VFm—:,
D= —pS*+4-¢QS—rQ=.

Exemple. Soit proposée Iéquation du second degré o=7—14y—+4y>
1l faudra déterminer le facteur numérique % de manitre que 84%*—-4
ou 4(21k*+4-1) devienne un quarré parfait. On trouvera , par les métho-
des qui ont été précédemment exposées , k=12 ; multipliant donc I'é~
quation proposée par 12 , ee qui donnera 0=_84—168y-4-48y*, on aura

. p=84, ¢g=168,  r=48;
développant alors en fraction-continue la valeur numérique de y=
§(7+\/~2—;)= 11,5825757 ..., on auara la base initiale x=2 ; et ,aprés
elle , commencera la période. Cela donnera .
P=:, Q==2, =o, S=1;
d’oti I'on conclura , par les formules précédentes,

A=48, B=67, C=43, D=60;
réduisant donc en fraction-continue le rapport D: B ou 60: 67, on aura
la suite des bases périodiques , savoir:

) a=1, b=8, c=1; d=1, ¢m=m2, f=I1.
23, On a vu précédemment que , pour transformer en quarré parfait
l’expx:ession my*<n*, il faut, en prenant ¢ 4 volonté , transformer

en fraction-continue y:?_i”_\l’l’.«' :le développement faisant connaitre ,
n

tant les bases initiales #, 8, % ,...., que les bases périodiques, «, 4,
€, .4, et par conséquent les médiateurs

(ee), . (20), (69, (£0)-

(«E), («F), (sE), ()3
et que , déduisant de ces médiateurs fes valeurs des coefficiens L , M,
N, O, en vertu du N.° 12, les valeurs de y seront celles de O, tandis
que les racines eorrespondantes seront '

$:A—RS(B—C)—R-D=r ;
considérant , dans ces équations, A, B—C, D, comme trois inconnues, et ayant dgard.
& ce que QR—PS=r 1, dot résulte (QS—PR)>=1, on obtiendra les trois équations
de Pauteur ; en y joignant ensuite Péquation BC—AD==1+1 , on en déduira les valeurs
de A, B, €, D, donndes dans le texte. © ( Notze des éditeurs. )
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nM-—g0O=¢0—nN.

Nous en avons fait jusqu'ici 'application au simple cas de n=r ;
voyons actuellement comment il faudra opérer lorsqu’on attribuera & #
une valeur enti¢re quelconque, différente de I'unité.

Exemple. Proposons-nous de déterminer les valeurs entiéres de y
gui peuvent rendre quarrée lexpression 11y*~}-4g?

Oin a icim=11,n=7; ainsi il faudra développer en fraction-con-

tinue la fraction A *. Laracine quarrée de 11 est 3, 3166247603354

+se Quant & la valeug de ¢, elle est arbitraire,, pourva que ¢ soit en~
tier. On voit, au reste , qu’il suflit de considérer les valeurs o , 1,
2,3,4,5,6; attendu que, passé six, les mémes résultats doivent
constamment revenir , et que la différence ne peut tomber que sur
la premitre « des bases initiales , laquelle n'influe en rien sur les
valeurs numériques des coefficiens O. Voici une table qui contient,
tant les bases initiales que les bases périodiques qui résultent du dé-

veloppement des fractions Vi , dans les différentes suppositions
_ 7
qu’on peut faire pour ¢:

d
4

2 o 14 3 6 » » » » » »
3 0 1 9 41 9 | 23] » » » »
4 1 22 9 4 9 23 » » » »
5 I 5 3 6 » » » » » »
6 1 3 46 41 1 1 1 1 1| 4
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Cette table nous apprend que, dans la recherche des valeurs de 3
qui peuvent faire devenir l'expression my>-4-n* un quarré parfait,
le choix du nombre arbitraire ¢ n’est pas indifférent. Dans exem-~
ple actuel, ol m=11 et n=7, les bases initiales sont partout au
au nombre de deux ; la premitre « se reconnait par la seule inspec-
dion des nombres 7, n et ¢g. Dans la colonne des secondes bases
initiales , désignées par g, on trouve les nombres 1, 2, 3, 5, 22,
qui ne paraissent étre soumis & aucune loi connue jusqu'ici. Quant
‘aux bases périodiques, les valears ¢=3 et ¢g=4, dont la somme
est 7, nous font connaitre la période composée des nombres g, 4,9,
23. Ces mémes bases, quoique'disposées dans un ordre différent , sont
encore fournies par les valeurs =0 , et conséquemment aussi g=7,
dontla somme est encore 7. Les valeurs g=1 et 4=6 , dont la somme
est aussi 7 , fournissent la période composée des bases v, 1, 1,1, 1,
45 46, 4 , quoique disposées dans un ordre différent. Toutes ces périodes
nous font connaitre certaines valeurs de # , mais elles me renferment
pas la solution cempléte du probléme.

La série complete des valears de g résulte des développemens que
Pon obtient en supposant g=2 ou ¢=5, dont la somme est encore
7.. 11 en provient les deux bases 3, 6. En adoptant cette période,
et la valeur 2 pour ¢, on a

. «==0, B=1, a=3, b=6,
ce qui donne (x)=o, («)=1, (B)=1, (=1,
es médiateurs qui en proviennent sont

( «F )= O, ( 3D >: I,
(F )= 1, ( oF )= 1,
(«EN= 3, (eE)= 4,
(F/)= 19, (8F7)= =25,
(E)= 6o, (sE))= 79,
(F/)= 379, (sF7)= 4499,
T

(«E1)=1197, (sE/= 157(? s
(oF1)=7561, (eF/77y=g955 »
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QUESTIONS RESOLUES. .

En appliquant ensuite les formules du n.° 12, on trouve

L=—(E),
]VI:::—-—(;SE) N

N=luF")—(«E),
O={eF)—(sE).
Les valeurs de y qui renferment la solution du problime sont celles
de O, et les racines qui leur répondent sont 7M—20=20-~7N. On
a donc ainsi;
! valeurs de y=o0, 21, 420, 8379,....
TaCINES « oo e v==7 , 70 5, 1303, 277G0 e 000

( La suwite incessarmment. )

Tom. 1. 39



