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SURFACES DU SECOND DEGRE. 233

GLCMETRIE ANALITIQUE.

Aléthodes directes pour résoudre cette question : Ftant
donnée, desptce et de position dans I'espace , une surface
du premier ou du second ordre , placée comme on vou-
dra par rapport aux plans coordonnds, élablir I'équation
numdérique de cette surface, relativement a sa siluation
actuelle ?

( Article faisant suite a la question traitée & la page 180 de ce volume. )

Par M. Ravmonp , Principal et Professeur de mathémati~
ques du collége de Chambéri , membre de plusieurs so-
ciétés savantes et littéraires.
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APRES avoir exposé le moyen d’établir les équations numériques des
courbes du second degré , données sur un plan , il est naturel d’appli-
quer la méme marche & I'espace , en traitant quelques exemples propres
4 mettre les éléves sur la voie. Ce n'est pas que cette recherche seit
susceptible de difficultés ; mais il nous a paru cenvenable de com-
pléter larticle que nous avons donné précédemment.

10. 1.° Pour lc plan. L’équation générale du plan est, comme l'on
sait ,
' As+By-+Car+D=o.
Si on a un plan qui passe par les axes des x, des y, et des z,
a des distances de l'origine des coordonnées , indiquées par les nom-
bres respectifs 3, 2, 5, on aura, dans ce cas ,
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donnant done & D la valeur que l'on voudra, on déterminera les quatre
coen.cie .s de I'équation du plan, Faisant, par exemple, D=1, on aura

1 1 I
==3: B=—7, C=—3,

ce qui donnera

6z4+15y41020—30=0 ,
pour I’équat’on dua plan proposé.
Cest avec la méme facilité que P'on établirait Véquation, si Pon

avait pour données lcs valeurs des angles respectifs du plan proposé
avec les plans coordonnés.

1l est inutile de s’arréter d des considérations de cette nature ; pas=
sons aux surfaces du second ordre.

11. On sait que Péquation générale des surfaces du second ordre,
résolue par rapport & z, donne :

_ gBy-l-B'x-{-C} '

S A

+V(Bz_4AA/)) 2_l_z(\l%]n/—zz’\ki”) ay (EU—’—;AA”)xz 2(BC—2ACH 2(B/C—2ACY) +Cz___4AF
— 7Y LA TV B AA! Bi—jAN B fAA U BrAA

et que le plan-diamétre de la surface a ainsi pour équation

{By-}-B’x—l—C )
ETme— § e
2A )

Lintersection de ce plan avec la surface appartient également au cy~
lindre tangent qui limite ceite surface et qui la projete sur le plan
des xy. On obtient Iéquation de cette intersection , en dgalant & zéro
Ie polynome en xy qui est sous le signe radical de la valeur de z
et Péquation résultante , indépendante de z, appartient, a la fois, &
tout le cylindre projetant et & la projection méme de la surface sur
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le plan des zy. Ces choses étant rappelées, nous pouvons passer aux
exemples.

12. 2.° Pour lellipsoide. Soit TLV1/ ( fig. 1) la projection, sur
le plan des xy , d'un ellipsoide disposé de maniére que son grand
axe soit parallele au plan des #y, et élevé au-dessus de ce plan d’une
quantité égale & 4. Soient

AB=2, AB/'=4, Bl=:1, OL=1.
Lellipse ILI/L/ aura pour équation (2) :
yr—xy~ia*—6r+4-8=o,
Le plan-diamttre, parailéle au plan des 2y, aura pour équation (10) :
=4 ,
en sorte que P'équation de la surface sera dela forme
= 41‘}/——-———(“2;:? 22y —ay Lar—6+8).
' Ba—jAA!

Il ne restera donc plus qu'a déterminer le facteur , €& qui
se fera comme il suit.

Les coordonnées « et y, relatives au centre de Dellipsoide , sont ici

AC=3, CO=:;

faisant donc =3, y=1, dans le polynome en xy ci-dessus, la
valeur du radical deviendra alors celle du demi - second - axe de la
surface. Exécutant donc la substitution, et supposant le demi-second-
axe égal a l'unité, il faudra poser

(B2—4AA" _ ) s 2t AAi__ )
V___[er-—x_l , dou Y =1 ;

au moyen de quoi I'équation de la surface deviendra

z= 4iy-—- (y*—zy—+1a*—6a+-8) ,

on

4z =4y 4y +bar—32z—24a4-g6=0 ;
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équation cherchée , que T'on vérifiera aisément par la discussion.

On cbtiendrait une équation toute differente, si, sous la méme pro-
jection , on supposait ,au second axe de Uellipsoide, une autre valeur
que celle que nous lui avons assignée.

13. Supposons que la méme projection de la fignre 1.7 appartienne
4 un ellipsoide incliné sur les trois plans coerdonnés, tel que son plan-
diamétre , parallele 4 Paxe des y , tasse,avec le plandes ay, un angle
dont la tangente trigonométrique soit égale & L, et passe sur V'axe des

z 4 ane hauteur égale & P'unité, I'équation de ce plan sera :

z=1g+t1

celle de la surface sera donc de la forme

z= —ar:+I+'V(B —4AAD (y*—zy—4-i2*—62+-8) ;

t, le second axe étant encore supposé égalk a 2, on aura, comme
précédemment

Br—gAA
TR

ce qui donnera définitivement pour P’équation cherchée

=te D —(p—ay 4 tw—6o4)

ou

42*—fzr—Lxy-4y* 02 —8z—z202-+36=0.

14. Soit le point conjugué O ( fig. 2 ), considéré comme le résultat
de la contraction totale d’un ellipsoide situé au-dessous du plan des
xy , et projeté sur ce plan au point O/; soit le plan-diametre pas-
sant par les points D, E, F, de telle sorte que l'on ait

AD=I 9 AE—> . AF:I H
soient enfin
AC==2, CO/'=3,

le plan-diamdtre aura poar équation :

...._--—y—-—x+1 3
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Péquation de la projection O/ sera (3) :

¥y —3xy-- 141’x2—4x—|—4 =0 ,

de manidre que celle de Pellipsoide O sera de la forme

s=—ty—stit T8 (g2 o dired.

Substituant donc , dans le polynome en zy, les valeurs de AC et
CO/, et égalant le radical 4 zéro, a cause de l'évanouissement des
axes de Dellipsoide , il viendra

: 2-----31‘-\A'__ o

—
- 2

LAz o
en donnant donc & ce facteur une valeur arbitraire; en le faisant,
par exemple, et pour plus de simplicité, égal 8 —1, on aura

zz—%y~x+‘i%"(y2—3xy+133?’—436—1'4) ’

~

d’olu )
422 4-4zy+4-822—8xy4-by 4174 —8zemfy —242-4-20=0 ,
équation cherchée.

15. 3.° Pour I'hyperboloide. Soit un hyperbolo’ide‘?z deux nappes,
projeté sur le plan des @y, comme on le voit (fig.3) et de telle

fagon que Ton ait
AB:? H AB/=! . AD:A0=4 Iy ‘ OL=4¢
1/équation de la projection sera
yrezytiat—8y— a1t =o.

Supposons que le plan-diamétre , paralidle & l'axe des x, fasse avec
le plan des zy un angle dont la tangente trigonoméirique soit égale
31, quil séléve du coté des y négatives et passe sur laxe des z,
au-dessus du point A, 4 une hauteur égale 2 1; ce plan diametre
aura pour équation
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E=—y+1

I’équation de la surface sera donc de la forme

B—4aa / 40 116
_‘y+I+V 4;:2 ) ~H2ay 2t —8y—2La 4217

faisant, dans le polynome en a2y, +=AO=4, y=o, et égalant le
radical & la valeur du demi-second-axe, supposée égale a 4, et ren-
due imaginaire , on trouvera
Be—lAA
=1,
4az
ce qui donnera, pour I’équation cherchée ,
36224-36zy-+7 2xy—|—453;2+20x2-—7 2z—324y—1602-4+500=0.

= 16. Soient les deux droites OS et OR ( fig. 4 ) , considerées comme
les traces, sur le plan des xy, d’'un systtme de deux plans tangens
A la surface d’un” céne, et projetant cette surface sur ce plan ; soient

AD=3 , AE=6 , AC=:, 0C=3;
les droites OS et OR auront respectivement pour équations
y422—6=0, §—22 =0,
Multipliant ces deux équations par ordre, on aura pour équation de
la projection
B yr—4a*—6y-t122=0.

Si l'on suppose maintenant que le plan-diametre , en vertu des
données: convenables , ait pour équation

z—4y—6xr=o0 ,

l’équation de la.surface conique sera de' la forme

(B2——4A A’) .
= 4y+6x+V *;& 7 —dat—by—t1 21?) 5

substituant , sous le radical, les valeurs de AC et CO, et égalant ce
radical a zéro, on trouvera )
B—fAAY

4Az

3

©
Q
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faisant done, pour plus de simplicitd
Ba—jAA/
=1
4z ’

I'équation cherchée deviendra

z= 4yt —(y*—4a*—Cy-+ti2x) ,

ou
238 zyment 220482y 41 7y -3 222 ~—~6y 1200 =0.
17. 4.° Pour le paraboloide. Soit NIN/ ( fig. 5 ) la projection ,
sur le plan des 2y, d’un paraboloide tellement situé que I'on ait
AD=>, AB=5, AE=3;
et soit le “parametre NN/=4y/ 13, dolt Uon déduira

AC=7 , CO=2%

1)
®la

L’équation de la projection sera
y2—=3ay~42a*~-6y—352-+139=0:

Supposons que le plan-diametre passant par l'axe des # fasse , avec
le plan des @y, du cété des y négatives , un angle dont la tangente
trigonomeétrique soit égale a % ; Péquation de ce plan sera

— x
R==2Y 5

et celle du paraboloide sera de la forme

z:""_:y_'r- (BZ—Z‘_[&A/) 5 3 o 3 6 g~ 3
g T(y —dzy4-32°+6y—352-f139)
‘Substituant , dans le polynome en 2y les valeurs de AC=7 et de
CO =2, et égalantle radical 3 24/ 13 , valeur supposée du demi-
paramétre , on trouvera , toutes réductions faites
Bl AA/
T

ce qui donnera
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=iyt B (p By arby—35aidg)
ou enfin
fzr—fzy—122y4-5ytqar 424 y—1 4ox-}-556 =o.

Nous laissons aux éleves le soin de -varier davantage les donndes ;
il§ peuvent sc proposer, par exemple, I'hyperboloide & deux nappes ,
situé dans le sens des z, I'hyperboloide & une seule nappe, le pa-
raboloide hyperbolique , ete. -

t




