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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PAScAL 9, 9-20 (2002)

Formes quadratiques sur ;[T

Houda Aissa

Résumé

Dans ce travail nous étudions des formes quadratiques polynomia-
les a quatre variables, prolongeant ainsi un résultat de M.Car.

I Introduction

Soit IFy le corps fini & ¢ éléments, ¢ étant une puissance d'un nombre
premier impair.
Certaines analogies entre I'anneau IF,[T| des polynémes & une variable sur le
corps IF;; et I’anneau des entiers relatifs Z ont été mises en évidence, notam-
ment en ce qui concerne 'arithmétique additive.
En 1926, H.D.Kloosterman [2] s’est intéressé & ’étude de la représentation
d’un entier positif n comme somme:

n = az? + by® + c2? + dt?

avec a, b, ¢, d des entiers positifs fixés.

En 1996, M.Car [1] a étudié un probléme analogue sur Panneau F,[T]. Plus
précisément, elle a donné une estimation du nombre de représentations d’un
polynéme M de IF,[T] comme somme:

ou M, ..., M4 sont des polyndmes vérifiant les conditions de degré les plus
restrictives possibles, a savoir

deg M; < m;, (1.2)
les entiers my, ..., my étant déterminés par la condition
deg M € {2m; + deg A; — 1,2m; + deg A;} (1.3)
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et ce, dans les deux cas suivants:

(1) A, Az, A3, A4 sont des polyndmes premiers entre eux deux a deux,
(ii)A; = Ay = 1; A3 = Ay = D, D étant un polynéme sans facteur carré.

Dans ce travail nous nous intéressons au cas A; = Ay = Dy; Az = Ay =
Dy ou D; et Dy sont deux polyndémes sans facteurs carrés premiers entre
eux. Ce cas est intéréssant car, si —1 n’est pas carré dans le corps IFy,, tout
M € IF,[T] s’écrivant comme somme (I.1) ou M; vérifient les conditions de
degré (1.2) et (1.3), M admet alors une représentation

M = DyN; + D2 N,
ol Ny et N, sont des normes dans I'extension JFjz(T') de JFy(T') de polynémes
de qu [T]
Notons ici que, de facon triviale, si —1 est carré dans le corps Iy, tout poly-
noéme M € IFy[T] s’écrit comme somme (I.1) sans toutefois que les conditions
de degré (1.2) et (1.3) soient assurées.

En utilisant la méthode du cercle, nous établissons essentiellement le théo-
réme suivant:

Théoreme Soient D, et Dy deuz polynémes sans facteurs carrés et premiers
entre eux. Alors,

(i)tout polynome M € IF,[T) premier ¢ DD, et de degré assez grand admet
une représentation de la forme :

M = Dy(M7 + M3) + Da(M3 + M)
ou les polynémes M, ..., My vérifient les conditions de degré (1.2) et (1.3).

De plus, si R(M) désigne le nombre de ces représentations, on a:
qdegM

R(M) > log(deg M)’
la constante intervenant dans le symbole > ne dépendant que de q, D1, Ds.
(1) Le méme résultat reste valable pour tout polynéme M tel que —1 soit un
carré modulo tout polynéme irréductible P divisant le pged de D1Dy et M.

Concernant le cas A; = Dy, Ay = A3 = Ay = Dy ou Dy, Dy des po-
lyndémes premiers entre eux sans facteurs carrés, on montre que si M est
divisible par D, alors M est représentable comme somme (I.1) ou les poly-
noémes M; vérifient les conditions de degré (1.2) et (I.3). De plus, la minoration
asymptotique ci-dessus reste encore vraie.
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IT Notations et conventions

Dans cet article, les polynémes considérés sont ceux de 1'anneau IF,[T).
On désigne par M ’ensemble des polynémes unitaires, par I ’ensemble des
polyndmes irréductibles unitaires.

Pour A et B deux polyndmes de IFy[T], on note (A, B) leur pgcd.

Soit H un polynome non nul de JF,[T]. On note deg H son degré, Cy I'en-
semble des polynomes de degré strictement inférieur au degré de H identifié
4 'ensemble des classes de congruence modulo H. Le groupe multiplicatif
des classes inversibles modulo H sera noté Cy;, ’ordre de ce groupe sera noté
®(H). La fonction ainsi définie a les mémes propriétés que la fonction d’Euler
classique. On définit le symbole de Legendre sur JF,[T] comme suit:

si P est un polyndme irréductible et A un polynéme premier 3 P,

( é )= 1 si A est un carré modulo P,
P’ ] -1 sinon.

Le symbole () a les mémes proprietés que le symbole de Legendre classique
et vérifie la loi de réciprocité quadratique [4]. Ce symbole s’étend & tout
couple de polyndmes premiers entre eux par multiplicativité.

Sur le corps IK = IFy(T) des fractions rationnelles, on définit une valuation
v par:

A
U(E) =degB —deg A
si A et B sont des polynémes non nuls. Le complété K, de IK pour cette

valuation s’identifie au corps IFy((T~")) des séries de Laurent en % sur le

_corps IFy, la valuation v se prolongeant aux éléments non nuls de /K, par:
—+o00
u( Z asT°) = —sup{s € Z;as # 0}.
S$=—00

On associe a cette valuation, la valeur absolue | |, définie par:

~v(a) i
_Ja sia#0
Mm“{o sia=0

Nous noterons simplement | | cette valeur absolue car le contexte nous permet
de la distinguer de la valeur absolue classique sur le corps IR des nombres
réels ou le corps C des nombres complexes qu’on va utiliser.
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Soit u € K, si u = :;’ioo usT°, on pose Res(u) = u_j.
De plus, si v # 0, on définit application sgn de K, dans JF; en posant
sgn(u) = U_y(u)-
Soit ¥ le caractére additif défini sur IF;, par:
2imtr(x
¥(z) = eap( 2T,
ou tr est I'application trace de JF, dans JF},.
Au caracteére non trivial ¥, on associe le caractére additif non trivial F de
K, défini par:
E(u) = Y(Res(u)).

IIT Les séries singuliéres
L’estimation de R(M) fait apparaitre une série que I'on va étudier dans

ce paragraphe.
On pose pour tout polyndme unitaire H et pour G € Cj,

S(H,G) =) E(GRZ) 1111
’ - H ( . )
ReCy
T(H,G) = S*(H,GD,)S*(H,GD,) (I11.2)
Soit M € IF,[T). Pour tout polynéme unitaire H, on pose:
G
— —4 M
AH, M) =|H|™ Y T(H,G)E(-M 7) (111.3)

GeCy
On rappelle ici quelques résultats déja démontrés dans [1].

Proposition IIL.1 Soit P un polyndome irréductible. Soit G un polyndéme
premier & P. Alors, pour tout entier k on a:

S(P™,G) =P,
S(P*+,G) = [PIHF)S(P,1).
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Proposition II1.2 Si Hy, H, sont deuz polyndmes unitaires premiers entre
euzx, pour tout polynome M on a:

A(H Ha, M) = A(Hy, M)A(Ha, M).

Proposition II1.3 Soit P un polyndéme irréductible, M un polynéme quel-
conque et k un entier. Alors,

AP, M) =0 sik>1+vp(M).

On définit alors, pour tout polynéme irréductible P

U(P,M)=1+ f:A(Pk, M), (II1.4)
k=1
et
S(M)= > A(H,M). (I11.5)
HeM

G(M) se développe en produit eulérien absolument convergent

&(M) = [[ ¥(P, M). (I11.6)
Pel

Proposition II1.4 Soit P un polynéme irréductible premier ¢ D, Ds. Alors
pour tout polynéme M on a:

vp(M)

¥(P,M)=(1-|P|*)( ) IPI") (I11.7)
k=0

Démonstration
C’est un cas particulier de la proposition V.3 de [1].

Proposition I11.5 Le produit

A= JI a-ip? (I11.8)

Pel, PtD1D;

est absolument convergent et positif.
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Démonstration
C’est la proposition V.4 de [1].

Proposition ITI.6 Soit P un polynéme irréductible divisant D;, respective-

ment Dy. Alors pour tout polynéme M on a:
W(P,M) =1+ ()1~ [P0 — |P[o 00

Démonstration
D’apres la proposition IIL.3, on a

’l)p(M)+l

U(P,M) = 1+ » APt M)
) k=1
’Up(M)+1

= 1+ Y |PI™* > S*P* D,G)S*(P¥, D,G)E( -

k=1 GeCr,

Supposons que vp(M) = 0.
Alors, avec la proposition III.1 et la proposition IV.4 de [1], on a
¥(PM) =1-(5)
k] - P .
Supposons que vp(M) # 0.
e Si vp(M) = 0mod2, posons vp(M) = 2w.
Alors,

T(M) =14 _|P[¥t Y~ SH(P¥H, DiG)SH (P, DoG)E(-

j=0 GGC;ZJ-+1

LIPS SHPY, DyG)SY(PY, DyG)E(— My

j=0 GECYy;

M

P

(I11.9)

G
M2p)-

G
P2i+1 )

A Taide de la proposition III.1 et la proposition IV.4 de [1], on obtient

U(P,M) = (_?})(1 — |p|—vp(M) _ lpl—uP(M)—l)'
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e Si vp(M) = 1mod2,
avec des calculs analogues a ceux faits précédemment, on montre le résultat
annoncé.

Proposition II1.7 Pour tout polynéme M premier a D1D,, on a:

®(D,D,)2(M)
| D1D,|| M|

| D1 D,|| M|

< 6(M) < A5 5, Dy)e000)

(I11.10)

et, pour tout polynéme M tel que -1 soit un carré modulo tout polynéme

irréductible P divisant (DD, M), on a:

®(D1 D)@ (M)
| D1 Do | M|

M|
< < 2(4)(D1D2) I . R
<B(M) < Agrr a5 (II11.11)

A

ot w(D1Dy) est le nombre de facteurs irréductibles unitaires de D1 D-.

Démonstration
On a
s(M) = []ur M)
Pel
= I werm JI wpwm
Pel, P{D1D, Pel, P|D1D2

Or, d’apres (/11.7) on a:

II ©P M) =Arwm) (1)
Pel, P{D1D,
ol
A= JI a-1Pr) <o
Pel, PtD1D,y
et

vp(M)

(M) = II > P

Pel, PtD1D, k=0
vp(M)

= 1T (> 1P

Pel, PtD1D;, PIM k=0
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]:[ (1 — |P|—‘UP(M)—1)
- — -1
Pel, P{D1D;, P|M 1 lPl

— | P|~ve(M)
I ()

Pel, PtD1D2, P|M

Il

D’ou,

I (G)srons T (Fy)- o

Pel, PIM Pel, PIM |P|—1

Supposons M premier & Dy D,. D’aprés la proposition précédente,

[I wem= I a-GEe.

Pel, P|D1D, Pel, P|D1D, p
Par suite
P|-1 P
Pel, P|D1D, P¢l, P|D1D; Pel, P|D1D,

La relation (111.10) se déduit alors de (1), (2) et (3).
Supposons que (D Dy, M) # 1 et que —1 soit un carré modulo tout polynéme
irréductible P divisant (DyDs, M).
e Si P|(D1Dy, M), alors ¥(P,M) = 2 — |P|~vp(M) _ | p|-vp(M)-1
D’ou,
Pl —1

2—— < Y(P,M)<2
| P|
et par suite
H |P| - 1 S H ‘I’(P, M) S 2&}(D1D2).
Pel, P|(Dy1D2,M) Pl Pel, P|(D1D2,M)

e Si P|DyD, et Pt M, alors, d’aprés la proposition précédente, on a:

VPM) =1 ()P,

d’ou
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Par suite,

H Pl-1 < H (P, M) < ow(D1Dz) (4)

P
Pel, P|D1D2 Pl Pel, P\D1D:

Avec (1), (2) et (4), on aura

Q(D1D2)®(M) < G(M) < 2w(D1D2)A |M|

| D1D,||M]| (M)

IV Estimation de R(M)

On reprend ici des notations introduites dans [1].
Soient Ay, ..., A4 des polynomes premiers entre eux, I’'un d’entre eux au moins
étant non constant.
Pour i = 1,...,4, on pose

sgn(A;) = ai
_J 2my si deg M — deg A; est pair
deg M — deg Ai = { om; —1 sideg M — deg A; est impair

uw(M) = {i € {1,...4}; deg M = deg A; mod2},

o(M) = {i € {1,....,4}; deg M # deg A; mod2} .
Pour tout z dans IFy, on note r(ay, ...,04;T) le nombre de solutions (z1, .., Z4)
dans (IF;)* de 'équation:
4
T = Z ;T

=1
On rappelle la proposition VIIL.1 de [1]:
Proposition IV.1 Soit £ un nombre réel positif. Alors, il existe une constante

¢ = a(g, Aty ..., Ag) telle que pour tout polynéme M de degré supérieur ou
égal & maz{deg A, ...,deg A4}, on ait:

|R(M) — g™ *+™| M| G4(M)O(M)] < | M|t (IvV1)
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O(M) = T1,...43(sgn(M))  si deg M = deg A;mod2 Vi € {1,...,4}
T @My, 00(0) + Ty (sgn(M)) — g M1 sinon
(IV2)

Q

4
Gu(M)= > |H™ Y [[S(H,GA)E(- M)
HeM GeCy i=1
et pour tout a € IFy,

r,..4a(a) = r(a, ..., a5 a).
Donnons maintenant la démonstration du théoréme:
Démonstration du théoréme
(i)Si M est premier a DD, d’apres la relation (117.10) on a:
®(D1D,)®(M)

| D1Ds|| M|

Par une démonstration analogue & celle du théoréme 5.1 chapitre I de 3], on
montre qu'il existe une constante cg, ne dépendant que de g, telle que pour
tout polynéme M de degré strictement supérieur a 1, on ait:

‘I’I(TM,) > ¢(log(deg M))™

G(M) > A >0

alors

S(M) > Ac2?|(_DD11—I];)j—)( log(deg M))™

D’apres la démonstration du [corollaire VII.4, [1]] on déduit qu’il existe une
constante c3 > 0, ne dépendant que de q telle que

@(M) Z C3.

D’aprés la relation (IV.1) de la proposition précédente, on déduit que: pour
deg M assez grand et pour € €]0, i[,

R(M) 2 qm1+...+m4|M|—16(M)@(M) _ CIIM|%+E
> g™ MIT S (M)O(M)

2
1 . ®(D:iDy) M|
> = 1
> 50s|D1Da| " Acy |D1D,| log (deg M)
| M|
> Dy Dy)—11
P C4(¢1, 1, z)log(degM)
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D’ou la minoration annoncée.

(ii)Si le polynéme M n’est pas premier & D1 D; et si —1 est un carré modulo
tout polynéme irréductible P divisant (D, D2, M), la démonstration se fait
de la méme maniere en utilisant la relation (/71.11).

Remarque

Choisissons maintenant A; = Dy, A, = A3 = Ay = D, ou Dy, Dy des
polynémes premiers entre eux sans facteurs carrés.

Soit M un polyndme divisible par D,, alors M = ND,. Si de plus M vérifie:

M = D\ X? + Dy(Y? + Y + Y2), (xx)

alors D, divise X2. Comme D, est sans facteur carré, D, divise X.
Posons X = D,Z, (**) devient donc:

N = DlD2Z2 + Y12 + Y'22 + Yz,,z.

Le résultat établi en [1] s’applique ici en prenant A, = D;D,, Ay = A3 =
A4 = 1.0n a donc

|N]
N N B
R(N) > log (deg N)
Alors M|
M _
R(M) > log (deg M)
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