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SUR LES SEMIGROUPES DYNAMIQUES QUANTIQUES

ROLANDO REBOLLEDO

A la mémoire d’Albert Badrikian.

RESUME. Les semigroupes dynamiques quantiques sont apparus dans la
littérature physique au cours des années 70, de la plume de plusieurs au-
teurs, notamment Kraus, Gorini, Kossakowski, Sudarshan, Frigerio, Ac-
cardi, Lindblad, Davies; un résumé d’Evans, sur le cas de C*-algébres,
étant 'une des plus récentes références dans la matiére. Dans notre con-
texte, nous nous contentons de considérer comme semigroupe dynamique
quantigue une famille (7;):>0 d’opérateurs, agissant sur 1’algébre B(H) des
tous les opérateurs linéaires bornés définis sur un espace hilbertien A, qui
est un semigroupe complétement positif et faiblement continu.

Mon approche au sujet a été déterminé par 1’étude des équations de
I’optique quantique. En effet, il y a cinq ans, avec deux jeunes physiciens,
Carlos Saavedra et Juan Carlos Retamal, nous avons caractérisé le champs
electromagnétique du laser au moyen d’un processus de diffusion. Cela nous
a amené 3 introduire une classe spéciale de probléme de martingales, associé
aux solutions faibles d’une équation de Fokker~Planck qui possédent une
entropie finie. Ce sont les diffusions entropiques. Dans un article ultérieur,
J’ai utilisé les diffusions entropiques pour formuler la Mécanique Stochas-
tique au sens de Nelson et Guerra. Albert Badrikian m’avait beaucoup
encouragé dans cette voie. )

Parallélement, avec Franco Fagnola nous avons commencé une série
de travaux sur les semigroupes dynamiques quantiques. Dans un arti-
cle écrit conjointement avec lui et Carlos Saavedra, nous avons reformulé
les équations de |'optique quantique au moyen d’équations différentielles
stochastiques non commutatives. Plus récemment, nous avons exploré les
théorémes ergodiques et la convergence vers 1’équilibre de ces semigroupes.
-L’ exposé de ces résultats communs est au coeur de ma conférence.

Mais, par ailleurs, cette conférence continue une conversation inachevée
avec Albert Badrikian. Les diffusions entropiques peuvent étre considérées
comme ['une des simulations possibles d’un semigroupe quantique. De ce
point de vue, le cadre théorique de la Mécanique Stochastique peut étre
inclus tout naturellement dans celui des semigroupes quantiques. C’est la
réponse que j’apporte a la question de Badrikian sur les liens entre ces
différentes théories.
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1. INTRODUCTION

1 est habituel de décrire I’évolution d’un systéme quantique fermé par un groupe
unitaire d’opérateurs, & un parametre, agissant sur un espace hilbertien. C’est-a-
dire, étant donné un espace hilbertien H, on y considére un groupe (U;;t € R)
d’endomorphismes, dont le générateur est appelé le hamiltonien du systeme. Ce
formalisme, qui resta longtemps en vigueur en Physique, rend cependant difficile
la description des processus irreversibles. Cette difficulté a motivé la considération
séparée du “‘systéme libre” et son interaction avec un “réservoir”. Assez souvent
cela s’est répresenté par une décomposition du hamiltonien H en une somme H =
Hy + Hgp + H;, ou H, désigne le générateur de la dynamiique libre; Hpg, celui de
la dynamique propre au réservoir et H; c’est le hamiltonien décrivant l'interaction
systéme-réservoir.

Au cours des années 70, une nouvelle voie de description de la dynamique quan-
tique a vu le jour, celle des semigroupes dynamiques quantiques. Cette nouvelle
catégorie de semigroupes permet de mieux analyser les phenoménes irréversibles
en établissant une extension naturelle au cadre non-commutatif des résultats con-
nus en Théorie de Processus de Markov classiques. Cette conférence a pour but
de présenter certains résultats nouveaux sur le comportement asymptotique des
semigroupes dynamiques quantiques et, d’autre part, de caractériser la Mécanique
Stochastique de Nelson comme une simulation de ce type de semigroupe.

Commencons par fixer un espace de Hilbert h, et désignons par B(h) ’algébre de
tous ses endomorphismes.

Définition 1. Sur B(h) on définit un semigroupe dynamique quantique 7 =
(T:;t 2 0), comme un semigroupe faiblement *-continu, complétement positif et qui
préserve lidentité.
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L’hypotheése de compléte positivité signifie que pour toute collection finie
Xyyeooy Xny Y,...,Y,

d’éléments de B(h), 'opérateur
YV T(XI XY,
i=1

est positif.

Mlustrons la définition précedente par quelques exemples.
Exemple 1.

Soit H un opérateur autoadjoint défini sur un espace hilbertien h. Alors, un
semigroupe quantique est défini en considérant

(1.1) T.(X) = U; XU,
ou,
(1.2) U, = exp(—itH), (t > 0).

Dans ce cas, un calcul explicite du générateur £(-) par dérivation nous donne
(1.3) L(X)=i[H, X],

pour tout X € B(h), ol [, -] désigne 'opérateur de commutation.

L’exemple suivant est emprunté & Parthasarathy [14].
Exemple 2.

Soit (W;; t > 0) un processus de Wiener classique défini sur un espace probabilisé
filtré que nous ne précisons d’avantage. Soit L € B(h) un opérateur auto-adjoint et
définissons : ’

(1.4) T(X) = E(e" L Xem™E) (> 0).

Un calcul basé sur la caractéristique gaussienne de W, montre que l’espérance
mathématique du membre droit vaut

t ~ -
exp(—5[L, X]).
Par conséquent, le semigroupe posséde un générateur donné par
1

(1.5) L(X)= —-2-(L’X + XL*-2LXL).

Plusieurs auteurs ont contribué a la caractérisation du générateur d’un semi-
groupe quantique. Notamment, Gorini, Kossakowski, Sudershan (voir [8]) et Lind-
blad [9], qui a produit le résultat plus général dans le cas d’un générateur borné.

Rappelons ci~dessous le Théoréme de Lindblad pour une plus facile référence ulté-
rieure dans le présent article.
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Théoréme 1. Supposons que le semigroupe quantique défini sur l’espace hilbertien
h posséde en outre la propriété d’uniforme continuité
(1.6) lim sup ||7(X)- X]||=0.
=0 X<t
Alors, un opérateur borné L sur B(h) est le générateur du semigroupe si et seule-
ment s’il existe un opérateur borné autoadjoint H : h — h, et une suite(L;; j € N)
d’opérateurs bornés sur h tels que 3°; L L; est fortement convergente et

. 1 . . .
(1.7) L(X)=i[H X]- 5Z:(L,.L,.X+XL,L,- -2L;XL;),
2

pour tout X € B(h). Dans ce cas, la suite (L;; j € N) peut étre choisie de fagon &
ce que lensemble {@;[L;, X]u: X € B(h), u € h} soit total dans ;h.

Dans le théoreme précédent, lorsque la suite (L;; j € N) est triviale, ’espace
@;h est identifié a {0}.

Dans la section suivante nous présentons des résultats limites pour des semi-
groupes quantiques dont le générateur n’est pas nécéssairement borné et doit, par
conséquent, étre interprété faiblement.

2. LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE SEMIGROUPES QUANTIQUES

Les résultats de cette section ont été obtenus conjointement avec Franco Fagnola,
je reprends essentiellement ici I’étude faite dans notre note [5]. Nous adoptons les
notations habituelles de ’Analyse Stochastique Quantique. A savoir, on considere
I’espace hilbertien tensoriel H = h ® ['(L*(R4;C%) dont le premier facteur est
espace initial et le second, correspond & l'espace de Fock associé & L*(R4; CY).
Nous notons e(f) le vecteur exponentiel dans I'(L%(R.;C?)) associé a la fonction
f € L*(R,;C%) et P désigne la projection canonique définie par Pu®e(f) = u®e(0).

Pour simplifier les notations, on écrira toujours u ® e(f) sous la forme ue(f), et
en outre on identifiera tout opérateur sur h avec son extension canonique a l’espace
H tout entier. Par ailleurs, on notera D(Z) le domaine d’un opérateur arbitraire Z.

Nous supposons que le semigroupe 7 satisfait a une équation

d .
(2.1) 5 (X)) = L(T(X),
pour tout X appartenant a B(h), ou £ est une fo.l';ﬁe définie au moyen d’une col-
lection finie G, (Li;k = 1,...,d) d’opérateurs, par I’expression
d
(2:2) (v,L(X)u) = (Gv, Xu) + Y_(Lev, X Leu) + (v, XGu),
k=1

pour tous u,v € D, ol D est un ensemble dense contenu dans les domaines de tous
les opérateurs G, L;. De méme une forme L est définie en remplacant I’ opérateur
G par G*. Cette forme est liée & un semigroupe minimal T = (T;;t > 0). En outre
nous supposons satisfaites les hypothéses fondamentales suivantes:
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e L’opérateur G est le générateur d’un semigroupe fortement continu de con-
tractions sur h;

o L’ensemble D ci-dessus est un domaine essentiel i la fois pour G et G*;

o Les opérateurs L; et L} sont fermés; D(G) C D(Li), D(G*) C D(Ly), et
L, coincide avec la fermeture de sa restriction au domaine D(G), pour tout
k=1,...,d;

e L(I) =0, ou I désigne I'opérateur identité;

e T et T ce sont des semigroupes minimaux préservant l'identité;

e Pour tout u € D, I'image R(n; G)u par la résolvante du semigroupe, appar-
tient & D(G") et la suite (RG*R(n; G)u; n > 1) converge fortement.

Sous les hypothéses précédentes, (voir par exemple [2]), il existe un cocycle uni-
taire unique V = (V;;t > 0) vérifiant T;(X) = PV; XV;’ P, et satisfaisant 1’équation:

d
(2.3) v, =V, (Z[L;dA,‘(t) - LdAL (D) + G'dt) ,
k=1

ol nous avons employé les notations habituelles pour les opérateurs d’annihilation
et de création respectivement (voir par exemple [10]). De méme, le cocycle dual
noté V = (¥;;t > 0), en est donné par V, = R,V R, , ol R, désigne I’opérateur de
renversement du temps dans I’espace de Fock, (t > 0). L’équation satisfaite par V'
s’obtient de (2.3) en remplagant L, par —L; et G* par G.

Le flot quantique (j;;¢ > 0) est alors obtenu comme une dilatation du semigroupe
dynamique quantique au moyen du cocycle V en définissant j,(X ) VXV, (t 2
0, X € B(h)).

2.1. Le résultat principal. Nous commencons par rappeller un résultat déja an-
cien di a A. Frigerio et M.Verri ([7], Theorem 3.3, p.281). Dans le reste de cette
note nous ne considérons que des semigroupes 7 possédant un état stationnaire nor-
mal et fidéle p. Ceci détermine I’existence d’une espérance conditionnelle, au sens
d’Umegaki, X — E(X) définie sur B(h), & valeurs dans I’algébre de Von Neumann
des éléments invariants du semigroupe 7.

Théoréme 2 (Frigerio—Verri). Si ’ensemble des points fires de T coincide avec
Vespace des éléments X € B(h) tels que T,(X"X) = T(X")T(X) et T(XX") =
T(X)T:(X*), pour tout t > 0, alors

(2.4) w" - lim T(X) = £E(X),
pour tout X € B(h).

Ce Théoréme a été le point de départ de notre recherche qui a abouti au résultat
fondamental qui suit.

Théoréme 3. Si le semigroupe T est tel que le commutant géneralisé de la famille
d’opérateurs (Ly, L;;k = 1,...,d) est réduit auz multiples de lidentité, alors

(2.5) w* - ‘l_i‘rg)’l}(X) =&(X) = (tr pX)I,
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pour tout X € B(h).

Preuve. Tout d’abord nous appelons A(7) 'espace des éléments X € B(h) tels que
T(X°X) = T(X*)T(X) et T,(XX*) = T,(X)T(X"), pour tout t > 0. La preuve
se fait alors comme suit. Premiérement I’on établit que A(7) est contenu dans
le commutant généralisé de (L;, L;;k = 1,...,d). Evidlemment A(T) contient, &
son tour, l’algébre des points fixes de 7. Puis, ’hypothése faite sur le commutant
généralisé nous assure que l’ensemble des point fixes n’est réduit qu’a ’ensemble
des multiples de l'identité d’ou le théoréme découle. Il est d’ailleurs évident que
dans ce cas £(X) = (tr pX)I. Pour compléter la preuve, il suffira de démontrer la
proposition ci—dessous, que nous tenons a énoncer séparément car elle a de la valeur
par elle-méme. O

Proposition 1. Sous les hypothéses précédentes, I’ensemble N'(T) est contenu dans
le commutant généralisé de (L, L3k =1,...,d).

Preuve. Soit X un élément arbitraire de (7). Alors, pour tout ¢ > 0 fixe il vient
(26) T(X*X) = T(X")T(X).

Or, j; est un homomorphisme et ’on a également j,(X*X) = 7,(X*)j:(X), d’ou il
découle, (la définition de P figure au début de la note),

(2.7 Pj(X*X)P = Pji(X")ji(X)P.

Le membre gauche de (2.7) équivaut & celui de I’équation (2.6). Comme le membre
droit de (2.6) sécrit Pj,(X*)Pj.(X)P, il s’ensuit que

(2.8) Pi(X")Pji(X) = Pj(X")ji( X)P.

Désignons par P* la projection orthogonale & P, puisque P+ P* est égale 4 'identité
de H, il vient .
Pj(X*)Pj(X) = Pj(X* )P -i- PH)j(X)P,

donc
(2.9) Pj(X*)P*j(X)P =0,

c’est—a~dire, l'opérateur P+j,(X)P est nul. i
Si I'on remplace X par X* dans (2.6), (2.7), (2.8), (2.9), l'on a de méme, que
PLj(X*)P est nul.
Par conséquent, si f est un élément arbitraire de L?(R,;C?), et u,v € h, alors
pour tout ¢t > 0 il vient

0 = (vR:f, ju(X )ue(0)) = (Vivf, X V;ue(0)),
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et de ’équation de V il s’ensuit

0 = / (V.G f, XT,ue(0) + (Vivf, X T,Gue(0))
+ zd:(f/,Lkvf,Xf’,Lkue(O))]ds
k=1 .
b 3 [ Vo0e(0), XVuLaue()) - (7 Liwe(0), X Vrue Ol u(s)ds
k=170

En particulier, si I'on prend une fonction f continue et l'on dérive la derniére
équation ci-dessus, on obtient:

0 = (ViGvf, XViue(0)) + (Vivf, X V.Gue(0))

d
+ Y (ViLevf, XViL,ue(0))

k=1
d
+ Y (Vive(0), XV, L,ue(0)) ~ (ViL;ve(0), X Viue(0))] fi(t)-
k=1 .
Puis, pour tout k = 1,...,d fixé on choisit une fonction f de sorte que sa com-

posante fi soit non nulle en 0, et 'on fait tendre t vers 0. L’équation précédente
devient donc,

(2.10) (v,XLiu) — (Liv,Xu)=0

De 1'équation (2.10) on déduit d’abord que Xu appartient au domaine D(L;)
pour tout k = 1,...,d et pour tout u € D, donc pour tout » € D(G). Ensuite,

(2.11) (v, X Lyu) = (v, Ly Xu),

mais, étant donné que L, est la fermeture de sa restriction au domaine D(G),
I’égalité précédente entraine que

XL € Le X,

-

pour tout k=1,...,d.
D’une facon analogue on prouve que X*L, C L, X" et l'on déduit (voir par
exemple (22], Th.3, p.195)

LiX =(X"L,) 2 (Le X)) 2 XL},
pour tout k = 1,...,d et la preuve est compléete. O

Le lecteur pourra vérifier que la proposition précédente généralise le Théoréme
3.2 de [6].
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2.2. Un exemple tiré de loptique quantique. Dans les articles (3] et [4] on
a introduit le semigroupe quantique associé aux équations de 1’optique quantique
(“laser” et “maser”). Le théoréme 2 ci-dessus peut-étre appliqué a 'étude de ce
semigroupe. En effet, dans ce cas particulier 'on est réduit & considérer ’espace
initial A = ¢2(N) muni de 'opérateur de création (resp. d’annihilation) a' (resp.
a), et 'opérateur de nombre noté N. Puis, les coefficients G et L; (k = 1,...,4)
valent

L, = pa', L, =Aa, L3 = Rcos(¢Vaal),

sin(¢vaal) 1.
—a G=-3 g LiLy,
ol ¢, R >0, A < u, ce sont des paramétres donnés du modeéle physique.

Pour prouver que les hypothéses du Théoréme 2 sont satisfaites, il suffit d’étudier
Paction des opérateurs sur la base canonique (e,;m > 0) de h. En particulier, le
lecteur pourra remarquer que l’on obtient une relation de récurrence, portant sur
les éléments de la base, d’ou s’ensuit que {e,., Xen) = 0 pour tout élément X dans
le commutant généralisé de L, L}, (k = 1,...,4). Le corollaire suivant est alors
immédiat.

L4=R

Corollaire 1. Le semigroupe de l'optique quantique introduit ci-dessus approche

~ Péquilibre au sens de la topologie faible w* lorsque t — oo.

1l est donc évident que dans le cas précédent les moyennes ergodiques du semi-
groupe convergent au sens de la topologie w*, résultat qui avait été obtenu dans [4]
par d’autres moyens.

3. LA SIMULATION D'UN SEMIGROUPE QUANTIQUE SUR UN ETAT DONNE

En général, un semigroupe quantique peut étre simulé en considérant sa restric-
tion & une sous-algébre commutative de B(h), en particulier, I’algébre engendrée
par un opérateur autoadjoint. Dans cette section nous abordons la relation entre la
théorie des semigroupes quantiques et la Mécanique Stochastique de Nelson. Nous
montrerons que cette Mécanique peut &tre considéré comme une simulation d’un
semigroupe quantique au sens suivant.

Définition 2. Etant donné un semigroupe quantique (T;)i»o, Uorbite (T:(X)):0 est
I’évolution observable & partir de X, ot ce deritier est un opérateur autoadjoint
(un observable). Une simulation de cette évolution sur un état p déterminé
est la donnée d’un semigroupe (P,)i»o de probabilités de transition tel que

(3.1) tr pTi(f(X)) = P(f), (t20) -
pour toute fonction borélienne bornée f définie sur le spectre de X.

Etudions maintenant, la simulation du semigroupe quantique considéré par Nel-
son. Pour simplifier les notations on fixe ’espace H = L¥(R), bien que les conclu-
sions soient également valides sur L2(R*). Sur H on considére un hamiltonien de la
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forme H = —1A, (bien entendu ici A = d?/dz?). Le semigroupe quantique associé
est T,(X) = exp(itH)X exp(—itH), (t > 0).

Supposons que |’état choisi appartienne au sous—ensemble convexe des opérateurs
positifs & trace unitaire dont la mesure spectrale par rapport a H est absolument
continue par rapport 3 la mesure de Lebesgue. Soit X un observable fixé. Alors,
pour tout ¢ > 0, il existe un élément positif p(,t) € L!(R), d’intégrale unitaire, tel
que

(3.2) tr pT(f(X)) = /R f(2)p(z,t)dz, (¢ > 0).

On peut remarquer que lorsque X = id et que p est un état pur, alors p(-,t)
peut étre identifié & |9(,2)|? , ¥ étant alors une fonction d’onde. En outre, p(-,t)
satisfait & une équation de Fokker-Planck au sens faible, c’est—-a~dire, pour toute
¢ € C*(R) a suport compact,

@3 [ s@0- s = | ([ @@ wiz)dw),

ol L, est un opérateur différentiel de la forme

18?
(3.4) L,= 5527 + b(z, u)——
avec b(z,u) donné, au moins formellement, par I’expression
Yz u)  ¥(z,9)
3.5 bz, u)=R +S .
(3.5) (2,u) ERECX)
L’équation (3.3) est écrite d’habitude comme
ap 10

%5 = Lir=555P- a(b( t)p).

La simulation du semigroupe quantique dans 1’état donné équivaut a construire
une diffusion de générateur L. L’existence d’une telle diffusion n’est pas garantie
étant donné que b n'est pas bornée, ’ensemble ou cette fonction n’est pas définie
étant celui des nodes de la fonction d’onde qui s’exprime également comme N =
{(z,t) : p(z,t) = 0}. Cela nous meéne a résoudre un probléme de martingales d’un
type particulier que nous préciserons dans ce qui suit. ‘

b

3.1. Le Probléeme de Martingales Associé 4"un semigroupe quantique.
Etant donné un état p € B(h), identifié & une fonction p : R x R, — R, continue
intégrable, d’intégrale unitaire, nous appelons N ’ensemble de ses zéros sur RxR,.
Soit b une fonction continue définie sur le complémentaire de N. On considére
Popérateur différentiel -

18
b(z,t >
L = 392 7 + (=, )3 (t>0).
Choisissant H = —1A, nous sommes intéressés au cas oul p est une solution faible

de I’équation de Fokker-Planck (3.3).
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On introduit ensuite la base stochastique canonique des diffusions @ = C(R,,R),
I’espace des fonctions continues muni de la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact de R+; F, la tribu de ses boreliens; X (w) = w(t), pour tous w € R,
t > 0; F,, la tribu engendrée par les X, pour tout s < ¢, (¢t > 0).

Finalement, on note comme d’habitude C{ le processus

1
(3.6) ©Cl= f(X) - f(X0) - [ LA(X)ds, (£20),
ol f est une fonction réelle indéfiniment dérivable et bornée.

Définition 3. Nous dirons que P est une solution du probléme de martingales as-
soci€ a L et p si
(1) C’ est une P-martingale pour toute fonction réelle f indéfiniment dérivable
et bornée;
(2) Pour tout t € [0,00[, et toute fonction réelle, bornée et continue f,

3.7 E(f(X.)) = [i f(z)o(z, t)dz.

Nous allons résoudre le probléme de martingales que nous venons de poser. Une
fois résolus les problémes dérivés de la non définition de b sur tout ’espace, la
construction d’une solution se fait comme dans le cas classique de la théorie de
Stroock et Varadhan.

Ce type de probléme a été étudié par Zheng (1984). Un probleme similaire, motivé
par I’'Optique Quantique a été abordé par Retamal, Saavedra et moi-méme dans
un article conjoint (Rebolledo—Retamal-Saavedra (1990)). Mon approche ainsi que
celle de Zheng possédent une partie commune, bien qu’elle en ait été prouvée d’une
maniere différente. Cette partie commune est celle de la construction de P une fois
résolues les difficultés techniques liées au choix de p et de b. Or, la construction de
Zheng est différente de la mienne en ce qui concerne les hypothéses supplémentaires
que ’on doit imposer & b et p, dans le cas général, pour pouvoir, justifier ’existence
de la diffusion aproprié. _

Nous commengons par un lemme élémentaire.

it N

Lemme 1. Si b est définie et bornée partout et p est en outre strictement positive,
alors il eriste une solution au Probléme de Martingales (L, p).

Preuve. Soit P, la probabilité sur Q2 selon laquelle X est un mouvement brownien
de mesure initiale p(z,0)dz . Soit Z le processus:

(3.8) Z, = p(Xo,0) exp ( /o "B(X,, 5)dX, — % /o ‘ |b(X,,s)|2ds> ,

forallt > 0.
Z est une martingale positive d’espérance 1. On prend P comme la probabilité
dont la dérivée de Radon-Nykodim est Z,.
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Du Théoréme de Girsanov on déduit que P est la solution du probléeme de mar-
tingales (L, p), puisque sous P le processus X; — J; b(X,, s)ds est un processus de
Wiener et

E(f(X:)) = Eo(Z:f(X4)) = /_: f(z)p(z,t)dz .
O

On remarquera que la continuité du coefficient b, n’a pas été utilisée dans la
preuve du lemme. En effet, la conclusion reste vrai pour une fonction bornée et
mesurable b.

3.2. Stabilité des solutions. Pour continuer, il faut adapter i notre contexte
le Théoréme (5.2) de Platen—Rebolledo (1985) (voir également Rebolledo (1980)).
On commence par quelques notations. Soit X" le processus canonique X avec la
distribution P". Par ailleurs, on définit

(3.9) Byw):= /0 “bw(s), s)ds; Br(w) = /o "B (w(s), $)ds , (w € D3 0).

ol b et b" sont supposées continues comme fonction des deux variables.
Nous nous plagons alors dans la situation suivante: nous avons une suite (X")
de semimartingales continues possédant une décomposition unique

(3.10) X" =W, + B,

ol W est le processus de Wiener; par ailleurs,

(3.11) B = [ : f(2)o"(z, t)dz,

pour toute fonction continue et bornée f.
Nous voulons que (X ") soit tendue et que chaque point limite satisfasse (3.10) et
(3.11) avec B" et p" remplacés par B et p, respectivement.

Pour appliquer le Théoréme (5.2) de Platen—Rebolledo (1985), nous devons véri-
fier les hypothéses suivantes:

(i) faiblement vers Fo(dz) = p(z,0)dz; e
(ii) sup|B} — B,(X"™)| — 0 en probabilité, pour tout N > 1
t<N

(iii) Pour tout N > 1, et toute suite de temps d’arrét T, bornés par N, toute
_ suite §” €]0, N[, 6" \, 0,1'on a Br~ys+(X") — Br~(X™) — 0 en probabilité.

Lemme 2. Si (i), (ii), (iii) sont satisfaites, alors (X") est tendue et tout point
limite produit une solution du probléme de martingales associ€ a l’opérateur L.

C’est une application directe du Théoréme (5.2) de Platen—Rebolledo (1985).
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Lemme 3. Soit (P") une suite de probabilités, telle que chaque P, soit une solu-
tiond’un probléme de martingales (L™, p"), ot L} = %83:—, +b*(z,t)Z, etp" résoud
léquation de Fokker-Planck au sens faible. Supposons en outre que b® — b locally
uniformly on RX R, et de méme p” — p. Alors la suite (P™) est tendue et tout point

limite P est une solution du probléme de martingales (L, p), ot L, = -’2-5’—;+b(z, ).

Preuve. Vérifions les hypotheéses (i), (ii), (iii). Tout d’abord, ’hypothése de 1'uni-
forme convergence locale de (p") vers p entraine (i); mieux encore, nous avons
une propriété plus forte: Fy*(dz) = p™(z,t)dz converge faiblement vers Fi(dz) =
p(z,t)dz pour tout t. En particulier, (X) est R-tendue, pour tout ¢t > 0 fixé.

Alors, étant donnés N > 1 et € > 0, on peut trouver un sous—ensemble compact
KN de R tel que

(3.12) P"(sgglw(t)l €eKM)>1-¢.

Analysons (ii). Pour que cette hypothése soit vérifiée, nous devons prouver que
(3.13) P (sup|b™(w(1), £) — b(w(t), 1)l > n) = 0,
<N
pour tout n > 0, quand n / oo. Décomposons la probabilité de 1’ensemble de
I’équation (3.13) comme suit:
Pr(sup|6(w(2),t) - b(w(t), £)] > m, suplw(t)] € KM+
t< t<
P"(suglb"(w(t), t) = b(w(), )} > n, sulglw(t)l € R\K"¥)
1< <
< Pr{suplb™(w(2), t) — b(w(t), )] > n, supluw(t)] € K™+
<N _ <N
P~ (suplw(t)] € R\K™*)
<N
< P*(sup|b™(w(?),t) — b(w(t),t)| > 0, suplw(t)| € KV¢) +e.
t<N t<N
Or, le premier terme tend vers zéro & cause de la convergence uniforme de (")
vers b, quand n / oo. Puis, comme ¢ > 0 est arbitraire, la relation (3.13) est

prouvé.
Vérifions (iii). I suffit de prouver que

T +6™ :
(3.14) P /T T Ib((e),lde > m) 0,

pour tout n > 0, si n / oo.
Nous décomposons la probabilité précédente au moyen d’ensembles compacts
K™M:¢ comme avant, pour obtenir les majorations

T 46
(3.15) P / lb(w(t), )|dt > 7 suplw(t)] € KN<) + ¢,
T~ t<N
Sur ’ensemble {w : sup|w(t)] € K<}, |b(w(t),t)| est bornée par une constante
t<N

B > 0, pour tout t € [0,N], et f:”. {b(w(t),t)|dt < Bé". Par conséquent, la
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probabilité dans léquation (3.15) tend vers zéro quand n / oo, et puisque € > 0 est
arbitraire, nous obtenons (3.14).

Par conséquent, les hypothéses (i), (ii), (iii) sont satisfaites; la suite (P") est
tendue et tout point limite P est une solution du probléme de martingales associée
a L. Pour terminer il faut montrer que P satisfait la condition

(3.16) (X)) = [ f(@)o(z,t)da,

pour toute fonction continue et bornée f.
Soit (P"()) une sous-suite convergeant vers P. De la convergence faible on déduit

E"B)(f(X,)) — E(f(X:)),

mais E"®)(f(X,)) = [ f(z)p"*®)(z,t)dz, et puisque p"(¥)(z,t) — p(z,t), le 1é-
sultat (3.16) découle du Théoréme de la Convergence Dominée de Lebesgue et la
preuve est ainsi achevée. [0

Pour aborder maintenant le cas plus général, ol b n’est pas défini sur I’ensemble
des nodes, nous introduirons une condition sur ’état p que ’on choisit pour simuler
le semigroupe quantique.

3.3. L’hypothéée d’entropie finie. Hypothése (EF): La fonctionnelle d’entropie de
Shannon H,(p) associée & p(.,t) est finie pour tout ¢t € R, on

- / p(z,t)logp(z,t)dz

E(-logp(X:,t)),

i

(3.17) H.(p)
(3.18)

" pour tout t € R,.

On remarquera que H,(p) prend des valeurs sur toute la droite réelle et elle
est finie si et seulement si la fonction p(-,t)|logp(-,t)| est intégrable au sens de
Lebesgue. Que H,(p) prenne la valeur +oo (respectivement —oo) équivaut a ce que

- seule p(-,t)(log p(,t))* (resp. p(-,t)(logp(:,t))" soit intégrable.

S’il existe une solution P au probléme de martingales (L, p) sous 'hypothése

(EF), on dira que P définit une diffusion entropique.

3.4. Existence de diffusions entropiques.

Théoréme 4. Etant donnée une solution faible p(-,-) de l’équation de Fokker-
Planck (3.1), satisfaisant I’hypothése d’entropie firiie, alors il eziste une diffusion
X de générateur infinitésimal L, telle que la loi de X, posséde une densité p(z,t)
par rapport d la mesure de Lebesgue.

Pour prouver ce Théoréme, nous aurons besoin de quelques lemmes supplémen-
taires.

Lemme 4. Si P est une solution du probléme de martingales (L, p), ot p satisfait
Uhypothése d’entropie finie (3.18), alors

P({w € Q: thereezistst > 0,p(X,,t)=0})=0
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Preuve. D’aprés (EF), log p(X:,t) est un processus intégrable. On introduit les
temps d’arrét:

T = inf{t > 0: p(X;,t) = 0};
T, =inf{t > 0: p(X.,t) < exp(-n)}, (n€N)

Par convention, 'infinum de ’ensemble vide est co. Nous prouverons que P(T <
00) = 0. Or, pour tout t > 0, P(T < t) est la limite de P(T, < t) quand n tend vers
0o. Mais P(T, < t) = P(-logs(X:,t) 2 n) — 0 si n — oo puisque log p( X, ) est
intégrable. Par conséquent, P(T < t) =0, pour tout t > 0,i.e. T = o0 P-as. [

Etudions maintenant comment ’hypothése (EF) elimine les explosions.

Lemme 5. S’il eziste une solution P au probléme de martingales (L,p), avec b
mesurable mais éventuellement non borné, et si, en outre, p satisfait la condition
d’entropie finie, alors le processus (X,) n’ezplose pas P-p.s.

Preuve. Soit T, := inf{t > 0: |X,| > n},n € N, and T, = lim T,,. Nous prouverons
que P(T,, < ) = 0, ot P résoud le probléme de martingales (L, p).
Or, pour tout t > 0 et n € N, nous avons l'inégalité

(3.19) lim(sup /w p(z, s)(log p(z, s))*tdz < /m p(z,t)(logp(z,t))dz,

d’aprés le lemme de Fatou puisque (z,t) = p(z,t) est continue et p(-,t)(log p(-,t))*
est intégrable.

On choisit ensuite une énumeération (s, ), de tous les rationnels de [0, t] de sorte
que s, — t si m — 0o. De (3.19) il découle

00
(3.20) sup/ p(z,3m)(log p(z, 8m))Tdz < 00,
m - 00

Or G(z) = z(logz)* est une fonction convexe croissante sur [0, 00 (G(0) = 0)
telle que €= — oo si z — co. Alors (3.20) entraine lintégrabilité uniforme de la
famille (p(-, Sm))m- Par conséquent,

p(q) = sup / p(z,3m)dz,
m Jiz|2¢

tends vers 0 si ¢ — 0co. Finalement, étant donnés €Soet ji>1 ghoisissons q(7) tel
que p(q(j)) < €27it~*. Alors P(3k < [271] : | Xea-s| > ¢(4)) < [272]p(g(4)) < € pour
tout § > 1. Du lemme de Fatou on déduit:

P(To < ) £ liJ;r_{igf P(3k < [27t]) - | Xig-i| > q(5)) < €. -
De la derniére inégalité résulte donc P(T, < 00)=0. O

Corollaire 2. Sous l’hypothése d’entropie finie et si p > 0, alors il eziste une
solution au probléme de martingales (L, p).
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Preuve. Le coefficient b est continu mais non borné. Nous le remplagons par
b,.(:t, t) = b(z,t)I(|,|5,.),

et considérons les temps d’arrét T,, définis dans a preuve du lemme précédent. Selon

la remarque faite aprés le lemme 1, il existe une solution au probleme (L,, p); soit

P™ une telle solution. Cette probabilité correspond a la loi du processus arrété
= Xr,,, et elle est définie sur la tribu Fr,.

Puisque T,, croit, P**! coincide avec P sur Fr,. Alors il existe une probabilité
P sur Fr_ telle que la restriction & chauge Fr, soit P". Mais alors P est une
solution du probléme de martingales (L, p) puisque P(T, = o0) = 1 d’aprés le
lemme précédent et Fr = Foo, car la filtration est complete. [

Preuve du Théoréme 4. Soit g une densité gaussienne sur R. Nous introduisons la
procédure de régularisation suivante:

pul@t) = (1= )ple,t)+ 2o(a);

ba(z,) = palzyt) (1 - %)p(z,t)b(:,t);

n>1.

Alors p, est > 0 et satisfait la condition d’entropie finie; b, est continue (non
bornée). Du corollaire précédent on tirequ’il existe une solution P* du probleme de
martingales (L,, p,) where

1 8%
28z?

Or, il est évident que, étant donné n’importe quel compact arbitraire K x M de
RxR,,l'ona

Ly, = + ba(z t)a

(3.21) sup |pa(z,t) — p(z,t)| = 0; sup jba(z,t) - b(z,t)| — O,
(z.)EKXM (z.0)€KxM

Par le lemme 3, la suite (P") est tendue et tout point limite P est une solution
du probleme de martingales (L, p). La preuve est alors achevée. [

3.5. Propriété de Markov. Pour prouver la propriété markovienne de la solu-
tion du probléme de martingales que nous venons_de construire, nous modifions la
méthode utilisée par Zheng (1985), paragraphe 7, pour P’adapter a I'hypothése de
I’entropie finie.

Théoréme 5. Sous les hypothéses du Théoréme 4, la diffusion X est un processus
markovien.- -

Preuve. Reprenons les notations introduites dans la preuve du Théoreme 4. Soit
Py la mesure de Wiener commengant au point 0. Montrons tout d’abord que P
est absolument continue par rapport & P,, la propriété de Markov suivra par un
argument de fonctionnelles multiplicatives.
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Soit (S) une suite de temps d’arrét définis comme
t
(3.22) Sp = inf{t > 0: / |b(X,,s)*ds > m}, S =LmS§,.
0

Tous ces temps d’arrét prennent des valeurs sur [0,00]. Considérons ensuite le
processus

t t
(323)  Z, = p(Xo, 0) exp( /a HX,,s)dX, - 5 /o (X, $)ds) <sy

qui correspond a la dérivée de Radon-Nikodym de P par rapport & P, comme nous
le prouverons ci-dessous.

En effet, Z est une Py~surmartingale positive qui est une martingale locale pos-
itive sur [0, S[. En outre, Fg(Z,) = 1. Alors, par le Théoréme de Girsanov, P
restreinte a Fr est absolument continue par rapport & Py, pour tout temps d’arrét
T<S.

Nous considérons ensuite les temps d’arrét T,, introduits dans le lemme 5 précé-
dent: T, := inf{t > 0 : |X,| > n}. Clairement T,, < S, < S pour tout n € N,
et P(T, < o0) — 0 quand n / oo, grice & ’hypothése d’entropie finie. Alors,
étant donné un ensemble P,-négligeable N , tenant compte que N n {T, = oo} €
Fr, et que sur cette tribu P est absolument continue par rapport & P,, il résulte
P(N n{T, = oo}) = 0. Finalement, faisant tendre n / o0, on obtient P(N) = 0.
Cela prouve 1’absolue continuité de P par rapport & P, sur toute la tribu F,. Par
conséquent, Z est une martingale positive.

On compleéte la preuve en démontrant que Z, est une fonctionnelle multiplicative.
Nous introduisons d’abord le noyau

(3.24)
Qulz f) = E{f(Xe-) exp "b(Xa, s + w)dX, - s/ (X s + u)l2du)},

pour tout z € R, s < t, et f fonction mesurable positive, oll ’espérance E. est, prise
par rapport a la mesure de Wiener partant de z.

De la caractérisation de la dérivée de Radon-Nikodym, et de la propriété markovi-
enne du mouvement brownien, nous avons, pour tous s < t, A € F,,

B(LX) = Eo(luf(X)2)
Bo (Las(XZsexp ([ 8(X0, 19X = 5 [ (X w)aw))
EO(IAZ:Qn(an)) = E(IAQM(XHf))v

ce qui compléte la démonstration. [

i

Dans mon article [20], on analyse en outre la question de la reversibilité des
diffusions entropiques. Il reste & étudier le probléme inverse de celui que nous avons
traité ci-dessus. A savoir, étant donné une densité p(z,t) = |¢(z,t)|? satisfaisant
a I’hypotheése d’entropie finie et & ’équation de Fokker-Planck au sens faible, sous
quelle hypothése additionnelle 7 est—elle une solution de I’équation de Schrédinger?
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Il me semble nécessaire d’y introduire un Principe Variationnel, dans le style de
celui considéré par Guerra et repris par Nelson dans [12] en définissant les diffusions
critiques.
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