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Contribution a I'étude des théories
du champ unifié du type
théorie d’Einstein-Schrodinger

par

NGUYEN PHONG-CHAU.

REsuME. — Se plagant dans le cadre d’une variété A connexion linéaire,
on construit une théorie du champ unifié du type théorie d’Einstein-
Schrédinger, en partant d’un lagrangien linéaire en fonction des contractions
du tenseur de courbure.

On analyse les équations approchées et étudie successivement les
problémes de Cauchy, des champs stationnaires partout réguliers, de
Iinterprétation physique de la théorie.

ABSTRACT. — A theory of the type of the Einstein-Schrédinger unified
theory is constructed in a manifold cndowed with a general linear connection
by the use of a lagrangien linear in terms of the contractions of the curvature
tensor.

Approximate equations are analysed. Problems of Cauchy, of every
regular stationnary solutions, of physical interpretation of the theory
are successively studied.

INTRODUCTION.

Nous nous proposons d’étudier quelques problémes dans le cadre
d’une théorie du champ unifié du type théorie d’Einstein-Schrodinger.
Nous adoptons comme point de départ, pour postuler les équations
de champ, un principe variationnel portant sur un lagrangien général

£ =Kqg V—g &8,
(1) Kag= aRug~+ b Rgo+ a Rgg -+ b'ﬁagﬂ- cPyg+ dlt"alg-l— elyI'g
(Rag, Pas désignent deux contractions du tenseur de courbure dans
une connexion linéaire Ijg; Rag, ISag les mémes tenseurs dans la
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connexion transposée p— l‘f;a; [, =T, le vecteur de torsion;
v

a, b, ¢, d, a', b', e des constantes arbitraires).

Divers auteurs (N. Bose [6], J. Lévy [15], L. Bouche [4] ont étudié
des lagrangiens rentrant dans le cadre (1), mais certains calculs systé-
matiques n’ont été effectués que récemment par L. Bouche.

Nous essayons toujours, & partir des équations unitaires, de retrouver
celles de la théorie d’Einstein-Maxwell.

Nous montrons que I'étude de (1) se raméne & celle de deux cas simples A
et B :

Version A. — C’est la version de la théorie d’Einstein-Schrédinger :
Kog= Wag+ p(dxI'g—dgTq)
Version B. — Elle consiste a choisir
Kog= Wag+ rQqp

(Wag et Qu3 sont deux contractions du tenseur de courbure dans une
connexion LZ;@ de vecteur de torsion L, = L:ﬁ,‘)\ = o; p et r des constantes
arbitraires, p # o). _ )

Nous nous placerons dans la suite,‘ soit dans le cas A, soit dans le
cas B.

Nous examinons tout d’abord le probléme de Cauchy des équations
de champ. Ce probléme a été examiné en détails dans le cas A par
A. Lichnerowicz [2] et F. Maurer-Tison [16]. Les équations de champ
possédent trois variétés caractéristiques. L. Bouche a étudié le méme
probléme dans le cas B, avec r = o. Elle a démontré I’existence de quatre
variétés caractéristiques des équations de champ dont les trois premiéres
sont identiques a celles du cas A. Cependant, elle n’a pas réussi a expliciter
les équations définissant la quatriéme variété. Nous poursuivons ce
travail en nous placant dans le cas B. La quatriéme variété caracté-
ristique est définie dans ce cas par les équations

[(1+ ¢) Yag— hagl dz* dzb = o,
avec : :

s=—-1+-§r(r——l).

Si ¢ = o, les équations du champ sont sous-déterminées.

Nous examinons ensuite le cas d’'un champ g.3 stationnaire partout
régulier sur un espace-temps V* — muni de la métrique minkowskienne
do® = n,g dr* dxd — supposé’ compact ou complet et nous essayons
de généraliser les théorémes d’A. Lichnerowicz ([2], p. 136-142) tout en
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se bornant au cas analytique. Les résultats obtenus permettent de
conclure que les équations unitaires correspondent essentiellement
au cas extérieur. Pour introduire des sources matérielles, il faudra
construire des tenseurs de matiére convenables.

Afin d’obtenir des indications nécessaires pour la construction de tels
tenseurs, nous étudions le probleme de l'interprétation physique des
équations de champ en supposant provisoirement que les soources du
champ sont les singularités de ces équations. Nous montrons qu’il est
possible, dans les cas A et B, de définir une métrique a.g et un champ
électromagnétique F.3 tels que les équations unitaires s’identifient
aux équations du champ de la théorie d’Einstein-Maxwell jusqu’aux

I . .
termes en o inclusivement.

Il en résulte que :

1° la méthode des singularités d’Einstein-Infeld-Hoffmann [10]
conduit aux équations de mouvements approchées compatibles avec
la loi de Coulomb;

20 dans le cas ou la source est constituée par une particule unique,
statique, & symétrie sphérique, la solution approchée jusqu’a <c%> des
équations unitaires et la solution rigoureuse des équations d’Einstein-
Maxwell sont identiques.

Notre interprétation physique postule que le tenseur de torsion L.$

\%
doit jouer-le rdle de tenseur champ électromagnétique et permet une
interprétation physique claire de la propriété d’invariance par trans-
position [10] des équations unitaires.

CHAPITRE 1.

LES DIFFICULTES DE LA THEORIE
D’EINSTEIN-SCHRODINGER ET LA VERSION GENERALISEE.

1. Les éléments fondamentaux de la théorie d’Einstein-Schré-
dinger. — L’élément primitif de la théorie est constitué par une variété
espace-temps V*, de classe C?, C* par morceaux, sur laquelle sont définis
deux étres géométriques distincts :

1° Un champ de tenseur g.s, de classe C', C* par morceaux, tel qu’en
tout point de V* :

a. le déterminant ¢ soit = o;
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b. la forme quadratique ® (z) = g.sX*XP soit non dégénérée, de
type hyperbolique normal, & trois carrés négatifs et 4 un carré positif.
20 Un champ de connexion linéaire I‘ép, de classe C° C* par morceaux.

Les objets géométriques ainsi introduits seront soumis aux équations
de champ.

2. Rappels et notations. — Pour simplifier, une méme notation
sera utilisée pour désigner un tenseur (resp. une connexion) et les compo-
santes (resp. les coefficients) de ce tenseur (resp. de cette connexion)
par rapport & un systéme de coordonnées locales.

1° Nous utilisons la méme lettre support pour désigner les compo-
santes covariantes d’un tenseur d’orde 2, le déterminant de la matrice
formée par ces composantes ainsi que le tenseur associé.

Ainsi ¢g*# est défini par

8% g = 8.
Posons
1 1 .
@1 YaB = 5(6’0&,6"‘5’6&)——-5’3{3_7 ?aﬁ=5(é’a§—g3a)=é’0\z}37
hef= ga—g-, SeB= got/g;
Y g =9t gy = g kot = fa) fh = 3,
> 9, h, f désignent respectivement les déterminants des matrices d’éléments -
Tags Pops hagy fas '

' eyvpo = €¥v¢0 = indicateur de Levi Civita ==1 ou o.

Entre ces quantités, on peut établir les relations suivantes :

1
Paf = —3 ExBuv oYYy 9B = Ve exBuvouy,
hw= Ty 2 oue Y, W= £ owr I Y Ppa,
(2.2) & & 4 4
Yoy = %hpv+ §fp.pfv6hpga Puy= ?fp.v"‘ %hp.p hys f9,
Ry = Yuv+ s Pve YO, Jow = Ppv+ Yug Tvo 979,
hw = AWV fUp fY0 hyg; wv = fW AU VO frg

&§=Y+9+ gY‘*PYV"‘?pv%ca

Sig=o0 (resp. = o), pour rétablir 1’écriture correcte des formules (2. 2),

I

il faudra y remplacer /¢ ¢+ <resp. \/i.fp.v> par é P (resp. é uvpaf P“)
(voir M.-A. Tonnelat [1]).
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20 I‘Z;g désigne une connexion linéaire quelconque;
(= ].“E;a) désigne la connexion transposée de T'g;
Rhagy = 0ur§{3 —0gThy +’I‘§BI‘)§H o rgprég : le tenseur de courbure
dans la connexion l‘ép;
Rragy = 0,10 — 08T%, + 1515, — [%,T%s : le tenseur de courbure
dans la connexion transposée; :
Rus = Rk (resp. Rag = RB%g) : le tenseur de Ricci dans la connexion
1‘3;3 (resp. 1"3;;3);
+ ; p (resp. — ;p) : la dérivée covariante par rapport a p dans la
connexion Ig(resp. T's);
r, = I‘l‘\}: le vecteur de torsion de la connexion I‘ég;
Pug = Rhag; Pag = RMug.

3. Le principe variationnel. — Soit C une chaine différentiable
de dimension 4 de V*, et soit
I=fﬁdx°/\dx’/\dx‘l/\dx3,
C
avec
(3.1) £ = Rag/— & %8 = RapGoB.

Les équations de la théorie d’Einstein-Schrodinger sont celles qui défi-
nissent Uextrémum de Uintégrale 1 par rapport a toute variation de ¢*8
et de Tig, nulle sur le bord de C.

On obtient trois groupes d’équations bien connues :

G Tie=—3 8, GroTo+ Gy,
up

GV =o,
Rp_v= oO.

Définissons une nouvelle connexion Lﬁg, liée a T'yg par

b )y 2 0\ 2
(3.2) Lag=Tag+ §‘o‘o;I‘g (LQ=LO\L}=0),
il vient
p.\'
ng’+—= 0,
wp
(3.2) GV =o,

Wy — § (9uTy— oy Ty) =o,
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ou D, désigne la dérivée covariante, Wy, le tenseur de Ricci dans la
connexion Ljg,

4. Les difficultés rencontrées par la théorie d’Einstein-
Schrédinger. — La théorie d’Einstein-Schrodinger a suscité, dés sa
naissance, de grands espoirs et motivé de nombreuses recherches. Mais,
malgré d’importants efforts, aucun résultat physiquement satisfaisant
n’a pu étre dégagé.

La richesse du formalisme rend difficiles les interprétations physiques
possibles, et, jusqu’a maintenant, on ne sait pas encore quel est le role
physique que doit jouer le tenseur gas. '

Aucune solution rigoureuse obtenue ne peut représenter une particule
chargée statique a4 symétrie sphérique conformément a la théorie
d’Einstein-Maxwell (M.-A. Tonnelat [1]).

L’espoir d’intégrer les sources au champ ne semble pas étre réalisé
par la théorie (M.-A. Tonnelat [20]). '

La méthode des singularités d’Einstein-Infeld-Hoffmann ne conduit
pas aux équations de mouvement des particules chargées compatibles
avec la loi classique de Coulomb. (L. Infeld [13], J. Callaway [7],
H. Treder [21], E. Clauser [8]).

Ces difficultés sont imbriquées les unes dans les autres, et il n’est
pas impossible que la découverte d’une interprétation physique correcte
pourra les résoudre toutes a la fois.

Cependant, divers auteurs ont pensé qu’il faudrait modifier la théorie
d’Einstein-Schrodinger.

A cet effet, de nombreux essais ont été proposés.

5. Diverses modifications de la théorie d’Einstein-Schrédinger. —
Pour fonder une géométrisation de la Gravitation et de I'Electro-
magnétisme, se rapprochant plus ou moins de la théorie d’Einstein-
Schrodinger, on peut adopter différents points de départ :

1° On peut adopter un tenseur fondamental g,3 symétrique complexe,
et une connexion linéaire symétrique complexe. On s’éloigne alors
considérablement de lesprit de la théorie d’Einstein-Schrédinger
(J. Moffat [17]).

20 gag, I‘Z}p étant réels, on peut proposer des lagrangiens non linéaires
par rapport au tenseur de courbure. Les calculs sont presques inextri-
cables. On obtient des équations aux dérivées partielles d’ordre supérieur
a deux, d’ou résultent de nombreuses difficultés (R. L. Arnowitt [3],
Kilmister et G. Stephenson [11]).
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39 On peut ajouter au lagrangien (3. 1) d’Einstein des termes fonctions
de g.3 seulement. Ces termes, dits « phénoménologiques », ne peuvent
pas s’interpréter géométriquement dans le cadre d’une variété a connexion
linéaire a quatre dimensions. De telles théories ne peuvent étre considérées
que comme provisoires, au méme titre que la théorie d’Einstein-Maxwell
(W. B. Bonnor [5], B. Kursunoglu [12]).

4° Une extension de la théorie d’Einstein-Schrodinger a été proposée
par M.-A. Tonnelat. Nous exposons cette théorie au paragraphe suivant
(M.-A. Tonnelat [20]).

6. La version généralisée de la théorie d’Einstein-Schrédinger. —
Faisons tout d’abord les remarques suivantes :

a. Le choix du lagrangien (3.1) est assez arbitraire. Nous pouvons
respecter les principes fondamentaux de la théorie d’Einstein-Schrodinger
en remplacant (3.1) par

£ =Kag V— 5 8°%,
ou K,p est uniquement fonction du tenseur de courbure.

Pour obtenir des équations aux dérivées partielles du second ordre,
il faut postuler que K3 soit linéaire en fonction du tenseur de courbure.
Dans une variété a connexion linéaire, on a deux tenseurs de courbure,

a savoir R’.gy et f{kpu desquels on peut, par contractions, obtenir
quatre tenseurs distincts d’ordre deux :

Raﬂa ﬁaﬁ, Paﬁ: 130({3

La forme la plus générale de K,s respectant les principes précités
est donc

(6.1) Kag = aRag+ bRy + @' Rga+ b’ Rag+ cPoag+ dPop

(a, b, a', b', ¢, d sont des constantes).

11 convient d’ajouter a (6. 1) le tenseur I',I'g obtenu a I'aide du vecteur
de torsion I%..

b. Dans le cadre de la théorie d’Einstein-Schrodinger, le groupe
d’équations

p

(6.2) Fo=d,GV =0
apparait comme une condition assez contraignante dans 1’étude de

nombreux problémes. Ce groupe d’équations ne résulte pas nécessairement
de (3.1) quand on y remplace R.s par K.g. On peut espérer que la
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condition F* 5= o permet de surmonter certaines difficultés rencontrées
par la théorie d’Einstein-Schrédinger.

¢. Dans une théorie du champ pur, le tenseur matériel doit étre
aussi intégré au schéma géométrique. Il est nécessaire d’introduire
dans les équations de champ un vecteur normé qui sera identifié au
vecteur vitesse unitaire. Comme le seul vecteur disponible est le vecteur
de torsion I';, on devra introduire dans le lagrangien une condition -
de normalisation du type

(6.3) o(g%BTTg—2x2) /—¢.
On peut alors proposer le postulat suivant :

Les équations du champ unifié sont celles qui réalisent I'extrémum de
Uintégrale d’action

6.5 J =f [KusGo8+ 0 (52806 Tg—2x2) Y= g| dad A da’ \ da? \ dact,
C

ol
(6.5) Kog=aRsp+ bﬁga+ a'Rgy+ b’f{a‘3+ cPop+ df’ag—i— el I'g,

a, b, ', V', ¢, d, e sont des constantes arbitraires, par rapport a toutes les
variations de o, ¢*8, I‘ég nulles sur le bord C.

Dans notre travail, nous supprimons la condition de normalisation (6. 3),
car, 4 notre avis, toute tentative pour intégrer les sources au champ
est prématurée & I’état actuel de la théorie.

7. Passage 4 une connexion de vecteur de torsion nul. — Pour
faciliter la déduction des équations de champ a partir de (6.4), effectuons
d’abord dans Kqg le passage a une connexion Ljg, de vecteur de torsion
nul, connexion liée & Thg par

m

(7.1) L§5=F§p+<%+3)ozl‘g+<—2——-l> opl‘

ol m est une constante arbitraire (on vérifie 1mmed1atement que L, =o0
quel que soit m).

Désignons par Wog et Q.3 les tenseurs correspondants a Ru3 et Pyg
respectivement dans la connexion La@ En choisissant

(7.2) m(a+b+a’+bv’)=;(a—b+a’—b’),
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on obtient, par un calcul facile,

Kog= aWqy3-+ pra+ @’ Wpg -+ b’Wag—;- cQap+ ang
+ p'(daT8—d8To) + q'Tu g+ s’LipI‘)\,
: v

p's ¢, s’ étant des fonctions de a, b, ..., e qu’il est facile d’expliciter.

La connexion Ljg étant de vecteur de torsion nul, on a
Wosz=Wga+ gy, Qup= Qup.
Effectuons maintenant le changement de variables suivant :
(7.3) L= (a+b)Go+ (a'+ b')GgB=

en supposant

a+b+a+b#o et a+b—a—b#o

(ces hypothéses sont nécessaires si 'on ne veut pas n’introduire dans Ky
que la partie antisymétrique ou que la partie symétrique de Wag)
on obtient

Ky G2l = Hyg £2B
avec
(1.4)  Hag= Wog+ p(daTg—9dala) + gTaTg+ rQa13+sL%‘/§I‘)\,

Ds ¢, I, s étant des fonctions de a, b, ..., e[voir, plus loin, formules (10. 8)].
On constate que le changement de variables (7.3) revient & supposer

(7.5) a+b=1, a’'+b'=o.
Nous pouvons donc substituer au postulat du paragraphe 6 (avecs = o)

le postulat suivant :

Les équations du champ unifié sont celles qui réalisent Uextrémum de
Uintégrale d’action

(7.6) L= f(Hagg“3+ 202 Ly) =g dad A dzt A dz \ di?,
Je

ol
(7.7)  Hag= Wag~+ p(doT'3— d3T,) + gTaTg+ rQug+ sLaply,
\%

par rapport a toutes les variations de o*, T,, ¢%3, L}g, nulles sur le
bord de C.

(2 c* est le multiplicateur de Lagrange, introduit par la condition
ng == 0-) ‘
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8. Les équations de champ de la version généralisée. — Du
principe variationnel portant sur (7.6), résultent les équations d’Euler
suivantes :

1° Pour les variations de Lgg,

(8.1) DGt o 252

20 Pour les variations de T,

(8.2) Ke=pFe+ qﬁﬂl‘;«—i—‘;L?fug?\u:o;
- \%
30 Pour les variations de g*3,
(8.3) Haupg=o,
soit
(8.4) a. Hag=o0; b. Hag=o;
' - v

4° Pour les variations de &%,

(8.5) Ly=o0

CHAPITRE I

LES EQUATIONS APPROCHEES AU SECOND ORDRE
ET LES IDENTITES DE CONSERVATION.

9. Introduction. — La théorie d’Einstein-Schrodinger a été proposée
comme une géométrisation de la gravitation et de I'électromagnétisme.

Mais, aprés de nombreuses recherches, et en tenant compte surtout
des difficultés d’ordre physique systématiquement accumulées, certains
auteurs pensént que la théorie ne remplit pas son but, et doit étre
considérée comme une géométrisation du champ de gravitation et d’autres
champs physiques, étrangers a I'électromagnétisme, qu’il s’agit de
dégager.

Pour la version généralisée, il est bien entendu possible d’admettre
deux points de vue distincts :

1° On peut adopter a priori les groupes d’équations (8.2), (8.3), (8.4)
et chercher 4 mettre en évidence son contenu physique. On peut, en
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particulier, interpréter la théorie comme -théorie gravitationnelle des
particules & spin (O. Costa de Beauregard [9], D. Sciama [19]).

2° Nous adoptons le point de vue classique d’Einstein et considérons
la version généralisée comme une géométrisation de la Gravitation et
de I'Electromagnétisme. Nous lui imposons la condition fondamentale
suivante : La théorie doit se réduire a la théorie d’Einstein-Maxwell
pour un champ ga\? faible.

Rappelons tout d’abord les équations de champ de la théorie d’Einstein-
Maxwell. Elles s’écrivent

©.1) VeFar=o,  VuFg,+VgF,a+V,Fag=o,
(9.2) Sas = 2743 = x(%aagF)#FM— Fa)\Fp7\>

(Fas désigne le tenseur champ électromagnétique de Maxwell; a,3 la
métrique; Syg le tenseur d’Einstein et z la constante de gravitation de
Newton).

Nous considérons les équations unitaires (8.2) et (8.4, b); soient

(9.3) Koe= o, Ha§=_0
\

N

comme généralisant les équations (9.1), et les équations (8.4, a); soient

9.9 HEE=0

comme généralisant les équations (9.2).

Notons que F,g intervient dans (9.1) de facon linéaire, et dans 9.2)
au second ordre. Considérons maintenant un champ ¢.g faible et
prenons ¢,3 comme infiniment petit principal. Désignons par (9.3),
[resp. (9.4):] les équations (9.3) [resp. (9.4)] obtenues & la premiére
(resp. deuxiéme) approximation. Pour simplifier, nous disons que (9.3),
et (9.4). sont les équations unitaires & I'approximation Einstein-Maxwell.

Notre condition fondamentale s’énonce de la facon suivante : Les
équations du champ de la version généralisée doivent se réduire aux équations
de la théorie d’Einstein-Maxwell a Uapproximation Einstein-Mazxwell.

Toutes les versions rentrant dans le cadre (7.7), versions qui ne
different entre elles que par le choix des constantes a, b, ..., e, et,
conduisant aux mémes équations de champ a I'approximation Einstein-
Maxwell, seront considérées comme équivalentes.

Parmi les versions équivalentes, nous choisirons celle qui est la plus
simple.
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Nous étudions dans ce chapitre les équations* unitaires a l’approxi-
mation Einstein-Maxwell, et montrons que la version généralisée du
paragraphe 6 est équivalente 4 I'une ou & l'autre des deux versions simples
distinctes dont l'une n’est autre que celle de la théorie d’Einstein-
Schrodinger.

Nous utiliserons les notations suivantes :
A N
éaB } = 51 (davsB+ I Ypa— o Yap),
N ,
Lig =§a3§+“32s’ wa =
i . ion | M1
V., = dérivée covariante dans la connexion LB {3

. PN
G’48y. = tenseur de courbure dans la connexion {aﬁ ;

G13= GZ@B‘M O= YaBVaV,B;
1 — FO
Je= ‘/—gda(\/_gé’v)a A= 915A%;

Pa8p = dagBp+ 9B 9pa+ Jp Pal-

D’une facon générale, y.g et y*? seront utilisés pour abaisser et pour
monter les indices. Pour éviter des confusions, posons

Aty

ot = ylayuBosg, @7t =Y yeBYV9apy.

10. Hypothése s = o. — Ecrivons I'équation (8.1) sous la forme

-

af
(10.1) B e

Scindons cette équation en parties symétrique et antisymétrique,
puis faisons les combinaisons habituelles, il vient

by A 1
(10.2) UaB,p= (Lap B+ L@p ?)\a> -3 (Gap,B + G3g,0— erB.p),
v v - - -
I b A
(10.3) LaB,p=— 5 PaBo+ Vp%g——(ummp— uépp;\a>
I
— ~(Gyp 8+ G o+ GBayp)-
2(Gapt ™ Cepar Otze)

En scindant (8.3) en parties symétrique et antisymétrique, il vient.
(10.4) V)\Lﬁg-!— % (Vaug—Vgug) + ngu)\—<L§Bu§p+ L29u§@>
\Y \ \% \%

+ p(0eTg—dgTa) + rQup+ SL%F)\: o,
v
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(10.5) Gog V)»uéﬁ— %(Vaup-i— Vgug) -+ u%u)‘
— (uz“‘o uﬂg + Lgp Lfﬁ) +gleT'g=o.
vV Vv
Rappelons ici les équations (8.2) :

23 s N
(10.6) PFE+qGT T+ ELg“vug’~P=0-

Supposons 9.3 petit, et prenons ¢, comme infiniment petit principal.

D’apres (8.1), (10.2), (10.3), les termes en s n’interviennent dans ug,,

qu’a partir du troisiéme ordre et dans L,g, qu’a partir du second ordre.
\

Il en résulte que ces termes n’interviennent dans (10.4) et (10.6) qu’a
partir du second ordre, et dans (10.5) qu’'a partir du troisiétme ordre.

D’aprés le paragraphe 9, nous pouvons supposer :
(10.7) s=o.
Tenant compte de (10.7) et (7.5), les expressioné de p, g, r, m se
simplifient :
ne2an,

I 15 5
(10.8) p_g—-?m-—l—c—d+5m(c+d),

r=c+d+1—a.

Ces équations déterminent p, ¢, r, m de fagon univoque. Inversement,
si p, ¢, r, m sont donnés, arbitraires, la premiére des équations (10.8)
détermine q, la troisiéme e, et les deux autres c et d. Ainsi les constantes
P, ¢, r qui interviennent dans (7.7) peuvent étre choisies de fagon quel-
conque.

Dans la suite de notre travail, nous nous placerons dans I’hypothése
§=0
11. Les équations de liaison. — 1° Posons
(11.1) Lyg= Ajg+ 55 Ag+ 83 Ba+ gagCh

et désignons par : p la dérivée covariante dans la connexion Alp.
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Les équations (8.1) s’écrivent, en fonction de AZLB,
B

g p+(8‘{ Ap+ ‘6: By+ &% C“)913+(8§ Ay -+ ‘67? B, + gP‘AC‘B)(}ﬂ

5 2
_ [5 (A,+B,) +mcl] Gos=— 25258+ 2 r(3158+ obge).

Par identifications des coefficients de 0% y—g, ¥v=g, g, on a

N

af
(’11.‘2) g""ip= o,

avec les conditions

§18B,+ CB=— 2 B+ 27 f3,
&9 Ay 4 Co= %fa7

5
Ag+By— — (Ap+ By) — 1. Ch=o,
soit
' I r r 1
Ap= (; - g)f.a"‘ 35— 5/ %
1 r 1 r 1
(11.3) Bo=—(5+5) 5+ (5 5) 5+ 5/
I
Co=— S (fo+I3)+ /e
Rappelons les notations :
f@= Yp).f)‘y f5= ?P)\f)\'

La méthode de M.-A. Tonnelat [1], appliquée a (11.2) fournit une
solution A%g unique, sauf dans le cas ol I'on a simultanément

Y=o, g=29.
Ce cas sera écarté dans la suite. La formule (11.1), avec les valeurs (11.3)
de A,, B,, C¢ fournit alors une solution Lﬁp unique.

20 Cherchons maintenant a obtenir l’expression de LZ}@ au second
ordre. Posons

N N N
on déduit, d’aprés (10.2) et (10.3),

2 1 .
s Bafe= — 9age+ VoPaf, . ’

(11.4) . i . ) §
l "aB,p:<_ 5 Pan+ V‘A%cp) P g+ <— 5 986+ Vi ?p.o) P a

ol la notation == indique que I’égalité n’est valable qu’au second ordre.
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Utilisant (11.4), on obtient, par symétrisation et antisymétrisation
de (11.1),

(11.5) uag,p"i'<— S gan+ V)x‘?&()) 78
1 % I 1—2r I
+ <— 5 980+ N mp> o2+ Ya,a<——§——f3+ §f6)

1 1—oar 1 2r —1 1
+£Y{39<"—‘3 fa+§fa>+Y°‘ﬁ< > fP_5f5>’

2 1 I 2 2r—1
1 2 2r —1 o2r —1
- ;YBp(g.fa"" 3 fa) + 3 Qa8 S
D’ol, par contraction,
o 1—2 1

Ug = ugpé"a"' 3 rfa“‘ §f57
(11.7) . -

o Zva(cpi‘—:p*w).

12. Les équations antisymétriques. — A Paide des formules (11.5),
(11.6), (11.7), il est facile de calculer I'expression de (10.4) au second
ordre d’approximation. On obtient

4 2
(12.1)  O9ap+GWagopy—+ g7 (r —1) (duf3— dgfa) +2p (daTg— d3Ty) Zo.

13. Les équatibns liant f, et I'a. — Elles s’écrivent
P‘)p(\/'—gf“f’)'*‘ q t/—_é’h““‘p= o,

soit, au second ordre,

(13.1) pV(,:pﬁ—+ gTaz=o.

. 14. Les équations symétriques. — En portant les valeurs
approchées de uag,, Lagg, ux dans (10.5), on obtient, aprés quelques
\Y

calculs simples,
1, 3 2
(141)  Gog+ _ (v Onp~+ 56 O90a)
- ;[%Z (V2 S8+ V3 £3) + 93% (Vi fat Va i)

2 ¢ I X I I3
- Vp ?aLV‘/‘?B'— Zvuvﬁ(?LE‘?}‘p) - 47%0\}1. BL

IF

— émgvpﬁ_ 1[1 + g—r(r—l)] JaSB+ qI‘qI‘gé o.

2
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15. Discussions des équations du champ au second ordre.
Formes finales. — En examinant (12.1), (13.1), (14.1), on constate
qu’il est essentiel de distinguer deux cas :

19 Cas A:p#o, g=0. — (13.1) devient
(15.1) fi=o,
(12.1) s’écrit simplement

A
(15.2) O9a8~+ Fag+ GFo80.6= o,

A
Fog=12p (daTg—dgTy.

Par contraction, on déduit de (14. 1) la valeur de G = 7*3 Ga3. Se servant
ensuite de (15.1), (15.2), et des identités

— Vhog,Vegdh =1 %3.{?5‘_"1 _ %W?Ezva%w
— ;V“?E—YS’«%~;=~— % D(?EE?«B) + %?EED%&
on obtient
(15.3) Gag—éyagG_l_%ap+'?'¢3+lx§+ Ayg,
avec
A 1

( A A 1 Al
Taf =g 9an Fgh+ %‘AFa") + Y8 P FhY,
A - 1 N 1 h
Tog= Voo Vieg, -+ Z(wzmﬂ— 5 Ya8 ‘?741.‘:‘?‘EZ>7
1 N N 7] 1
Tag=— 5 (Gpoal ¢pr+ Gpoghar) ¥+ 7 Tap GF¥ 00y,

Aog= %[Van(#E?m) —vasO(e o) |-

20 Cas B :

a. Si p = o, ¢ = o, (13.1) n’intervient pas, le vecteur I', n’intervient
pas dans la théorie;

b. Si p=o0, ¢ o, (13.1) entraine I'y = o, et les équations (12.1)
et (14.1) sont exactement les mémes que dans le cas a;

c. Si p#o, g7 o, (13.1) permet de calculer I'; en fonction de fa.

Dans les cas B, a; B, b; B, ¢, les équations approchées sont analogues
a celles du cas A. On a, aprés quelques simplifications simples,

B 2
15.4) O9ap+ (14 ¢) Fag+ GFogos=0,



THEORIES DU CHAMP UNIFIE. 319

avec
B
Fag=da fg— d3 /fa
et
1 . B B
(15.5) Gog— 57“3G=m{3+ Tog =+ Tag+ Aag,
avec

B €

B B B
Taf = — 5(%sz*+ ?mFa*) -+ %Taﬁ‘?ip.F)\P'a
B
Tag= 2 (fafom S 1ap/oft) + fufa+ (2.9 9.V fo)

1 I 2
+ Voo, Voop-+ Z(mwﬁ‘“~ g TaBPrpy ?A&) ;

les tenseurs I,g et Ayg ont, en fonction de Y. et 948, les mémes expressions
que dans le cas A.

La constante ¢ est égale a

z,=—1+§r(r—1) dans les cas B, a; B, &,

2
fo=—1-+ %r(r——l)—-2% dans les cas B, c.

A
Comme ¢, varie entre —%et + o, et ¢ entre —o et -+oo, les

cas B, a et B, ¢ ne sont pas équivalents. Cependant, dans une inter-
prétation physique, on peut toujours définir un systéme d’unités tel

get ~+oo. 11 suffit donc
d’éfudier le cas B, a. A cette réserve prés, on peut donc énoncer le
résultat :

que ¢ prenne une valeur comprise entre —

16. Les versions A et B.

ProposiTioN. — La version généralisée (6.4) est équivalente a I'une
ou a lautre des deux versions distinctes suivantes :

19 Version A : C’est la version de la théorie d’Einstein-Schrodinger.
Le lagrangien s’écrit

(16.1) £=Wag G+ p(daTg—d3l'y) Go8  (p # o)

et fait intervenir le tenseur de Ricci dans une connexion linéaire de

INSTITUT HENRI POINCARE, — XVIII, IV. 22
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vecteur de torsion nul d’une part, et le rotationnel d’'un champ de
vecteur, d’autre part. Les équations de champ sont

a8

(16.2) D,g " =o,
(16.3) Fe=o,
(16.4) Wog+ p(del'g—dgl'y) = o.

A Tlapproximation Einstein-Maxwell, on a les équations (15.1),
(15.2), (15.3). Le vecteur T, n’étant défini qu’a un gradient d’une
fonction a valeur scalaire pres, nous pouvons toujours imposer a I'y
la condition supplémentaire

(16.5) Valy = o.
20 Version B : Le lagrangien s’écrit

(16.6) £=WupGead+rQupges  (r quelconque)

et fait intervenir deux contractions du tenseur de courbure dans une
connexion linéaire de vecteur de torsion nul. Les équations de champ

sont
al

il 2 2
(16.7) DG+ =— 38558+ 2 r(35F8+ 2B ga),
(16.8) Wap -+ rQqp=o.

A TYapproximation Einstein-Maxwell, elles se réduisent a (15.4), (15.5),
avec

(16-9) i 5=—l+§r(r—1).

Les équations approchées au second ordre ont été explicitées par
M.-A. Tonnelat dans le cas A, et par L. Bouche dans le cas B, avec r = o,
mais les résultats obtenus ont été mis sous une forme différente
(L. Bouche [4]).

Dans la suite de notre travail, nous nous placerons, soit dans le
cas A, soit dans le cas B.

17. — Les identités de conservation.— La méthode de déduction
des identités de conservation a partir de (7.6) est bien connue. Nous
nous contenterons d’indiquer ici les résultats.

19 Cas A : Toute connexion Lﬁg, L, = o, solution de (16.2) vérifie
les identités suivantes :

(17.1) 9o (G Wai+ GHWig) — GBI Wag= 0.
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20 Cas B : Toute connexion Lig, L; = o, solution des équations (16.7)
vérifient les identités suivantes :
(17.2) o (GPA W, + GMoWig— GBI Wag+ 2r Qo Fr=
Posons "

Hog = Wag+ rQqg,
T (17.3)

r ] I \\ .
K= 5<gw Hyo -+ gamqp) — LGB H.;
(17.2) s’écrit
dy (Klp"- + é Hyg d, G2 = o.

18. Invariance par transposition des équations de champ.

19 Le cas A : Dans le cas A, (16.3) est conséquence de (16.2). On
peut donc prendre comme équations de champ (16.2) et (16.4) en se
souvenant que la connexion Lf u admet un vecteur de torsion nul.

(16. 2) entraine
Lis=dlogy—g.

On en déduit que Qug =o0 et Wyg =\7V§a. Les premiers membres
de (16.2) et de (16.4) se transforment en eux-mémes si I'on effectue

les transformations : g'* en §* (= gv*), Lf, en I:{p(z L&A), I, en
[, (= —T)) en permutant simultanément les indices « et . On exprime

cette propriété en disant que les équations du champ sont invariantes
par transposition (A. Einstein [10]).

20 Le cas B : Dans le cas B, nous avons

Qaﬁ= Qaﬁ: W@a= vva{i"‘ Qaﬂa
«f JBe 19 ~ap o
Dp o= ng_*, 5“:()9@\/:—() GV =—gua

de sorte que
\~V|3<x+ "6{33&2 Wog+ rQag—+(1—2r) Qa3

- 2363?“-4— gr(B?)d“:“—o— 8“:78)
i (e o) = L ().

On déduit que les équations du champ du cas B sont invariantes par
transposition si et seulement si

(181) r=

N

Nous donnons au paragraphe 41 une interprétation physique de cette
invariance,
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CHAPITRE III.

LE PROBLEME DE CAUCHY
DES EQUATIONS DE CHAMP.

19. Introduction. — Le probléme de Cauchy a été étudié en détails
dans le cas A par A. Lichnerowicz [2] et F. Maurer-Tison [16]. Les équations
de champ possédent trois variétés caractéristiques. L. Bouche a étudié
le méme probléme dans le cas r =s =o, p, ¢ quelconques. Elle a
démontré 'existence de quatre variétés caractéristiques des équations
de champ dont les trois premiéres sont identiques & celles du cas A.
Cependant, elle n’a pas réussi a expliciter les équations définissant la
quatriéme variété [4].

Nous poursuivons ce travail en nous placant dans le cas B.

La méthode suivie est due a A. Lichnerowicz. Les théorémes établis
par A. Lichnerowicz sont énoncés sans démonstration quand ils
s’appliquent sans changement au cas B.

Rappelons d’abord les équations du cas B :
af
(19.1) DeGt =— 38558+ 3r(3;F8+ 2 Fe),
19.2) Hog= Wapg+rQag=o0

et les identités de conservation

(19.3) 9.5+ 2 Hap 0, GoB=o,
avec
S 1 5 I
(19.4) Kt = 2 (G Hpa+ G Hyp) — ;3G Hog.

Contractons (19.1) par g¢.s, on obtient

19.5 2r —1 1
(19.5) d; log \/——g-—Lg_g= 3 Yplf)‘—g?plf)\'

20. Enoncé du probléme. — Efant donné sur une hypersurface S
les composantes du tenseur fondamental ainsi que leurs dérivées premiéres,
déterminer au voisinage de S le tenseur fondamental supposé salisfaire
aux équations (19.2).
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Nous supposons S représenté localement par I'équation
(20.1) x2°=o0
et satisfaisant a4 la condition
(20.2) &9 o.
Cette condition veut dire que S n’est pas tangent en chaque point x au
cone I', d’équation

(20.3) hap dzx* dzb=o.

21. Recherche des données de Cauchy. — A. Lichnerowicz
démontre le théoréme suivant : '

TuatorEME 1. — Au voisinaged une hypersurface S, représentée localement

i A
par x° = o et telle que 9°° = o, la connaissance des quantités ¢,;, 9\9, go\/
est équivalente a celle des composantes du tenseur gag.

Nous prendrons donc comme données de Cauchy sur S les quantités
0 o) 0i o)
(2t.1) gy GV, G A&y, GV, dhG—.

22. Un théoréme sur les changements de coordonnées a la
traversée de S. — Le théoréme suivant est dit 4 A. Lichnerowicz :

TuEorEME 2. — Le changement de coordonnées

<, z0)3 . N ..
(22.1) V= + L?—.—,)— [e™ (@i) + &4 (*» = X' numériquement),
ou ¢ tend vers zéro quand x° tend vers zéro :
19 conserve les valeurs numeériques des coordonnées de tout point de S;
20 conserve les données de Cauchy sur S;
ro. Iy 0i
39 conserve les valeurs numériques sur S des quantités dy,gij, oo GV

L ) o
4° permet de donner aux quantités do, G des valeurs arbitraires sur S.

Pour toute solution de (19.1), Hyg n’est fonction que de g;;, govi, g"l‘
et de leurs dérivées premiéres et secondes (§ 19). Ce tenseur est évidemment
invariant par rapport au changement de coordonnées (22.1). Or ce

changement de coordonnées permet de donner a doogﬂ des wvaleurs
arbitraires. On déduit le
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CoroLLAIRE. — Pour toule connexion L§,, solution de (19.1), Hag
ne fait infervenir comme dérivées d’indice 2 (') que les dérivées

0i

doo &ij» doogzv
. . e, (RS
a lexclusion des dérivées oo G—.

23. Décomposition du probléme de l'intégration des équations
de champ. -— Tout comme dans le cas A, les équations du champ du
cas B forment un systéme en involution au sens d’Elie Cartan. Elles
se divisent en deux groupes, soient (I) et (II) (théoréme 3). (II) ne fait
intervenir que les données de Cauchy sur S et les quantités directement
calculables & partir des données de Cauchy sur S par calculs algébriques
ou dérivations sur S (théoréme 4). (II) constitue donc les conditions
que doivent satisfaire les données de Cauchy sur S. Nous démontrons
que toute solution de (I) vérifiant (II) sur S vérifie aussi (II) au voisinage
de S. (théoréme 5).

TutoriME 3. — Le systéme (19.2) est équivalent aux deux systémes
suivants :

(N Hy=o0, Heg=o;
- \%
(1n) Kpd= 2 (G Hpy+ 10 Hy,) — 33§28 Hag = o.

En effet, (I) et (II) sont équivalents a (I) et
(“)' J(«oo: gooﬂo(): 0, JC,-°= 90°H9_1= 0.

Si(19.2) est vérifié, il est clair que (I) et (II) sont satisfaits. Inversement,
si (I) et (II), donc (I) et (II) sont satisfaits, on déduit de (II)' (g°° == o)

Hoo= o] H0i= 0.

Ces équations, jointes a (I), sont équivalentes a (19.2).

TutorEME 4. — Les quantités ,° ne sont fonclions que des quantités

0i

0/ 2 b
&ij, GV, G-, dogij, GV, PRCEL

el de leurs dérivées par rapport a z*.

() Nous appelons indice d’une dérivée par rapport aux cordonnées locales auxquelles
S se frouve rapportée le nombre de fois que ’indice zéro y figure.
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En effet, d’aprés (19.3),
. I
0ot = — 0Kt — ~ Hag dp GoB.

Le deuxiéme membre ne comporte pas les quantités

»

i0
0
dooo &ij, dooo E?V, dooo 9_,

donc
PL A PL A PL A

9 (doo &ij) - d(doogi\g) N d(doogﬂ)

d’olt le théoréme.

0,

TutorEME 5. — Toule solution de (1), satisfaisant a (II) sur S, satisfait
aussi a (I1I) au voisinage de S. '

En effet, si (I) est supposé vérifié, (19.3) devient
doacoo—.— ()[JCOi—f— Hﬂf dog»?_l-i— % Hoo dogw = 0,
(23.1) )
00,0+ 01 + Hor 9o G + ~ Hao 0;G7 = o,
ol
Kol = g,(’i Hoo + gzl_sHﬁ, Jcifz g"’,]gHi_o— éB{(goo Hgo + Zgﬂﬂe_o),
o0 == GO0 Hyy, Ko = Goo Hyy
Des deux derniéres équations, on déduit les valeurs de Hy, et Hi en
fonction de K,° et K%, ce qui permet d’écrire (23.1) sous la forme
N IKp0= AL 0:50,0 + BRI,

ce systéme est linéaire, homogéne, du premier ordre en X,°, résoluble
par rapport & doK,°. Il n’admet, pour les données initiales sur S

(Kp')s=0
que la solution nulle
Kpo=o.

Le probléme de I'intégration locale des équations de champ se décompose
en deux problémes distincts :

a. Recherche des données de Cauchy satisfaisant a (II) sur S;

b. Intégration de (I) pour les données de Cauchy satisfaisant a (II)
sur S. ' '
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24. CGalculs des dérivées d’indice 2 sur S. — Supposons maintenant
les données de Cauchy satisfaisant a (II) sur S. Utilisons la notation
de congruence ~ modulo des termes fonctions des données de Cauchy
et des quantités calculables a partir des données de Cauchy par calculs
algébriques ou dérivations sur S. Le systéme (I) s’écrit

(94.1) ()oLlo/N o,

(24.2) doL,f’o—a-(r-—-%)doL?foo.
\

Comme les Hqg sont linéaires par rapport aux dérivées secondes de Ga8s
on a donc, compte tenu du corollaire du théoréme 2,

ko
(24.3) doLioiN Air]’? doogrs+ Biikdoog'v ~ 0,
ko
(2—’&.4) ()OLi‘\)(/) -+ (7‘— %) doL?&N Cirsdoogrs-}- Di]c doog/v ~ 0.

Nous montrons que ces équations permettent de calculer dig:;; et

i0 . , 3
doogV en fonction des données de Cauchy, sauf dans certains cas que
nous expliciterons.

1° Calcul de 9y, C}ivo. — Le systéme (24. 4) estlinéaire en d, L}, et dyo g"pi\‘/’
d’apres (19.5). Nous allons établir une deuxiéme relation linéaire reliant

ces quantités, ce qui permet de calculer dy, 91\9.

Désignons par (19.1), I'équation obtenue a partir de (19.1) par
dérivation en z°. Ecrivons (19.1), pour « = i, § = o, p = o, puis pour
a=o0, B =1 p=o0. On déduit, par soustraction

io0 . io
Zdoogv N—()oLg\Og)‘O——-doL:)\gri)‘-i—doL{og)‘i—!—doL:))\gz(’)‘—F %dogi—l— ZdoLg)‘grv,~
soit
/l i0 i . f
(24.5) ngUCj}VN2¢)DL§£§,V+(doLﬁ,hg°h—doLhog’w)
. hi
+ 200 L0 GX + 200 LY,GV.
10 ho
Cherchons maintenant a calculer
L5, dLirGh—dLi0 G, doLiy
en fonction de

i0 .
doog'v, dosz(n doLiO/'-
Y
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Dans la suite, nous utiliserons la notation T pour désigner les termes
linéaires en d,L};.

De (19.1),, calculons o G* et dix G° en donnant a «, 3, p des valeurs
o, i, k, et i, o, k respectivement. Faisons ensuite la combinaison

— GKO 9or GO - GOk gy G0,
il vient
Gk 0u L= o1 = oyt STy g GUG GGy,
D’aprés (19.1),,
ALy~ doLjs + Th.

Or, par dérivation de (19.5) en z°, on déduit

doLzo'N_ ’3__‘ Y-——deoo_g,v —I-é—q)"-?()oogv )
- — & V—&
d’ou
1 GV 1 9ngV
s —2r 00 00
(94.6) (}OLIC:ONdOL.ksN Yks + 5 Qhs —/—*
R VR R

Enfin, (19.1),, pour « =0, 8 =j, p = j, donne
doL§s~T.

Portons enfin les résultats dans (24.5), on obtient

hi gzogoh_'_ gozgho giogoh goiglzo
ohy) (g TR agy (57 )
" s0
_ p) Vv i0 .
X<%‘ Yhs =+ é(?/”> -ﬁ)-—g—zg—‘- —%doongTl.

D’autre part, (24.6) et (24.2) conduisent a

AN

V—g

Des équations (24.7) et (24.8) on obtient, par élimination de J,L},,
\

(24.8) dOLio—o-(zr —1)< g st+ 6?”>

k
(24.9) Bix 000GV ~ Ti.
avec
hi 10 p0h 4 o0i pho ih i0 p0h __ p0i pho
B'k"'[(zr—x)( i & gzgof 8 >+gv_g gzgof g ]

<[(2r —1) Yae— put] — 4 8%.
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ko
Le calcul de d,, g "V est donc possible si
det (Biz) 5 o.

Si r = o, on retrouve les résultats de L. Bouche.

Il est facile d’évaluer la valeur du det (B%). Les détails des calculs
sont exposés dans I’Appendice (p. 355). On trouve

e 8820 — (1) YYO0\® 4
det(Bik)=z7=<————}?0——> [E:——I-l— gr(r—l)].

Ce déterminant est nul si

.(‘24.10) Ee=0 ou si ggOO_(]+5) YYW:O'

20 Calcul de duogi;. — Si det (B’%) 7 o, on obtient par inversion
de (24.g)les valeurs de dy, g’ifo. Le calcul de dy, g s’effectue alors exactement

comme dans le cas A. Il existe une solution unique, sauf dans les circons-
tances suivantes :

(24.11) g%=o0, Y=o, 2yy90— gg"=o.

25. Intégration des équations de champ. Les variétés carac-
téristiques. -— Supposons que sur une hypersurface S (x, = o) telle,
que (24.10) et (24.11) ne soient pas satisfaites, les données de Cauchy
vérifient le systéme (1I). D’aprés le théoréme 5, toute solution de (I)
vérifiant (IT) sur S vérifie aussi (IT) au voisinage de S. On peut calculer

e . L., io
sur S les dérivées secondes de ga3. Les dérivées dooGV, doogi; ont des

valeurs bien déterminées. Aucune équation ne contient les doog‘}o—)‘ qui
peuvent avoir des valeurs quelconques. Ces dérivées peuvent étre
discontinues a la traversée de S, mais ces discontinuités peuvent toujours
étre annulées par un changement de coordonnées du type (22.1).

A cette réserve pres, le probléme de Cauchy admet donc, tout au
moins dans le cas analytique, une solution unique, 4 un changement
de coordonnées admissibles prés.

La situation est totalement différente dans I'un ou l'autre des cas
suivants :

¢ =o, Y00 = o, ho0= o,

27790 — g8% =0, (1+¢)YY0—g8"=o0.

Le calcul des dérivées secondes est ou impossible ou indéterminé.
Si ¢ = o, le systtme des équations de champ est sous-déterminé.
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Si e # o, les équations du cas B possédent quatre variétés carac-
téristiques, a savoir :
a. Yogdz*dzd=o; b. hepdxrdxd=o;
c. (2YaB— hag) dz@dazb=0; d. [(1+¢) Yag— hoap] dz® dzd = 0.

Pour obtenir I'équation d, il suffit d’inverser la matrice

b8 =(1+¢) ;TY“S“ hoB.

Onk obtient, par un calcul simple,
bag= A{(1+ ¢) YaB — A43],

Al = 152__.<I__. Y_.t?)gq_ 2’
g £ &

avec, bien entendu, la condition
152.._<,_Y+¢)5+2¢0.
g 4 g

La variation de ¢ en fonction de r peut étre représentée par une parabole.

A toute valeur de ¢ > — g correspondent deux valeurs de r. Les valeurs

A 1 3 . . . .
de r égales & — - et 5 conduisant & ¢ = o doivent étre exclues.

Pour r = o0 ou r = 1, d redonne b.

1 /=
Pour r = ‘—‘}L, d redonne c.

On peut dire que d tend vers a lorsque ¢ —>o, c'est-a-dire lorsque
r-»-*oo.

L’axe de symétrie de la parabole correspond a r = 1 11 est intéressant

de remarquer que c’est la seule valeur de r pour laquelle les équations de
champ sont invariantes par transposition (voir §18).

CHAPITRE V.

LES CHAMPS UNITAIRES
STATIONNAIRES PARTOUT REGULIERS.

26. Introduction. — L’étude des espaces-temps stationnaires partout
réguliers a €été faite par A. Lichnerowicz en Relativité générale [2].
Quand on veut appliquer la méthode de calcul 4 la théorie unitaire
d’Einstein-Schrodinger, on constate que les difficultés sont multiples :
on ne sait pas quels sont les tenseurs qui doivent jouer les réles de
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métrique et de champ électromagnétique. On peut choisir yo8, hag, Mag
ou toute combinaison linéaire de ces tenseurs pour définir les notions
de longueur, d’orthogonalité, d’orientation dans I'espace et dans le
temps, d’espace-temps complet et de comportement asymptotique
euclidien. La méthode du repére mobile est difficilement adaptable &
un espace purement affiné. Les calculs directs sont presque inextricables.
Méme en se placant dans le cas trés restrictif ot I'on suppose I’existence
globale d’un systéme de coordonnées dans lequel

dgaB=0, Yui=0,  Poi=0,

on ne peut démontrer les théorémes de régularité d’A. Lichnerowicz
(M. Lenoir [14]).

Nous sommes obligé de nous placer dans le cas ou I’hypothese suivante
est vérifiée : les gag sont développables en série convergente en fonction
d’un paramétre %. Il est alors possible d’adopter un processus de démons-
tration par récurrence. Cette hypothése est certes trés restrictive, mais
les résultats obtenus permettent de dégager certaines propriétés des
équations de champ, propriétés qui sont intéressantes au point de vue
physique.

27. Hypothéses stationnaires et de développements en série. —
Nous considérons le champ g¢,3 comme donné sur un espace-temps V*
doué d’une structure de variété (improprement) riemannienne de métrique
hyperbolique

(27.1) ds? = mgg da* daB.

19 Suivant A. Lichnerowicz [2], nous dirons que le champ g.g est
stationnaire sur V* s’il existe globalement sur V' un groupe connexe
transitif G 2 un paramétre de transformations infinitésimales satisfaisant
aux hypothéses suivantes :

a. Les trajectoires Z du groupe sont intérieures aux cones carac-
téristiques des équations de champ;

b. Les trajectoires Z sont homéomorphes & la droite R;

c. On peut trouver une variété différentiable V?, & trois dimensions,
de classe C2, C* par morceaux telle qu’il existe un homéomorphisme de V*
sur le produit topologique V* X R dans lequel Z s’applique sur les droites
facteurs.

V3 sera dit I’espace-quotient ou I'espace;

d. Le groupe G laisse invariants les tenseurs go3 et L.
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Nous savons qu’il existe, dans ce cas, un systéme de coordonnées
locales adaptées x> défini a la transformation suivante prés :

(27.2) izl =4 (2l), 20> =2+ 4 (x))
tel que, dans ce systéme :
a. le vecteur ¢* engendrant le groupe G admet les composantes
=1, E=o;
b. les composantes de g,3 et de I'y sont indépendantes de z°
(21.3) Qga3=0, dly=o.
Les variétés W* (dites sections d’espace), définies par x° = Cte, sont
homéomorphes a V3,
Nous douons les variétés V> et W de la méme métrique

(27.4) daz:(nﬁ_ "'_‘f’_rm_“')dxi dz/.
100

2° Nous supposons que les g.3 et I'y admettent des développements
en séries convergentes de la forme

- \Y A
(27.5) | ga{3=’ﬁa{3+21‘)~p§a,8, Iy =21‘7\”1,sz

(27.3) entraine

dona3= o, ()05;015= o, dleg=o0.
P

28. Propositions préliminaires. — Nous allons analyser les équations
de champ dans les cas A et B et établit deux propositions presque
évidentes.

1° PROPOSITION 1. — Tout champ g.3 tel que V,¢a3 = o est purement
gravitationnel.

Nous entendons par champ purement gravitationnel tout champ 9x8
tel que

; A
Lag= { a3 ; et Gapg=o.

a. Dans le cas A, on déduit de (16.2)
voruas = L3, 908 + L%, 902,
\Y% %

A 1
RN Lxg = Vp Qa8 — > ?aBo_(u:p P63 — u%p ?ca)-
v
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Si Vy.94g = o, on obtient pour L};g et uﬁg un systéme de Cramer homogéne
& solution unique. Donc !

{21,

N r N
LQ@ =0, Uyg =0, L&B_ ) af §?

\

(16.4) donne
P (deT'g—dgla) = o, Ggg=o.

b. Dans le cas B, si Vageg =0, on a A, =B, = G, = o (voir §11),
et 'on est ramené au cas A, avec I'; = o.

20 Introduisons maintenant dans les équations de champ les dévelop-
pements (27.5). On a d’abord

(21 (2 ) e

T R
avec

(28.1) {a/iﬂ } = ;T]\""(ea';{aﬁ-i- %@Itm— ea'{a{ﬁ)y

V. désigne la dérivée covariante riemannienne dans la métrique do?.
Posons

o

0O = n*BV,Vg.
a. Les équations du cas A s’écrivent en premiére approximation

; o '1 o & _
(28.2)  Wap=— [:]“ga‘g—f—;(va/:ﬁ—{—VB/jla)—q

N o=

‘

i ot

(28.3)  Wag=
1V

N

. . . . B
C]?a{%— P(docl;ﬁ dp.fa) (vlape’ag‘g_«)),
(28.4) '{a= 119161 Yop = o
avec
=¥, vaf— = Vay F= T fgo).
fa=Vopar = Vaget (3f =7y
Si v,3 est une solution des équations de champ, alors
e

YJ"3= Y8+ 63( hg—+ ¥y hy (lx‘a est un vecteur quelconque)

1 1 1 1 1 ,
en est aussi une. On peut donc toujours imposer au choix de solution

de (28.2) la condition
(28.6) hg=o0,
1

ce qui simplifie (28.2) en
(28.7) ‘ [onc@=0>
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(28.5) est la transformation de jauge gravitationnelle, mise en évidence
par A. Lichnerowicz.

b. Dans le cas B, y.g vérifie aussi les équations (28.6) et (28.7) tandis
1
que 9qp vérifie le systéme
1

I+ ¢
2

1 o
(28.8) \iVa\?+ r?ag:— 5(_‘_]?“3+ (da{p—dﬁja) =o.

On déduit, par dérivation contractée,

€ [j'{'az 0.
Si ¢ 0, on a donc
(28.9) Ol fu=o.

Si ¢ = o, alors si g3 est une solution de (28.8),
1
?&g.:—. ?aﬁ—’- ﬁa{c@— 63{(0‘ ({ca est un vecteur quelconque)

en est aussi une. On peut donc toujours imposer au choix de solution
de (28.8) la condition
fa =0,
1 N
ce qui simplifie (28.8) en
O Pap = o
Supposons maintenant que

2

Vigap= o, %f«= 0.

On vérifie sans difficulté que gass E“ vérifient exactement les mémes
équations que les gaps f‘ «. On déduit, par récurrence, le méme résultat
pour gap, Eq- ‘

ProrosiTION 2. — Dans les cas A et B, si

6)‘59‘@:0, V‘")‘lq‘m:() (g=1,2, ..., p—1),

alors g«p, L'y, vérifient exactement les équations :
P P

(28.6), (28.7), (28.3), (28.4), (cas A);
(28.6), (28.7), (28.8), (cas B).
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29. Théorémes de Hopf-Bochner-Lichnerowicz. — Nous rappelons
briévement les théoréme de Hopf-Bochner-Lichnerowicz et nous essayons
de les appliquer & nos équations (voir A. Lichnerowicz [2], p. 126-136).

Considérons une variété riemannienne V”, munie d’une métrique

ds? = ay; da! do/ (4, j=1,2,3, ..., n)

définie positive, et posons
AD = aiiV,0;®,

® étant une fonction a valeur scalaire sur V”, Nous appelons « distance
de deux points x, et x. de V" » et désignons par d (zi, x.) la borne inférieure
des longueurs des chemins contintiment différentiable par morceaux
joignant ces deux points.

Nous considérons dans la suite les cas ou V” est compact ou complet.
La notion de variété compléte étant entendue au sens de la métrique
précédente. Si la variété est compléte, mais non compacte, elle admet
un domaine a l'infini. Nous disons que @ tend uniformément vers zéro
dans le domaine a l'infini de V” si, a étant un point donné de V7, a
tout nombre p > o, on peut associer un nombre R (p) > o, tel que

d(a, ) >R(p) = |®(2)]<e.

TuEorEME 1. — Si une fonction ®(x), de classe C?, bornée sur une
variété riemannienne V" compacte est telle que A® > o, elle se réduit a
une constante sur V~.

THEOREME 2. — Si une fonction @ (x), de classe C?, bornée sur une
variété riemannienne compléle mais non compacte est telle que A® > o,
el tend uniformément vers zéro par valeurs positives dans le domaine de
linfini de V*, elle est identiquement nulle sur V~.

30. Les champs unitaires stationnaires partout réguliers. —
Revenons a notre espace-temps V* et admettons les hypothéses station-
naires du paragraphe 27. L’espace-temps sera‘dit compact ou complet
si W* (muni de la métrique dz*) est compact ou complet.

Plagcons-nous dans un systéme de coordonnées locales adaptées.
Si I'espace-temps est compact ou complet dans lequel 7o — 1 dans le
domaine a Pinfini par valeurs inférieures ou égales-hypothéses que nous
admettons — les hypothéses stationnaires du paragraphe 27 et les
résultats d’A. Lichnerowicz [2] permettent de conclure que do* est statique
et 7 = 1. Donc

(30.1) ds* = (dz’)*+ ny daldz/  (donij= o).
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Les symboles de Christoffel des 7,3 ayant un (ou plusieurs) indices
égaux a zéro sont nuls, les dérivées V, 9«3 sont nulles; les dérivées V, g
se réduisent a Vg, (V désigne la dérivée covariante rémannienne dans
la métrique d&* = n;;dxidx’); les dérivées VZg;o se réduisent a V°7,g,‘o
ou g;, est considéré comme un vecteur de W>,

Des équations de champ explicitées au paragraphe 28, on déduit
immédiatement le résultat suivant : »

4

Si W* est compact ou si W* est complet et si g,3, T tendent unifor-
4 7

mément vers zéro dans le domaine a l’infini de W*, alors

La démonstration est immédiate.
Considérons, par exemple, les composantes v;;. En coordonnées locales

)
1

adaptées, on a, d’aprés (28.7),
— sV, V, =0,
d’ont
(30.2) — 7V, (;{ii p/‘) =—a27 vr;(iivs Y/

Les hypersurfaces 2" = Cte ne sont pas tangentes aux coénes caracté-
ristiques par hypothéses, les g.g sont de classe C%. La quantité

Y/ v =y
11 171
est de classe C2 La métrique — v, dz” dz* est définie positive. Le second

membre de (30.2) est positif ou nul. On déduit, d’aprés les théorémes
du paragraphe 29,

<l

r'lYii =0,
soit

.
Vzp/= o.

On démontre exactement de la méme fagon pour les autres composantes
de Y43, et pour les composantes de 925 et Iy Des résultats obtenus et
1 1 1

en se servant du lemme 2 du paragraphe 28, on peut répéter la méme
démonstration pour gsp> Lay, On obtient donc finalement
2 2

P A il_
8= 108 = Jag §

¢

INSTITUT HENRI POINCARE, — XVIII, IV. 23
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THEOREME . — Tout champ g.3 développable en série convergente
="Na8+ ¥ M
Saf of Z gaﬁ

stationnaire, partout régulier sur un espace-temps V* muni de la méltrique
do® = mug dx*dx? compact ou complet dans lequel les g.g tendent uni-
P

formément vers zéro dans le domaine a lUinfini de V* est nécessairement
localement euclidien.

CHAPITRE V.

L’ INTERPRETATION PHYSIQUE
ET LE PROBLEME DE MOUVEMENT.

31. Introduction.— Revenons aux équations d’Einstein-Maxwell (9.1),
(9.2) et aux équations approchées du paragraphe 15. Etant donnée
la complexité des seconds membres de (15.3) et (15.5), il ne semble
pas qu’il soit possible de définir un « tenseur métrique a.s » et un
« tenseur électromagnétique Fa3 » tels que (15.3) et (15.5) puissent se
réduire exactement a la forme (9.2).

Cependant, on sait que le tenseur 7,3 qui intervient dans (9.2) a été
introduit par son expression formelle en Relativité restreinte, ol
@x3 = 748. Nous sommes amenés 4 substituer  la condition fondamentale
du paragraphe 9, la condition plus faible suivante :

Les équations unitaires doivent se réduire aux équations Einstein-
Mazxwell a approximation Einstein-Maxwell et pour un champ Y.3
faible.

Nous nous proposons d’examiner soigneusement dans ce chapitre
les interprétations. physiques possibles des équations unitaires. Nous
examinons d’abord les « interprétations physiques classiques » dans
les cas A et B. Nous proposons ensuite une interprétation physique
nouvelle et montrons que les équations unitaires, dans les cas A et B,
satisfont effectivement la condition fondamentale ci-dessus.

32. Rappels des équations approchées A l'approximation
Einstein-Maxwell. Développemencs limités et hypothése quasi-
statique. — 1° Ecrivons de nouveau les équations approchées déja
explicitées au paragraphe 15.

a. Le cas A : On a

A
(32.1) O9ap =+ Fag+ GFoeg0.6= o0,
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(32.2) Je=o0,
(32.3) Gy3— ;Y13G=‘ta3+;}ag+la‘e+ Aas,
avec

ﬁ‘a3=2P(daI‘3—d§Fa), Vor, = o,

:ac,'?\ =— %('\91)\%{37"'" ‘?B)ﬁa}‘) + %Yzﬁ ‘Ppclé‘pa:

A . 1 X 1 oah
(32.4) Tug = V"‘Pozpvp PBn+ i (?a(,a?{i‘r'_ LR '\9(4«:"/\‘?'2“>7

1 S N ¢ I .
Tug =— = (Gooxho8r + Grash2a0) o2+ 7 YaB GE9* 004901,

\ Aag= %[Vzvﬁ(‘?gg?pc) — YzSD(?Eé?,cﬂ-

b. Le cas B : On a

B
(32.5) Ogap~+ (1+¢) Fag+ GFy59,5= o0,
I B B
(32.6) Gag— 5 Yo G = tag+ Tap+ Iag+ Aqs,
avec

/B
Fog = du f3— 98 fa, s=—1+§r(r—1),

B 1 B B 1 B
Taf =— 5 <9“)‘F3"+ ?“7~F[3)‘) -+ ZYaB ?es Feo,
(32.7)
B 3 1
Tag= 5 <faf(3— g‘raﬁfpﬂ’) + fa S8+ (30.V" f8+ 98, V" fa)

) I 1 TN
\ + Voo, Voog + ¢ <%;c%39— gmp%aw—ﬂ),

\

L. et Asg ont mémes expressions en fonction de v« et ¢,3 que dans
le cas A.

2° Dans la suite, nous faisons sur g.3 et I'; les hypothéses de dévelop-
pements limités suivants :

Les vx3 possedent des développements limités de la forme

P
R Y AW
Yoo = 27 2’1000 o )’

g=1

P
~ I I
(32.8) Ylj=_'°i/‘+25§,; ‘{zol;)—i-O(;_Z;),
1

P
= ' ! -+ 0 !
Tor = Z‘ pryE=] ;f(‘}i_'_l c2p+1
1
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Les 943 et les I'y possédent I'un ou 'autre des développements limités
suivants :

P P
WS () neEh 1),
=1 1
(32.9,a) qp »
N I I I 1
U= 2y o 2;?’/ o <c2p+1)’ ¥ =2 o2+ ,,,,I‘_f_l + 0(c~zp+1> )
1
aF l . :
?"i:; c27+12:’Pg_21+ 0<c2p+1>’ Ty =21‘ o2q+1 ?5_?_1—'" 0<c2p+1> ’
(32.9,0) » »
w-Say (s neEh ()
1 1

30 Nous supposons les dérivées o, petites devant les dérivées ..
Plus précisément, posons

(32.10) do= ~ 0y,
C 1
les d, et d; sont du méme ordre de grandeur.
1

33. Rappels des équations de la théorie d’Einstein-Maxwell.
Développements limités et hypothése quasi-statique. — 1° Les
équations de la théorie d’Einstein-Maxwell correspondant au schéma
extérieur s’écrivent

(33.1) VoFee=o, VoFag+ Vo Fg,+ VgFpa = o,

a . a N
(33.2) Sap= &1[3— é ay G = ytap= X(% s F;\HFM— Fou FpL)

a.p et Fag sont respectivement le tenseur métrique et le tenseur ‘champ

a
électromagnétique, G.g le tenseur de Ricci, les indices sont montés et
abaissés par a*? et aus.

Désignons par Fag le tenseur dual de Fau3 au sens de aag
(33.3) Fag= > /= a cageoFeo,

(33.1) exprime qu’il existe localement deux champs de vecteur 9, et o3
tels que

(33.4) Fog=0y98—08%x, Fag=0da9t— dgoa,

9, (resp. ¢z) est appelé vecteur potentiel (resp. vecteur antipotentiel)
de Maxwell.
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29 Supposons que a,3 admette les développements (32.8) et les 9,
et 9z les développements suivants :

14
I 1
0 Zc?‘l ;?§+0 c_2_>’
(33.5) 7=t

 (33.6)

3° Nous supposerons aussi ici que I'hypothése quasi statique (32.10)
est valable.
Dans ces conditions, les équations (33.2) s’écrivent, jusqu’aux termes
I

en -»
C
§00— o, §ii— o, §Ol= 0]
=X =
(33.7) D= pts (3T )

9,: désigne la dérivée partielle de ¢ par rapport a z'.
2 2
Considérons maintenant le cas particulier d’une distribution de N

. P
particules chargées, de charge e, placées aux pointsZ' (f) (P =1, 2, ..., N)
et adoptons pour ¢, et ¢; les solutions classiques :
2 3

14 N
(3.8) p=r=Xp ?f=—2<

avec

N oo
e

N——"

P D), b
r=lwi—g){ai—y), #=%,

les potentiels étant calculés aux points X,
Dans ces conditions, (33.2) s'écrit 4 lordre 5,

P
(33.9) So:= %9,s <g,i Es_g,s éi>,
5 2 \27' 1 2

1
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ou nous avons posé, pour simplifier,

A S
(33.10) 29§i=?2i
1
34. Formule auxiliaire. — Posons :
(3%.1) a8 = Yaf+ bag, '

by3 étant un tenseur symétrique, fonction de y,g et de ¢ag, du second
ordre par rapport & ¢,3. Affectons d’indice a (resp. y) les quantités —
connexions ou tenseurs de Ricci — correspondantes & la métrique a.g
(resp. Ya8).
On a, en se limitant au second ordre en 9.3
A i

{a@} - { a;a} + 5 7 (Vabgo+ Vgbas— Vobas),

Y
s e ! . . A
V. désigne la dérivée covariante dans la connexmn{a@},
h

(3%.2) Sug= Sag—+ ;V’A (Vo bpi+ Vg bay— Vi bap)

— %Yaﬁvgvabpa— ; (Ve Vg6 —v4p06),

avec
En particulier, si
(3%.3) bapg="a3?,
on a
a Y
(34.4) Sag— Sag— (Vo V3P — 1430 P).

Au second membre, on voit apparaitre un tenseur ayant la méme forme
que Ayg [voir (32.4)].

35. Les interprétations physiques. — Revenons maintenant aux
équations approchées du paragraphe 32. D’aprés (34.4), le tenseur A.g
peut étre absorbé dans S.g par un changement de métrique en métrique
conforme,.

Le tenseur I,3 bien qu'ayant la forme d’un tenseur impulsion-énergie

- de Maxwell, n’intervient pas en premiére approximation pour un champ vag
faible.



THEORIES DU CHAMP UNIFIE. 341
11 nous reste dans le cas A (resp. B) deux tenseurs identifiables avec 7,3,
A B
4 savoir ?ap et Ty3 (resp. gag et Ta‘g) ).
Nous appellerons interprétations physiques « classiques » celles qui

identifient %aB (ou gag), avec 748, et interprétations physiques « nouvelles »

A B
celles qui identifient Tag (ou Tap) avec Tas.

36. Les interprétations physiques classiques. — a. Le cas A :

L’identification de %13 avec 7,3 conduit & quatre possibilités d’inter-

A
prétations : on peut identifier, soit ¢.3, soit Fo3 avec le tenseur de

Maxwell ou bien avec son dual.
Dans le cas A, le groupe d’équations (32.2) est conséquence des
équations de liaison et ne saurait admettre des singularités. L’identi-

A
fication de ¢,3 ou de Fa3 avec Fag doit étre rejetée. Il nous reste deux
possibilités, 4 savoir : '
‘?;(3= Fap=da38 —dg9a,
F;p = Fqg.

La premiére interprétation a été proposée par L. Infeld [13] et
J. Callaway [7]. Utilisant la méthode des singularités d’Einstein-Infeld-
Hoffmann, ces auteurs ont montré que la contribution de ¢,3 dans les

. . . . I
équations de mouvement est identiquement nulle jusqu’aux termes en =
inclusivement.

La deuxiéme interprétation a été proposée par H. Treder [21] et
E. Clauser [8]. Adoptant pour ¢.3 les développement (32.9, b) avec

I i
a I a mu
(36.1) e j=¢eys| |y +cr) + —]—I+cr>
. 2 \NT ,8 r ,8

pour le cas de deux particules chargées, ils aboutissent & la loi de force
suivante, exercée par le champ ¢,3 sur la premiére particule

In ni I
. cc
Xi— g —Xi,

(36.2) Frm o 2020 :

CA A A A
(") En fait, c’est la somme 7,5 + T, (resp. Tp Ta§> qu’il faut identifier avec
' A

B
T.3- Nous verrons que, dans notre interprétation physique, <,; = 7,4 = o<é>
(voir §37 et 38).
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I 1
les particules étant placées aux points 7, ¢, et

I I .
Xi=i—¢i, p?= XiXt,

Si I'on choisit les constantes a et ¢ proportionnelles 4 la charge, on peut
interpréter le premier terme de (36.2) comme une force de Coulomb.
Mais il intervient en méme temps dans les équations de mouvement
la force radiale

de module indépendant de la distance. Au point de vue physique, une

force d’interaction de ce type n’a aucune signification. Si ’on choisit
1 I

¢ = ¢ = o, on annule en méme temps la force de Coulomb et retrouve
les résultats d’Infeld et de Callaway, soit '
F i= 0.
&
b. Le cas B : L’identification de gag avec 7,3 conduit aux quatre
possibilités d’interprétation comme dans le cas A.

Si I'on choisit les développements (32.9, b), avec
zij= €i/s522,x, '
on déduit immédiatement f; = o, quel que soit 2, et retrouve le cas A,
2
-avec I; = o.

Si I'on adopte les développements (32.9, a), avec

106

0= 9Q;
2
on déduit de (32.5)

EQ);,3= 0.
2

Alors, ou bien ¢ = o, ou bien Q ,; = o. Dans les deux cas, on retrouve
2

dans le probléme de mouvement, les mémes difficultés du cas A.

37. Les nouvelles interprétations physiques. — Les interprétations
physiques classiques se heurtent & la difficulté suivante :

Il existe entre champ et induction une relation du type

A
: [19ap= kFa3 (k = Cte).
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Une telle relation n’existe pas en théorie de Maxwell et s’avére étre
trop restrictive.
Nous allons maintenant essayer d’identifier -dans le cas A (resp. B)

A B
le tenseur T,y (resp. Tap) avec 7,3. Cela nous conduit a relier 9,3 non
pas au champ électromagnétique de Maxwell, mais aux potentiels de
Maxwell.

Les remarques suivantes sont favorables a une telle interprétation :
a. En premiére approximation, y.3 et 9,3 vérifient les équations
Oy« =0, O9xg=0

qui sont des généralisations manifestes des équations imposées aux
potentiels de Newton et de Maxwell.

b. Les champs 9,3 tels que V;9,3 = o n’apportent aucune contribution
aux équations de champ (voir lemme 1, § 28). Ils doivent jouer le réle
de champs physiques a potentiels constants.

¢. Toutes les fois qu’on est amené a faire des hypothéses générales
sur g.g sans faire des hypotheses distinctes sur y,3 et sur 9,3, on donne

implicitement 4 ¢,3 le réle de potentiel (exemple : 'hypothese g,g de

classe C!, C* par morceaux, élimine des discontinuités de 05,943 & travers
les variétés caractéristiques. L’hypothése g.3 — n.3 tend vers zéro a

. . I
« l'infini » comme - etc.).

Cela étant, comment relier 923 aux potentiels de Maxwell ?
Rappelons qu’en théorie de Maxwell, les potentiels ¢, et ¢5 admettent
les développements (33.5) et (33.6) respectivement. Les quantités
qui interviennent en premiére approximation dans les équations de
champ sont ¢, et ¢;.
2 2

Les composantes 9,3 peuvent a priori admettre I'un ou I'autre des
développements (32.9, a) et 32.9, b). Les quantités qui interviennent
en premiére approximation dans les équations de champ sont Pu et 9y

Nous voyons donc apparaitre deux possibilités d’interprétation :
Nous pouvons :

(37.1, @) Soit adopter pour ¢, les développements (32.9, a) et

identifier 9, avec ¢;;
2 2

(37.1, b)) Soit adopter pour ¢.3 les développements (32.9, b) et
identifier ¢,; avec &;s¢;.
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Rappelons que ¢; vérifie le systéme

?z’*,j"‘ ‘?;‘,z’= €ijs Po,s»
(37.2) 2 : 2’
ii = 0.

L’intégration effective de ces équations sera faite au paragraphe 45.

Nous verrons que les valeurs de ¢; et de ¢;; ainsi déterminées sont
2 2

effectivement solutions des équations du champ dans les cas A et B.

38. Les interprétations physiques nouvelles dans le cas A. —
Considérons successivement les interprétations a et b du paragraphe 37
dans le cas A. -

a. Interprétation a. — 1° Choix d’une solution pour ¢,3 ef I'y. — Les
équations déterminant ¢,3 et T'y 4 la premiére approximation s’écrivent

{ vio,ss=2pTo,i—F10),  fo=9oi,i=0;

(38.1)
| gt,5s=2p(Tj0— i)y fi=syj=o0.

Adoptons pour 9.3 et I'y les développements (32.9, a). 1l est facile de

voir que

(38.2) Q=29
2 2

(38.3) %a§=o(:7>
et (32.3) devient, & Tl'ordre 4,

S 1 1
= ——T —_—— [}
koo 2‘oo+ 4(?; 85 |y

(38.4) : . .
§ii = Ezi/'*— [-2‘ 3ij (?I'Ol’r‘o),ss_ 5 (fgro?ro),ii] .

20 Choix de métrique. — Nous allons montrer qu’il est possible
d’absorber dans S,g les termes qui figurent entre crochets aux seconds
membres de (38.4) par un changement de métriques convenable.

Examinons d’abord deux types de métriques qui interviennent
fréquemment en Relativité générale :

o, Métrique conforme. — Posons

a8 = Ya3 =+ nap P.
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On déduit de (34.4)
oo—(b,s.-;
(38.5) *

o
1= (Poj— 3 P,s5).

8. Métrique du type vup + vxvs. — Considérons le cas ou la source
est constituée par une distribution de N particules chargées. Désignons

r ) . P .
par Z* les coordonnées de la Pim¢ particule, u* son vecteur vitesse
unitaire, et posons

@x83= Yaf + ba3,

f

N P
» » » P g
bag= X, (P23 +g2n%n) taily <““= 71%)
P,Q=1

(p et q sont deux constantes arbitraires).
On obtient a partir de (34.2)

(38.6)

avec

r-gr

P
{):P:‘Eg"}-q?rofl'u <2 =§ 3, cgm:; ,.0>.

En se servant des formules (38.5), (38.6) et des équations (38.4), on
obtient par identifications :

I
?——Zg_gs__g, pP=3  g=—1

-
le résultat suivant :

Les équations unitaires du cas A s’écrivent en premiére approximation
sous la forme

00— —

‘:oo,
(38.7)

Tij,

L3

les deur membres étant exprimés en fonction du potentiel ¢ de Mazwell,
2

et de la mélrique approchée

oo o 1 /P P L\ P
(38.8) B =Yap— 9 PMaf+ 5(9 $+ 9‘,@8-&) ua?ts-
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Ce résultat est purement local, et n’est valable que dans le cas trés
restrictif ot la source du champ électromagnétique est constituée par
une distribution de N particules chargées animées d’un mouvement de
vitesse faible par rapport a la vitesse de la lumiére.

b. Interprétation b. — D’aprés les équations (38.1), on voit immé-
diatement que linterprétation b du paragraphe 37 est inacceptable
dans le cas A, car elle conduit a

I * *
Ji= 94,j= 5€i/s(%,i— ?/,s) =9,:#0,
2 2 2 2 2

ce qui est en contradiction avec (38.1).

39. Les interprétations physiques nouvelles dans le cas B. —
a. Interprétation a. — On voit aisément que (38.2) est une solution
des équations (32.5), avec ¢ quelconque. L’interprétation a conduit
dans le cas B aux mémes résultats que dans le cas A, jusqu'aux termes

I. .
en o inclusivement.

b. Interprétation b. — On montre sans difficulté que

(39.1) Qij = £/ 95
2 2

constitue une solution de (32.5), avec ¢ quelconque.
Les équations (32.6) s’écrivent, jusqu'aux termes en%
Soo=— i':(,o+ i((p ?),ss + Aoo-
(39.2) ' Bl
Sij=— g'zi/‘ + (gir-§/s>,m+ Ay

Un résultat analogue a (38.7) pourrait étre obtenu avec I'interprétation b,
dans le cas B. Nous pensons que la discussion de I'interprétation a —
qui est valable dans les cas A et B — est suffisante pour nous montrer
le chemin & suivre dans la construction des tenseurs matériels.

40. Le probléeme de mouvement. — a. Notre interprétation
physique a permet de ramener les équations unitaires a la forme

Sag = YTaf
jusqu’aux termes en % inclusivement. Il est bien connu que la méthode

des singularités d’Einstein-Infeld-Hoffmann conduit alors aux équations
de mouvements des particules chargées compatibles avec la loi de Coulomb.
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b. L’interprétation b nous fournit dans le cas B le systeme
€
Sij=— 5:ii+(2ir3js),rs+ Aij.

La somme (cpi,«cp/.g),vs + A;; se présente sous la forme
2 2 &

l:ii.s,s = lzisi,s'
Cependant, la contribution de F;;, . dans l'intégrale de mouvement
4

n’est pas nécessairement nulle (voir le lemme d’Einstein [10]), car,
comme nous le verrons au paragraphe 45, a chaque singularité de
Pio, ; — Pjo,i = &;59,s qui définit une particule, correspond une ligne
2 2 2

de singularité de o;.
2

Nos interprétations sont essentiellement différentes de celle proposée
par H. Treder [21] et par E. Clauser [8]. Ces auteursidentifient d,T'g—0ds I,
avec le dual du tenseur de Maxwell, tandis que nous identifions leS
composantes 9, (ou ¢;:¢,) avec les composantes ¢; du vecteur @i
défini par

Fog=da®j— 325

L’interprétation proposée, par H. Treder et par E. Clauser ne permet
pas de ramener les équations unitaires a la forme (38.7), en premiére
approximation. Elle conduit & des difficultés dans le probléme du
mouvement (la nécessité d’introduire des potentiels statiques biharmo-
niques, donc non maxwelliens; I'existence des forces d’interaction de
module indépendant de la distance des particules, etc.).

En ce qui concerne la premiére approximation, notre interprétation a
du paragraphe 37 semble préférable a celle de H. Treder et de E, Clauser.
Elle conduit cependant & de grandes difficultés quand on veut étudier
les équations unitaires aux approximations supérieures.

41. Interprétation physique de la propriété d’invariance par
transposition. — Notre choix de solution

N g
M Lo =1 S S R
( 'I) "i\/j— 5(?t0,;_‘f/0,1>— ‘zsilsg,s— :‘Zsils 3
,$

N

P=1
permet de donner a la propriété d’invariance par transposition des
équations de champ une signification physique claire.
Comme

q:=
P

b}

Nl QR

N

1
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on voit, d’aprés (41.1) que si ¢,, L; décrivent une distribution de
2 2V

particules chargées, de charges ¢, alors 3 (E —E{‘SM), f.}’,- (E %L?;)
2 2 2 2 \%

décrivent la méme distribution de particules, mais de charges —e.
L’invariance par transposition des équations de champ exprin?le
simplement le fait que deux distributions identiques de particules, de
charges + ¢ dans la premiére et — e dans la seconde sont régies par les
mémes équations approchées du champ (voir A. Einstein [10]).

CHAPITRE VI.

LE CHAMP D’UNE PARTICULE CHARGEE STATIQUE
A SYMETRIE SPHERIQUE.

42. Introduction. — Considérons le cas particulier d’'une particule
chargée, statique, a symétrie sphérique par rapport a un espace-temps
déterminé et cherchons & résoudre les équations du champ dans ce cas.

Nous étudions dans ce chapitre deux problémes distincts :

1° Détermination de la forme des composantes (resp. coefficients)
d’un tenseur (resp. d’une connexion linéaire) possédant la symétrie
sphérique. Ce probléme est purement mathématique et ne fait pas
intervenir les équations de champ.

2° Calcul des valeurs de g.g, solution des équations approchées du
champ, dans le cas ou la source est une particule chargée statique &
symétrie sphérique. La solution obtenue dépend essentiellement de
Pinterprétation physique de gag.

43. Les composantes (resp. les coefficients) d'un tenseur (resp.
d’'une connexion linéaire) a symétrie sphérique. — Pour déter-
miner les composantes (resp. les coefficients) d’un tenseur (resp. d’une
connexion linéaire) possédant la symétrie sphérique, nous utilisons une
méthode due a Vaidya [22]. Notre définition de symétrie sphérique
‘correspond a celle de symétrie sphérique sans polarisation de Vaidya.

Le mot « symétrie sphérique » — statique ou non statique — a essen-
tiellement une signification de symétrie dans I’espace. Pour définir
cette symétrie, il faut supposer tout d’abord I’espace-temps décomposé
en un espace et un temps déterminé et définir ensuite la symétrie dans
Iespace et la staticité par rapport au temps ainsi précisés.
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a. Soit.
(43.1) do? = ny3 da* dad = (dz°)? + 7y dat dx/

la métrique de Minkowski rapportée a un espace-temps orthogonal de
>

la Relativité restreinte. Soit 7 le vecteur d’espace, solution générale de

I'équation

— (> —
(43.2) 13(5) njj=o0 (£ = dérivée de Lie dans Iespace)

> —>

tel que ¢ soit orthogonal au vecteur d’espace OM de composantes (x').
b. Soit £ le vecteur de V*, tel que dans le systéme de coordonnées

précisé dans a,

(43.3) B=o, (&) =F

Un tenseur ou connexion linéaire Q posséde la symétrie sphérique par
rapport a4 l'espace précisé dans a si, pour tout vecteur 7,

(43.4) £(E)Q=0 (£ =dérivée de Lie dans V*).

La symétrie est dite statique si, dans l’espace-temps précisé¢ dans q,
les composantes de £ ne dépendent pas de z°.
On peut évidemment rapporter I’espace de a a un systéme de coor-
données quelconques.
En coordonnées rectangulaires, ' =z, 2> =y, 2’ =z, la solution
générale de (43.2) est
5 —Cy +(Acosh)z
(43.5) £ —(Acosb)x + (A sind)y
—(Asind)z+ Czx (A, b, C = Cte).
Soit '
aﬁ: z, ¥, 3;
0Q: Asind, Acosbd, C,
on a
—>

(43.6) =00 A OM.

En coordonnées polaires x' =r, 2* =0, 2° = ¢, (43.5) s’écrit
>

(43.7) E: o, Acos(p+bd), — Asin(p+ b)cotgh—+ C.

La signification géométrique de notre définition est claire :
La donnée d’un systéme de constantes A, b, C définit un axe OQ.

>
Le vecteur ; est orthogonal a cet axe. (43.4) exprime I'invariance de
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par rapport a toute rotation autour de OQ, c’est-a-dire la symétrie
axiale de  par rapport a cet axe. y

Pour toutes les valeurs de A, b, C, (43.4) exprime la symétrie axiale
de € par rapport & tout axe passant par O, c’est-a-dire la symétrie
sphérique de £ autour de O.

1° Cas d’un tenseur d’ordre 2. — Considérons le cas ou £ est un
tenseur mg3 quelconque. En exprimant que

(43.8) £(E)myg=o0

quels que soient A, b, C, on a le résultat suivant (coordonnées polaires) :

— a(r, t) o 0 u(r, t)
. 0 =8y 0 0
(43.9) mag= o o —B(r, t) sin20 o ’
u(r, t) ° ) c(r,t)
o o o w(r, t)
_ o I} v(r, t) sin 6 o
(83.10) mag= o —o(r ) sing °o o )
—w(r, t) o o °

En effectuant la transformation
z'i= i,
zV= 2"+ f(27),

on peut déterminer f (z') tel que, dans le nouveau systeme de coordonnées,

’
Mio=0

mais cette transformation peut admettre des singularités.
20 Cas d’une connexion linéaire. — Des équations
(43.11) £(E)Thg=o,

ou : est donné par (43.7), on déduit le résultat suivant :
(43.12) a. 29 coefficients de la connexion sont nuls :

1‘117 I‘%s; I‘%ly rgﬂv I‘go; P%O) Fl‘)?; I‘(l):‘.y
I‘Zh F%l) F%Oa %07 F%“ I‘%:h F%2’

F?h I“}27 th}) Fgo; I‘i;o: ng7

I“i)iy I‘ioi}y Fg1, l‘gia Fgo, F?O} Fg‘.’, Fg.}:

b. 3 coefficients sont bien déterminés :

'3, =— sinf cosf, T, =T3,= cotgl;
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¢. 24 coefficients sont fonctions de r et de 0. Les quantités suivantes
sont fonctions de r :

1 . .
T} I, l_, ry,, Tti,, T}, Tsis , I3, |
119 227 sin? 0 ) 109 ) sin2f _sm26’
2 3 ° 9
r} ri I y LT , T2 r: T'3o T'§s .
2 2 - - 3 N
123 21 Ginz2h sin 0 05 02

v M oy

sin®’ sin¢’

F;‘?'Siner ngsine) Fgﬁ) F::;Ely Fgo Siner ng 5in07 Fgo; ng‘:;
MY 0 0

rg, s rs,

r rg,, —=, =y .
Th 222 g sinf’  sinf

d. Entre les coefficients précédents, existent les relations suivantes :

1Pt 2 3 2 _ T3 .
Ij; =11, sin0, r;,=ri,, Iie=T3o;

I'Y, =T, sin20, T}, =T}, I'js=T}s;
Ii,=—"l,, sin20I'}, +T'}; = o, sin203, +TI'3, = o;
Iy, =—ry,, sin2I'3, + T}, = o, sin20I'} ) +TI'3, =o.

44, Solution approchée des équations du champ dans le cas
d’une particule chargée 2 symétrie sphérique statique. — Revenons
aux équations (38.7). Considérons le cas ou la source est constituée
par une particule unique statique a4 symétrie sphérique placée a I'origine
des coordonnées. Adoptons pour a,g et ¢ les formes & symétrie sphérique
classiques en coordonnées polaires

ay = ay (r), Aoy = — 12, az; = — r?sin?b, o= ayo (1)}
@b 0 (6#£)), an=o0; \
.1) .
o= 2.
3 r

Les équations approchées (38.7) admettent la solution

p I I 1 116§ I
(4%.2) Ao=———+o( = =I— G2 — -5 +o( =)

ay r ¢t 4 12 ot

Cette solution est exactement la méme que celle — rigoureuse — des
équations d’Einstein-Maxwell.

45. La forme des composantes 923 dans le cas d’une particule
chargée 4 symétrie sphérique statique. — a. Il est clair que si nous
adoptons pour v, la forme a4 symétrie sphérique (43.10), alors

(45.1) Pu0,i— 9j0,e=10

et le tenseur t,g disparait des équations (38.7). Ceci explique le fait
qu’aucune solution rigoureuse obtenue & partir des équations de la théorie

INSTTTUT HENRI POINCARE. — XVIM, IV. 24
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d’Einstein-Schrodinger en partant des composantes de g,3 a4 symétrie
sphérique ne soit susceptible de représenter une particule chargée au
repos compatible avec la théorie d’Einstein-Maxwell.

b. Proposons-nous maintenant d’intégrer le systéme

e
D p—
i0, j '-z/o,z 1/.\3,.: <~g ,‘>

-3

(45.2)
?il},iz 0,

la solution générale de cette équation est manifestement la somme d’une
solution particuliére et le gradient d’une fonction harmonique arbitraire.
Il est facile de voir que

e .
45 Tp = — -
(“1"3'3> ;lo.— r oz

est une solution particuliére de (45.2). En coordonnées polaires,

(45.4) P10= 0, P20= 0, ’\';’303 — e cosh.
2T 2

On déduit la solution générale de (45.2) en coordonnées polaires

o o o A7
0 o 0 AL D
15.5) gag= ' A u=0).
(35.3) ap o o o A, 3 —ecosh (Au=0)
— A, r —A 8 —A 9—ecosh o /

Comparant (45.5) et (43.10), on voit que %,3 ne posséde pas la symétrie
sphérique. (45.5) n’est valable qu’en premicre approximation, mais
toute forme rigoureuse de ¢,3 susceptible de représenter une particule
chargée statique & symétrie sphérique doit étre compatible avec (45.5).

46. La forme des composantes va3 dans le cas d'une particule

chargée a symeétrie sphérique statique. — Des formules (38.8),
on déduit
1 v I /P P uy\ P 1
(46.1) CaB= Uz8~+ ~ P QNaf— = <q> vz, Lgi—) I 0(—,)
o ! G202 2\2 2 2 "2 ! \ ¢’

P P ,
Dans notre cas, P = 1, u; = o, uy = 1, les a,3 sont donnés par (44.2),
les composantes non nulles de 7a3 sont

iy =—1, o = — ¥, 133 == — 12 sin2b, , =-+1.
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Prenons pour ¢, les valeurs (45.4). On a donc

111 (r) o ° T10 ()
‘ o o) Yoo (1) o o
(46.2) =y o Yau () SIn%H 0
Y10 () o 0 Yoo (75 0)

Du fait que 7o, est une fonction de r et de 0, les composantes (46.2)
de 7,3 ne possedent pas la symétrie sphérique. (46.2) n’est valable
quen premiére approxXimation, mais toute forme rigoureuse de 7op
susceptible de représenter une particule chargée a symétrie sphérique
statique doit étre compatible avec (46.2).

47. Sur la forme rigoureuse de g o3 dans le cas d’une particule
chargée a symeétrie statique. — D’aprés notre choix de solution

I 1
L= 35 (g ini) = 5 s s
e . . 0 L £
Pour 9= il est clair que L< 7 posséde la symétrie sphérique. Nous
sommes amenés a représenter une particule chargée statique a symétrie
sphérique, sous la forme rigoureuse par une connexion Lig telle que

(47.1) £(5) Lgg=o,
o ; est donné par (43.7).
D’aprés l'identité,
l)p<ﬁg§§) =(PLy,) g+ (L LEg) gai,
(47.1) entraine ‘
(47.2) D, (ﬁgi@ =o.

Cette condition est moins forte que la condition

(47.3) L ga8= 0.

La forme générale des coefficients L;g vérifiant (47.1) est donnée par
le tableau (43. 12). Nous n’avons pas réussi a%n déduire la forme générale
des composantes ..

La détermination des composantes rigoureuses de g.3 représentant
une particule chargée statique a symétrie sphérique est donc une question
ouverte. D’aprés notre interprétation physique, et les résultats des para-
graphes 45 et 46, la condition de symétrie (47.3) est trop restrictive,
car 4 la premiére approximation, une solution du probléme a été donnée
par (45.5), (46.2) ou I'on voit que (47.3) n’est pas vérifié.

24,
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CONCLUSION GENERALE.

1° Nous avons montré que la version générale proposée par M.-A. Ton-
nelat est équivalente a I'une ou a 'autre des deux versions distinctes A
et B, et que ces deux versions réalisent effectivement une géométrisation
de la Gravitation et de I'Electromagnétisme compatible avec la théorie
d’Einstein-Maxwell.

Jusqu’a présent, il ne semble pas qu’il y ait une raison profonde pour
préférer 'une de ces versions a 1’autre. Nous voudrions seulement faire
quelques remarques :

a. La version B-fait intervenir comme éléments fondamentaux le

tenseur g,g et une connexion L&s de vecteur de torsion nul, soit

16 4 60 = 76 inconnues. La version A fait intervenir, outre ces éléments,
un vecteur I's, soit 76 + 4 = 8o inconnues.

b. D’aprés notre choix de solution approchée du cas A,

-

0=0, :1;,':0,

le vecteur I'y, qui semble toujours étre un élément étranger aux équations
de champ, ne joue aucun rdle a la premiére approximation.

1 . .
¢. Dans le cas B, le cas r = 5 est le seul dans lequel les équations de
champ sont invariantes par transposition.
Ces remarques semblent favorables au choix du cas B, avec r =

ot

«

&

b

2° Notre interprétation physique nous oblige a4 adopter un point de
vue radicalement nouveau qui est le suivant :

L’Electromagnétisme, i l'approximation non linéaire, devrait étre
décrit non par un vecteur potentiel ¢,, moins par un tenseur potentiel ¢q3.
Il est clair que le mot électromagnétisme ne doit pas étre entendu ici
au sens d’électromagnétisme maxwellien.

Le tenseur potentiel g, décrit donc un champ « unifié » formé de
plusieurs champs, dont la partie principale, celle qui, seule, manifeste
a la premictre approximatibn est composée du champ gravitationnel
et du champ électromagnétique maxwellien.

Une théorie de I'Electromagnétisme, construite sur un tenseur potentiel
9.p ne pourrait étre élaboré qu’a partir de nouvelles hypothéses sur la
structure des particules : un électron devrait étre décrit non seulement
par sa masse et par sa charge — ayant la symétrie sphérique — mais
aussi par d’autres caractéristiques — intrinséques ou non — n’ayant
pas la symétrie sphérique (moment cinétique propre, polarisation, etc.).
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APPENDICE.
CALCUL DU DETERMINANT DE B,

Définissons en chaque point x de V* un systéme de quatre vecteurs u*
(X =o, 1, 2, 3) linéairement indépendants et posons '

&xy = Y4B gap;
les vecteurs y* définissant en z un repére en général non holonome.

Pour un choix approprié de u* on peut simplifier I'expression de gxv.

Ce choix a été discuté par V. Hlavaty. Nous nous contentons d’indiquer
ici le résultat.

Soit

1 a8 2
D =<—2- Y?_L?a,@»> — 419.

a. Si D = o : Il existe au moins un systéme u* tel que

—1 o« o o
oo =2 — o o . .
(la) &xy ° o —t B (a2 25 o).
) o —f =

b. Si D = o : 1l existe au moins un systéme u* tel que

— T o o
o — T

(1) so=\ , _, 1.5 ) G=xuvzo
0o —pY o T

Dans chaque cas, les u* sont définis 4 une rotation du groupe de

Lorentz prés, rotation qui conserve les valeurs de gxy.

Dans les tableaux (I a) et (I b), nous pouvons évidemment supposer
T=1.

Plagons-nous en un point déterminé de V* et proposons-nous de
calculer en ce point la valeur du det (B4). Le calcul du déterminant
étant purement algébrique, il est toujours permis de se placer dans un
repere non holonome.

Le calcul du déterminant de Bi; avec les formes réduites (I a) et (I b)
de gxy est facile. On trouve :

a. Si Do : ,
det (Big) —_.—275[

— (a4 ) + B(1+¢) ]2,
T (a2 + T2) ] ’
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det (Big) = 27€[~t(~(2+ 2) 4 31 + ¢) ]2.

(2 +72)

Dans les deux cas,

detg;;—(1 =+ ) detvy;;\? 200 (] + & 00 2
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