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Quelques identités dans la relativité générale
et dans la théorie du champ unifié

par

A. PAPAPETROU.

1. Dans une théorie de champ quelconque il y a, d’apres le théoréme
de Neether, un systtme d’identités correspondant aux propriétés
d’invariance du lagrangien de la théorie. Dans le cas de la relativité
générale et de la théorie du champ unifi¢ a g, non syméirique, dont
nous nous occuperons dans le présent travail, ces identités sont parti-
culidrement importantes aussi au point de vue physique. La raison en
est qué ces identités nous donnent, par I'intermédiaire des équations de
champ, la formulation de la loi de conservation de I'impulsion-énergie.

Nous allons montrer qu’a coté de ces identités, on peut faire corres-
pondre & un tenseur quelconque construit a 'aide des grandeurs fonda-
mentales du champ un systéme d’identités analogue. Il sera avantageux
de considérer d’abord la connexion affine l‘;ﬁ., comme indépendante
de £,y. Nous prendrons donc comme tenseurs fondamentaux du champ
le tenseur g¥” et le tenseur de courbure,

O R = — UG,y + T, u— TGl + T I,

ct nous allons considérer des tenseurs K§:: formés par multiplication
de R: et ¢ (avec un nombre quelconque de facteurs et une combi-
naison arbitraire des indices).

2. Les identités correspondant au tenseur K$%:: seront déduites par la
méthode suivante. A l'aide d’une densité tensorielle Af- de variance
réciproque a celle de K§:: on construit la densité scalaire

5=aliKg
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A cette densité correspond, d’apres le théoréme de Neether, un
systéme d’identités qui seront déduites par la méthode habituelle : On
considére une transformation infinitésimale, 2= z¥ 4 ¢£*(x*), et 'on
utilise la relation

(2) : f d’*x— :6",‘5+8(5

A

)i dia = o.
Les identités ainsi déduites contiennent aussi la densité auxiliaire X2 .
Mais on arrivera finalement a des identités ne contenant plus A en
prenant un chami) auxiliaire A2 tel que dans le systtme de coor-
données z* toutes les composantes A5 soient des constantes et en
remarquant que ces constantes sont complétement arbitraires.

Pour le calcul détaillé, on aura besoin des formules générales
suivantes :

. o rb o Wy
3 guv= (g ey + gratl, — g% 5),

Sxph (% £k A N wh A I3

o'l ‘/——°(lw»s a""l xS, lu.:xgv_"v,p.v’—rpw,zwa), .
B..p0 B0 8

x oy B . oo R

AL = a(ﬂ‘a._s,‘p+. 2{:0 £ — ,_35‘“% 35‘“’9;9).

Dans la dernitre relation, les points signifient des termes analogues
pour chacun des autres indices de A% et le dernier terme s’annule
‘d’aprés hypothese faite sur 5’0 . Un calcul élémentaire nous donne

finalement
(3) 5'5+E(5EP),9=€3§1157'(K%"*—l\f5 8% — KEET T — METE )
+*L (M55 — ORE fors 1)
+ B NG — 2 ok fory, 1),
avec o

(Ba) K§ o= ak?;::/dgw, KG 67 = oKg fort,—

(dK ot

36 Mu =K ag. .. — Ky AT—.. +1\'.?3~~ g‘7'5+l§°‘“,:,\g'f“-'
T 8 8..% X3 8
%..G0 47T °r NG %..17p
""K’i ; lﬂ: KB 'Ir /D—K’ﬂ cl,/“"KB :,,7

(3¢) N3 dl’\'gij/dl“’,;c’.,.l‘;g——dl\’éj:/dl’ﬁq,:.l‘{q—ng:j/dI‘g,,,T.l‘;';;_—Kg:ff.
Les points dans le premier et le deuxiéme terme de (3 &) signifient
des termes analogues pour chacun des autres indices de K§:. Il est a
souligner que la relation (3) a ét6 déduite sans aucune hypothese de
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symétrie pour I‘@, et 2% et conduira, par conséquent, a des identités
valables indépendamment de telles propriétés de symétrie.

Apres avoir introduit (3) dans (2) on en déduit, par un raison-
nement bien connu, cinq identités. On obtient la premiere identité en
considérant des fonctions £* arbitraires a 'intérieur du domaine d’inté-
gration £, mais qui s’annulent (ainsi que leurs dérivées premilres et
secondes) sur hypersurface limitant ce domaine. On trouve alors

9
N3 (% SaL 00 %06 U ap N\ _
3&‘.<KB.‘,7._ kﬁ‘.wg,"/\ - [\3..'}. U — MB../. n) = 0-

v 2

Py

Les composantes A étant arbitraires, on en déduit la premiére
identité
co

a.. - | T Ty %0
(4a) Kg o — K58 — Kyl g T — Mg i p=o.

I B > 6

Les trois identités suivantes seront obtenues en supposant que les Z*
sont respeclivement des constantes ou des fonctions linéaires ou
quadratiques des coordonnées z*. La dernitre identité s’obtient pour
des £ fonctions quelconques des z*. Dans ces identités figurera aussi,
en facteur, la densité A$:- . Mais les composantes A2 étant arbitraires,
il en résulte qu’on peut supprimer ce facteur et aboutir, finalement,
aux identités suivantes :

2.7 = U U _
(40) (ME 75— 0KG fory, -.T555) < =o,
«,.T &£, w U A..VT
(4¢) ME S — oKE: oy, LY, + NG, =03

(i) N — S (K3 for) )+ NE = S0 (oK frt, o) = o,

(4e) Z()Kg;;/()r?;m; o,

Vo1

E signifiant la somme sur toutes les permutations de v, ¢, 7. L’iden-
a7

tité (4 a) est, en général, une relation tensorielle. (46) a la forme
d’une divergence ordinaire et (4 ¢) introduit un superpotentiel pour la
quantité dont la divergence s'annule d'aprés (40b). (4d) exprime une
propriété de symétrie généralisée du superpotentiel et (4e) une pro-
priété de symétrie supplémentaire.

3. Nous allons appliquer les formules générales (4) au cas ou le
tenseur K% est linéaire par rapport & R*g,,. La forme la plus générale
est
() K3 = Rogy,.

b
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On déduit alors de (1)
IKG [or%, = OReguw/0T%  — 5%5h (388, — 3787,
D)
oz (K3 /015, o) = o

K30P = dRagy, /or], = 83 (80 Th, — a0T2, ) + o5 (30T, — 34TE,);

wr

1\3.:9,,= JdR%gy,/dgt7 = o.

En introduisant ces résultats dans'(4) on trouve, aprds quelques
calculs élémentaires, la forme explicite des identités correspondant
a (5). Nous les donnerons ici tout d’abord pour le cas d’'une connexion
affine symétrique. L’'identité (4 a) se réduit, dans ce cas, a I'identité
de Bianchi. Nous I’écrirons sous la forme suivante :

(6a) . T2guy7;x = o,

(7a) Tagyy, = E Ragy, 37,

VR

somme sur les permutations cycliques de p, v, A. L'identité (4 b)
[Wyh]
prend la forme
(6') | Regy; 8, -+ Rag; 35+ 5, 58, — 5, 3]

+<l‘,)rq,~—rn,|“r.h> Tu—!—(Fi‘ul‘%}l——-lz F%p) 87};: 0.

Cette relation a l'inconvénient de ne contenir, dans la parenthese,
qu’une partie du tenseur T<%g,.;*. Mais on peut la modifier en remar-
quant que

N 3 7 e ~7T T
(1 w0 — T‘m,m)——(f‘ww }_F"iu. 87 ) =

On peut donc écrire (6') sous la forme

(6b) (Togus™ + %8y ®) s = o,
avec
o o 57
(70) 11‘851.‘11":2(1‘@1-‘239._I‘pu.rl,; ne
(vl

" L’identité (4 ¢) donne un superpotentiel pour la quantité figurant dans
la parenthee de (6') qui ne nous intéresse plus. Mais nous pouvons
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exprimer la quantité entre parentheses dans (6 0) a 'aide d’un super-
potentiel en remarquant qu’on a, d’apres (1), (7 a) et (7b), la relation

- e z: ‘on & T
Ta{fuw,' -+ l“ﬁy.v/." = ('_ 1 Su,v +1 3*1,9) 0y
[wv)]

Par conséquent,

(6e) T3y * =+ 128y, = U®gyyi*% 5,
avec
- N0 ~NTAT [N
(7¢) Urgy o= ¥ 15, (8587 — 8037 ) = — Uy,
[TEON|

Les formules (60) et (6¢) sont analogues aux identités exprimant la
conservation de I'impulsion-énergie en relativité générale, en ce sens
que t*g,.;" est quadratique et U2g,,;*” linéaire par rapport a I‘z‘w. Mais
nous avons ici quatre indices de plus que dans la loi de conservation de
Pimpulsion-énergie. '

La contraction 2 =v dans (5) nous donne le tenseur a deux indices

(8) Kgy = Rogyo= Rgy.

Les identités correspondant a (8) ne nécessitent aucun calcul nouveau :
il suffit de faire « = v dans les identités (6) et (7) correspondant a (5).
En effet, cette contraction équivaut a la multiplication de (6) et (7)
par d; et comme

~Y _ __aY
Oy =0=0g,,

g

on peut introduire ce facteur dans les parenthéses de (6).

Pour la seconde contraction de (5), on devra multiplier (8) par gf
le résultat élant le scalaire
(9) K = g3+Rg,=R.

Les identités correspondant a (9) pourraient étre déduites directement
des identités générales (4). Mais le calcul est assez long; il est plus
avantageux de déduire ces identités en multipliant par g8 les identités
correspondant a (8). On pourrait aussi multiplier ces derniéres identités
par g% et obtenir directement les identités correspondant au lagrangien

(9a) fi =€ =g3Rg,

[y
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de la théorie. Pour I'identité tensorielle il suffit de remarquer que (1)

9139 = 0.

i

On peut donc faire passer g% sous le symbole de différentiation cova-
riante. Le résultat est I'identité (4 @) correspondant a (g «)

(10) E;;:= 0,
avec

- L 8uToa, -t < Iz
(10 @) @ = Lt Tegua™=— W+ ;07.1;‘7

qui est identique a I'équatiou dynamique de la relativité générale. Pour
trouver les identités pseudo-tensorielles, on introduira la quantité (*)

(TG I
(11) U;° = 5 ng.UocBl‘w:Ara'

1(;” sera aussi, comme U2g,,1%%, antisymétrique par rapport a 7 et ¢.
On trouve alors

(T I < I -
o= 5 ESQU“Bua‘A"’.c*‘ 5 9% U2y 4379,

Or on a, d’apres (6¢) et (10 @),

Byt

b

1 | B - ~ < I
5 3B U280, 77 o= 5 830 (Tagy e + %8uay") = @ + 5 giwza

A

En posant donc

el I - 1 " -
(12) 5 = ;gfﬂutagwy\~+ 5 87 6 U%Busn ™

on aboutit aux identités (4 b) et (4 ¢) correspondant a (9 @),
(13) T+e=U (T+).=o

la derniére étant une conséquence immédiate de 'antisymétrie de [5°
par rapport a 7 et ¢. 1] est la densité pseudo-tensorielle d’Einstein et 1(;”
le superpotentiel de Freud.

(1) Cette relation signifie qué les coefficients I‘Z‘W sont les symboles de Christoffel. Les
formules suivantes seront done valables seulement pour la relativité générale. Par contre,
les identités (6) sont valables pour une connexion affine symétrique quelconque.

(*) Voir J. N. GOLDBERG, Phys. Rev., t. 111, 1958, p. 315.
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On remarquera que U'identité (6¢), qui est a la base de toutes les
identités déja établies, est presque triviale au point de vue mathéma-
tique et n’a aucune signification physique immeédiate. Ce qui est
intéressant est qu’'une identité aussi simple conduit, aprés double
contraction, aux identités (13) exprimant la loi de conservation de
I'impulsion-énergie en relativité générale.

4. La généralisation des résultats trouvés au cas d’une connexion
affine non symétrique ne présente aucune difficulté. Pour écrire l'identité
tensorielle généralisant (6 @) on aura besoin des deux sortes de diffé-
~ rentiation absolue possibles dans le cas d'une connexion affine non
symétrique (*)

. o - -
oo o= DBy o4 P37,

23
5] N2 95,6 A a8 T
—+ F O(O‘..w’”l ?)G+' Jpp— (v | wp— F OLKJ..p_qu Gy

La généralisation de (6 @) peut étre écrite sous différentes formes en ce
qui concerne la distribution des signes 4+ et — sous les indices tenso-
riels. Par exemple,

(14) <Ri‘gu., 5 + R"a'g.,)\ 3;+ Rig)\&ia\-;) _=o.

- = = H
Les signes non spécifiés sous les indices du tenseur de Kronecker
devront étre les mémes pour l'indice supérieur et inférieur d’un terme
quelconque, mais pourront étre choisis arbitrairement dans les différents
termes. L’identité (14) peut encore s’écrire

Y
=t e L +—— 4+

a _ & T & —;-
7 - a7 X o i ~ _
(14 @) R7gy .y 85+ Ry, 6, + Ry, 8, =o.

Cette dernic¢re forme, dans laquelle les indices a, 3, p et v prennent les
mémes signes dans lous les termes, peut étre utilisée pour la dérivation
des identités contractées, la contraction ne pouvant étre effectuce
immédiatement qu’entre indices de méme signe. Pour la premidre
contraction, il suffit de faire « = v dans (14 @), ce qui donne

A
+ -

- H

. _ < T
(15) <R$E6-,j—R§_~ 5+ R+§Z\E> =o.

(*) A. Einstei, The meaning of Relativity, Princeton, 1930, p. 131.
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Pour la deuxi¢me contraction on multipliera (15) par gé*. On trouve

37 T Su .
(16) <559R39 3 — g'_Rg;,:+g39R+3z9>:—-g'+“;7 (Rgy 85 —Ra:, B+ Regyy) =o.
On se rend compte immédiatement que les identités pseudo-tenso-
rielles (6 &) et (6 ¢) restent valables dans le cas d’une connexion affine
non symétrique, sans aucune modification. Cette conclusion sera aussi
valable pour les contractions de ces dernieres identités.

Les identités (14) a (16) ainsi que les relations pseudo-tensoriclles
correspondantes sont valables pour une connexion quelconque, indé-
pendante du tenseur g#”. Dans le cas de la théorie du champ unifi¢
a gy, non symétrique il est possible d’introduire une connexion satisfai-

sante a la relation
(17) g = o.

Dans ce cas, le dernier terme de (16) disparait : I'identité (16) prend
la forme d’une divergence covariante et donne, quand on tienl compte
de (17) dans I'¢valuation de la quantité contenue dans la parenthise du
premier terme, I'équation dynamique de cette théorie.

3. Nous allons encore considérer bridvement le cas d’un tenseur K::
quadratique par rapport au tenseur de courbure. La forme la plus
générale de ce tenseur est donnée par le produit de deux facteurs sans
aucune contraction,

(18) K& = Regy, Rigy.

On peut déduire I'identité tensorielle (4 @) correspondant au tenseur (18)
par un calcul un peu long, mais tout a fait élémentaire. Le résultat final
.est, dans le cas d’'une connexion non symétrique,

o e 3 Y 3 Y
a9 (Rgpukip ) — (W i) = (R )
ot .+ B 3

2]
- H++=/5P -+ - B T s st
' % Y & i
+ + N _ + + .
———(l{ suvR%3p RrguvBR%00 ).
’ ok — =t/ 3% + = +—-+/5h

~

+ Ry R 000 0+ Rogup R0
= +5—

@ @
+ R7guy, < R¥apn+ R¥g v, RYgy, = 0.
¥ Y-

Il est peut-étre utile de remarquer que cette identit¢ n’est qu’une consé-
quence de I'identité fondamentale (14). En effet, en appliquant la régle
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de différentiation (covariante) d’un produit aux cinq premiers termes
de (19) on pourra écrire cette relation sous la forme

. - Y
; ; Y
E S - T __ R+ N
Raﬂ{w<R 3% hin RTop)\;z R Bxp;/x)

+4+— " e+ +—+
;u— R BP»P;V) RYm=o,
=+

qui est une conséquence immédiate de (14).

Dans la discussion qui suit, nous nous limiterons au cas de la relati-
vité générale. La connexion affine étant alors symétrique, il n’est plus
nécessaire de retenir dans (19) les signes + et — sous les indices. Le
premier membre de cette identité n’a pas la forme d’une divergence
covariante. Il en sera ainsi méme si 'on suppose que les équ:‘uions de
champ

(20) Ryv=o0

sont satisfaites. Mais on peut mettre (19) sous la forme d’une divergence
covariante aprés une double contraction. En effet, si 'on pose a = ¢
et 5 =1, les quatre derniers termes de (19) prennent aussi la forme
d’une divergence, quand les équations (20) sont satisfaites. Montrons-le
pour le premier de ces termes :
Ra{ipv RBa; w= Rai@pv R‘/f/‘_’ﬂm W= R“rgpv(RxZay g+ Rx‘/.p.ﬁ; )
=—2R%5., Ryjau; 8= — 2 (Re3y Ryigu)i g

en raison de la relation

3
R%3.y;8=o,

valable quand les équations de champ (20) sont satisfaites. Finalement,
Pidentité (19) prend la forme

(21) Cuvng®0= 0,
avec

N __ R a0 .7 R . a0
(21a@) Cuy”=Raguy R34y 85— Raggy R3u5 85— Rogys RBguxs 8y

- g aG
—R2gyy R-Boc(}/\ 8., — R2*3uy RBay, ) — 2 R*75; Roypy

—2 R“G*/,p Rojpy — 2 Rom'p,, Ray.y.k —2 Romy,p R
A priori, I'identité (21) semble plus générale que I'identité de Bel
et Robinson

G —
j Bpa/.p ;6= 0,

(22 I -
(22) { Byyse = R%y3, Rﬁpaa"‘ Reyg, RByo0— g8ua&ug Ro3v% Roga.
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Mais une discussion plus détaillée montre que ce n’est pas le cas. En
effet, quand les équations (20) sont satisfaites, on peut vérifier les deux
identités algébriques suivantes :

(23) C(J.vx).po‘ = vaxhap,-

/ N < —_— v RN DI » IR
(24) Cgvx/\pa—- — &1 Buyge+ gl Bvxpa"‘ Svx ])v).u‘pa"“ SuxByige

La relation gy,.,= o élant maintenant équivalente 4 la définition de la
connexion I, I'identit¢ (24) entraine que (21) n’est qu’une générali-
sation triviale de (22). Inversement, cette derniere identité peul éire
déduite par une triple contraction de (19), par exemple en mulu-
pliant (21) — qui a ¢16 d¢duite de (19) par une double contraction —
par g*#,

Nous n’entrerons pas dans le détail d’une discussion des identités (4 b)
et (4 ¢) dans le cas (18), car ces identjtés n’ont presque aucun intérét ;
elles sont pseudo-tensorielles et, par conséquent, peu intéressantes au
point de vue mathématique. D’autre part, elles n’expriment pas la
conservation d’une grandeur Physique connue quelconque et sont donc
aussi sans intérét immédiat au point de vue physique.

(Manuscrit recu le 19 mai 1p62.)



