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Etude d’'une généralisation
de la théorie du champ unifié relativiste
d’Einstein-Schrodinger

par

Mnre Liane BOUCHE,

Institut Henri Poincaré (Paris).

INTRODUCTION.

La théorie du champ unifié d’Einstein-Schrédinger a 'ambition de
réunir dans un méme hyperchamp géométrique d’une variété espace-
temps a quatre dimensions, le champ gravitationnel et le champ électro-
magnétique. Les élements fondamentaux sont une connexion linéaire I},
et un tenseur deux fois covariant gy, quiinterviennent dans un principe
variationnel, donnant, par définition, les équations de la théorie.

Le lagrangien s’écrit .

£ =GRy,

R,, étant le tenseur de Ricci relatif a la connexion linéaire quel-

conque [, et les 6quations de la théorie se partagent en équations de
liaison :

(1) Jo&ip— L‘f‘oé’ay— Lgp.é’)‘c= o
'
et en équations du champ :
(2) dpg‘i;" = o,
(3) R,@:\V;I@(L)—%(()x,‘lg—-()gl‘.a}:o.
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Dans ces équations, une connexion linéaire L, a vecteur de torsion
nul et définissant le méme parallélisme a été substituée a la connexion
linéaire initiale (W,g est le tenseur de Ricci correspondant). Le quadri-
vecteur X, est un vecteur covariant arbitraire.

En outre, quatre identités de conservation lient g,g et W3, et jouent
un réle fondamental dans la résolution du probleme de Cauchy (étudié
par A. Lichnerowicz et F. Tison), ainsi que dans les études sur les
équations du mouvement (faites par M.-A. Tonnelat).

C’est par le calcul des équations du mouvement que doit se révéler le
sens physique de la théorie; or jusqu’ici toutes les tentatives ont abouti
soit & des échecs complets, soit a des solutions physiquement inaccep-
tables. Callaway [11] et Pham Tan Hoang [10] qui appliquent la
méthode des singularités, trouvent une force de Newton, mais pas de
force d’origine électromagnétique; Clauser [13], Treder [12] et
A. Papapetrou [14] trouvent, en plus des forces de Newton et de
Coulomb, une force dont le module est indépendant de la distance r de
la particule d’épreuve a la singularité : ceci par le choix de la fonction
biharmonique a symétrie sphérique la plus générale comme expres-
sion du potentiel électrostatique. Signalons également Pétude de
W. B. Bonnor [13] qui, partant d’un lagrangien non classique

ol R P EAC) 1

£ =G Rap+p*G*P3a8,  7aB= | ($28— &Ba),

met en évidence la force Coulomb dans les hypotheses quasi statiques
habituelles; M. Lenoir a montré qu’il était possible de donner un carac-

tére géométrique a ce lagrangien [16].

Ce travail a été conduit dans Pespoir de trouver les équations du
mouvement d’une particule chargée par une méthode analogue a celle
qui les fournit dans le cas intérieur électromagnétique de la Relativité
générale. Nous avons cherché a élaborer une théorie du type Einstein-
Tonnelat ([3], note II) telle que les équations soient déduites d’un
principe variationnel, mais en postulant, @ priore, et c’est la son origi-
nalité, que la connexion initiale — notée pr, — est & vecteur de tor-
ston nul.

Dans les théories du type Einstein-Schrodinger, les équations du

champ s’écrivent
(A) \Vlw/(lf) = A'.“’
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o A, est un tenseur qui dépend de la théorie considérée. En relativité
générale, les équations du cas intérieur sont

1
(B) Spu= Gyy— = 7, G = Ty,

Gy, est le tenseur de Ricei relatif a la connexion riemannienne déduite
de la métrique hyperbolique normale v,,. Pour ramener une équation
du type (A) a une équation du type (B), il s’agit donc, en principe, de
choisir dans V, une métrique riemannienne y,,, puis de mettre en
évidence dans la partie symétrique de W, un terme Gy, (y). Clest
I'idée développée par M.-A. Tonnelat dans un article du Nwuovo
Cimento ([9]).

Les équations du mouvement du cas intérieur en Relativité générale
étant basées sur la condition de conservation déduite des équations (B)

(€ V=0  (V=y2V,),

on cherchera si 'équation (A), mise sous la forme (B) donne lieu a de
telles conditions de conservation. Les calculs correspondants ne pour-
ront se faire que d’une fagon approchée, étant donné leur trés grande
complexité.

Le plan adopté pour ce travail est le suivant : dans une premiére
partie, aprés avoir rappelé les principes généraux de la théorie du
champ unifié, nous déduisons d’un principe variationnel les équations
de la théorie particuliere considérée. Le fait de partir d’une connexion
linéaire & vecteur de torsion nul modifie les équations de liaison et
entraine la disparition des équations

o
9 2,6V =o.

L’introduction d’un quadrivecteur covariant arbitraire I', — supposé
éventuellement normé — est suggérée par la présence du quadri-
vecteur 2, dans les équations du champ (3) de la théorie classique, et
elle entraine un nouveau groupe d’équations comportant la densité

. v .
vectorielle 9, GV, dites équations aux I'.

Les équations du champ sont plus complexes et comportent des termes
plus nombreux qu’en théorie du champ unifié classique; cependant nous
avons étudié une modification possible de ces équations par 'apport
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d’un tenseur phénoménologique dans un nouveau lagrangien £,. Les
équations de liaison et les équations aux I' ne sont pas modifiées par cet
apport (cf. [23]). '

Nous avons réservé pour la fin de cette partie le calcul des identités
de conservation qui se révélent étre les mémes qu’en théorie classique;
nous les avons déduites du principe variationnel, mais avons montré en
appendice qu’elles découlent tout aussi bien des identités de Bianchi
généralisées par E. Cartan pour le cas du tenseur de Ricci d’une
variété a connexion linéaire quelconque (comme avait fait S. Mavrides
dans le cas de la théorie du champ unifié classique [17]).

C’est en appendice que nous avons montré que le tenseur phénomé-
nologique introduit par le nouveau lagrangien £, vérifie aussi des
identités de conservation qui le lient & g, ceci par une méthode lice
au principe variationnel.

La deuxitme partie est consacrée a U'étude du probleéme de Cauchy
de facon a justifier le choix d’une métrique déterminée +,, dans 'étude
approchée des équations du champ. Nous retrouvons les trois cones
éaractéristiques étudiés par M™° Tison, mais, en plus, le quadrivecteur I
est aussi un vecteur caractéristique (il ne doit pas se trouver dans le plan
tangent de la surface de Cauchy pour que soient assurées D'existence et
I'uicité des solutions) et il intervient une condition supplémentaire trés
complexe entre les données de Cauchy qui donne naissance & un nou-
veau cone caractéristique.

Ayant choisi la métrique

(Suv+ gvp)

qui est une des métriques possibles puisque le cone
Yuy dxt dx’ =0

est un céne caractéristique, nous aborderons dans la troisidme partie
I'étude approchée des équations du champ de fagon a les metire sous la
forme (B) du cas intérieur de la Relativit¢ générale. Nous séparons
nettement la partie symétrique et la partie antisymétrique des équations
et constatons, au deuxiéme ordre d’approximation, que la conservation
du deuxieéme membre des équations symétriques écrites

Sp.‘/(‘f) = Kp.v‘*' o(s?)
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est liée a la partie antisymétrique des équations. Ce fait est éclairé
(appendice 1l de cette partie) par I'étude approchée des identités de
conservation.

L'espoir de faire apparaitre une force de Lorentz dans les équations
approchées est donc réduit a néant des que les équations antisymd-
triques du champ sont vérifiées. Nous verrons que l'introduction du
tenseur phénoménologique T, n’améliore pas la situation.

Les résultats de cette partie sont comparables & ceux de
M.-A. Tonnelat [9]; certains termes sont identiques et le rapproche-
ment a 6té fait dans 'appendice T1.

En quatriéme partie, nous avons calculé les coefficients de connexion
lingaire et 'expression des équations du champ, en partant d’un tenscur
fondamental qui présente les particularités entrainées par la considé-
ration d’un champ statique a symétrie sphérique au sens de A. Papapetrou.
Les équations différentielles obtenues sont d’une tris grande complexité
et ne semblent pas se préter a une résolution rigoureuse.



NOTATIONS ET SYMBOLES.

La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est
-admise.

Les indices grecs vont de 1 a 4.

Les indices latins vont de 1 a 3.

La dérivation se note 0, — 'J%

L'ndice 4 désigne la variable de temps.

Tenseurs assoctés. — Deux tenseurs du deuxiéme ordre, I'un cova-
riant, autre contravariant seront notés par la méme lettre d’appui s’ils
sont associés; c’est-a-dire si

136 tg, = L0ty = 33,

=1 si a=90
o c’est le symbole de Kronecker.
dg=o0 si a#8

Connexions linéaires. — Les symboles de dérivation covariante sont :

V., pour la connexion riemannienne : - ; construite a partir de la
)

métrique Yy, ;

; p pour la connexion linéaire L, a vecteur de torsion nul,

" p pour la connexion linéaire Af, telle que guvip= 0

Le vecteur de torsion d’une connexion sera noté a 'aide d’un seul

indice, par exemple :

Tenseur de Ricci. — Pour la connexion riemannienne, il sera noté

el

folfel

s I
QABRES!

{ov

oo del g tel fotfel_
Gy = { e T D

b y
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et pour la connexion a vecteur de torsion nul :

i3 o 4 2 o o2 [
<z P [ — ~ J—
Wiy, = 0Ly — gy 15, + L, LS, — L7, LS.

*

X x

La numérotation des paragraphes est continue; les chiffres entre
parentheses renvoient aux équations.

Les nombres entre crochets renvoient aux indications biblio-
graphiques. )

PREMIERE PARTIE.

EQUATIONS DU CHAMP ET IDENTITES DE CONSERVATION.

CHAPITRE 1.

RAPPELS SUR LA THEORIE CLASSIQUE
DU CHAMP UNIFIE D’EINSTEIN.

1. La variété fondamentale V,. — Nous supposons connues les
généralités concernant les variétés a connexion affine [5]. Considérons,
alors, une variété différentiable V, de classe ¢?, ¢* par morceaux (1)
dite variété espace-temps, sur laquelle sont définis un champ de ten-
seurs 2,g dit tenseur fondamental et indépendamment une connexion
linéaire (*) quelconque I‘g.,. L’hypothese faite sur la classe de V,
entraine que les T, sont ¢’, ¢* par morceaux et les g,g, ¢!, ¢ par
morceaux d’apres les formules de changement de coordonnées dans V.
En outre g,g doit vérifier les conditions suivantes :

(@) & =dét(ga3) # 03
on dit que le tenseur g,g est régulier;

(b) la forme m quadratique ® (u) = g su*u?

(') Ces conditions sont identiques a celles qui apparaissent dans la théorie des ondes
hydrodynamiques.

(%) Sur le sens exact de ce terme, ¢f. [5], p. 7.
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est non dégénérée de type hyperbolique normal, a un carré posiuf et
trois carrés négatifs localement.

La premiére condition montre que g,3 admet un tenseur deux fois
contravariant associé g8 tel que

&3 '\'3 f.
g8 Say=0r= e &va-

Dans toute la suite, nous désignerons par la méme letire d’appui

deux tenseurs associés, ainsi que le déterminant de la matrice des
composantes du tenseur covariant.

2. Quelques propriétés des tenseurs déduits de £a8 par symétrisation
et antisymétrisation. — Nous utilisons dans ce travail les notations de
M.-A. Tonnelat et posons

T
Ta8= 5 (&23+ §8a) = SaB;

1
2a8=  (§a8— §82) = &af,
2 \/
a3
£,

23 I [ . [P
I8 = = (ga“ﬁ_,_ ér;.:l)
e}

'y G 1 23 By, 15‘
Jri= L (got— gty = gV,

L’hypothese (0) entraine la régularité des tenseurs y,5 et %8,

Rappelons aussi, les formules permetlant le passage de I'un de ces
tenseurs aux autres (*), et les relations entre les déterminants corres-
pondants : ‘

(2.1) . /lp_,,-: Yuv~+ Pup va Y,

(2.2) ) YW= bW fuf o0 hgs,

(2.3) hiv = -1;7!*"—;— :;sw 9" Ye0
(2.4) Yoy = %”H"+ %fwfva’??",
(2.5) Jor= uv+ Yup Tup 98°,

(2.6) ouv = fur 4 hp Y0 f g,

(2.7) S = :%?W+ %*{FPYVG@W,

> 5

(2.8) ) Puvy = 'i}fw'*‘ %,‘%Ph‘mfpa:
(2.9) g=r+?+§w?7"“wv?;a

(®) Pour les démonstrations, voir [4] (p. 255-258) et [7], (p. 237-241).
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et notons enfin une derniére formule qui nous sera utile, démontrée par

Mm° Tonnelat ([3], Note I]:
(2.10) PEFT Yy Yoo = 85(8 — ¥ — @) — TT¥TYP 9y 9oy
qui devient pour ¢ =7 :

(2.11) PRIV YUy Yoo = YTHOYP PuvPpe = 2(& — 7 — 9).

3. Principe variationnel et équations du champ. — Comme en Rela-
tivité générale, on veut astreindre le tenseur fondamental donné et la
connexion linéaire indépendante a vérifier des équations du champ,
déduites d’un principe variationnel. C’est-a-dire : si I'on considere
dans V, une chaine différentiable C de dimension 4 et &2 un lagrangien,
densité scalaire par hypotheése, permettant d’¢crire 'intégrale

I= /'E’ dxt N\ dre )\ dxt N dxt,
e

ott £ est fonction des g,z et I, ainsi que de leurs dérivées, on admet
que les équations de la théorie sont les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que soit réalisé I'extrémum de P'intégrale I pour des varia-
tions quelconques du tenseur fondamental et de la connexion, astreintes
seulement a s’annuler aux bords de C. i

Par un calcul maintenant classique, on trouve alors les équations de
la théorie d’Einstein-Schrédinger; pour laquelle on choisit

£ = goB Reg,

ou R,g est le tenseur de Ricci relatif & la connexion linéaire T, quel-

conque, et o 'on a pos¢ G23=\/— g.2%B. Les équations du champ

s’écrivent
b TR, YRR ook
Grop=  d, GW + PG + I Gt — Guy I‘_@
n = ;a;gswl‘a-a—gwl‘p
wp
(d.c Gv= 0);
(1) Ryv=o.

Le premier groupe d’équations est appelé plus précisément groupe
des équations de liaison : ce sont elles qui permettent de déterminer la
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connexion lindaire en fonction du tenseur fondamental; le second
groupe contient les équations du champ proprement dites.
Ces équations peuvent se simplifier par un changement de connexion
linéaire conservant le parallélisme. En effet, en posant
LE,=T6,+ 238

wy uy
b v

Iy,

.
4
P~

W

ou le quadrivecteur T, est quelconque et

d Loyp G
Wy = d, LE, — o, L + Lj, LY, — L7 1,

les équations du champ deviennent

Gmip =0 G + LI, G Ly, Gl — Guy Ly =o,
(D b - B
N ’)P g V = o, LP = Ll,;‘L = o,
v

‘ Wy, =o, 5
(1) \V:‘vf _ ou Wy,= i(Bg Ty—3dyTy);

[ W)
en pOSant

\V[ZL",p] =g Wy, + dy Wos+dy Wi,
\ \% \ \%

CHAPITRE II
BASES D’UNE NOUVELLE THEORIE DE MEME TYPE.

4. 1dées directrices. — En théorie d’Einstein-Schrodinger, tous les
essais effectués en vue de trouver les équations du mouvement d’une
particule d’épreuve pesante et chargée se sont révélés infructueux.
Signalons les travaux de Callaway [11], Pham Tan Hoang [10],
M.-A. Tonnelat [9]; et derni¢remeut les essais de Treder [12] et
Clauser [13] qui, eux, par la méthode des singularités, trouvent bien
une force coulombienne mais en sus une force indépendante de la
distance entre les particules.

Pensant avec M™ M.-A. Tonnelat que les difficultés rencontrées
sont peut-étre dues a la trop grande restriction imposée a la théorie par
la condition d,G""=o0, nous avons élaboré une nouvelle théorie a
partir d’un principe variationnel semblable au précédent, mais dont le
lagrangien s’écrira a priori avec une connexion linéaire a vecteur de
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torsion nul que nous appellerons Lf,. De plus, comme la théorie clas-
sique peut faire intervenir un quadrivecteur quelconque I',, nous intro-
duisons éventuellement ce quadrivecteur dans le lagrangien en lui
imposant une condition de normalisation.

5. Les éléments de base de cette nouvelle théorie. — Nous nous
placons dans une variété différentiable V,, c?, ¢* par morceaux, et nous
définissons sur cette variété un tenseur fondamental g,g, c!, ¢* par
morceaux, une connexion linéaire indépendante a vecteur de torsion
nul L{,, ¢, ¢* par morceaux et un quadrivecteur Ty indépendant ¢°, ¢2
par morceaux. Comme en théorie d’Einstein-Schrodinger, g45 devra
vérifier les conditions («) et (b) et les formules du paragraphe 2.

6. Equations du champ. — Le principe variationnel est identique
a celui formulé au paragraphe 3 pour la théorie d’Einstein-Schrodinger,
mais ici le lagrangien s’écrit (cf. [23])

2= G Wyy 2 — g ot Ly -+ G Oy, + A (GW I, Iy a2 = g),
ot g% est le multiplicateur de Lagrange introduit par la condition
imposée @ priori Lf, = l,=o0, ot @, est un tenseur qui dépend uni-
%

quement du quadrivecteur Iy et de ses dérivées, que nous prendrons
explicitement de la forme suivante

8y, =plyly+q(dyI'y—d, I'y)

(p et q élant des conslantes scalaires).

Enfin, 2 est le multiplicateur de Lagrange introduit par la condition
de normalisation imposée « priori :

> |2
r

gury I, =

=— a=

D’apres les résultats classiques du principe des variations, les équa-
tions de la théorie s’écrivent :

GEY — L2 225

= —dg —
Lo, Co(0sLE)

o,

-~

—

Z
L
Ry

I

.lfy_s =0;

NS

7
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e DY _
DTRRRRT O U9 B
(an ‘

J— r)E _ .
o =0

=
I

o
(1) . J“"E()—O;?ﬁ =o0.

Soit en explicitant, pour le premier groupe :

v Dy, oun I . > v 2 w
GYY == — 0, G+ G Ly, — G Ly — GV LY,
N w

oG8},

Y N PN
+ o\é(()a Gur 4 Gop l§5> V=g, — g ‘

::0,

or, aprés contraction en p et 1, puis en p et g, on obtient

|

’
J— N G _—
v—89i=5JY V—8

o 2
oh= —d, Gur — Gaf Ly — 5G4 La,

[#

ou l'on a posé
wx
Fu=9,GV.

Sil'on remplace o* et 6 par leurs expressions, il vient

. W 2. _ P 5
(I.a) g+7?=—»38%3‘"—go(jg{mlq—f—gu"l‘p,
2
(I.3) T 5T
(L.y) V—g&l,=o.

Le groupe (II), ou équations aux I' devient

X
(Pp+1)G—TIg+qFi=o,

(Il.a)
gWIyly+a2=o.

(I.8)
Pour éliminer le multiplicateur de Lagrange 2 des équations (II.a),
multiplions en contractant par Iy et en tenant compte de 'équa-
tion (II.3), il vient
—(p+r)2+gfuly=o0
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<avec, suivanl les notations de M™® M.-A. Tonnelat [3] :

=
Q

1 T bt
fo— Fu= — apgv>,

—& V—&
d’ou
q
(I1.1) n=—p+ L pery;
(IT. ) s’écrit alors
(112" q[JZngﬁfr“+-9uJ==m

Nous étudierons plus loin (chap. III), I'équivalence des sys-
temes (Il.a, 3) et (I1. 1, 2").

Icrivons maintenant le groupe (11I) des.équations du champ :

N 1 -
Wiy =+ Oyy 4+ 2L 1y — =~ Huw W —

ISR

KuvO

— &uvdv Ly — = gy (891 s+ a2) = o]

IS

une raultiplication contractée par g** nous fournit la relation

I N, .
— 2 [WH+0+200L,+ (g6 To+a?)| =00 L+ -

ha?
9 . )

I

d’ott la nouvelle forme des équations du groupe (111)

o |-

7~o¢2> = 0.

7. Modification des équations du champ par un apport phénoméno-

(M Wy, +(p+2) I‘:;l‘.,—i— gy — 1) g:“<afl Ly +

logique. — Pour ¢largir éventuellement le cadre de cette théorie, nous
introduirons, suivant 'exemple de D. Sciama [18]ct W. B. Bonnor [15]
un apport phénoménologique en prenant comme nouvelle fonction

d’actlion
£y= £+ £, .
telle que
£,
Jew == V=8 T

Ty, étant le tenseur impulsion-énergic, asymétrique évidemment, relatif
au milieu considéré. Mais ceci implique que £, dépend d’une nouvelle
variable de champ, par exemple le quadrivecteur ¢* pour fixer les idées.
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Les systemes d’équations (1) et (I1) ne se trouvent pas modifiés par
cet apport, mais le systéeme (III) devient

(IIL.1) Wi (p 1) Tl + g (duly— oy Ty)

1. T
+ Suv <cP Lo+ 5 Aa‘—’) =Ty, — > Gun T,

‘ 92, ILy
(I[l..’,) 'dv—a'—(}a-()(()—qva)'——()
8. Forme tensorielle des équations de liaison. — Remarquons toul
q I
d’abord que

] wy

G =G — 2GSy,
ou S;; = (Lru L; ) estle tenseur de torsion de la variéié & connexion

linéaire; d’autre part, Fv vérifie I'identité suivante :

Py
o

we o [ _wp w e,
Fo=d, GV 'Ej<%+To—‘1**">—‘JVLP_%‘;\/ s,

Or le deuxiéme membre de l'identité est une densité vectorielle, donc
aussi le premier membre ; le groupe d’équations (1.a) peut s’écrire

uv Y

Grrip=—

U. /

B 2 G SH— L SIGH L+ G,

O« L'

<.«:IL

Remarquons que ces équations ne possédent pas la propriété de
pseudo-hermiticité.

CHAPITRE IIL

ETUDE PLUS DETAILLEE
DES TROIS GROUPES D’EQUATIONS.

9. Le groupe d’équations (1) ou équations de liaison. — Rappelons
que ces équations s’écrivent

S 2o, 2av o,
(I.a) gw—i»,:-—gol,,:w—gopgwl,{,+ng,,,
# 2
(L.8) Vg o= T,

(L.y) V— & LP= 0.
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Disons lout de suite qu’en vertu de I’hypothése (a) du paragraphe I,
& n'est jamais nul; (I.y) se réduit a L,= o. Si nous portons ces quatre
conditions dans le systeme (I.«) le nouveau systeme formé (I.1)
entraine réciproquement la nullité du vecteur de torsion de la connexion

linéaire L;,. En effet écrivons,

(L.1) Gy = —

ce qui entraine

1 L0 [ o
(g, —gT) e ue g, =
2 K
ou encore
U,,l’,
“.1) G Ly=o.

C’est un systéme linéaire, homogtne de quatre équations a quatre
y ) 8 q q q

h
theses (a) et (b), donc (9. 1) est équivalent aux quatre équations

inconnues L,, dont le déterminant £- n’est pas nul d’aprés les hypo-

L,=o.

Les équations du groupe (1) peuvent donc s’écrire

(L.1) Grp=— ?—’6“5' (Ly= o),
(1.2) V—gov= ] Fu
10. Changement de connexion (*). — Pour pouvoir utiliser les résul-

tats de M™® Tonnelat sur le calcul de la connexion linéaire en fonction
du tenseur fondamental en théorie d’Einstein-Schriodinger [8], faisons
un changement de connexion linéaire tel que la dérivée covariante + —
du tenseur fondamental dans cette nouvelle connexion soit nulle.

Nous voulons donc, étant donnée une connexion lindaire L;., véri-
Jiant le groupe d’équations (1.1) calculer une nouvelle connexion

linéaire Aj, telle que I'équation (10.1) ci-aprés soit identiquement
vérifiée quand on remplace les A{;\, par leurs expressions en fonction

des Lfm :

Ld N . N
(10.1) grmp=d,gvv+ Al gy Ap'xgw\z 0.

(%) Cf. [3], Note II.
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Remarquons que le systtme d’équations (l.1) peut facilement se

mettre sous la forme équivalente

\ y N 2 W I N ~
(10.2) Dp&W+ L, g0+ Ly gt = — 3 8% [+ 384 g

Si nous posons X;v = A‘;,,— Lﬁ‘,, il vient identiquemenl si Lg., esl
. solutions de (I.1) (ou de 10.2) '

)

. \ S o vl 2 . ) .
(10.3) Xr:g+ é’ucé""'l\i‘gz 3 é’prrf"‘ 3 Oéé’p)f h

S

On voit alors qu'il convient de chercher une solution de la forme
q >

suivante :

(10.4) Xpo= 05 A+ 8, Bs+ g,6C;

en identifiant cntre eux les termes facteurs de 97, ¢; et g5 dans (10.3)
aprés avoir remplacé les X}; par leur expression (10.4), on trouve
un systéme de douze équations :

2 . .
A,— gg(,)\f'~+ gm.Cr=o,

Bs—+ Ag+ %ga*,f/» =o,

G+ g By, =o,
Soit aprés un calcul immédiat :
(1 . 1=
Ay,= g, (g./"—‘ gf">,
1 -~ =
Bo=—~ £10( 1+ /2,
=S (fr+ ).

A condition de poser
Jo= Yo-)\,f", f;-= ?a)kf", ./E = Y'ﬁff'

Donc le groupe d’équations (I.1) conduit aux groupes d’équa-

tions (10.5) et (10.6) :
uy w s v

(10.5) & ia=0p W 4 A%, g+ A gt =0,
%gpw(fp"“.fg)
1

o N 5 N I . 1 5
+3 3{,,é’v7\<f"—f"> - Oi,é’u‘;\(gf"— ;.f)‘)-

(10.6) wa= Afw—
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Réciproquement, vérifions que le systéme d’équations (40.5),
(10.6) est équivalent au systéme (I.1) quand on ¢limine Af,. Ecrivons
en effet

wv
A

VS DEELAVEND)

— ) =
+ 8% 8w (7= f7) + S8, (fe+1%)
TS S
—OP<(_)‘f’ f> g /g( < /‘c_-fa)

(remarquons que gy, (f‘—j7) — g\,“(f"—l'—f?')) ou par simplification

w

8T p=—

—

Blrffv+

wle
w
'S
e
<
9
O
Q
\
Q

nous retrouvons un syst¢tme d’équations équivalent a (I.1). Ecrivons
les parties syméiriques et antisymétriques de (10.6) :

n o 1 L 1 5 .
Ly = By~ vy (S04 f0) + ¢ (8] 8 + 85 80.) S
si Pon contracte les v et p :

o Lip= A~ —(fp,+f)+b(fu+/u).
(10.7)
i

e 4 1
we=dup+ 3 (SurJp)s

or (10.5) entraine que

du/—g

V=2

on trouve donc ainsi I'expression de L, en fonction du tenseur fonda-

A&ﬁ=

mental et de ses ddérivées, expression qu’on aurait d’ailleurs pu faci-
lement tirer directement des équations (I.1)

: ¢ duy—g 1
(10.8) L&= _*i?g_ + g(fﬂ“"fg)'

La partie antisymétrique de.(10.6) s’écrit

Lu.,-—Au.,—~uuv(fx+fP)+<o,rLé,, "ju,)(_lf}_%"fi)..

\

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVII, L 2
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‘Contractons en v et p, il vient

o o 3 - -
Lbp= Ao —fut Junf?— ; 50ad

lu‘,‘z ‘\pv*.ﬁl+fi‘

2

(10.9)

en posant
S5= sufts
“or I'équation (10.5) entraine
. wk . .
fr—g— Ay =0, soit Ag= Ay f¥,
mais d'aprés (2. 1), nous savons que Ay /= f,— f=, donc

(10.10) Mo=fo—Jo

Cette équation (10.10) est une conséquence de la seule équa-
tion (10.5) (calcul fait par M™° M.-A. Tonnelat [3], p. 39). Donc, des
équations (10.9) et (10.10) déduites de (10.6) et (10.3) respective-
ment, on déduit la nullité du quadrivecteur L.

Ceci 6tait a prévoir, bien entendu, puisqu’on a montré que les
systtmes (10.5), (10.6) et (1.1) étaient équivalents et que L,=o est
une conséquence de (1.1).

I1. Le groupe d’équations (1I) ou équations aux I'. — Initialement,
ce groupe s'écrit ‘
N %
(.a) (p+W)G Ty+qFr=o,

(11.3) Z99T, 0y a? =o.

Nous avons vu que ce systéme pouvait étre remplacé par le systéme
suivant :

(1.1) C a=—p+ Lyer,
wa
(11.927) q[éf? 1‘9%7—1'1-;- .%L]zo

moyennant une multiplication contraciée par I', et une division par «?.
La nullité de T, entraine celle de a* (équations (II.3)) et pour que le
systeme (IT.1, 2') soit une conséquence de (IT.a, 5) il faut et il suffit
que «? ne soit pas nul.
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Etudions maintenant le cas particulier = 0, en mettant en évidence
les différentes possibilités :

D’abord si A= -—p, les variations de % sont nulles partout et

Péquation (I1.5) obtenue par le principe variationnel n’est plus valable,
le groupe (I1) se réduit aux équations

(IL.1) qF = 0;

Si ¢ = o le quadrivecteur I'y n’intervient pas dans les équations du
champ et aucune restriction n’est imposée a F;

Si ¢ 3£ o, I'équation (1I.1) devient Fv= 0; nous sommes ramengs a
la théorie du champ unifié habituelle a condition de prendre comme
vecteur de torsion de la connexion linéaire T}, initiale,

v _3
Fy= ;quv-

Supposons maintenant A guelconque; I'équation (I1.5) est alors

valable et (1l.a) entraine, si I'; n’est pas nul :
(11.2) qFury = o;

donc, les différents cas qui se présentent sont :
a. Ty=o, alors (1I.a) montre que ¢ F+=o0 :

sl ¢ = o aucune restriction n’est imposée a J¥;
st ¢ 7= 0, nous oblenons ¥ = o comme équation supplémentaire.

b. Ty o, (11.2) doit alors étre véritiée, ce qui entraine :

st g =0, A=—p a cause de (ll.a) : nous sommes ramenés au pre-
mier cas;

st gz%o0, FrIy=o0, et si F* était nul nous serions ramends au
deuxidme cas; si F* n’est pas nul, c’est un quadrivecteur isotrope coli-

néaire a I'.

En résumé, nous trouvons pour o? nul :

h=—p 7 quelconque
e " .. e —————
q=0 g#o g=0 g#o g#o
v non restreint Fu=o0 v non restreint Fuly=o0 Fr=0

Iy, disparait I'y quelconque fu=o0 gwlyly =0 IFy=o

v
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Dans tous les cas ot a* n’est pas nul, le systeme (IL.1, 2') est une
conséquence de (Il.«, 3). Si ¢ est nul, (II.1) ou (Il.«) montre que
Iégalité A =—p est satisfaite; T, disparait des équations du champ
et J* est non restreint.

Si ¢ n’est pas nul, le systeme (II. 1, 2') s’écrit

(11.1) h=—p o+ %f‘orl,,,
wa

(L) . Sl Uyt fu=o,

(11.3) g5 o

Si nous considérons les équations (1I.2) comme un systeme linéaire
et homogene par rapport aux quatre inconnues f%, cherchons la condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe d’autres solutions que la
solution triviale f*= o (que nous voulons éviter, puisque nous voulons
¢élargir les conditions de la théorie du champ unifié classique).

Or le systtme (1I.2) montre déja qu'une condition nécessaire et
suffisante pour que f* ne soit pas nul est que /¢TI, ne le soit pas, d’autre
part d’apres (IL. 1) et (11.3) une condition nécessaire et suffisante pour
que f¢T', ne soit pas nul est que 2 soit différent de — p, or ceci est une
condition nécessaire et suffisante, nous 'avons vu, pour que 'équa-
tion (II.33) soit vérifiée, et celle-ci ne dépend que du tenseur fonda-
mental et du quadrivecteur Iy, s.on_prcmielj membre est donc propor-
tionnel au déterminant du systeme (11.2).

Remarquons que dans le cas ou I'équation (11.3)
gyl +a2=o0

est vérifiée, il est impossible d’annuler le quadrivecteur f% sauf en des
points isolés.

11. Les équations du champ. — Celles-ci s'écrivent comme nous
Pavons vu
1.,
Wy (p + )Tl g (uly— o) + gy <crz L+ 5 /\a~) =0
ou encore en lenant compte des équations (Il.2) et (1.1):
(12.1)  Zy=Wy+ L for,r,T,

1 o
;é’w(]’“?— qfeT,) =o.

+q(uly— 1) —
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Si Pon pose g=—73, h=p=o, les équations (IL.1) et (Il.2)

entrainent f*=—o et les équations (I) et (II) sont alors celles de la
théorie habituelle du champ unifié d’Einstein.

Si I'on pose simplement 1 = —p et g=— %, les équations (I1.1)
et (Il.2) entrainent encore f*=o0; le systeme (I) est le méme que dans
la théorie du champ unifié d’Einstein classique, mais le systéme des

équations du champ (III) est modifié par 'apport d’un terme cosmo-
logique, si «* n’est pas nul.

CHAPITRE IV.
IDENTITES DE CONSERVATION.

13. Premiére forme. — !Le procédé variationnel conduit a des
équations invariantes par changement de coordonnées admissibles et les
premiers membres satisfont automatiquement a quatre identités de
conservation que nous allons former suivant’exemple de A. Lichnerowicz
([4], p- 270) par une méthode dont le principe remonte a Hermann Weyl.

Considérons I'intégrale

I =/(gxxf5 Wag+2 \/———g c!*Lp‘) da' )\ dx? N dxd )\ dxt,
C
et sur la chaine C a quatre dimensions un champ de vecteurs arbi-
traires £° nuls au bord de C. Ce champ définit une transformation infi-
nitésimale ; nous noterons par X (K) la dérivée de Lie de la quantité K.
Et par définition

X (1) = f X[(Ga8Wag + o " gotLy) dat A da? \ dus )\ da |-
C
Or on sait que cela devient ([4], p. 252 et [3], p. 34)
X(I) = f D [20(GaBWag+ o y = g auly)| dat A dat s, dus.
C

Donc X(I) =o0, puisque par la: formule de Stokes on transforme
cette intégrale en une intégrale étendue au bord de C qui est nulle
puisque sur JC, £p= o d’apres les hypothéses faites.
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- On peut écrire X (1) de la fagon suivante :
N = f[x (G948 Wag+ o X (VT g)ouLy | diet A dit \ dics J\ dt
p v o

) v+f[£3°‘fﬂ N (Wog) + 2 ¢— gaX(Ly)
[N
+ 2y — gy N (c(l)] daet ) dre2 )\ da? )\ drt,
Si Pon considére que g*8 et L, vérifient les équations (I) et si le

champ de vecteurs £¢ s’annule au bord de C ainsi que ses dérivées des

deux premiers ordres ( ce qui entraine que X(Lf{,) s’annule aussi au
bord de C), alors on a

X(I) :fX(g“ﬂ)\Vlg det N da2 N das )\ dat,
¢

w Ve

N(GoB) = d, (50GaB) — Gz, 53— GeBa, fo

{ [N

X(D) = [[10,[(2rGoB— Gr 13— GBr1e) W]

G

—Ee[ GBI, Wys— du (G Wy, + GuaW, )]} dat A\ de? A da? )\ dixt,

Le premier terme peut se transformer en une intégrale étendue. au
bord de C par la formule de Stokes et s’annule sous les hypotheses
faites. Le deuxiéme terme doit étre nul quel que soit le champ de
vecteurs Z?, donc on a identiquement, si le systéme () est vérifié :

(13.1) Dy (GP Wy + G W,,) — G283, Wos=o.

Sil'on pose

U

5= g (G Woy + G W,,) — ~ 35638 Wag,
les identités s’écrivent
(13.2) Dy K+ - Wog 0, Gu8=o,

Ce sont exactement les mémes identités de conservation qu’en théorie
du champ unifi¢ d’Einstein classique; elles ne font pas intervenir le
quadrivecteur T', et sont vraies i condition que le systdme (I) soit
vérifié,
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14. Autre forme des identités de conservation. — Si au lieu de I'inté-
grale I, nous considérons maintenant I'intégrale

~

! . v “w oA .

J =/ God3 Loy da f\ dr2 A dat A drty
¥

/.&_fa,: Wog+ ;g-aga?’ld.}—f— plals=+qFys+ /‘(I‘xl 8-+

\

avec

Fag=adyl'3—dply;
il est clair que cette intégrale est celle dont nous sommes partis pour
appliquer le procédé variationnel; en effet

Si, comme dans le paragraphe précédent, nous ¢tudions la dérivée
de Lie de cette intégrale pour une transformation infinitésimale définic

par un champ de vecteurs :* qui s’annulent au bord de C, nous aurons

N(J) = f 0, (56 GOB Thg | dat A de ) s )\ dirt
C

et comme précédemment, par la formule de Stokes, cette intégrale peuat
se ramener 4 une intégrale étendue au bord de C, nulle par conséquent
puisque les variations des ¢ y sont nulles par hypothése.

Nous pouvons écrire
X(I) =f[X(g°‘3)Zag+ ~GaBX (ga8) st Ly
¢ -
oan A2

+Gud v X (848)

+ G4 (X (Wag) + ggag X (7%Ly))

+G23((p+ 1) X(I'aTg) + ¢ X(Fu3))

+ X (1) Gged (l‘al’g -+ 1, a?gag>] dx! ) dx2 N\ dxd )\ dxt.
i

Les termes autres que les trois premiers donnent une contribution

nulle a Pintégrale X(J) considérée si l'on suppose que les systémes
d’équations (1) et (1) sont vérifiés, et a condition que les variations
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des ¢ et de leurs dérivées des deux premiers ordres s’annulent au bord

de C. Il reste donc

X)) =f[X (G*B) Zag+ ;‘/;ng‘}»“ﬁX (gag)]dmi N dae2 )\ dxd N\ dzt = o,
ol -

or

X(GeB) =d,(pGoB) — GeB o tr— Gap g, E8,
X(ga8) =EPdpguB+ £0B dakP+ Sag IpEP.

Nous pouvons donc écrire 'intégrant sous la forme
()9[ ErGoB T — 12 Ged Lag— EBGorZig+ 7_2‘0 £ m]’
— & [gaﬁ dy La3— ‘}H( Ggus Z,P;r; + GBu Zlﬁp)
— ;4_(‘:}&!3 dp SaB + %%()p(\/—-—g)\)],

Le premier terme est une divergence et donne une contribution nulle
a I'intégrale; le deuxieme lerme doit étre nul quel que soit le champ de
vecteur £? considéré, donc identiquement, il reste

(1h1) (GO T+ G Thg) — GBI, Zas— L2 V=g 20 = 0.

Or, si nous remarquons que les équations du champ (IIl) peuvent
s’écrire

’ I T
Z':"" = me -+ /; ha? Suv = W uv
1 . . N |
+ 5 Sy Lo+ pTyly+ gFuy+ 0 Tyl + ~atguy) =o,

'identité (14.1) en fonction de Z,, devient

(14.2) 0u(GW Lyt GV L) — G D, Lyy= 0.

Donc les premiers membres des équations du champ vérifient des
identités de conservation de méme forme que celles vérifiées par le
tenseur de Ricci de la connexion linéaire L{,, mais ici, en plus du ten-
seur fendamental et de la connexion, les identités font intervenir le
quadrivecteur T, et celui-ci doit vérifier le systeme (II) pour que les
identités de conservation (14.2) soient satisfaites.

Comme précédemment, on peut écrire

MY = 2 (G¥7 Loy + Go L) — 2 D4 GBLag
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et les.identités (14.2) s’écrivent alors

(14.3) D ONE + 2 Ly 0, GH0= 0.
’ . ira 114 19 I .
L’expression détaillée de M; = = I est

"y 23

' G . Uy Y I oy 5 o
MY = K"f+ VA [oVse=T I, +qg" F,,+ ;o;(pal— qg Fag),
v vyt ; ; 9 ¢

Faﬁ =0y I'g— I)B ry,

g 1 . . T o
RE= (g0 Wk @ W) — | 3% al Wy
9

4

N

APPENDICES A LA PREMIERE PARTIE.

I. — CALCUL DES IDENTITES DE CONSERVATION
A PARTIR DES IDENTITES DE BIANCHI GENERALISEES
PAR E. CARTAN.

V. Identités de la théorie, relativement a la connexion linéaire Af,
(ef. [17] et [24]). — Rappelons les équations de définition de la
connexion lindaire a coefficients A;;.,, relativement au tenseur fonda-
menlal :

W uoo. v N
(10.%) Frr,E=d g4 A gt Ay Ul = 0.
D v W D

Or a partir d’'une connexion quelconque, E. Cartan (*) a montré que
les identités snivantes élaient vérifiées par le tenseur de courbure :

- - w - AT - T
Dg Reygy + Dy R%p6 -+ DaRoyy, + 2 Ay Reyzg+ 2 AusRo%ns + 2 Ags Royny = o,
i v/

ou D, est la dérivée covariante -+ par rapport 4 la connexion
. ;oo 0
lingaire A,

Multiplions par g¥ et contractons en 7 et . :

. . N TR,
Dp<g‘/r; Rys) — Dp(‘g/(x R"F"‘ ovo ]{p._m‘o) — 2 AT oV R¥yon—+ 2 A*}kué’"l"n"fz = o.

Pk
v v

(%) Cf. K. CARTaN, Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 40, 1923.
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D’autre part Schrodinger et Bose ont calculé la condition d’intégra-
e

bilité de 'équation g~

;,== 0, soit

(1) R0 77+ r{")\a‘c g¥h= 0,
(ui apres contraclion en v el ¢, devient

() 87 Rivygy = &9 (Rgy + Q)
en posant

7
Py =0, A+ 0y A —a A0 A,
:

sans oublier que

by, =0 (%)

L’identité peut alors s’écrire, en tenant compte du systeme (10.5)

v
J— 4+

wv vy %3
g Rov+g7Ryy ). — (g ~Rag ) +gwdyy =0
A NV L

ou encore

3) O (G R, + G R,,) — G253 d, Reyo
WA f P2 2 o o Naj

/ " Y7
V—5 '

dy, V— & u N u, y
— (g™ Rpy+ G Ry, ) ="+ A-L!L G Rey=+ AL G4 Ry,

S
o h A7
+ G [0y Dpy — Ny By — Ay @y ] = 0.

2. Ezxpression de ces identités en fonction de la connexion
linéaire initiale L{,. — Nous utiliserons la relation déduite de (10.6)
qui lie les deux tenseurs de Ricci :

F
Rup(A) = Wor (L) — 2@ 23, 0,4 L g, 2252
9, 2 2 ¢__ &
L’identité devient alors
(4)  0u[GW Wy (L) + G Wyo(L)] — G249, Wag (L)
L AW W,,— G W)
+ G (0y By, — Al By — Aliy By3)
—0,(Guwa,, + gud,— g™ A A, — 23 9,50
+ - go .3(){,[(1’&3—— Ay A3— gap ! d,)-g_] =0

(®) [3), P 47-49.
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Ouvrons une parenthése pour calculer les termes en &0 :

i

= | I ~
04eF5— L Gasa), <g1.o‘ : ,)ﬂgra> =A

V&
et remarquons que d’apres (10.5) :
q q p

G

GN, Fo=gVv A,

1 - N
2+ 5 ‘zzl"m‘(()c A — i Ag)s

JsF

T= Gty Ag—dg Ay) — G52, Ag.

On sait que d, ¢ est identiquement nul, donc

g3
1){,( g—23; ) =0

)

d’on

4]
A, = god

L= ,)p[Az Ag— ') (d2 Ag— 03 31)]

— (A, "B+ Ag‘,i‘:,f“‘/») <31 Ag— ; (da Ag—dg Ax)) .
- Ecrivons maintenant expression totale (4) en posant
K=y (G Wy, + GWW,.) — G230, Wy
et en utilisant 'équation suivante :
(dy, @a‘(j)gx‘e =—10,34, g%
et les équations (10.5) :

Ko+ Ay (gw Roy — G Ryp) + Gov fbp.,-: "

1dyy—g

— 5 G (G Op+ 0y by — 2 BV E (Gt gredy)
2 St
I , 1
- D[ Af, Gov 4+ AY, Gua ]+ 0, [ A%, gow A, v ]
+ GEEA 0y A+ gAY, G384 A, g

+ G0, ( 3y Ag) — dy 1y Ag— d5 A,

— (82, G128+ A%, gar) (.‘\1 Ag— (0,25 — 05 Aq)> =o.
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Il vient alors par simplification :

I 1
K, Ay [gw (Ri,,,—c— ! (pp‘,) —gw ( Rup+ <1>r>]
— G M [ 9 AL, — o A%, ] — ATg A, (AR o — aT,598)
. .
g Al (B, — @y3)
1
+ GaB[Ay (0, Ag+dg Ay) + Ag(dg Mg+ dy A)]
n - -
— A, Ag[ A7, G+ ATGHE | =0
ou encore plus simplement : ,
(5) &Ky+ Ay [G¥ (R + Bp) — GYER,
— g AA,‘[,)E,, A%y —dy Ay — AL, Agy+ A7, A — 2 A, ;a] =o.
\/
Mais le dernier facteur entre crochets peut s’écrire
Dy Al — 0y Al -+ Ay As,— AZ, AG,
Oy Dby — 9y Aliy— ATy Ay Ajis AT, — 2 Ay Afg= Riyy, — Riyyy;
% . :
or la condition d’intégralité (1)
Rig0 87+ ﬁ"‘/.ap g%k = o,
qui entraine déja (2) par contraction en v et o, si on la contracte en p

et o, deviendra
gw R\AVP-P = g Rvp;

et le dernier terme de l'identité (5) se mettra sous la forme suivante :
A‘,}Z‘}""n R"P_' A)\g).v(ﬁ{ﬂ_,_ ‘I)('")‘

Les identités se présentent bien alors sous leur forme habituelle, en
tenant compte des équations de liaison (10.5, 6) équivalentes aux équa-
tons (I)

Ky= 0, (GHY W+ GWW,y) — G289, Wog= 0.

II. — IDENTITES DE CONSERVATION
RELATIVES AU TENSEUR PHENOMENOLOGIQUE Ti..

1. Remarques sur les transformations infinitésimales agissant sur

 Vintégrale d’une densité scalaire. — Considérons l'intégrale sur une
chaine différentiable C,

I =f130 d=, avec £2,=\/— g Lo,

L, étant un scalaire.
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Pour une transformation infinitésimale définie par -
2'p = xP+ Ep,
il vient
=g =0 (V=g%), dlu=(JL)¥;

donc

(V=g L) =2, (V=g Ly%e),

et la variation de I'intégrale I, si les £¢ s’annulent aux bords de G, est
nulle d’aprés la formule de Stokes; I est un invariant pour une telle
transformation.

2. Application au cas ouw £, est celui du paragraphe 7. — Si £,
dépend du tenseur fondamental g#' et d'un quadrivecteur ¢*, nous
pouvons expliciter sa variation

Y 920 Ty IL, . 9L,
0Ly = [d—va‘ —‘()PWS]BV +’)P(W 09‘7‘> -+ ng-" og™,

SiI'on suppose que les équations (IlI.2) du champ sont vérifiées, le
premier terme est nul; le deuxi¢me terme étant une divergence donne
une contribution nulle a la variation de I'intégrale oI et comme cette
variation doit étre nulle, 1l reste ,

9L,

ol = ogWdi=o0

“Jg 95w

quel que soit £¢, or

By =10 J, g — gb¥ d B — o d B

Y

et

L, .

dgw T T VT#E Ty =— By
d’ou

o= [ {0,[Bus (59750 + gu02)]
C
— &[Gy d{,gi“+ dy, (%Pvgw’—k ?5,,{, &)} dr,
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le premier terme donne une contribution nulle d’aprés la formule
de Stokes; le second doit étre nul quel que soit £, donc identiquement

Dy (G0 By 4 g70By) + By dy §87= 0.

s

Ce sont Ies identités relatives au tenseur phénoménologique des
équations du champ de gravitation asymétrique déja trouvées par

D. W. Sciama [18].

DEUXIEME PARTIE.

LE PROBLEME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS DU GHAMP.

INTRODUCTION.

litant donnés sur une hypersurface S, le tenseur fondamental g, et
ses dérivées premiéres d’une part, le quadrivecteur covariant I'y d’autre
part, le probleme consiste a déterminer en dehors de S, le tenseur fon-
damental et le vecteur T',,.

Ici, nous suivrons 'étude de A. Lichnerowicz ([4], p. 275 et suiv.)
faite dans le cadre de la théorie du champ unifi¢ d’Einstein classique.
Nous ne ferons que rappeler les théordmes démontrés a ce sujet ct qui
s'appliquent a notre cas, mais nous insisterons. au contraire, sur les
modifications apportées a ce probléme par les prémices différentes de
cette théorie. La principale modification réside dans le fait qu’a la

place des quatre équations 9, (j}t/‘J: o de la théorie du champ unifié

d’Einstein, ¢’est un systéme linéaire et homogtne en J“JTI*(:’T'P: 9, L}U‘vp)
que nous devons considérer. Précisons que ce systeme fait intervenir
les composantes du quadrivecteur T, de facon quadratique, ainsi
d’ailleurs que son déterminant, dont la nullité est liée a la condition de
normalisation du quadrivecteur T',.

Cette modification entraine que, contrairement & ce qui se présente

i&
en théorie du champ unifié classique, les dérivées secondes 9., G " appa-
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raissant dans les équations du champ, ne sont pas calculables directe-
ment en fonction des données de Cauchy, ce qui introduit évidemment
certaines complications.

Tout ce que nous venons de dire est valable dans les cas ot ni a2, ni F¢
ne sont nuls; nous examinerons en appendice les conséquences de la
nullité de o2, ainsi que celle de Fv.

Nous étudierons dans cette partic le probléeme de Cauchy, unique-
ment pour des équations de champ ne comportant pas de terme phéno-
ménologique supplémentaire.

CHAPITRE L.

ANALYSE DU SYSTEME DES EQUATIONS
DE LA THEORIE.

15. Unicité de 'expression de la connexion en fonction du tenseur
fondamental. — Nous avons déja vu au paragraphe 10 que le systtme
d’équations (I), ou équations de liaison, est équivalent au systtme

wy

(10.5) ST =Dy gW e AY gl A gui= o,
n 0 [
N 2 o 1 i
(10.6) Loy = AL, — ~gun (fe+/7)

[ I s = ~ | I 1 =
+ 3 0&‘4’1‘/(./""“.7") - 0‘35"11.‘,. <G/ h— ;.f’) )

or M. A. Tonnelat [3] d’une part et Hlavaty |20] d’autre part ont
montré que le systtme (10.5) déterminait bien la connexion en fonc-
tion du tenseur fondamental sauf dans le cas exceptionnel ou l'on a
simulanément ¢ = o, g = 2Y, cas que nous écarterons car pour l'inter-
prétation physique on se place dans le cas ot g est voisin de v (7). En
outre, il est évident qu'une fois A}, déterminé, L{, 'est dans tous les
cas, grace au systéme d’équations (10.6).

Les grandeurs définissant le champ sont alors le tenseur fonda-
mental g,,, le vecteur covariant Iy, et les constantes p, ¢ et 2. Dans
toute la suite nous supposerons «? et ¢ non nuls (¢f. § 11).

(7) Pour le cas ou 7 est positif ou nul, ¢f. les résuitats de M™> M.-A. Tonnelat [3] et
Kichenassamy ([ 21], [22]).
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- Dans la présente théorie, en tenant compte des restrictions que nous
~venons de préciser, ces grandeurs vérifient les équations '

(15.1) g+ fu=o,
(13.2) . gﬂl‘p[\,—p o= o,

e ; < N N 1 N 1 o P
(15.3) Wit L fo0 0l + g (0aly — 0, ) — - g (pat — gfeVy = 0),

dans lesquelles les L, sont considérés comme des fonclions du tenseur
fondamental ct de ses dérivées premicres définies par la solution unique

des systemes (10.5) et (10.6).

16. Probleme de Cauchy et recherche des données de Cauchy. — A
I'exemple de A. Lichnerowicz ([4], p. 276) el pour généraliser le méme
probleme de la Relativité générale nous énoncerons le probléme de
Cauchy de la fagon suivante :

Etant données sur une hypersurface S les composantes du tenseur
fondamental et leurs dérivées premicres ainsi que les composantes du
vecleur covariant I'y, les constanles p, g et «* étant supposées connues
et fixes dans la variété V,, déterminer au voisinage de S le tenseur fon-
damental et le vecteur I'y supposés satisfaire aux équations ( 15.1),
(15.2) et (15.3). . ‘

La surface S est supposée vérifier Péquation z'=o0 avec la condi-
tion &' £ 0.

Ceci signifie géomélriquement que S n’est pas tangente au cone C,
d’équation h,g dz* dzb= o.

Rappelons ici un théoréme de A. Lichnerowicz ([4], p. 276).

TutorkMe. — Au voisinage d’une hypersurfaceS représentée loca-
lement par z'=o0 et telle qgu’'on ait g'' = o, la connaissance des

i

" 2 . .
quantités gi;, GV, G est équivalente  celle du tenseur fonda-
mental gy, (*).

CororLatke. — Dans les mémes conditions la connaissance des

v s . . L.,
quantités d,gij, 0,GY, 0, G est équivalente & celle de la dérivée

© (®) Les indices latins sont des représentants de I'ensemble 1, 2, 3, les indices grecs
sont des représentants de ’ensemble 1, 2, 3, 4.
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d’indice 1 du tenseur fondamental, et de méme pour les dérivées
d’indice supérieur ().

Ce résultat étant acquis, cherchons a quelles quanlités vont se
réduire les données de Cauchy nécessaires.

En ce qui concerne le tenscur fondamental, nous avons vu que la
: K vh .
donnée de gij, GV, G étaitsuffisante. Remarquons que les dérivées pre-
. 4i e Lo bi )
mieres di gijy 0§, 0r G et par conséquent la combinaison 9, = F
hi 12
sont calculables sur S, localement a partir de la donnée de gi;, GV et G
II s’cnsuit que dans le cas général, les scules dérivées premieres du
tenscur fondamental qu'il faudra se donner sont les dérivées d’indice 1
A
suivante : d,gi; et 0, G,

En effet, montrons que si le quadrivecteur covariant I'y est donné ct
) 4
vérifie (15.1) et (15.2) sur S, 0, GV est en général calculable sur S.

Remarquons d’abord que la connaissance de & entraine celle de 9, g}!y,
et réciproquement, sur S, car Fi=J, (}l‘ﬁ ~+ 0y (Z’plvk, et les données de
Cauchy sur S permettent de calculer le deuxiéme terme.

Le systeme (15.1), nous 'avons vu, est un systéme linéaire et homo-
géne, si I'on prend les quantités & comme inconnues; son déterminant
est nul quand P'équation (15.2) est vérifice (1°). Or ici, F* est direc-
lement connu a partir des données de Cauchy, donc si certains mineurs
du déterminant ne sont pas nuls, nous pouvons déduire les F¢ des

¢équations (15.1). Voyons dans quelles conditions : pour p=4
I'équation (15. 1) devient

1 . -

ey Ferohtol'y+ Fh= o;
ce qui nous permet d’écrire pour =1
(16.1) Rl Fi= hial, 5,

Clest cette derniére relation jointe a la condition essentielle

(16.2) Rl %o

(°) On appelle indice d’une dérivée, I'ordre de dérivation par rapport a la variable z,.

() ¢f § 11

. INSTITUT HENRI POINCARE. — XVIII, 1. 3
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. . - ih .
qui nous donne la valeur de F/, donc de 9, G " sur S, soit

it ¥ ij
(16.3) Rl y )GV = hiaT, 0, GV — hbaT, 0, GV,

Si 22l est nul, F ' est nul ’aprés (13.1); les F' sont indéterminés.
La condition A%*T,5£0 sc¢ traduit par la condition suivante
1T, 0, f 5 o, sila surface S est représentée par la fonction f(z#) = o.

Ce qui signifie que le vecteur T, ne doit pas se trouver dans le 3-plan
tangent a la surface, si I'on veut que les données de Cauchy puissent sc
réduire.

En définitive, les données de Cauchy sur S se réduisent a

vi A 13
oV 2 — @=" ) )
Sipy Y G hgipy hGT, Ty L

si la condition (16.2) est satisfaile; ce que nous supposerons dans la
suite de cel exposé.

CHAPITRE II

DECOMPOSITION DU PROBLEME D’INTEGRATION
ET ETUDES SUR LES DONNEES DE CAUCHY.

17. Décomposition du probleme d’intégration. — Montrons d’abord
Péquivalence du systéme (15.3) avec le systéme suivant qui met en
évidence D'expression tensorielle K2 apparaissant dans la premiere forme
des identités de conservation

|-

(17.1a) Zi,=\\’z+% Jerg ' j— Yij(par—qfely) =o,

(UT.1b)  Ziy= Wi+ g (98— ;T0) — ~3i(paz— qfeTy) = o,
v V] 2

(17.1 0) Z“,= \V[,@"f‘ q (f)il",-—— ()g,]‘i) — %gsii(px?-—qf{«l‘r,) =0,
\% \% -

, , S 4 8
(17.2) Mg=hk;+ %jﬂ'ag Lol +q87 Fou+ o.p<p“’—qnga(s)=o;

IS

~

ou
Fyn= 0y I'y— oLy

Or nous savons que

' i Y
Mi= - (g™ 2+ 8" Lyy) — ;o(,glﬁZag

[
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ou encore

4 i i\;lr | a"?'v 13,
Mg = (g LZow+gVilg ) — N & Lag+ 8V 1Leg ).
2 — v

Il est alors évident que si le systeme des équations du champ Lyy=o
est vérifié, le systtme (17.1, 2) le sera aussi. 11 nous faut démontrer
la réciproque. Le systeme (17) étant supposé vérifié, montrons
qualors Zeg=0. Or les équations (17. 1) nous montrent déja que Zy3 = o

\

et Zijj=o; il suffit donc dc prouver que les équations (17.1, 2)

entrainent aussi Z,, == o.

Sil'on tient compte de (17.1), (17.2) peul s’écrire
My=g"2,,— 3} (gh—in,i-f— S gt z,,,,) = o,
considérons alors le cas p =4 :
(17.3) Mi=lgWZy=o.
Donc Z,, = o, puisque g, £ o.
Le cas p = ¢ entraine
('17.4) M}:g“Zi_‘: o, donc Z; = (U

ce qui démontre bien I'équivalence.

Si nous écrivons 'équation (17.2) explicitementl, il vient

N ) ) w‘ . 1 .’\ 1 if . 1,

(17.5) M.:f=l\,{+%j“rg<g—lgl,+;a—)——;gv[‘i[——-;q-:o,
. - . e v

(17.6) M} = K} + %fﬂq(g l,-I‘V>+ngF,-,-=0.

Or un théoréme de A. Lichnerowicz valable ici si gi—il‘,». I'y n'est pas

nul ([4], p. 277) montre que K; cst obligatoirement de la forme
suivante : '

Wi

: i i n
: 4 eV et 5/ "
Ke=1 p[o”i/, y G, kg RG T, G T, Mg

3 vh 2 Ak
G, G, 0 gify G, dukgijy InG T |,
donc K} est fonction seulement des données de Cauchy et de leurs
dérivées d’indice zéro sur S.
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Ce résultat est obtenu en utilisant le systéme d’equdtlons (15.1)

afin d’exprimer les d,,gv en fonction des d; G J‘VA et ()kg," (ce qui n’est
possible que si £7*T,5£ 0), et aussi en utilisant la premiere forme des
identités de conservation.

Mais nous voyons ici que dans ces conditions M dépend encore de f©

donc de d,.glc par I'expression Q,ﬁ [T, f°Is, or cetle expression est
calculable en fonction des données de Cauchy grice a I'équation (15.1)
el devient
G o = — a2 0,5

S1 nous remplagons. 2T, f°I'; par cette expression dans les
équations (17.5) et (17.6), ces équations ne font plus alors intervenir
que les donncées de Cauchy sur S et deviennent simplement sur S des
conditions auxquelles doivent satisfaire ces données de Cauchy.

Ecrivons le syst¢eme (17.1, 2) sous cette forme nouvelle :

('17‘7) Zii=0, Zi/= 0, Z”: [
- Vv

L%]
(17.8) qlaf +Qé"/[‘rv+ Oo(POt-—ng l‘w-;):n.

Remarquons, de méme, que, dans le systeme (15.1), (13.2),
I'équation (15.2) ne fait.intervenir que les données de Cauchy et peut
étre considéréc comme unc condition a laquelle doivent satisfaire ces
donndes sur S.

18. Théoréme de décomposition. — Nous pouvons alors démontrer
le théoréme suivant :

Etant donnée au voisinage de S une solution (gu, T,) du sys-
teme (17.7) et (15.1) quivérifie sur S les équations (17.8) et (15.2),
Uensemble (g, Uy) vérifie (17.8) et (15.2) en dehors de S & cond:-
tion toutefois que Fv ne soit pas nul sur S.

Montrons d’abord qu’une solution (g, I;) de (15.1) au voisinage
de S, vérifiant (15.2) sur S vérifie encore (15.2) au voisinage de S.

(18.1) s’écrit

1 ad
—3"('1‘9 —I'y+ Fb= o.
Ay
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Puisque ces équations sont vérifiées au voisinage de S, la dérivée du
premier membre par rapport a la variable 2+ est nulle sur S :

wy

éd;,(ﬁ"r‘l‘gg‘—l‘o +Fr=0

ou
w

I ~ I Louy

Or, ', n'est pas nul, car «? le serait, ce que nous n’avons pas supposé;
il est donc justifié d’effectuer une multiplication contractée par Ty, il
vient

. 1 oy 1 Y .
(18.1) Lp(dF6) <ﬁ5’— Pyl + r) =— a—ﬁ@]*g()¢(|~ph,,~—l \,)

B

mais sur S, Péquation (135.2) est vérifice, donc le premier membre
de (18.1) est nul et

it
(18.2) .'J".’JI‘H()&(I‘pg—F.,) =o,
or (15.1) nous permet d’écrire sur S;

1 ey
LI
Fo=— ;50‘1‘0—5’ r,.

Fe n’étant pas nul sur S, nécessairement F7T, n’est pas nul non plus,
donc (18.2) devient

%G wy
S § S
& ["7]‘P~ ()4 l“f’ & ! v) =0

ou encore

%G uy ad wy uy oG

&1, T50, ( g‘—l‘y'l“,> & o PPyl — g Iy I, d Ty =0

et puisque nous avons supposé¢ dans celte partie, «* non nul, ceci peut
s’écrire plus simplement

(18'3) (]4(‘4,75’-"[‘9’ I\,):().

L’équation (18.3) est valable sur S et signifie que I'équation (13.2)
valable sur S est encore vraie au voisinage de S, a condition que F* ne
soit pas nul sur S. Elle entraine d’ailleurs que &+ n’est pas nul non plus
dans le voisinage de S.

Ce qui démontre la premitre partie du théoreme.
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Au voisinage de S, l'ensemble (g, I;) vérifie donc le systéme (II)

etl’on peut en déduire un ensemble (g, L3y) qui vérifie les identités de
conservation (14.3) sous leur seconde forme :

1
n o+ = 743 2,§*3=0

ou encore
(18.4) 00N+ ;) + L Zyg 0, GaB = o.
Or

i v S 24
M, = <g‘Zp.,+ gV 7“,,?,> — 5% <,,"'—‘I,a3+ oV Zw)
et pour une solution de (17.7) au voisinage de S, on obtient
i it | . Wk
My=g"2;— -8 (8% 2o+ Tu),
M = gQZ,,\,.

En utilisant les équations (17.3) et (17.4) équivalentesa (17.8) afin
d’éliminer les termes en Z,, il vient

M= gt M a".<M'; + g M,”‘),

B
b
~

Portons ces résultats dans les identités de conservation, nous
trouvons :

d’abord pour p =4

it ij
& & M & AL
DM+ 0 S M+ S O

o)
|

_ 1 @b
-+ M} ! [()’p‘/—'éf—’—?()j( M)—f-d;;%]

V—g¢ v
I alj 4
v— gl 5 &

'\?'3%

|

>
=

puis pour p = j :
i_k
I — 9, M+ % (M5 — 9, M} )

d; g+ . — & i I

—z glsk
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Les fonctions intervenant dans ce systeme différentiel sont toutes
régulidres. Par suite pour des données M, nulles sur S, il n'y a pas
d’autres solutions que la solution nulle. C’est-a-dire M=o en dehors

de S.
Le probléme de l'intégration locale des équations du champ se trouve

donc ramené a la recherche de données de Cauchy vérifiant (17.8)
et (15.2) puis a 'étude du systeme (17.7) et (15.1) pour de telles
données.

19. Etude des conditions sur les données de Cauchy. — Nous sup-

Ak l.
posons toujours que nous nous donnons g;, ¢ - C‘;’f, 0. 8ij, 0.6 sur S

ainsi que le quadrivecteur I'y, mais ces quantités doivent vérifier les
équalions suivantes :

Wy

(19.1) Ki— gl ft +9£/Fw+ é(pa-—qszv Fae)—o,
(19.2) g l'gl‘-,-i— %2 = o.

oi Fy,=9,I'—0d,I'y, comme plus haut ct toujours avec la condi-
tion ¢ £ o. '
Le systtme d’équations (19.1) se décompose comme suit :

v N B T
(19.‘3) ;(.';' l‘,/=—- I@f—-—;[\i —Q—EPC(‘EAI,,

/
(19.49) & Fy=T1 —;l\l = (.
On voit immédiatement que, pour que le systeme (19.4) soit possible,
il faut que I'équation suivante soit vérifiée :

('19")) g"/ (F,'f"— éK;‘) = 0.

Or le systeme (19.4) considéré comme un sysiéme de irois équalions
a trois inconnues F,, (avec r <setr, s=1, 2, 3) a un déterminant nul
et (19.5) est la condition suffisante pour que ce systéme soit possible,
donc indéterminé; il se réduit donc & un syst¢éme de deux équations
auquel on peut adjoindre I'équation (19.3). Pour ce nouveau svstéme
le déterminant est proportionnel a

12 43 A1 "1 2
\

Dgg+gg+ g =
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Les Fi; sont donc déterminés en fonction des données de Cauchy
sur S dans le cas ou D est différent de zéro, c’est-a-dire si dét(f*8) =< o.
Ces expressions explicites sont :

ks - Kk I
(19.6) DFii=s,~,~k[g <l‘_vf”—§K_\v>+g'V<;pa?—l‘4f’*+ 61{:)].

Si nous formons la divergence du vecteur ¢/F;; qui est nulle
puisque F;; est un rotationnel, il vient

(19.7) ~ eUkFy0kD = a0 f's + Ay fk + g S [y F

+ fRl o fr— éf"“'!)/;K.':.—}- hgr Ay,

Eliminons T';; et ;_]”"‘SF,,.,c a P’aide des équations (19.3) et (19.6) :

J;D
D

(19.8)  (frra,+ frhAy) = a,d,f"5+ Ayd, frr+ fr A,

+ freT, 0, fr— :7 S50 Kk + 719, A,

Cette équation ne dépend que des g%, de leurs dérivées premiéres
et secondes sur S calculables a partir des données de Cauchy déja
précisées, des I', et des dérivées d’indice zéro de T',.

Les équations (19.2), (19.5) et (19.8) nous fournissent un systéme
ne comportant comme inconnues que les I'y et les dérivées d’indice
zéro de T,. On pourra donc se donner T, sur S et ces trois équations
permettent d’en déduire Ty, I et T;.

CHAPITRE IIL
INTEGRATION DES EQUATIONS DU CHAMP.

20. Introduction et rappel d’un théoréme de A. Lichnerowicz. —
Ayant maintenant choisi des données de Cauchy vérifiant les condi-
tions (19.1) et (19.2), nous voulons étudier 'unicité de la solution des
équations d’évolution dont nous rappelons la forme

(20.1) &I—gfpl‘ggﬁra+fp'=0,

(209) Zi/= o,

(20.3) Z;,=o.
v
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Nous supposerons toujours ici que les équations de liaison sont
vérifiées par la connexion et le tenseur fondamental; ainsi la connexion
linéaire est a vecteur de torsion nul.

Pratiquement, nous montrons que les dérivées d’indice 2 du tenseur
fondamental (sauf quatre) et les dérivées d’indice 1 du quadrivectear I'
sont calculables sur S, a certaines conditions que nous préciserons.
Nous en déduirons 'unicité de la solution dans le cas analytique.

En vuc de ce développement rappelons le théoréme de A. Lichnerowicz
sur une certaine forme de changement de coordonnées ([4]), p. 279) :

Le changement de coordonnées z" — z*+ % [¢™) (2f) + €],
o ¥=0» numériquement et oi & —o avec x'

1° conserve les valeurs numériques des coordonnées de tout point
de S et les données de Cauchy;

2° conserve les valeurs numériques sur S des 0., gijet di, 9"{/’,

3° permet de donner auz 0, 9’—' des valeurs arbitraires sur S.

On en déduit immédiatement que le tenseur de Ricci Wyg qui
s’exprime c¢n fonction des gy, des gi\? et des g’ﬂ ainsi que de leurs
dérivées des deux premiers ordres (cf. théoréme et corollaire du
paragraphe 16) ne peut contenir de termes en ()“g‘;", car sur S, dans
le changement de coordonnées considéré, on a

\Voc’(ﬂ': Wa;’iy

puisque W3 est un tenseur, quel que soit ¢ évidemment. Donc W,z
ne peut contenir de termes en d;, 9’,’1?5 qui prennent n’importe quelle
valeur dans ces changements de coordonnées; W,g ne fait intervenir
comme dérivées d’'indice 2, que des termes en d,, gij et en d,, lev"

Ecrivons alors les équations (20.2) et (20.3) sous la forme de
congruences modulo des termes qui sont directement calculables a
partir des données de Cauchy :

\ P 3 k4
(20.4) Wy dLf; e~ A,'A/{()u &ri— Bijrdin GV ~ o,
(20.5) : Wi Ly + - 0L~ g, T

\ V2 2 -

Nous voulons montrer qu’il est possible de calculer d,,gij, d.,GV
et d,Ty en fonction des données de Cauchy, a laide des équations
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« . i4
(20.1, 2, 3). Pour ce faire, nous montrerons d’abord que d“@}Vk
s'exprime en fonction des .1 grice a (20.1), puis que Wi, a l'aide
des équations de liaison peut s’exprimer en fonction des inconnues

0.6V et 9,1}, donc en vertu de (20.1) Péquation (20.5) devient

ij
un systéme ne/ comportant que les inconnues d,T; et ¢,L};; on en
déduit sous certaine condition, que les 0,I'; sont calculables en
fonction des 9, L,"l. et par conséquent aussi les d,, gri\}.

Ensuite, a I'aide des équations de liaison nous montrerons que
les .. gij sont calculables en fonction des d,L;; et des 9., gf"\? (c’est-
a-dire que la matrice A/ est réversible, sauf dans un cas particulier
étudié par M™* Tison) donc en fonction des d,L/; seuls si nous tenons
compte des équations (20.1) et (20.5).

Enfin 1'équation (20.4) montre alors que 9,L;; est connu direc-
tement en fonction des données de Cauchy, donc d’apres I'étude faite
les 0 gij, 0T et 0., gl\/ fonctions des seules inconnues d_iLl.*/., sont
aussi calculables en fonction des données de Cauchy sur S, donc
continues a la traversée de S.

Remarquons que d,T', est calculable grice ala condition de norma-
lisation (15.2), conséquence de (20.1) si f* est supposé non nul,

921. Relation entre les 0, (ji\& et les 0,T;. — Le systeme (20.1) qui
nous permeltait de calculer les (),r.gi\‘?' en fonction des données sur S
[¢f. Véquation (16.3)], devient par dérivation par rapport a la
variable 2%, en utilisant une congruence modulo des termes qui
dépendent uniquement des données de Cauchy :

3 L% g i o4
(21.1) £21,00,6Y ~ (50 g2 — F162) 0,1,

ou encore
w13 iv 4B .
= 9«]“,‘(g—g——g—g—)Far)',l 8:
mais la condition de normalisation sur S nous conduit au résultat
suivant :
uv
& TydiTy ~o,

(21.2) o~ o
8 F\,()/, FJ, ~ — g‘[‘«,l}i 1‘/‘,
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(21.1) devient alors

it

(671) 0 gV ~ {2 (5151 — 53%) — g™ (316 — 54 4) | 1oy,

C’est une relation entre les dérivées inconnues m glf et 0,T; qui
nous sera utile par la suite.

En tenant compte des équations (15.1), (21.1) peut s'écrire plus
symétriquement :

i
(21.3) ()20, GV ~ — ai Feoly[hii(T+)?
- AU — L PITY— QS TITH ), T,
a condition de poser .
To= hueTy,
. . { . .
Pour pouvoir déterminer les 9, GV, il faut et il suffit (ue nous ayons

(21.4) I o

(condition que nous avait déja imposée le calcul des 9, glvk)

22. Expression des W ix, en fonction des 0,TI'; et des 0, Llf‘/. seuls. —
¥ v

a. Relation entre les L,(’l,, et les 0,, (31\/7. — Rappelons que

. 1
Wi~ Ly + = 0, L?,
v \/ 9 w

. . . it
et cherchons d’abord Iexpression des 0, L;:o en fonction des 4,, Ggv.

Nous savons que les équations de liaison entrainent Pégalité sui-

vante (10.8) :

LI'PO = ,_I__ <I)1' V— & +

qui devient par dérivation par rapport a la variable z' et modulo des
termes ne dépendant que des données de Cauchy :

')aL?_PN _-_gij()r.ﬁf:
en effet 0, F+ (= — 9;F") est calculable sur S en fonction des F qu’on
peut connaitre par (15.1), or
je Jh
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et nous pouvons donc écrire

1
3y—g

b. Relation entre les J,L;, et les 0., (3,':}. — Clest 9, L}, qu’il nous
Y Vv

i
(22.1) PRIAN -

faut maintenant exprimer en fonction des 0,4 glvi et des 0, L}j, sachant
que les équations de liaison sont vérifiées :

G~ — 9, Ly, G —J, LYy, Gih — ) LE, G
— L, G ()aLfr, g,

D GH o~ — 9 Lf, G — 9, LY, GM — 9 Lt gH
— 0 L4, GM 49 LY Gri — 3 Tt

(ces équations sont déduites des équations de liaison par dérivation par
rapport a la variable z*, et pour un indice de dérivation covariante égal

a4).

En retranchant ces deux équations membre & membre, on obtient
29 4 ) U ) L, G — . L, @it LY, @it
(22.2) 3 GV~ by gl — Al g — LG
ih .
+ i Lj, Ghiv 2GV I, L],

Ecrivons, alors, les deux congruences suivantes déduites des équa-
tions de liaison :

(22.a) DG o — A L Gl — 9 LYy, G — 0, Ly GY
— DLl G4 — GHa L,
(22.6) DGt mo — Dy Lhp Gt — D L, Gl — 0 L G
— D Lh, G+ Gl a, L,
Multiplions les deux membres de la premiére équation par G4, les
deux membres de la seconde par G# et retranchons, il vient

. . . i@ ihChh
(22.3) DLy G — 4Ly G4~ — AL, g'g g? g

in @ uh 2wi @M
g; g’""‘?f"?” +Ti,

g“

ot T; est une fonction linéaire des d,L}, (**). Ceci nous permet

3
_ I)J, L]l/,
V

(1) La lettre T désignera toujours par la suite une expression qui dépend des données
de Cauchy et linéairement des d, L} ;.
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d’exprimer les deux premiers termes du second membre de (22.2).
. . : . it
Il reste a écrire les 9,L/;, d:L;, et d,L]; en fonction des d., Gv, or
DG~ — i Ljg GM— 0y Ly GH— 9 Lk G
— L}, G+ Gh o L
d’ott 'on déduit
20, L, ~ o, I‘:Zp 4+ 2Ty
Si nous reportons a (22.1), il vient

it
di G Y

f 1
(22.4) Dilgy~ & 8k — -+ Tk,
ke T
e
(22.5) DLy~ LS SN

w 8kj
677 V—s
Pour calculer 9,1/, considérons I'équation
04jGH ~ — D Lk G — 9 LS, G— 0, Lk GV
— 0Ly G¥ 9,15, G,
qui nous fournit le résullat suivant <en tenant comptle du fait que

L], = EPEL4=0) :
\Y Y
Gy, Ll ~ g,u<_ LG, 4+ 0L, — 9 LY 4+ 0 LY+ 04 1,;(,,>+ T
- - Vv - \4 —

soit, en utilisant la nullit¢é du vecteur de torsion de la connexion
linéaire L, :
(22.6) GMI LY~ T.

. . . ik
Nous sommes maintenant en mesure d’écrire la relation entre d,, GV
et d, L';.\; en portant les résultats (22.3, 4, 5 et 6)-dans (22.2); il vient

alors
4 i 1 ih ol ohh . ohi oht Jh
(22.7) 3GV + g 29V — 202 2 ) &nj0unG
S
ih GG GriGn , .
~ (2&7,—_ -""—“—,Tf’—%—>')khﬁz+ T'i.
8 Y
g s . AT . i .
c. Possibilité d'exprimer Wi, en fonction des 0..¢V. — Si ce
v

dernier systéme est réversible, I’équation (20.5) devient

‘1’(04%‘:}7@) — gl ~TY,
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ou ® dépend linéairement des 0,6V et T" des 0, L;,. Etudions donc
la réversibilité du systéme (22.7), c’est-d-dire le déterminant de la
matrice
. v e N R
88 8’8
gt s*

Ce déterminant sera la somme

iv N4

d’un déterminant A ne comportant que des ﬁih:gL”~ 5_—?7,—:;
gbl‘
is fhi
d’un déterminant B ne comportant que desfgf
de trois déterminants C comportant une rangée de /i et deux
iv £l
rangées defg/

. . iv fha
de trois déterminants D comportant une rangée de’ gf et deux

rangées de hi%

On sait que le tenseur de V, associé a hit est hy, or le déterminant
de la matrice des A, est le mineur de 4,, donc égal & AL/ supposé

différent de zéro; le déterminant de la matrice 4é* est donc égal 7 h’~ -
hin

Ny
Remarquons d’autre part que lous les mineurs du déterminant de

Le mineur de 4% dans la matrice des Ai* s’écrit, par conséquent

. 1 fht .
la matrice (f ,j: ) sont nuls comme déterminants d’ordre 2 dont

les termes sont des produits de la forme a?b".
Donc le déterminant B et les trois déterminants C sont nuls.

Les trois déterminants D ont pour somme

fiv e Ry,
g hhv
11 nous reste donc

1 . T
= T (A3 = fib [T i)
on reconnait alors I'expression (2.2) de y*' en fonction de /v et de fi:

R
A=y

Le systéme (22.7) donne donc une expression des d,1.;, en fonction
i % .. . . v
des 0.,¢V a condition que y** soit différent de zéro :
(22.8) \ V¥ £ 0.
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A cette condition le systeme (20.5) peut se mettre sous la forme
suivante (sauf si 2T, =0):

(22.9) Clol; ~T,

st Pon utilise 'expression (21.4) des 0., g/i\e en fonction des 9,I;.
Les C/ sont fonctions de toutes les données de Cauchy et par consé-
quent la condition que le déterminant de la matrice des G/ soit
différent de zéro entraine une inégalité supplémentaire a laquelle
doivent satisfaire les données de Cauchy relativement a une surface S
d’équation 2 =o ('?):

(22.10) dét (Gf) # o.

Il s’agit d’un nouveau cone caractéristique.

Si cette condition est satisfaite, alors on extrait les d,L; du
systéme (22.9), puis d,I; du systeme (21.2), et enfin les 0, gfv du
systeme (21.4) et Pon obtient les expressions de ces quantités, linéai-
rement en fonction des 9, Ll."/..

23. Expression des d,.g;; en fonction des 0,,(}V et des d,L/,.
Montrons maintenant que les d,;gi; sont calculables aussi en fonction
des d,L;; a l'aide des équations de liaison :

D&~ WLl grj+ L g+ DLl guj+ i L g
2 I .
+ 3 88— 5 8ij & S

Nous montrerons d’abord que les d,,gi; sont fonctions linéairement
des (). L:/ et deS ()1,:. g;

Remarquons tout d’abord que

i
\

. 1 -
()aJPN d, 3 v,

or
_, . ih
,Fre~ o0 et WFin d GV,

donc

1

ik
D, fo o 87 0uGV.

('*) Voir 'appendice II a la fin du chapitre.
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Donc nous pouvons déja éerire
(23.1) f)r,/,gi,'r\l d/,Ll(lkg/,/'-}-():,l‘I{’jgi/L-i- S,

it

ou S est une fonction linéaire des 0., GV ct des 0, Ltf”/-, car nous avons
démontré au paragraphe précédent que d;L;, et d,.Lf\; élaient des
fonctions du type S (1?).
Ecrivons de nouveau les deux équations (22.«, 6) dont une combi-
naison nous a permis d’climiner les termes en 9, I/, et 9,1/, dans
. ait |
Pexpression de 0., ¢V ¢ ‘
(22.a) D GH o — DLy Grh— Dy Ll GAr— D, LY, GV
' — ALY, G 4 9 LE, G,
" 2 /14 1 h EN Yoo h I o4
‘ (le) ()[,/'9«/“ ~ - l)-,l;,l‘/' g’ b — ()/,L/',-%//“ — Iu'l,/'(z;‘”

— (hL}@ Gl 0, Lr},.(j,/“'

et formons une nouvelle combinaison (indépendante de celle du para-
graphe 22, si bien que (22.3) et (23.2) seront indépendantes) qui
mette en évidence les termes en L et L}, qui apparaissent dans
Pexpression des 0., gij. 11 vient, en faisant entrer dans une fonction S;;

tous les termes qui dépendent linéairement des 0,4 g}l\? et des 0, ij :
(23.2) g* (o, LY &hj+ d¢L{f;gi/z) ~— daL{l,-g"’g/z/— l)aLfl-/g’"‘é’ih-F Sy

Tl restc maintenant a montrer que les d,l.. sont des fonclions

lingaires des d,L}, et des 0.4 fﬁ, or les équations
17 (} q
’)’vké’ii ~ d@Ll{l'/cg/l/‘—l— t)@LQ ‘gih+ ()',L;‘kg,l,,/‘—i- d/;L/,; i &
7 J
2 T

+ 3 8k 8udi [T 3 gij&kroi "
permetlent d’écrire plus simplement :
(23.3) 0ukgij~ O Ll gnj+ O Lk gin+ Siji.

Clest, au lerme en S;jx pres, un systeme semblable a celui que
considere A. Lichnerowicz ([4], p. 285 : ¢quation (91.3)) et le
probleme de la réversibilité a été résolu, suivant la méthode de

(13) La lettre S désignera dans la suite des fonctions ne dépendant que des données

i
de Cauchy et linéairement des d,,G" et des 9,L};.
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V. Hlavaty par M™° Tison ([7] chap. V, § 27 a 30) qui trouve les

conditions suivantes :
(23.4) 297 — g8 # o, £ o,

Si ces conditions sont rdéalisées (la scconde condition n'est pas
nouvelle ct a d¢ja été imposée, dans cette théorie, par la réversibilité
du systtme (22.7)), il est alors possible d’exprimer les dérivées o, 1.,

//

sous forme de fonctions S;; le systeme (23.2) joint au systéme (23.1)

montre que

k4
3 K 13 s
(23.5) l)/,,/,,gi/"\/ b:/'\' Dl'rl'v()/,L,~_\-+ E[,’kd!pang.

24. Détermination des dérivées successives du tenseur fondamental
et du vecteur I'. — Les scules équations du champ non utilisées sont
les ¢quations (20.4)

. Wi~ di L~ o,

Si nous les supposons satisfaites, d,L;; est fonction des données de
Cauchy sur S, donc connu et si aucune des conditions

[ p— b — . |7 A —
(g'h=o0, Y=o, 2y7M—ggt=o0,

24.1) .
(24.1) l dét|C/ | = o, I'"=o0

n’est vérifiée sur la surface S d’équation z'=o; alors le systeme (22.9)
(déduit des équations du champ (20.5)) permet de calculer 9,T;;
puis (21.4) donne 9d,, 91\;’ enfin le systeme (23.5) (déduit de (20.4))
fournit Pexpression des d.,g:; en fonction des données de Cauchy.
Accessoirement, 0,I', est déterminé par la condition de normalisation.

Tous les systtmes considérés sont linéaires par rapport aux
inconnues, et leurs formes en tant que congruences, seront invariantes,
par dérivation relativement a z*, si l'on considére comme nouvelles
inconnues : uusQijy asa givﬁ, 0.4 et si 'on remplace les ancienncs
par leurs valeurs maintenant connues cn fonction des données de
Cauchy. Par dérivations successives, nous pouvons ainsi déterminer
les dérivées de tous les ordres du tenseur fondamental et du vecteur I
relativement & 2* sur la surface S.

Ainsi 4 la traversée de I'hypersurface S (z*=o0) eta condition que
sur S, aucune des égalités (24.1) ne soit vérifiée, les dérivées succes-
sives du tenseur fondamental et du quadrivecteur I' seront connues,

INSTITUT HENRI POINCARE ~— XVIN, L 4
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a DTexclusion toutefois des d,, G qui peuvent prendre des valeurs
arbitraires sur S, mais leurs discontinuités ne sont pas intrinséques et
peuvent étre annulées par un changement de coordonnées admissibles,
grice a la structure différentiable de V,.

Donc, tout au moins dans le cas analytique, nous pouvons énoncer
le résultat suivant :

En théorie élargie du champ unifié d'Einstein, le probléme de
Caucly relatif aux équations du champ :

l/ AR A A ? 1 9 v
(20.2) =Wy L fer Dl qFi— = gi(paz— g /e1y) = o,

(20.3) Z;,=W; +qFu—

\ \Y

gu(par—qfely) =o,

|-

auzxquelles on adjoint les équations aux 1" :
(20.1) %fﬁl‘pgﬂl‘a-kfp-:o

et aux données de Cauchy :

‘;‘/i a"l (_aI"_Z‘ A
8ijs g y 9, [)igiia ’)'t(l* » lp-

portées par Uhypersurface S (z'=o), satisfaisant sur S aux

conditions

. v I *8
(19.1) K'l;-—ql‘pf*+ngva+Eo(,<pa'l—qgv Fag)=o,
(19.2) sy ly+a2=o,

admet une solution unique @ un changement de coordonnées admis-
stble prés si et seulement si les inégalités suivantes sont vérifices :
v £ o, £ o, 2y — gt £ o,
dét (Gf) Zo,  TIio,

dans le cas ot q el a* ne sont pas nuls et otu ) est différent de — p.

APPENDICES A LA DEUXIEME PARTIE.
I. — DETERMINATION DES C/.

. . i .
Pour exprimer d’abord d,L;, en fonction des 0., GV, il nous faut
' \

chercher le tenseur associé au tenseur symétrique

his ple fiifh/«

il = ik — = -+ o
h h

. is fhi
= Qi+ “/T;fr' .
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Calculons d’abord les mineurs du déterminant @ de la matrice (aé*);
ils seront formds :

. . .k
1° d’'un déterminant ne comportant que des A%, soit 7&7"—2’7 sa valeur;

2° d’'un déterminant ne comportant que des f%%, nul;

3° de deux déterminants comportant une ligne de /4 et une ligne

de fih‘f/z-'»

htt

dont la somme s’écrit

7S
Cirkjst g S S

Ainsi, le tenseur associé & «i* dans V? s’écrit, sachant que le déter-
) ]
. . . &% !
minant de la matrice @é* est Y—
h(hvv)?
/Liiv . - ,
Y (lli/»-c- h S[,‘kij//l,""'_//"’fl'>;

ce qui permet d’écrire I'équation du champ (22.7) sous la nouvelle
forme suivante, a condition que y'* ne soil pas nul :

A— ik .
V—g o L\‘; ~ (hij+ hegpejorhrs foo f10)
=<

Il faut wmaintenant remplacer les d., gl par leur expression en
fonction des 0,I'; donnée par le systeme (21.3) :

NI it £hb — phv £4 m ,
()‘”%V —+ 6(//"—!— ‘——f——f'> g/un()A'b(;}” v ) +T;"

hiv

&

S

ik | Y A58 X2 WA YE0 ey YL
L)”g/v ~ — ;E 3'{‘[‘(1 (/Ll/-l— >()J,l‘/’;

(r-z '+

ce qui nous fournit 'expression complete des C/ :
i 1 hit .

Cl = — = Fely, [\7‘— (hin—+ heikensihrs fri Fin)

2 1 ]ln';‘fm:’uv__ hm’n'/‘ni 1
> <§ o) + 6 Smh <fnm+ 'W"_ - 6 Sih

> ” /X33 NA VI R DT o hisT o
oD " —q9; -

Dans le cas considéré ou ¢ est différent de zéro, cela revient a dire
que les données de Cauchy sur S sont telles que ¢ ne soit pas une
valeur propre pour le déterminant de la matrice C;/ = C/ + ¢4/ (dont
les termes sont indépendants de q).
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II. — PROBLEME DE CAUCHY
DANS LES CAS PARTICULIERS MIS EN EVIDENCE
AU PARAGRAPHE 11 DU CHAPITRE 1.

Iitudions d’abord les deux cas particuliers qui se présentent quand
on suppose que la constante a* est choisie différente de zéro.

1. Le cas ¥ = o. — L’équation (1I.1) du paragraphe 11 :
7\=—P+%:f.f’l‘p

montre que dans le cas o F¥ est nul, 7 est une constante et par suite
la normalisation de I'y obtenue par la variation de A n’est plus vérifiée.

Les équations du champ s’écrivent alors
T A l 0
Wuy+ q(dul'v—d,1'y) — SPEswm=0

c’est, au terme en gy, pres, le sysieme des équations du champ de la
théorie du champ unifié d’Einstein. Le probleme de Cauchy dans ce
cas a été étudié et tous les résultats sont valables ici.

Pour que la surface S d’équation z*=o ne soit pas une variété
caractéristique il faut et il suffit que, sur S, aucune des égalités
suivantes ne soit vérifiée :

A — & . LV} — b
ILM—(), érérh_)'x{(u_u, Y’“"O‘

2. Le cus g=o0. — L’équation (I[.1) entraine toujours que le
quadrivecteur T', n’est pas normé, et de toutes maniéres, il n’intervient
pas ici, dans les équations du champ qui s’écrivent

1
Wyy— 5 P gun= 0.

Le quadrivecteur f% n’est pas restreint, il nous faudra donc prendre,
sur S, les données de Cauchy suivantes :

ahy Ak Y YN
8ij, 9, g-, A8y, WGV, G~
Les identités de conservation sont les mémes que celles calculées au
chapitre IV de la premiére partie; il suffit de prendre ¢ nul.

Le théoréme qui s’en déduit concernant les

M;, = K’:r: + - 8 pat
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a savoir, le fait que les M; s’expriment uniquement en fonction des
données de Cauchy reste vrai ici puisque les d, g,i\f sont par hypothese
des données de Cauchy. ‘

Les équations se séparent donc en deux groupes ct le théoréme de
décomposition (18) reste vrai.

Pour que la surface S d’équation 2'=o0, ne soit pas une variété
caractéristique, il faut et il suffit que, sur S, aucune des égalités
suivantes ne soit vérifiée :

It = o, fgt — oyt = o, =0,
dét| €Yy | = o,

sans oublier que les C;; considérés ici s’écrivent

C;',i = {—f;—: (Rin+ hsi,qcsmzil’""’f“"fl")
> (§- ¥ + (1, &mj <f”"‘+ W)) — fl_i Sij-
Etudions maintenant les cas particuliers qui peuvent se présenter
quand la condition a*= o est satisfaite.
En portant les résultats du tableau du paragraphe 11 dans les
équations du champ, on voit que tous les cas se rame¢nent 4 l'un ou a
P'autre des deux cas particuliers que nous venons de considérer.

TROISIEME PARTIE.

EQUAT]ONS APPROCHEES DU CHAMP.

INTRODUCTION.

L’idée premiere ici est de mettre en évidence dans les équations du
champ écrites sous 'une ou 'autre forme

() Zyy=Wyy+(p+ 1) Iyly 4+ g (dpI'y— o, Ty) + é a? gy = 0;

ou
(ML.1) Zyy=Wyy,+(p+1)TyTy+¢(dydy—Ty) + ; 22 gy =Ty — % &u T,
JdL2, aL£,

T T S

"(I11.2)

o,
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le tenseur d’Einstein d’une variété espace-temps de métrique rieman-
nienne choisie a priori, afin de comparer les équations de la présente
théorie a celles du cas intérieur de la théorie de la Relativité générale
dans le cas électromagnétique.

Pour des raisons de simplicité et afin de faire apparaitre au second
membre des équations, un tenscur électromagnétique, nous choisirons

. I .
comme lenseur mélrique, le tenseur vy, == - (gu+ gvu). Ce choix

étant d’ailleurs justifié par les résultats du chapitre précédent.

Il s’agit donc d’extraire du tenseur de Ricei W, le tenseur de
Ricci Gy, de 'espace riemannien de métrique yyg.

Nous nous servirons constamment dans cette partie des résultats
de M.-A. Tonnelat ([3], chap. III et [8]) relatifs & la connexion Af,
vérifiant les équations

wy
G 1= 0.

Ce sont ces résultats qui nous permettront d’exprimer W,, en
fonction de Gy,. La trés grande complexité de ces calculs nous obligera
a les effectuer de facon approchée en considérant la partie antisymé-
trique du tenseur fondamental

I ;.
Puv= (&uv— &w.)

comme infiniment petit du premier ordre, ainsi que ses dérivées
(hypothése de champ électromagnétique faible el quasi statique).

Il nous faudra séparer les parties symétrique et antisymétrique des
équations du champ et metire en évidence le tenseur de torsion de la
connexion L, dans tous les termes ot apparaissent des coefficients de
connexion, car c’est de cette torsion que nous possédons une expression
exacte en fonction du tenseur fondamental.

Nous chercherons ensuite, si, une fois les équations écrites sous la
forme

I -
Gp.v('x’) -5 ‘A’g.wG(‘;') o~ [\p.v,

le tenseur K, est conservatif au deuxiéme ordre d’approximation. S’il
ne l'était pas, la condition pour qu'il le soit nous fournirait une
équation supplémentaire qui pourrait peut-étre permettre de déduire
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les équations du mouvement des équations du champ du cas intérieur
comme en Relativité générale. Nous verrons qu’avec ou sans lintro-
duction du tenseur T, et en tenant compte de zoutes les équations de
la théorie, le tenseur K,. est identiquement conservatif.

CHAPITRE L.

EXPRESSION EXACTE
DES PARTIES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES
DU TENSEUR DE RICCI
EN FONCTION DU TENSEUR DE TORSION
DE LA CONNEXION LINEAIRE.

25. Expression exacte de la partie symétrique de la connexion Lf, en
fonction de son tenseur de torsion. — Rappelons la forme des équations
de laison V

[ 2

SO . W55, AT 2yl b ot
G =0, GW 4+ Ly, G+ Ly G — Guv Ly, = — K

S

. N ~

Nous avons déja montré que ces dquations sont équivalentes au
systéme suivant :
(25.1)

. T = s I 1 1, .
(25.2) A';v:].i.,+ S Suv (fo+ /%) —|—0:,(6fp,—— J;fE— 7fi>— - o‘g_<‘ﬁ,——_/7>,

2
en posant
fp- = Tun f",
Je=sufr =yt
f§= 9w [y f"j= T“}‘ff-
Or, si l’on éerit
Aﬁ_"= { U.Pv} + ug'\"

ol f &

Tuvy oSt l'algorithme de Christoffel relatif a la  métrique

Tw:;(gw—}—gw) que nous choisissons « priori, un calcul de
M.-A. Tonnelat ([3], chap. IIT) permet d’écrire

. o~ G __ e AL < AL
(25.3) Vg lyy = Uyy o= $rp Al + q,‘\,A‘u‘,‘.
v v
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Posons ici de la méme facon
F R B
LB - % wy % P

ou % * | est encore Ialgorithme de Christoffel relatif & la métrique y,.,
)

\

et exprimons ¢f, en fonction de la partie antisymétrique de la
connexion linéaire initiale L§,.

L’équation (25.2), par symétrlsatlon devient

1
Afy=1L§,—

Y (fo+ 17) + G 86 f) + ¢ op(fu+f )

I
2
ce qui nous permet d’écrire

(28.4) ¢f,= u{;,—— - vw,(fp—i—f(a) +5 rY (f,+f )-0— Sﬁ(fu+f )3

la relation entre les parties antisymétriques des coefficients de
connexion linéaire Afj, et Lf, s’écrit
I - 5
A: = L{’w-v— 5 ouy (fF+ f7) — 37K, + 3Ky,

avec
1 1 1
Ko= =+ fo— = f-— - f-
- 3f'~* (;f.u zf.u’
donc
"/lLA/p_'_ D /AU.O_ Q,p‘L,p-’— v,yLu,
\%2 V \/

1
-3 ‘-?vp(f@"'f,j) — v (f5+5) — oK — 9 Ky

f

r

En portant cette cxpression dans I'équation (23.3), on trouve
Pexpression cherchée

N T __ e T % I
(06 Vo = Puy, = O Lo, + oy Ly — — yw,(fp-l—f—))
! /] A
I

(95.%)
‘ +%( we— 2%up) (S +15)+ 6 Tvp— 29vp) ( p"‘f)

|

D’autre part, les équations de liaison entrainent

1 1
Li,= I‘§Q= 5 du(Log g) + 3 (fa+T3)

et par hypothase :
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donce
wp I g 1
v, = ;dFLog: + —g(fu—o-fg)
ou
. 1 1
(25.6) o= 5 VuLogs + = (fu+fa),

V représentant, ici, la différentiation covariante relativement a la
connexion riemannienne déduite de la métrique y,,. Dans toute la
suite de cet exposé V aura la méme signification.

26. Expression exacte de la partie antisymétrique du tenseur de
Ricci en fonction des Lf@,. — Mettons en évidence dans la partie

antisymétrique du tenseur de Ricci Wy, les termes en ¢f, et L, :
\/ N v/

Wy= 015, + L, LY, + % [0u(fo+15) — D ( fur 5]

+ L Ll — LS, LY.
— Vv v

En développant les L, d’apres les résultats du paragraphe pré-
cédent [(25.5)] et en faisant apparaitre les différentiations covariantes

relatives a la connexion riemannienne déja utilisée, il vient

. G [/ R G 1k 10
\Vy;, = VoL, + Ly, ¢f,— (v;)\ Ly, + ok, L&f/-)
. v v/ \Y \2

i [P (ot So) — D fa+ S5

Pour obtenir I'expression cherchée, il nous suffit maintenant de
remplacer les ¢f, par leur expression c¢n fonction des L§,, issue
il ) l\/

de (25.5

W, = V”(‘/‘ < LZ")
W = ayaBe,sLf, LY
v

b

<

v

1 ° , h ‘ N
_ [g S fu S ) 1% 1,527] [2xs1h,— 2013,
(26. I) 1 -
—3 -{a{zm[( Sut+ 13 Lgvﬁ (fo+15) L};VH]

! & SLA s LA
-+ > (fa"‘fa)[‘{p./\]-‘e{);-‘ {*/)\La\y,:!

+ 5 [ (S o) = (fu+ Fp) ]
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27. Expression exacte de la partie symétrique du temseur de Ricci
en fonction des Lf,. — Mettons, ici aussi, cn évidence les termes
i
en ¢f, et Lf, :
v

T G G yh ! = 1 o
W wy = r),;Lw,+ Lr.w L,,);— — ’)p-]‘vﬂ_ = oy L,\m.

LJ/ Lva‘"’ LU.I Lm‘

R NPEE I I RSN ERIEY
“B—()ml:zvj_’)v?:JJf+(}1\/5(0‘7‘5— .)~gi7‘i§
LIPS SR N R U SR S S SOV SN R Y
+;()V"\‘U-5‘ _()U'(vc)_;()’('\*.’* 2()9“ P

Nous avons ainsi fait apparaitre le tenseur de Ricci, Gy, de la
variété riemannienne de métrique vy, et en utilisant, de nouveau, la
différentiation covariante dans cette variété, nous obtenons

1
{2 R G 5
Wyy= Gy =+ Vg0, > Vy,VyLog g + ¢4, 95,

_ (pg;,‘ ok, 4+ L% 1;\/) — %[vu( Jo 1) + B (fu+ F5))-

Remplacons maintenant les ¢, par leur expression en fonction des L,
¢ W
tirée de (25.5) et posons Ve =vP°V;

“&L ’::Gu,—{—vp[@)p,L\p"'?" I,’Lp——Yu.v(/. +/r,)
f

PR

1

+ 5 (Tug— ,)(fv+f)+ (Yop—2 p)(fp-o-‘/'&_h)]

— __llv.}m(,gg._%v [(fo+15) + 5o (fu+T5)]

1 1 - ; ; 1
+ [: Velog g+ 5 (jr<+frr)] [@;J‘AL.’,;?+ 91.,1,;\?__ ;5 Yo (Jor 12)

-+

E(Yp.p_():gu,)(f +f )+—( vg ??vc)(fu+fa)]
-—-‘{‘”‘Y"[@ou.]ﬂ:x"' Fon L,Ja ‘) ";’vlJ."/.(fa""f‘i)
v )
) 1

-+ () (Ypa— 2?@&)(./‘/."‘.}.1) -+ 6 (Y= 2?)‘“)(~fy'+f%_">]
- - 1 -
< [91\/ L':_‘(,}—Q— Do L:’.@’—— 5 ‘{vc(fﬁ""’f@)

M W = v

1 . 1 L3 N
+ 5 (= 2%8) (Jo+ J5) + g (Yag— >%e8) (fv+fr,)] + L5 L.
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Un calcul évident conduit au résultat suivant :

A\Y wy = Gu.;+ \ v"l\/_ -3 ("’Iu";r““?/a]*u.o)]
— 1N,V Log g — —E— v, ¥, (Fo+ FF)
. ‘) ‘/._.— o
v
[(/.ﬂ—/,, ——~——+(f,+/)——“—v———]
V=g V— &
— V[oy(f +5~)+,«,,(JH+5)]
V=g
e 2
— vy pu e LY, Lo — ?9_?”_]‘EL1L",3

VARV Vv

_ ??Z{AS L7, (?o‘g L?g “+ D5y L:&‘,‘})7
\/ v &
i (‘fuﬂ)[?"z( Fo Lo 251 L)+ 207 <@ Aefy - alfy) |
V B

—3 ~—~|:(fu.+/ )(V”"L&Q""“OGLO&@)*—(ﬂ—r‘f )(?nu,L —Hpm‘[,ﬁe):l
-+ )_ (f*+ 1) I:?lap. I/%;,_‘_ Doy Lg‘#:l -+ L{.L\?\ L.'(‘?
o % [V S My (o ) L

S . S A 1
+ ; (So+Jg) (S +15) <1_(.i — 2) —3 (Sa+I5)(fs+15)
o (o I (s f = 2) + (B 15) (o f— 1)

ou l'on a posé

et

J== 9w I

CHAPITRE II.

EXPRESSION APPROCHEE AU DEUXIEME ORDRE
DES PARTIES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES
DU TENSEUR DE RICCI W,, EN FONCTION
DU TENSEUR FONDAMENTAL ET DE SES DERIVEES.

Nous partons de I'hypothése que la partie antisymétrique du
tenseur gy, est un infiniment petit du premier ordre au moins, ainsi

que ses dérivées. Nous chercherons a écrire les dév eloppements des Li,,

W
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puis des W, et W, en ne gardant que les termes d’ordre inférieur
- \

a 3, sans faire aucune hypothese sur la partie symétrique des g..

28. Expression approchée de la torsion en fonction du tenseur fonda-
mental. — Nous utiliserons le résultat de M.-A. Tonnelat ([3], chap. 1II)
relatif a la torsion de la connexion linéaire Afw déja définie ci-dessus.
Pour ce faire, rappelons quelques définitions : soit un tenseur quel-
conque d’ordre 3, deux fois covariant et antisymétrique pour ces deux

indices covariants, une fois contravariant; nous poserons

G
(n A!}.v,p: chAgv,
) v \/
(1) Auv,5 = 906 A,
Auy, o= e s
v V
(11T) Ay 7= ?pc“fc)‘AP-", ¥
Y
' > —f ThoTw
(1V) Ay, = > Suvte V0T Ao, o
% \Y

Le résultat de M.-A. Tonnelat se met alors sous la forme

*
(a2 + 02) Ayy p= aSyy,,+ b Sy, 7,
/ Y \

avec
s Go 24/ 7'
(t=9—é — b= ﬁ/f r;—’—#—r [}
T 5 T
o 2 /o _
bu.v,c=<?-_é,"" L>Ru.v.p—‘ = Ry, o wy,
v R P AY V—1 Vv v
et enfin
! ¢
Ruy, o= Vo ouv— = 9wz + v Ppu, o
Y 2 2y/—7
Ve - g Ve .
397 9g0— Puv O Log T 4+ T <y 079 0 Log Z

+ ‘{“"‘[ Ve tuvpa A3+ 916 (Puv Do+ 9oy By =+ 9vq A{L)]:

Quvp = Jp Puv+ Ju v+ dy 9pu

v

et V représente toujours la dérivation covariante dans I'espace-temps
riemannien de tenseur métrique v,,. '



THEORIE DU CHAMP UNIFIE D'EINSTEIN-SCHRODINGER. 61

Il nous faut maintenant mettre en évidence I'ordre de chaque terme,
afin d’abandonner ceux d’ordre supérieur a deux. Nous supposons,
comme nous I'avons déja dit, que les o, et leurs dérivées sont des infi-
niment petits du premier ordre au moins et ne faisons aucune hypo-
thése sur 'ordre de la partic symétrique de g,

a. Ezpression approchée de a et de b. — On sait que

Fg v L a3
v RV alb 1-7: 2 S

% est d’ordre 4 au moins.
Posons I = ;}(ngcpfﬁ; c’est une quantité d’ordre 2. Il vient alors

o 4o
: . N Ao
S~ F a~1—F, b~ 2VE,

| V—r

b. Ezpression approchée de Ry, ,. — g,,, est par hypothése du

\% .
Ve
V=

moins; en effet 'opération % ne fait intervenir que la partie symétrique

bremier ordre, V,o,, aussi wvr, st du troisiétme ordre au
I y Vo Pu ) Pruvipo

du tenseur g, :
Vo

AV—r

est un terme d’ordre 1;

93,97 9oz, est d’ordre 3 au moins; en ellet /o977 =

-d, Log %’ ~ ()PLOg(l + 1)~ 9, 1" est dordre 2 au moins, donc, le
cinquiéme et le sixiéme termes sont d’ordre 3 ;

\/54)p Log% est facteur de termes du premier ordre; étudions son

ordre propre :

. Vs d, Log‘g = [()l,, Logf‘i—’ —dzLogs + 4, Log*(] Vo

: . — - -
or dy Logo = ¢*# 9, 4,3, donc /5 d, Logo est dordre 2. /o d, Log? est

donc d’ordre 2 au moins et les termes comportant ce facteur sont
d’ordre 3 au moins, donc négligeables ici.

II nous reste a étudier 'ordre de Ay, or un résultat bien connu, tiré
des équations de liaison s’écrit Ay=/fu—f5 (¢f. chap. I, §10); 'opé-
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ration « barre » augmente, d’aprés sa définition, I'ordre d’une unité,
donc A, est de l'ordre de £, or

b}

flk= ‘IF’}";(\/—‘—S’--S’U\L/’I%
V—38

mais on sait que g% = frr= % q)up+ 9 ¢ (cf. chap. 1, §2).
Nous allons montrer que .

,),(\-— gV )- y/— Y 'P[\/z’(ic‘/w—k c‘i£>}

Dans ce but, développons le deuxitme membre :

1 / ¢.. Y ve 1 V=g
= dg V—g<~?*0+ - cp—->+ (@9’*(4 c—~)(V,-——d )( )]
V—r [ & 8 V—r “\Tg
Lo e %pz ]
— —21E ohe = Lk we (V,—d,
V—1 vV— [(PM ‘ ) v—“’\/ g? (Vo= )
1 1 ) ke (e :f/]
_—— -t et | — — o~5(V,— 4,
= = Yl_lPM [xpf ¥ = ,_9 £(Ve—do)y
1 I doy ug 1 J
= Fo— 2T (ppus -+ y3E L) 4 —2— goue 27
\/—-‘([ —yg X V—g Y
1 let)p‘[ < . ¢ ‘ip_!
+ - /— poue + 195 L)
v_ér Y 2\ — Y

Vsl S

et a approximation du deuxié¢me ordre, il vient

(28.1) } Je~V, :p—-

ou encore
S~ V‘,, Fups
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olt 'on a posé comme ci-dessus :

Vo= ye0 V.

Cette derniere relation montre que f,, est du premier ordre, donc A,
aussi. Dans Ry, ,, les termes comportant le vecteur de torsion de la
y

connexion A{Z\, sont donc du troisitme ordre.

En définitive, on obtient

6Py —

(28.2) Ryvv"": v, 5

terme qui est donc du premier ordre;
Y, 7 est du troisiéme ordre, donc négligeable;

W

R..,, est du premier ordre comme Ry, .
\4 \%

c. BEzpression approchée de L{,. — D’aprés les équations écriles au
\% .
début du paragraphe on voit que SL\’-/":P est du méme ordre que RE\L/.,,? et

méme, il vient

Vv
Donc
(28.3) (1—2F) Ay, o (14 F) Ry, g
: v v
ou plutot
(28.4) Aps s Ry, .
v v

car F est du deuxitme ordre.

De I'équation (25.2), nous tirons

; o LIPS e 1.,
(28.5) Ly~ Ay — 5 ouvf?+ 80(1(2/”.,—.[7/) — [;%(2fi*—'fn\1)‘

\/ \

Donc

(28.6)

~+ éYp.p('Zf/_‘fT,) -_ éYVP(Z/‘H—fE).
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29. Expression approchée de la partie antisymétrique de W,,. — Un
calcul facile & partir de I'équation (26.1) et le fait que

V. /=7 P
VoV—¢ =dsLog|/ ¥ ~ ;«()GF

V=g
est du deuxitme ordre, monire que

I I 1 . . 1 . .
Wy V”[_Vc?uv— 5 Fuus— ?wfo] + 5 Ve (2h—S5) — g V(2 fu—fg)

"1 1 1
-+ ;f”[ Vuso— 5 Yovut+ gﬁ'rmf""“ g‘f‘lp.fri

1 1 i i}
— V‘,@,m—k = Popy— 3 ‘.’G‘/fpt + 5 ‘i'&”’/"J
1 1 .
+ 5 Vo (o 15) — 6 Vo (Su+S3)
ou encore
I 1 I
W!\L/v—"i O 9 — Vo000 — 5 Fuv Vo /7 + 5 Nufo—=Vosfu)s

or on peut montrer que V; /7 est du troisitme ordre. En effet

JsFc z
Vof0= —2 — fod; Lo \/—-~
of Ny fodsLog »

_—

5

Comme

-~

5
D5F7=050,G " == 0,

il vient .
Vo fo=— f090dq Log\/-';iy

or, cette dernicre expression est du troisidme ordre, donc nulle a

Papproximation considérée.

D’autre part, étudions le terme
Voouye= [ ouv—+ (Vo Vu— Vy ¥2) 505+ (V2 V, — V, Vo) 55,
+ VyuV90,,—V, Voo,
Pour exprimer le deuxiéme et le troisitme terme, ulilisons les iden-
tités de Ricel : , ,
(Va V53—V V) F = G)kpag F
et les identités de Bianchi :

Goopy+ Gogye + GPyap = o.
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Nous obtenons
% %
(29.1) Voo,.,=0 ouyv— Gady, vag+ Guugy — Givou + Vi Voo —V, Voous.

Donc au deuxi¢me ordre en tenant compte de (28.1), il vient

I 1 1 I3 A
(29.2) Wy o~ 5 O %w+ EG“%\,%(;-{— 5 (cpu-G;«,— oyt G‘,.y,).
v

30. Expression approchée de la partie symétrique de W,,. — Nous

ortons P'expression approchée de LY, donnée par 1'é uation (25.a
p P PP 9 p q

dans P'expression de W, donnée par (27.1)
Wy Guy+ Vel gy (Vigy,— Lo, 2 0 Lohy 157,
[adanid 0 g 7 5 TV 3%/ 3%/

; 1 : 9 I
+ T (V"?w‘ e+ g 8yfo— 3 °pfu>]

1 3 I = 1
- Zvu VV<?oc,'3 922) — 5 Yur Vo P — gvp(?gpfv‘" $vafu)

1 g 1 . I .o
-+ (V'I;p;,_— S YW+ g 8&]‘,_— 3 °)\fp->
. Iy 1, [N o,
= (th‘,g— 5 Puom+ gﬁf,fc— 3 oé/-,) — 3'/“'/\’
- ou encore, apres un calcul évident :

Wi Gy ~+ 93, (Ve Vho,, — V2 Ve Svp) + 510 (Ve Vg, — ViV Pup)
= (fu VoS 90 Vo) — (Vo 93) (Vhg,)

1 Lo 0o
+ 5 Ve (Puo e =+ qugou=-

I, 1 3 1 =
+3 Vi(ewn o+ euifu) — " Vi Vv(?a{i ?f“) 5 Yw V./r

1 1 3+ 1
- §V)‘(?{L7\fv+ ?kap-) - Z‘Pp.a,’i Pv——— ;fp,,f:/

1 [ { Lo
3 Vp( ‘Py.c) Py —— > (Vg ?va)’?yt"‘~

En faisant la méme remarque que dans le paragraphe précédent, on
peut utiliser I'identité de Ricci et la méme identité de Bianchti, il vient

(VP — V1 VF) o, = G o0 925+ G, 9y,
or

N 1 - ~ 1 ~
P Gryoh = > Prp [G7yer + GPV’~T] =— > P Geryh,

INSITTUT HENRI POINCARE. — Xv, I.



66

Donc

L. BOUCHE.

1)

1 x5 - N
\Vﬁ,z Gy + 597 (30 G*vaB + v Ghuap)

1 28 Lo
—3 . v, ( 9aB ?——> —20,= 0y Gz
— (own Ve fordt 00 Vi fi) — (Vo) (Vhay,)
I

1 2
+ <qw Ve ov=——+ i Vo ou——,

i & 1 1 o 1 o .
— 7 Fuaf %*E— ;.fr.va"' 3 Yo — p Yo &= (Vo fu—Vifo).

—

=~

CHAPITRE IIL
EQUATIONS APPROCHEES DU CHAMP.

PARTIE SYMETRIQUE ET PARTIE ANTISYMETRIQUE.

Nous avons déterminé dans la premidre partie de ce travail, I'expres-

sion la plus générale possible des équations du champ avec un apport

phénoménologique éventuel. Nous remplacerons ici les termes qui y

figurent par leur expression approchée au deuxiéme ordre par rapport
a l'infiniment petit ¢,, et a ses dérivées, considérés comme étant du

premier ordre.

31. Ordre des constantes et du quadrivecteur I'y. — Les équations du

champ les plus générales s’écrivent

4 < ~ ~ i 1 9
(1) Wyy= —(p 1) Dply— g (Duly= 9 Tp) + Tyy = gy (T + ha).

Une autre relation entre les constantes de la théorie et le quadri-

vecteur T, est fournie par les équations (1II)

(I1.1)

. (I.2)

(11.3)

J—— 9 ror
h= P+a2f'lp;

&1—2 fﬁl‘pg‘g—%l‘aq—fﬂz o,

q # o

Seule la premiére peut donner quelques indications sur les ordres

respectifs de p, ¢, 2 et T,.
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Si T, est d’ordre zéro, p + % sera d’un ordre supérieur d’une unité a
celui de ¢.

Si T, est d’ordre 1, p + 4 scra de Pordre de g.

Si Ty est d’ordre 2, p -+ 1 sera d’un ordre inféricur d’une unité a
celui de ¢, etc.

Or, nous choisissons de prendre ¢(d,I',—9d,I'y) du premier ordre
car cette expression intervient dans les équations antisymétriques du
champ ou équations de I’Electromagnétisme. Nous supposerons par
exemple que l'ordre de I'y est zéro, mais que la constante g est
d’ordre 1 ou encore que T, est d’ordre 1 et la constante ¢ d’ordre zéro.
Nous nous hornerons a ces deux cas pour éviter les discussions fasti-
dieuses. Il y a bien entendu beaucoup d’autres cas possibles. Mais ces
deux possibilités particuliéres ont I'avantage de ne pas annuler le
terme en (p+14) T, T, des équations du champ a l'approximation
considérée. Cette expression sera alors toujours d’ordre 2.

32. Equation approchée du champ. Partie antisymétrique. — Rem-
placons dans (III) la partie antisymétrique de W, par son expression
approchée fournie par (29.1), il vient

—~
[4)
[35]
—
~
Do

1 1 A I3
- O+ - Ga3yy 908+ S <?u“ Gyy— c;“,—G‘,.&L)

[

. i 1 .
>~ —q(dplyv—dyTy) + T%,—— 5 fun (T =+ 2a2).

D’aprés les hypotheses faites au paragraphe précédent, nous
concluons que la partie antisymétrique du tenseur phénoménolo-
gique T, est du premier ordre.

Rappelons que T = 2*3T,4 et écrivons son expression en fonction
de Ty= y*8T,g (1) :

(32.2) T=T,+ ?ELT{,\)/\+ QEG?ZZTP_)_-FO(ez).

(Les indices soulignés sont montés a 'aide de la métrique y,,.)

33. Equation approchée du champ. Partie symétrique. — Rempla-
cons dans (III.I) la partie symétrique de W, par son expression

(') Cf. Appendice I & la deuxiéme partie.



68 L. BOUCHE.

approchée fournie par (30.1) :

. 1 8 N N 1 8
(33.1) Guy> — 5 @5—('{)@,\ Ghyos + gvi GruaB) + i VHV\,<%‘§ @i‘—>
—+ 2 ?p.ﬁ <A?\at‘ G+ (?97\v)\fi -+ Qv V"fp.)

. 1 6 DY
+(Veoun) (Vhgwe) — 5 (cmVp o it + q«vapwﬂ)

1 a3 1 1
g PpaB T+ ;fufv— 5 YuvSof?

1 g . \ S
+ Yuv e = (Vo = VS ) — (p + ) Tply

|-

- 1
Yuw ha? = Tyy— 5 Yuu T

Ecrivons les relations (29.1) entre oy, et APy, de facon
approchée :

(33.2) Ve Fuvs ™ O guv— Gal&p.v?a(i'*‘ G\/\p. ?vﬁ
"
— G+ Vufo— A

Portons dans (33. 1) en simplifiant :

ey 1 af <
(33.3) Gy~ vav,(w;-—)df 2wt 9" G
1 d 1 L
+3 %‘,‘?Ler»+ 5 o==Gpy,

I— . 1/ 7 7
+ (Veg) (Yegu) + = (3" O v+ 9" O )

1

3 .
-+ 5 Quaf ?VEL'*- 5 ?pi(vvﬁ, + Vi fo)

DN BN -

3 1
2 o (Vafor Vi) = 5 Julv— 3 Tnfel?

1 23 T 1 3
+ZYU-V?L_(V(zfl_V7~.f9)_(1"'"")1(1-]"“'EYP-V)""'

1 "
+TE_ 5 T T.

Remarquons que celte équation se compose en réalité de trois
6quations différentes, liant respectivement les termes d’ordre o, 1 et 2,
en particulier :

1 I
(33.4) Guv=— » Twh o
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Dans l'équation (33.3), nous pouvons donc remplacer les Ggg
facteurs de termes du second ordre par l'expression d’ordre zéro
fournie ci-dessus; il vient alors

I o B i -
Gy 7 VoV, (5ap9%8) + (Ve2ui) (Vioy)

af

% n 1
+ = (op* O pwi + &" O o) + 7 PuaB e

N |-

2u® (Vo + Vif) + 22 (Vi + Vi fu)

AR

1 T o .
+ 5 Sufi— 5 Tun S S+ i Y= (Vo i— Vi fo)

N

' 1 s
—(p+2)Tyly— S Ywvret+ Ty,

Afin de pouvoir former le tenseur d’Einstein a partir du tenseur
de Ricci G, déduit de la métrique riemannienne Yuv, 6Crivons

0

2

] 5 1
G=vwGyy oag O 9™+ - (Vrogg)(V,522)
1
-+ (Vp?aﬁ)<v‘3?gp) -+ 4 QaBp§
3 . - Ve h) 2
- ;fff.o‘*‘ 29, Ve[l 4+ (p — ) a2

— Ty— 2:;:'31'[‘9\}-— chp,,cple;,,
En effet, avec les ordres de grandeur choisis (p +#)T, T, est toujours
du deuxi®me ordre (¢f. § 31) et dans ces conditions :

(P +2)yWIuly=(p + 1) RBYTy Ty 4+ 0(e3).

Remarquons maintenant que les identités suivantes simplifient la
forme de G :

a.el

afs 028

| =

1o

1
T g T PaBs® =— Tuv Paf

i

S

2/

-

1
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et écrivons le tenseur d’Einstein :

- \ 1 1 23 1 0@8
(33J) uy = Gp_.,-—- : YP-"G o~ 7| IV?‘LW.@;?.,—‘—__ -6 TEL"??“B'-?‘_—L]
-+ (V?:pl,_).f)(v)-?«,;) -+ l,I ngv(?m'ﬂ CEE )
- 1) tuv (Vg "?afi\)(vr’ ?‘ZE)
+ ') <?¢LZ O o+ ot O spn— % ‘(wv?z"j O 31.’1>

A 1 »
+ 3 ?ui(vvf)\-i— Vo) + 5 ?vL(fo}““ Vo Su)
1 2

1 I
— = Yun ==V fu+ ;fufv-*- i Yuv S? S

o 1
—(p+ ) Tyly— - Yuv P+ Ty

ou encore
(33.6) Suv ey 7 (Xyy = Myy+ Vyy + Zyy+ Wiy) = Ky,

a condition de poser

. 1 [ - 1 8 1 3
Xyy = 7 (Vr’?u‘/‘)(v"?vl&) -+ 1 vav<?o¢3’~?ﬁ“> - “{gv(vp g:ar;)(VP:pS—)],
Moo= Loy ao 2B Lo o ncf%R

uv = a7 IF w3 Py 6 Yuv 9o % )
1 [ 3 3 aB_. .
Vp.v = ;i L‘?p." O ovi+ ov= O 2w — > yuwve=-0 "Focfﬁ],
1 [
Ly, = ?—; ?u“(vvf)\ﬂ‘ Vo)

. - .
-+ 'f'vi(vpf‘/.—" Vo Su) — Yoy ‘?Livpf‘/.'*fgva—'- 5 ‘(wf"’fa]

I
— 7 [(p+)~)[‘ul‘y+;~(wpa?],

I I = I 1 -
Wiy = ; Ty -+ o [TE+ Tf*+ vaTgf] -+ Z [TET" ! Tvapv?]-
Si I'on remplacait [J ¢qg par son expression donnée par les é6quations
du champ relatives a la partie antisymétrique (32.1), on retrouverait
exactement les tenseurs déja mis en évidence par Mme M.-A. Tonnelat
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([9], p:- 911) mais en plus certains tenseurs supplémentaires qui
dépendent de f*, nul dans la théorie classique du champ unifié et
aussi du tenseur phénoménologique T, éventuellement introduit. Ces
résultats sont indiqués dans le deuxiéme appendice a cette partie.

CHAPITRE 1V.
EQUATIONS DE CONSERVATION.

Nous allons maintenant, par analogie avec la Belativité G¢nérale,
chercher si les équations du champ (33.6), entrainent des canditians
de conservation (au deuxigme ordre) sur le tenseur K, sachant que Ia
divergence covariante du tenseur d’Einstein par rapport a la connexion

R

34. Calcul des divergence covariantes des différents tenmseurs dont
la somme est K,,. — Cherchons la divergence covariante du premier
tenseur :

V'(/\u,/) = (V'Ve0u) (Vg ) + (Veou) (VW ¥hoy,)
1 ’ 5 i 5
4+ = (VVu0a8) (V57 5) + ~ (Vugag) O 9

=

-+ ; (V"@“B)(V,‘LV,;zi) -+ 1, ?oc,’iv‘-'vgvv;?z}‘l
. (.}\
— (Y, 228)(VuVep2o).

En utilisant l'identit¢ de Ricci, chaque fois que les expressions
(V*V3—VBV4)g,, se présentent ou quand elle permet de simplifier des
termes, on trouve

- I
V(i Xy) = 5 (Vre ) [GR e og, + G50 5y:]

+ (Veou) [ TVh D2+ GT\,,‘@ Dyz]
— (Vs Pul ) (v)".fp )

1 9

+ (¥~ ?E"i>[G7av1L 925+ GT8yy 91l
I ‘ 3

+ - Vu(sa 0 6%5)

”
e N N -
=[G V183 4+ Gy VY pgr + G5y Voogs].

R
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Remarquons que la somme des quatriéme et sixidme lignes est nulle,
et par simplification, il vient

Ghn VGXe) = Va(eas 06%8) — (Voo (V1)
— L (Vigy) 90 Gumb— & (Vhou,) 9 Grovp

+ - uaB Py ,G“B'P— - (Vu%ﬁ)’?vr Gafivp

-

+ (VPou) o G+

Montrons maintenant que la divergence covariante du deuxieme
tenseur y M, s’écrit

apy

VW (rMuy) =~ 2uasVyo=o-.

AI»—(

En effet, les termes supplémentaires S, disparaissent :

I 2
Su= “’"ZEV”‘?wﬁ’“ 6 VH(‘?PO‘)\‘?EE_>

= 2229,V 0,8 + (% V2= Va V) 2 — VuTo) 2ag].

Utilisons 'identité de Ricci, relative a I'espace-temps riemannien de
métrique v,,, loujours :

Sy= "FZEE[GC:WM?:B*‘ Ggvy 90z + G7Bva Prp + Guva 98],
or
val I vaB
P22 G gy = 3 913—(GT vo -+ GTyaf+ G7a8y) =0,

A cause d'une des identités de Bianchi valable dans cet espace-temps.
D’autre part, ce qui reste est nul :

Su= q,l 2B [GTovp~+ GTpav—+ G ya] 98 =0,

v

en vertu du méme groupe d’identités de Bianchi.
Mais la relation approchée (33.2) entre [J ¢, et VPg,,, nous permet
d’écrire

B
(34.2) VV(yMy,) >~ ?ga{'}(D g"‘—-Gf"‘ﬁf“"i;»a—l-ZV"“/‘O+?G,E«J‘—— .

Al
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Calculons maintenant, la divergence covariante du troisidme tenseur

V‘,(X»VP") = ; [(V‘,?{L/_‘) O o+ "?p.z\'(V"D dvn)
3 3
=/ O e+ 9" (WO ow) — - Vu(sop D ?3‘—>].
Soit, en utilisant encore 'identité de Ricci :

1 2 -
V"(KVLW) = = (V\' "f’u.A> O 9w+ ?U.l_ (G, V; o+ GV o0 + GRve v, Dyr)
h 2 Iy W I hy y

-+ %lVPV"Vp o — S Oow~+ o> (W0 Pun) — f Vu(?ZED %@)]
ou encore

W (y V) = ; [(V"?E)( o) — % 90t GE Y, 50
+ 9,2 Vo [G™yp om0+ Goop o]

4 p 3 8
—ew O/ = Oow+ e VDo — A Mi)]
soit

(36:3) V(7 Vy) = _[

2

(Vew) (Do)
_ E 003, GHVTV 0y — % 0w Vs (Ghevi,.)
+ 50 Fun— % V.u(%{s O ?Z§>
— 3w O/ — /"0 95+ o Ve (Gre ,,,})].
La divergence covariante du quatriéme tenseur yZ,, s'écrit

(3',*'4) VV(XZW)z % ?uaﬁ(vafg_ Vﬁf“)"‘ (Vv?wr)(vcff)

1 - 1 1
+ 5w — o 2w Guve fo 5 oW SfPGA+ g VT,
En effet montrons que

— W[(p+ 1) Tyl,] = ¢ f, VT,

Des équations (1I.8) nous tirons

—(p+2)Ty=qh,fo= q(fv__f?,),
donc

— (p -+ 7\) I‘HI‘.,= q(fv"".f%) I‘p.v
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mais nous avons vu au paragraphe 31 que Uexpression (p—+2) I.T,
était toujours ici du deuxiéme ordre, donc a 'approximation consi-
dérée, on a

—(p+1)TyTy=gf, Iy

or

La proposition est bien démontrée.

Enfin, la divergence covariante dn dernier tenscur s’éerit

(34.5) VA7 W) =¥ (Ty+ Ty + s (T!ﬁ+ T g+ Yu T + m\,T,,\;).

33. Divergence covariante du tenseur K,,. — Déterminons, d’abord,
la somme des divergences des différents tenseurs y Xy, xMy,, % Vovs
% Ly, sans tenir compte des termes qui dépendent du tenseur T,,; c’est-
a-dire sans tenir compte des termes qui dépendent des Gyg, car on
peut montrer que les termes facteurs de pa? se détruisent; en effet,
leur somme s’écrit

Posons alors
VKl = YKy — @y (Ty0),

ou @,(T,;) représente tous les termes de V'K,, qui dépendent des
composantes du tenseur Tqg.
Il vient, en tenant compte de l'identité de Bianchi contractée
suivante :
Y, Gy = V5 Gyy — Vs Gy,

" ) 5
(35.1)  WKiye~ — - 925 (Vy O 9a+ VaOesu+ Vg0 oua)

ISR NN

G.‘f"“(?‘mfr“' '-."77\"‘"?‘;6)
1 1. .
% (Vu“?q{i)(?;qG“SW) - gf"D oun+ ¢/ Vi Ty

Ce résullat a 6té obtenu, rappelons-le, uniquement a partir des
équations du champ symétriques. A apcun moment nous n’avons fait
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intervenir les équations antisymétriques. La condition de conseryation
du tenseur K|, a Papproximation copsidérée conduit 3 des équations
qui pourrajent peut-éire permetire, comme en Relativité géngrale, de
déterminer les éqnations du mouvement sans que soit nécessité 'apport
d’un tenseur phénoménologigue supplémentaire T,.

Nous montrerons, dans le prochain paragraphe, que ces équations
(35.2) VK = o

sont en réalité lides aux équations antisymétriques du champ (32.1),
car, si ces derniéres sont vérifides, I'expression VYK, s’annule identi-
quement. :

Déterminons maintenant VK,, en explicitant les termes qui
dépendent du tenseur Toot

T3 I Y]
Dy (Tyo) = (Veou) 9o, T- 5+ N ?a{i(v‘?’“l‘) Ty
1 B2 I C hmTp
+ 5 fuasy T+ 2 ?u‘/.vp<'~?7_T“)

I N
-+ 5 ?p.}.f.ch—/-+ A% (TE'Z+ Tg-\;

+ ; v~»<T§+ TE> + % Y (TFE +T, 7).

Soit par simplification :

35.3 3
(95.3) Dy (Tyq) = V‘/Tﬁa—éci‘—(vq%g)Tg

: ! 2§ gz 8
+ 5 VvTﬁ+ 5 (Vu?aﬁ)(T‘——T—+ T v)

I :XE 13 1
+ = %3"9(’]“—'4— TV ) + WT:F-

On obtient I'expression complete de ¥'K,, par addition de VYK,
et ®,(T,;) dont les expressions sont fournies par les relations (35. 1)

et (35.3).

36. Conditions de conservation et équations antisymétriques du
champ. — a. Sans le tenseur T,,. — Bevenons aux équations anti-
symétriques du champ (32.1); elles s’écrivent :

(36.1) [];:w,b_'—G“ﬁw%g—2q(()9[‘.,——r)vl‘p)

+ 2Ly Gyy— ¢4, Gru 4+ 2Ty — 94y (T =+ 2a2).
w9
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.

Si nous remplacons les composantes du tenseur de Ricci Gy, qui
apparaissent dans (36.1) par leurs valeurs fournies par les équa-
tions (33.3); ce qui revient a remplacer ici G,g par G,g 4 'approxi-
mation considérée, car G,g— Gyg est d’ordre 2, et les termes de cette
différence donneraient une contribution du troisiéme ordre dans les
équations (36.1), il vient

(36.2) DOopv — G*Byy9ag— 29 (duTy—dyTy) + T!L_;— T‘LE+ QT%",.

Etudions alors 'influence des équations antisymétriques du champ
sur les équations de conservation.

Considérons d’abord uniquement les termes qui resteraient si nous
n’avions pas introduit le tenseur phénoménologique T,,. C’est-d-dire :
portons dans la divergence covariante de Ki,, (35.1), les tenseurs
de 09y, qui ne dépendent pas des composantes T, soit H, I'expres-
sion obtenue

(ol

Hy~ gﬁ;[(V%Gl.@Pa) oo =+ 2 Ve (G8ufCoLs)] —

Gy_?)vc [9vo /B + 98a Ve oys)

I
2

E=SET

- % (Vuvap) ?paG“B"‘G + %f' G}l)\ag Pal+ q‘f}‘Fp)."‘ AR Iy

par simplification :

1 o3

Hy ~ 7 =900 (V. GEOy g+ Vg GEOy g+ Vi GEOgy, ) + qf/»VH]‘*L

ou encore grice aux identités de Bianchi :
Hyo~ g 29,1,
or les équations aux I' (II.«) s’écrivent

gfr=—(p+2)g=Ts,
et

Qf)‘vptr)‘= —(p=+2) g)\—qrcvpl‘).

=— ; (p+ X)Vu(g\'\—qf‘;\]‘(,).-i- 1) (p+7) I"/.I‘avpgﬂ°

Le premier terme est nul car les équations (II.$) qui s’écrivent

g\“—"l‘;‘t‘,,= —a2=cte
entrainent
Vp(gﬂr).rc) = 0.
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. . . % . .
Le deuxiéme terme contient les facteurs V, g7 qui s'écrivent

d’apres (23) :

Vu (% Y0+ ¢)-“?°-3Yafa) =Vu(¥9+0(e)) = 0(2)
\ O

ay |-G

mais (p+ 1) est toujours du deuxiéme ordre (§ 31), donc a
Papproximation considérée, ce terme cst du quatriéme ordre au moins,
et négligeable ici :

7/l > o,
donc
(36.3) Hy~o.

Si I'on ne fait pas intervenir un tenseur phénoménologique, les
équations qui correspondraient ici aux conditions de conservation de
la Relativité Générale sont en réalité des identités et ne fournis‘sent
aucune indication nouvelle susceptible de permettre le calcul des
¢quations du mouvement.

b. Introduction du tenseur plénoménologique T,,. — En 'absence
du tenseur T,,, les conditions de conservation, compte tenu des
équations antisymétriques du champ, disparaissent. Voyons quelles
sont ces conditions de conservation, cn la présence du tenseur T,
Nous cherchons dans I'expression de V'K, uniquement les termes qui
dépendent des composantes du tenscur T, : ils se composent de ceux
déja calculés dans @,(T,;) [(35.3)] et de ceux qui apparaissent quand
on remplace O ¢ag dans V'K, (35. 1) par son expression (36.2). Soit

A% Kyy = VW Ty, + i ?ZE(VT ¢a8) Tus+ ! V"Tf,

~ (Vu:paﬁ)(T——»— Tﬁ_—o- TV i) -+

'ver Loev (T TJ‘L«‘?) Ly T Tyg —T
B R “[‘? (Mg +2Tus— fw)]

ou en simplifiant :
3 _ 3
(36.4) VK~ W+ wg—(Vfgag)T£+Va[qiL(TE§+ T%{g)]

_ “ﬁ
= (Vu?aﬁ)(T_" T TV
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c’est ici I'expression définitive de la divergence du deuxiéme membre
des équations symétriques du champ (33.6), quand on considére que
les équations antisymétriques sont aussi vérifies (¢f. [25]).

Mais, si les équations (II[.2) déduites du principe variationnel par
les variations de la variable supplémentaire ¢* contenue dans la fonc-
tion d’action £, sont vérifiées

L, a2,

(I.2) dvx P g (D 0)

=0

le tenseur Ty, vérifie des identités de conservation que nousv avons

calculées dans I'appendice 11 de la premiére partie (p. 28) et qui sont

(36.5) Dy (89 By + gV Byy) + Buyd, WV =10

et au deuxieme ordre d’approximation ces identités sont équivalentes a
V' Ky o.

En effet, (36.5) peut s’écrire

(36.6) Ve (g; TPW'*' g Tu,> -+ - Tagvugai
oo\ Yo —%
-+ <g—Tu\,+ gV Tp,\,) > =0

et par approximation, au troisi¢me ordre pres :
a2
gr—g YOV — yeay Byt oy ?8-,
O v

g\/ Tu,., ¢ TUW_—TPLP

si I'on se souvient que T, est du premicr ordre.
vV

D’autre part

Vou — & I a3
YoV =& 1 &8V, 908 ~ = %5V, 0408
\/ —g 2 2

et
Yol
i TogVy g~y — = T“Vu(q“ 95, >+ Taﬁvp.@ -

donc a Pordre d’approximation considéré, 'identité (36.6) devient
(36.7) Y, Tue+ ¥, [y *(Tys+ TW)J : (vﬁﬁﬁ) Tap

+(V co——)T g+ THPzp——meag.No
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Le premier membre est identique a VYK,,.

Méme avec l'introduction d’un tenseur phénoménologique, si l'on
suppose que les équations du champ (IIL.2) impliquées par la considé-
ration de ce tenseur sont vérifiées, les conditions de conservation de la
théorie sont encore des identités.

37. Conclusion. — D’aprés les résultats précédents, dans. cette
théorie, nous voyons QUe, soit qu'on se limite & de pures données
géométriques, soit qu’on introduise un tenseur phénoménologique dans
la variété a connexion linéaire initiale, il n’est pas possible de déduire
les équations du mouvement des seules conditions de conservation,
comme dans le cas intérieur de la Relativité générale. 1l faudrait alors,
ou ne pas considérer la partie antisymétrique des équations du champ
[sans autre justification que d’obtenir une divergence non nulle pour le
second membre des équations symétriques, sous la forme (335. 1)] dans
le cas purement géométrique. ou négliger les équations déduites de
apparition d’un tenseur T, (aussi artificiellement d’ailleurs que dans
le cas précedent) dans le cas hybride ou l'on introduit le tenseur
physique T,,.

Cette théorie ¢largie ne semble donc pas répondre a lespoir
d’Einstein d’une théorie unitaire (traduisaynt les champs gravitationnel
et électromagnétique en un méme hyperchamp) et non dualiste
(permettant de déduire les équations du mouvement d’une particule
pesante et chargée sans introduire de singularité), 4 moins de laisser
de coté le principe variationnel et de ne prendre en considération que
la partie symétrique des équations du champ.

APPENDICES A LA TROISIEME PARTIE.
I. — RELATION ENTRE T = g*#T*¢ ET Ty = ya5Tas.

En nous reportant aux formules (2.3) et (2.7) de la premiére partie,
nous pouvons écrire

= 3 =17 £ g pob ? 0B Y o~ 0 .
T=geTys = p v T?‘_i'f -+ p 0%P o GYF‘TTE‘.‘E + . oo T°‘vx3 -+ s Yo yio %GTO{/{; ;

or au deuxi¢me ordre d’approximation, on obtient

()
T

¢o .
T=0—F)To+¢sTV + e ?“(‘?"i"'YpaTg_{ﬂ_‘
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Mais le dernier terme peut se transformer (cf. [3], Note I, for-
mule (I.1)) :

2920989 y,0 = — Y20 YBO YA T 9o 9pn -+ YYBF.
Nous en tirons

3 b o
T (1—F) Tot+ 356 TV + 941976 TE 4 FT,.

Soit T ~ Ty + T,# + T,¢ avee les définitions habituelles.
e

II. — TRANSFORMATION
DES EQUATIONS SYMETRIQUES DU CHAMP
PAR L’INTRODUCTION DES EQUATIONS ANTISYMETRIQUES.

Nous voulons ici porter dans les équations symétriques du
champ (33.5), les résultats fournis par les équations antisymé-

triques (36.2)
Oouv=—G*Byvgag—2¢(dpl'v—y)+ Ts—Tyg+ 2Ty<>,;

il vient (avec Fy, = d,T,—d,T)

1 I : I Bo

Suv=Gyy— = TuvG >~ - { spap ?"EE_ = Yuv Papp G2
2 4 6 ¢

d R N 3

r_g[?p:l.GAVl’JO""_ ?VZGAP-"/O""_'{_‘;

-G

T{J-"J:?“BGJ‘:)'.GG]
. I 4
+ (Veg) (View) + 4 Vo (3a5522)
Y YP"'(V." ‘?16)<V{'q’1“) -+ QYP,\,?aqu*a(;
A 5 Fy) ! a3
+ g (9w B+ 9 Pyl — ~ Yp 9agFo8)
1 . X ) )
+ 5 [ew (Vi + Vo f) + i (VA fu+ Yo/
1 T . r
-3 YP‘VCFP)\VPf‘-l- gfp_f,—i— Z YP"f"f.O
! 9
—(p+Mluly— 5 Yevp o

+TE+TP-V+T —+T _+T

—— Yuv Pr g Lo
o T T (1),

Les tenseurs indépendants de fv et de T, sont identiques a ceux
de M™ M.-A. Tonnelat ([9], p. 10 et 11) & condition de poser

=4 = —p.
q-2 et A P
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III. — EXPLICATIONS
DES RESULTATS TROUVES DANS CE CHAPITRE
PAR L’ETUDE DES IDENTITES DE CONSERVATION.

Nous utiliserons les identités de conservation écrites sous la
forme (14.2)
f)y‘(g,’:“Zp\,-\‘— g"“‘ va) - g/l“dp ZI-W = 0.

Ce qui peut encore se transformer en 'identité équivalente

o, CoLase %P oo
V(9% 2p)— . 97 Volas— - G Zigg. 01— Loy Fr =0,
ot V représente ici la différentiation covariante relative a la connexion
riemannienne déduite du tenseur métrique y,,, mais pourrait tout aussi
bien étre relative a n’importe quelle connexion symétrique.
Posons
Z:,,: U?,—O— AP"’

ou Gpv est le tenseur de Ricci relatif & la connexion riemanniennc

déduite de la métrique vy, et supposons que les équations antisymé-

triques de la théorie ¢

Zp(}l =0
solent vérifiées; 1l vient alors
o a8
(o) Vul 95 (G Ap) | — L G Vo(Gag+ Asg) =0

or au deuxitme ordre d’approximation :

R A A PN E T
et
Vov—g 1
V—g 2
donc en tenant compte de I'identité de conservation relative au tenseur
d’Einstein :

3
&*BVusap= - ¢*"Vysap:

1
Vu (Y% Ggy) — 5 1BV, Gag=o,

7

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVIN, I. 6
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I'identité (C) se transforme en

' (Y‘i’ Ap— 1 agyaﬁAag>
— Vu(yrerByh oo o (G + Apy))

1 N
+ 3 yaryBuyoTg, . ?)a‘io(Gﬁ"' Aﬁ@)

1 N
+3 ‘{%"(G@,—l— Af,_,) ==V 9wz~ 0.

Il est donc évident que pour que le deuxitme membre des équations
symétriques (33.6) se conserve idenliquement au deuxiéme ordre
d’approximation (sans méme que ces équations soient vérifies), il faut
et il suffit que ZPl partie symétrique du premier membre des équations

du champ soit au moins du premier ordre, les équations antisymé-
triques du champ étant vérifiées.

QUATRIEME PARTIE.

EQUATIONS DU CHAMP DANS L'HYPOTHESE PARTICULIERE
D'UN CHAMP STATIQUE A SYMETRIE SPHERIQUE.

INTRODUCTION.

L’objet de cette partie est de donner l'expression exacte des
équations du champ de la théorie ici étudiée, dans le cas particulier ou
le tenseur fondamental a, @ priori, la forme que A. Papapetrou ([26])
considére comme celle qui représente un champ statique & symétrie
sphérique dans une variété a connexion linéaire. A. Papapetrou déter-
mine la forme du tenseur fondamental en un point P situé sur I'axe de
rotation; ce qui restreint 6videmment un peu le probléme, mais nous
avons choisi cette forme parce qu’elle est trés, simple d’une part, et
parce qu’elle s’appuie sur la métrique y,,, partie symétrique du tenseur
fondamental sous sa forme covariante, métrique que nous avions déja
choisie dans la deuxiéme partie de ce travail, d’autre part.
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Pour de plus amples renseignements sur la symétrie sphérique en
théorie du champ unifié, on peut se reporter a I'étude de S. Kiche-
nassamy (7hese, Paris, 1957, p, 66-73 et 120-124) ainsi qu’a celle de
M.-A. Tonnelat ([3], p. 63-83).

Les équations du champ ainsi calculées se révélent malgré la simpli-

cité du point de départ, d’une assez grande complexité et ne permettent
pas, comme en Théorie du champ unifié classique, de déterminer
I'expression exacte du tenseur fondamental de facon aussi naturelle.

CHAPITRE UNIQUE.

CALCUL DES COEFFICIENTS DE CONNEXION LINEAIRE
ET DES COMPOSANTES DU TENSEUR DE RICCI.

38. Rappel des hypothéses de A. Papapetrou. — La partie symé-
trique du tenseur fondamental (covariant) étant supposée de méme
forme que le tenseur métrique de la symétrie sphérique en Relativité
générale :

(38.1) g2 =

2 [ 0 — psinzb o
0 0 0 =

les conditions de symétrie sphérique pour la partie antisymétrique sont
les suivantes : en un point P de I'axe des z (o0, 0, 2=r) dans un
systétme de coordonnées « cartésien », les valeurs des composantes gog

\%

apres une rotation de — ~ autour de 'axe des s définie par

N

.L":——‘y, y':.];, 3= 3, U=t
sont

’ J !

Si2= 12, a5 = — &1, a1 = S,
\% \% Vv \4 \ \
U ! J

1= — S 2= S &ua = &34
\Y% \4 \ \ A\ A\

D’autre part, comme en P ces composantes doivent rester les mémes
a cause de la symétrie sphérique et parce qu'en P :

,
Ly = Ly,

les seules composantes non nulles en P sont gy, et &, (ce résultat est
V 4

indépendant de P'angle de rotation considéré). Si I'on opére une
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nouvelle rotation qui applique le point (o, o, r) sur le point (z, y, 5)
avec la condition
224 Y2+ 32 =12

puis, si 'on écrit les composantes antisymétriques du tenseur fonda-
mental ainsi obtenu dans un systtme de coordonnées polaires, on
trouve, ¢ et v élant fonction de r seulement,

o o) o w
_ 0 ) r2esin o
g‘f}'— 0 — r2esin 6 0 o |’
—w [ 0 [

Remarquons que S. Kichenassamy a vérifié qu'avec cette méthode on
retrouvait la forme- du tenseur symétrique Y, écrite a priori par
analogie avec la Relativité générale.

Nous nous bornerons dans cette élude au cas ou ¢ est nul.

39. Expression des vecteurs fondamentaux de la théorie. — Nous
partons donc du tenseur fondamental suivant :

T— 0 o w
k 0 — 0 0
39.1 oy = .
( ) Sy 0 0 — r2sin20 o
—w 0 0 b

nous avons pos¢, comme A. Papapetrou, 3 =r?).
pose, p

11 vient immédiatement

(39.2) Vigl = Vix —w?|Bsinb]
et
——ﬁnsinﬂ o — w{ sin 0]
e o A il
hm — w2 Vhr —
0 — sin 0 Az — w2 o o
Guv= — VAm — w2
o 0 —_— 0
sin
w3 sin 6 A3 sin-0
' | Vin— 02 VArm — w2 _J
/

il s’ensuit pour Fe =0, g’f(f‘ :
(39.3) Fi=F=Fo=o,

Y )
(39.4) 5»’»=a,<“—————__'__. sin 0
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et

1 w22 \ 2 1—U 1 U’
(39.5) 7 9 ( >—WT_2‘;U2’

T 2B T\ w— w2

a condition d’écrire

Intéressons-nous maintenant au systeme (II)
71
Sl g—Ty+atfi=0

qui devient par explicitation :

. I
T, — 1 Ty=0, —fil,iTi=0, —fiT —
J " — axm ’ J ”fj - ’ f 3 sin2f

f‘[— 7‘—<r4>z+az] — o

W2 — %

1
I'y=o0

d’oti nécessairement, si f* et a* ne sont pas nuls :

N=TIy=TI;=o0,

39.6 2 =
( ) l‘;,:_—!—oc\/—-——‘L - I":—j_—av’——:rU.

40. Expression des coefficients de connexion linéaire. — Main-
tenant, dans ce cas particulier, il nous faut résoudre de facon exacte
le systeme des 64 équations de liaison (I) par rapport aux 64 coeffi-
cients de connexion linéaire. Elles s’écrivent

2 )
Buvip= dp8uv— Lip 80— L3y g0 = 3 8v8ua/"— 5 Euv o).
i

Nous obtenons déja facilement quatre équations a une seule
inconnue, soient (%)

I I
1 . e 13 P -
L1, = wa', L3, =0=Li,, L, = g“f‘,

puis trois systémes indépendants de douze équations homogenes et un
systeme de trois équations homogenes, les 39 coefficients L, qui y

(%) Ici et dans la suite : %' =9,%, w
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figurent sont donc nuls a condition que les déterminants corres-
pondants ne le soient pas, enfin, trois systémes de six équations avec
second membre dont le premier s’écrit

AT — 22

LY, + oL}, + AL}, —wLi, = ———3—_/",
1
wlLl, — zL}, — L], — =L}, = gWﬂf’*—ﬁ,
\ i
ALY, +wll, +wLll, — =L}, = — 3 wr f4,
(40.1)
5 1
—wL}, — =L, + AL}, —wli, = 3 wr fi,
A wh w2
— =li,+ AL}, —wLi}, =—w + YN +—G—f/’,
2N 2 w2
—TCL21+ )\14%1—(’()]42‘1 =W"——T—§>\7~f&+ Tf".

La solution de ce systdme s’écrit (& condition que son déterminant

. : w2
ne soit pas nul), en posant U=1— o

T T
L%kz -;—;)—erOgU—f— (—)f‘,

w T
L},:——g;erogU—— gf’*,
Li, == d.Log (zU) — ¢ /%

I
Ly = d,Log (zU) + = f*,

= = WK
L}_/p= ;)— -+ 7 l)rLOgU-l— o f”,

»
Lt == /.

Le deuxiéme systéme de six équations est le suivant :

,
5 L2,+ ALy, —wli,=— 3 Bwf*

B3 L3, + AL}, +wLi,=o,

B L3, —wLi,— nLi,=o,

(40.2) {8 Li,+wLl,— zli,=— % Bz [t
9 o’ I
B(L3,+L1,) =+ 5 Bwst

8(L3, +L2,) =3 Brsh
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La solution s’écrit (si le déterminant n’est pas nul)

nr e}
3w
A _ﬁ " 1 2 e {
L”_g‘f’ ng———?‘}‘—?‘)‘f*,
at o
) I 13
L2, = = 4+ - wf* L2, =2,
T e8  3 ’ Y
rr 93—
L2, = W\x’ 3w - Iw I
T2 62
nr S ?
L24=-—WP Iy w /.,'
2 243 2 h

Le troisitme systéme de six équations est alors

;: B(sin26) Li;+ ALY, —wLi; = — z B(sin20) w f*,
B(sin20) Li, + *Li, +wLi, = o,

) . I )
(L3, +Liy) =3"+ 3 ot

(40.3)
B(LE, + Liy) = 5 =/,

B(sin?8) L}, —wLi;—=Li{;=o,

B(sin?0) Li,+ wLl, — zLt, = — § B(sin20) 7 f*.

3

En comparant avec le systéme (40.2), on trouve immédiatement

Ly = 2 3 (sin20) /' = L}, sin20,

B'sin20  w{ sin20

M= — S = SNy S = L sinty,
poor
L§3=Z—B+§wf-'=L‘f2,

B/
L%i_ _.Lg
2{5 — 21

w3’ " 3w?2— iz
T 28 6

wi' A — w2 fr=13
T 23 2) T e

Il ne reste plus alors qu'un systéme de trois équations qui s’écrit

L3;+ L}, =2cotgh,
(sin20) L3, + L3;=o,

(sin28) L3, + L, =o
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et dont la solution est (avec sin 0 3£ o)
Liy=—sinfcos0, Li,=Li,= cotgo.

Résumons les résultats en supposant 3 — r?; il nous reste 23 coeffi-

cients non nuls pour la connexion linéaire :

N
I I )\
1 P
1111—'21_6“)/‘,’7 Lll— _2_f47
r r2w . r2
Lo=—s—57 /" Lia= /%
r rrw 1
1. . PR S
Li,=— (i + 53 f’*) sin20), LY, = 5 r2(sin20) f+,
= = W I
. _ = s o v -
L‘/‘L-—- ‘)—;: -+ i(),-LOgU-F 2)‘ 5 L:&/P-—-—-gn.fi,
0 T 1 . N T
L1s_,=7+§wj4, L§1=-,~;7
Liy=Li,, Liy = L3y,
. I . w . T w .,
Liy=~d,Log (sU) — (—,f’*, Liy= drLog(sU) + AR
9 ’ 5 2 > 9"
L, =" 0,LogU~+ " f* L, =— - 0,LogU~— " fi
12 = - drlog ‘).fa i1 aw g 6/7
. w m— w2 . Ww A — 3w?
Mi=—gmr = /Y Mh=0——o /"
L§§,,=L§,,, L?:‘»:L%E;
L3, = cotgt L2, = —sin0cos® Li, = cotg 0.
23 b 33 b) 32

Ces résultats sont valables évidemment si les déterminants de tous
les systémes étudiés sont différents de zéro; nous avons un rensei-
gnement global sur ces déterminants en utilisant le résultat de
M.-A. Tonnelat ([3], p. 47) sur la condition de possibilité du calcul
des coefficients de connexion linéaire a partir des équations de liaison
sans second membre, car nous savons que le systtme étudié ici est
équivalent au systéme suivant :

Suvip=do &y — Aﬁp &iv— Aé,,gw =o,
1 = T - . r 1 -
L‘yj.v: Aﬁv‘— 5 Suv (fp+jp) -+ 3 Oﬁgv)‘ (fl__j/> — 3 gu <6fA_ ;f">o

v

Donc les conditions de possibilité trouvées par M.-A. Tonnelat sont
ici encore les mémes, mais en plus il faut que f” soit calculable pour
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que la connexion linéaire le soit. Or, dans le cas qui nous occupe, le
déterminant ¢ est nul, et le déterminant y s’écrit

v = — =32 sin0;

i

il n’est nul que si un des facteurs s’annule, c¢’est-a-dire si r=o, ou
sin0 =o. Les points de l'axe des z s’introduisent donc comme des
points singuliers mais cette singularité n’est pas intrinseque et
disparait par un changement de coordonnées. Les conditions de
possibilité générales sont

(hm — 02) (A =+ w2) 1+ sin2f 3£ o

par simple transcription de la condition d’existence des solutions dans
le cas général ([3], chap. III, p. 47). Or ces conditions entrainent
Pexistence des deux vecteurs f* et I',, donc celle des coefficients de
connexion linéaire L§,.

41. Expression des composantes du tenseur de Ricci. — La forme
générale du tenseur de Ricci en fonction de la connexion linéaire L,
est

ro_ & % & o & o
W= do L, — & L3, + L, Ly, — LE L,

Si nous explicitons les indices, il vient pour les composantes non
nulles : ’

(M) Wiy = — dy(Liaet Ly L)+ 2 L3y (L}, — L3)
+ Lt (L, —L{y) + L}, (2L, + Li, — L}y,
(41.2) Wiy =0, L}, —dy L3, — L3, L3, .

+ Lo (Li; + Li,— L3, + L},)

+ L, (L}, + L3, — L3, + L),
Wi=d,LY;+ L1, (L}, + L}, — L%, + L},)

+ Li; (Ll + L, — Li, + L¥,) — Li, L3y,

or ici,
Li, = L1, sin26,
L, = L, sin20,
L, L3, = (J2 L3, + L§, Li,) sin20
et
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donc
(4'1 .3) \V;;;} = \Vt_?g SinQe,
(41.4) Wii= L1, + L1, (L1, + 2L, — L,

-+ Li, (LY, —Li,) + L%, (L1 — Lis),
(41.5) Wy=0 L, +aL}, (L}, — L3,) + L{, (L1, +2L3%,) — L}, L,
(41.6) Wiy=—d, (2L}, + Li,)+ L1, (2L}, + L,)
) +2L3, (L —L3,) — L, Lty

Portons maintenant les expressions des coefficients de connexion
linéaire calculées au paragraphe précédent (p. 129). Pour la premiére
composante du tenseur de Ricei (41.1), il vient (avec U'= 0,U)

Aprés avoir remarqué que le dernier terme est nul, car

2w 9 1—U 1 U = U 2w IX
r“"U[m——U ‘mm]*wu-v[ ”<‘—U>]

w2 . N ow R '
en effet U=1— — (ce qui entraine > = —— _ + ; U)’ 1l vient
— U Ea LU qU—3 U (U=
(M.7) W=~ e VTt e sia=0) T U = fUG—0)
U’w’zU—1+17;'w’+U’ I
U w 4U 2 T W rUUGa—U)

Les deuxiéme et troisieme composantes se calculent ensemble

- I 1
Wﬂ‘z:—‘”( ) ey

N 1 (zU) g = U  ow w2—hxw .
<\ e f)( aﬂu>+;f v (A e A £
or, de nouveau, le dernier terme s’annule ; en effet,

e g U

aw U wr
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1/7r r2 U’ [ U’ U’
Va5 (0 =7 6)| =50 - F el e )

soit, en définitive,

et

12 U 2U—3 U”? u r2/a w'
A1 . ¢ 0y == =— [— o — -
(M.8) Wi, ;\[ = T O ( >

u’ U—o2 r 1’ w’)_i 1
UG —0) U<x_-$ U :

W,M =4d,

o I
SR LS
..I.
>~ a
o
¢z
>
—_

X2 (zU)
[ft,}\ *r T eRu ]
U

soit

"

1[4U—1 _, = =zU2802—13U~+3

(M) Wam g |Gt aura T o S iid

' U (pU—1)2 aU—12 U

T ila—u U rU

1i—4U U o =’ o’ 1—U m 1—U
|

a

-+

T

w'
4

T w U r U r

L’expression de W, donnée par (41.5) devient, en simplifiant les
termes suivants,

= U’ w o, w? =, 3=U
L14+]J9¢—RU+ f+37~5 +2—)f4 §f+Z;TJ_’
1 s _ _ ® Ul_f ’ _© w: o =
L +oli= 2w U 6f+)\7 -+ Xf_gfk’

soit aprés un calcul simple :

mfaU—1, 3—4U j, 2U—1 (=
(41.10) Wn=;[ AE U+ SUs U+ 402 U( >

w
U —U i =Uys w110
»U U TAz"w) e |
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Enfin, I'expression de W, est donnée par (41.6) et donne lieu aux
simplifications suivantes :

2w = w2 b = U
2l + L, =5 — = fi+ — fi= -t — =
b2 BT zf A'f 2f 2w U
2 = U’ w
sl 4 L, = RN
L.+ L PR § zf’
, ,
. 1 = U w
oL + L3, =— - + — — f
1 21 F Yoz T zf’
2 = U
2L =2 =
+2 3 f sw U
d’ou
W a7 1—U oU—1 U
W "lw\ rU 4 U2

a[1— fU — -
\V/.1=‘~:[--——--I > U '+L'[ x%

+<f£_::’><l—U+2U—IU,>+I-—Ui’_l—U .

w x rU 402 U rU U |’

3¢
en comparant avec (41.10) nous voyons que
kY
(41.11) W= — Wy
Ainsi nous avons les expressions de toutes les composantes du

tenseur de Ricci en fonction de A, 7 et & qui sont par hypoth2se des
fonctions arbitraires de r seul qu'il s’agit de déterminer.

42. Forme des équations du champ. — Il nous reste maintenant
a écrire les équations du champ de la théorie, en les explicitant.
Rappelons qu’elles s’écrivent (quand elles comportent le tenseur
phénoménologique)

_ 1
Wyy=Tyy— - &0 T — g (duTy— A Ty)

1 1
—p(I‘HI\,— 5 ggvoc“2>+ %fﬂ‘p (I‘!J‘.,— 5 gwa?>.
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Ces équations sont au nombre de quatre si 'on suppose que le
tenseur T, présente les mémes symétries que le tenseur de Ricei W
c’est-a-dire

o)
Ty = Taasin20,  Ty= — Ty

Mais ces qualre équations ne scront pas indépendantes en vertu des
identités de conservation qui dans, le cas particulier de la symétrie
sphérique, se raménent a une seule

20, [GH Wi+ GH W] — G280, W = o.

Les équations 1ndependantes du champ seront donc en réalité au

nombre de trois. Ecrivons toutefois les quatre équations trouvées :

, _1—aU _, 7:" fU—3 Uz (2U—1) U =
Wi=—m V- S+ son—m o TIUG=U U =
JU—IE_IL’,_'_EE'(I"_F 1 U’

40 Uw 2z w 70G—U) U

_'1“+AI )\T—/—Of :(l'
IN 1 U 2U —3 L,-
EWVesr Gty vt
1w o' I
IU(E 7) U
A I 1
=5 T= +;’T—?[P“+ 2T
P 4U —1 . =" S§U2—130 + 3 U™ (2U—1)2 U &
2 W= X v Lo
= VT Rua—0) U T UG—0) U =

1—4U U o 1= W 2U—1 U’ 1— U o

4U U w 2T W r0 U 77U w

L ::’+ 1— U
rU = r2U
A, 1

:;I‘@.@—-’;)\T

02 VT30 Rt U T

_l—[][_V+l—[I 7’ w’ 1— U
U U570 \z "W)™

?\Vl,—ZU—IU” 3—4U U2 92U —1 U’(z' 1’)
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Voici donc un systeme de trois équations différentielles du second
ordre dont les trois fonctions de r inconnues sont U, w et 7; A ne
figurant jamais par ses dérivées est calculable directement en fonction
de U, w et 7. La résolution de ce systtme semble étre d’une grande
complexité et dépasse le cadre de ce travail.
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