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Tests et estimations
concernant certaines fonctions aléatoires,

en particulier laplaciennes
par

Paul BÉTHOUX.

SOMMAIRE.

Étude de quelques problèmes de statistique, à partir de l’enregistrement
continu d’une réalisation d’une fonction aléatoire X(t), sur un intervalle de tempsfini J : Etude de la vitesse de transmission de l’information à travers un canal de 

.

communication de bande passante finie. Estimation par le maximum de vraisem-
blance de la moyenne 03C6(t) = E[X(t)] de la fonction aléatoire X(t), prévisionlinéaire lorsque les lois temporelles des fonctions aléatoires considérées contien-
nent des paramètres inconnus. 

,

Introduction. - Dans le chapitre I, nous considérons le test suivant
sur la moyenne d’une fonction aléatoire; X(t) est une fonction aléatoire,
permanente, laplacienne, réelle ; sa moyenne E ~ X ( t )~ appartient à un
ensemble de n fonctions qui sont les transformées de Fourier de fonc- .

tions ayant pour support un intervalle (--S~, -~-S~); sa partie centrée
U ( t) est une fonction aléatoire, stationnaire, de spectre connu et ayant
le même support (-S~, -~- Q) ; nous considérons à partir de l’enregistre-
ment d’une réalisation de X ( t), sur un intervalle fini J, le problème de
la discrimination entre les n possibilités pour la moyenne E X t .
En remarquant que X ( t) pour t E J peut être considérée comme un

élément aléatoire X à valeurs dans ~E, espace de Hilbert des fonctions
réelles, définies sur J et de carré du module sommable par rapport à la
mesure de Lebesgue sur cet intervalle, nous avons à tester entre n lois
possibles et données pour X. Alors, comme il a été indiqué par M. Fortet
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et Ml’e Mourier, nous pouvons utiliser comme résumé exhaustif les

rapports de vraisemblance.
Dans le cas n - a, nous calculons l’erreur de discrimination en

fonction des données et dans le cas général nous montrons comment le
test est équivalent à un test plus simple sur les moyennes de ( n -1 )
variables aléatoires laplaciennes, indépendantes. ,

Nous remarquons que, par suite de l’analyticité des trajectoires,
l’erreur de discrimination est indépendante de la longueur de l’inter-
valle d’observation J : ceci nous montre qu’un modèle supposant un
spectre strictement limité à une bande finie, bien que couramment
introduit par les ingénieurs ne reflète pas exactement la réalité physique.
Nous appliquons néanmoins les résultats obtenus au problème de

l’étude de la vitesse de transmission de l’information dans un canal de

bande passante finie, perturbée par un bruit blanc, le temps est réin-
troduit ici de façon, semble-t-il, naturelle en supposant que l’émetteur
fonctionnant pendant une durée T ne peut émettre que des signaux
d’énergie totale inférieure ou égale à PT. Nous obtenons certaines
formules de majoration et de minoration. Les résultats obtenus sont

incompatibles avec la formule avancée de Shannon pour la capacité
d’un tel canal. . 

’

Dans le chapitre II, nous cherchons à estimer par la règle du maximum
de vraisemblance, la valeur moyenne E ~ X ( t ~~ d’une fonction aléatoire,
réelle, laplacienne, définie sur un certain intervalle fini J, de covariance
continue et connue, dont nous observons sur J une réalisation.

Ce problème a été abordé antérieurement et simultanément par

plusieurs autres auteurs (Mann, Striebel, Parzen, etc) soit pour des

processus particuliers (Wiener-Lévy, Ornstein-Uhlenbeck) soit pour
une fonction aléatoire laplacienne ne vérifiant que les hypothèses
mentionnées plus haut, mais toujours dans le cas où l’on suppose que
a priori E[X(t)] est une combinaison linéaire inconnue de fonctions
connues, définies sur J. Dans ce cas, le problème se réduit à une esti-
mation d’un nombre fini de scalaires réels ; les coefficients de la

combinaison linéaire.

Nous avons essayé ici de poser le problème de façon plus générale.
Si nous supposons que a priori E[X (t)] E 5t, alors X( t), peut être

cousidérée comme un élément aléatoire à valeurs dans . Si nous

désignons par 03C1 la loi de X sous l’hypothèse - p ( t), alors sur
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l’espace H des p tels que est absolument continue par .rapport à o,

on peut définir un produit scalaire avec lequel H est un espace de
Hilbert.
Nous supposons que a priori E ~ X ( t)~ appartient à un certain

sous-ensemble 3i de H et nous définissons ce que nous entendons par
estimateur du maximum de vraisemblance. Dans le cas où F est un

sous-espace vectoriel fermé de H, nous avons établi uu théorème qui
montre la difficulté, sinon l’impossibilité, de définir un estimateur du
maximum de vraisemblance dans le cas où F est de dimension infinie :

si &#x26; est l’ensemble des x ~ X pour lesquels la série qui définit le loga-
rithme de la densité de Radon-Nikod;m de par rapport à 0, converge

pour tout P E F, alors 0 (v)=1 si F est de dimension finie et 0 ()=o
si F est de dimension infinie. Dans le cas où F est un sous-espace
vectoriel de dimension finie de H, nous étudions en détail toutes les

propriétés de l’estimateur p du maximum de vraisemblance qui se trouve
être non biaisé, exhaustif, à variance minimale. De plus nous remarquons
que si l’on abandonne le caractère laplacien de X(t), l’estimateur p a les
Inêmes propriétés d’optimalité mais cette fois seulement parmi les esti-
mateurs linéaires, non biaisés.
Nous examinons ensuite trois autres cas où nous avons pu définir un

estimateur du maximum de vraisemblance :

i ° 5 est un sous-ensemble convexe et fermé d’un sous-espace vectoriel

de dimension finie de H.

2° F est un sous-ensemble convexe et compact de 0393(X) où r désigne
l’opérateur linéaire dans  engendré par le noyau r(t, r), covariance
de X(t).

3° ~F est l’ensemble des fonctions dépendant du paramètre r,
où = po (t - -r) et r(t, ~) ~ ~).

Le chapitre III est consacré à certains problèmes de prévision à partir
de l’observation d’une fonction aléatoire permanente sur un intervalle
fini. Supposons que nous observions une fonction aléatoire Xt( w) sur
l’intervalle J et désignons par (l3J le plus petit a-corps par rapport auquel
les Xt(03C9) sont rnesurables pour tout t~J. Parmi toutes les fonctions
numériques mesurables par rapport à BJ, la meilleure prévision au sens
des moindres carrés d’un nombre aléatoire Y(03C9), plus ou moins corrélé
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avec la fonction aléatoire Xt (w) est l’espérance mathématique condition-
nelle de Y ( c~ ) par rapport à 03J. Dans le cas où est une fonction

aléatoire continue en probabilité, alors la meilleure prévision est la

limite de la meilleure prévision à partir de l’observation de en un

nombre fini de points de J, quand le maximum de la distance entre
deux consécutifs de ces points tend vers zéro. Peut être ces résultats
( au moins en ce qui concerne le premier) sont-ils connus, mais à ma
connaissance ils ne figurent explicitement nulle part.
Nous étudions ensuite un problème particulier de filtrage, intéressant

la théorie de l’information, qui donne un exemple où la prévision
optimale (au sens des moindres carrés) n’est pas forcément linéaire et
qui fournit également une application des densités de probabilités sur

’ ~E introduite aux chapitres précédents.
Enfin, nous considérons un problème de prévision linéaire où nous

avons affaire à des fonctions aléatoires dont la moyenne est une combi-

naison linéaire inconnue de fonctions données. Plus précisément X(t)
et Y (t) désignent deux fonctions aléatoires du second ordre, de la forme

X (t) = m(t) + Xo (t), Y(t) = m{t) + Yo(t), avec E ~Xo{t)~ ~ E ~Yo(t)~ . = o

et
n

na (t) = 03A3akgk (t)
k=1

où les a,, sont des nombres certains inconnus et où les sont des

fonctions connues. Nous caractérisons la meilleure prévision linéaire,
non biaisée de Y(r) partir de l’observation de X(t)
pour t E [2014T, o]. Puis nous montrons comment on peut obtenir expli-
citement Y (r) par les méthodes introduites par Wiener et Yaglom, dans
le cas où Xo ( t) et Yo ( t) sont stationnaires et stationnairement corrélés
et admettent des densités spectrales de corrélation et d’intercorrélation
rationnelles et pour une certaine classe de fonctions [englobant le
cas où m (t) est un polynome et celui où rrc (t) est un polynome trigono-
métrique].
Dans un article qui vient de paraître sur la prévision multidimen-

sionnelle, Yaglom énonce des résultats semblables.

*

* *
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Je suis heureux d’exprimer ici mes plus vifs remerciements à

M. le Professeur FORTET pour avoir bien voulu constamment orienter et
aider mes recherches.

Je lui suis infiniment reconnaissant pour ses multiples observations
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CHAPITRE I.

TESTS SUR LA MOYENNE
D’UNE FONCTION ALÉATOIRE.

Application au problème de la vitesse de transmission de l’information à

travers un canal de communication de bande passante finie.

1. . Test sur la moyenne d’une fonction aléatoire. - Dans la pratique,
en particulier en technique des communications, on rencontre souvent
des problèmes du type suivant :

Étant donné une fonction aléatoire X(t) définie sur un intervalle I,
tester à partir de l’observation d’une réalisation de X ( t), c’est-à-dire
une seule observation de toutes les valeurs de X ( t) pour t ~ I, la

moyenne E~X(t)~ de cette fonction aléatoire, sachant que cette moyenne
est égale à l’une des fonctions p;(t), ~’== ï, ..., n). De tels tests ont
été étudiés dans le cas général notamment par Grenander et Adhikari

,

Nous considérerons ici, des tests de cette sorte, pour une fonction
aléatoire X(t), et des fonctions 03C1k(t) particulières.
Remarquons que nous pouvons toujours supposer I=~ô, T] et écrire

( 1.1) . X (t) = U (t) + pk (t),

où U ( t) est une fonction aléatoire telle que pour tout

Nous supposerons que U(t) est une fonction aléatoire, réelle, mesu-
rable, Laplacienne, de covariance r(t, r) connue et continue.

Alors presque toute réalisation de U(t) est de carré sommable sur
~o, T], par rapport à la mesure de Lebesgue sur cet intervalle.

Soit ~; l’espace de Hilbert, séparable, des fonctions réelles h ( t) de
la variable réelle t sur l’intervalle [o, T] qui sont de carré sommable



260

sur cet intervalle par rapport à la mesure de Lebesgue. (Munissons 
du produit scalaire et de la topologie habituels ). 

’

U(t) peut-être considéré comme un élément aléatoire U à valeurs
dans lt. La donnée de la loi temporelle de U ( t) [déterminée en l’occu-
rence par r ( t, 03C4)] est équivalente à la connaissance d’une mesure 0

sur et, plus petit corps de Borel de sous ensembles de ~E, qui rend
mesurables les applications
(1.2) x ~ x(t)

de ( ‘’, ) dans (R, 03B6) (03B6 boréliens de la droite R), pour tout t ~ [o, T].
o est de plus prolongeable de façon unique sur complétion de et

par rapport à [J-o (voir [Ba]).
Si nous supposons, ce que nous ferons dans la suite, que :

(1.3) pour ..., n,

alors de môme peut être considéré comme un

élément aléatoire à valeurs dans ~E.

Soit i la mesure définie sur dont la connaissance est équivalente
à celle de la loi temporelle de Vi(t) [déterminée par r ( t, r) et 03C1i(t)].
Nous pouvons donc considérer le problème du test entre les différents

p~ ( t ), i = I , ... , n, connaissant r ( t, T) comme le problème suivant :
Étant donné une observation de l’élément aléatoire X défini sur l’espace

mesurable (ae, a), tester à laquelle des lois 1, ... , il obéit.

Désignons par la complétion de et par rapport à ~.1. Alors les

éléments aléatoiresU et Vi respectivement définis par 0) et

(, (i), i) sont des l-éléments aléatoires sur lt, au sens de MIle Mourier
(voir ~M~~).

Montrons-le, par exemple, pour U :

Soit h* une fonctionnelle linéaire fortement continue sur X; on a

h* (x) = x (t) h (t) dt, 
’

0

Subdivisons l’intervalle [o, T] par des points
... ~fx, /M ’ ’ ’  tm, /?t =~ T

et soit :
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Supposons que sup m - ~ --~ o, quand m - oo (x) est une
ex

fonction mesurable et (x) converge quand m~ oo en 0-mesure vers

intégrale en moyenne quadratique.
Donc. il existe une sous-suite mk telle que

~ h’ (x) presque sûrement quand k -~ oo ,

Par suite, h’ (x) est une fonction -mesurable et comme h’ (x) = h* (x)
presque sûrement, il en est de même pour h* (x~. Alors si nous désignons
par U3 le cr-corps engendré par les ensembles « cylindriques » définis
par les fonctionnelles linéaires fortement continues sur ~, qui est aussi
le o-corps engendré par les sphères de ~E, alors on a

(i=i, ..., n). 
’

Si les mesures 0, 1, ... , Fn sont toutes équivalentes, alors

C13 = = C~ pour tout i = t, .. , n

(~3 étant la complétion de U3).
En effet, I 0394t t+0394tt03C903C4(x) . dr: est une application mesurable de (, )

dans (R, 03B6) et

Donc, pour t fixé:

en moyenne quadratique 0, donc en mesure par rapport. à 0 quand
moo.
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Il existe alors une sous-suite m~t telle que
1

l -i- -

w (x) - mk / (x) de ~ o presque sûrement 0 quand k ~ ~.

Et par suite 03C9t(x) est une application mesurable de (, ) dans (R, 03B6).
D’où .

Et comme on a vu tout à l’heure que CI~ C ét, on a bien

= = (i).

Alors dans ce cas, on peut remplacer par  : c’est-à-dire le problème
du test entre les mesures 1, ..., n sur ét et équivalent à celui des
mesures pi ..., n sur .

Un résumé exhaustif nous est fourni par le théorème suivant

(voir ~F~~).

THÉORÈME 1. - Soit ‘’ un espace de Banach, séparable et reflexif,
et X un l-élément aléatoire à valeurs dans . Supposons que nous
voulions tester par une ou plusieurs observations indépendantes de
X, à laquelle des n lois Fi , ... , n définies sur le a-corps engendré
par les ensembles « cylindriques » définis par les fonctionnelles
linéaires fortement continues sur , obéit X. Si nous désignons
par ~. une mesure par rapport à laquelle , ... , sont absolument

continues et par fi(x) la densité de Radon-Nikodym de par

rapport à ~., alors un résumé exhaustif pour le test en question nous
est fourni par les (n-1) rapports

pour tout i ~ l.

l étant l’un des entiers i, , 2 , ... , n.

En ce qui concerne l’absolue continuité des mesures pi les unes par
rapport aux autres, on a le résultat suivant (voir [G1] ou [F2]) :

THÉORÈME 2. - Désignons par s~ ( j = i, , 2,..., n~ les valeurs

propres ( distinctes ou non ) et par les fonctions propres, uni-
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taires, deux à deux orthogonales de l’opérateur linéaire dans ,
symétrique et défini positif, ,

(1.4) b(t) = T00393(t, 03C4) a(03C4) d03C4

ou symboliquement b = r ( a ) .
. Une condition nécessaire et suffisante pour que soit absolument
continue pan rapport à po est que E H, ensemble des fonctions
définies sur C o, T] et de la f orme

h(t) =hjuj(t) (0~t~T).avec .

(hj)2 sj  + ~.

De plus si pa e H, est aussi absolument continue par rapport à et

d 03B1 d 0 (x) = e03C803B1(x),
où

’~x x , _ °â ) ,2

avec .

xJ= T0x(t)uj(t) dt et T003C103B1(t) uj(t) dt.; o 0

~. - Cas stationnaire. Canal de communication de bande passante finie.
- En technique des communications, U ( t) représente le bruit de fond
et les fonctions P~ ( t ) des signaux. L’étude d’un canal bruyant ayant une
bande passante fixée, finie (voir ~51~) nous amène à considérer des
covariances de la forme

(2.I) f(t, 03C4) = = dw.

C’est-à-dire U (t) est Ia partie relative à l’intervalle [o, T] d’une fonction
aléatoire U ( t) stationnaire sur (-oo , + oo ), de fonction de corrélation
r(h), de spectre nul en dehors d’une bande (-S~, -~-S~) et admettant
dans cette bande une densité spectrale f ( ~ ~ .
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De même, nous considérons des fonctions qui sont les parties
relatives à [o, T] de signaux réels définis sur (-oo , -~- oo ~ :

Nous supposerons que f’~c~) est de carré sommable et différent de
zéro sauf peut-être sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle sur

~-sa, ~s~). ,

LEMME 1. - Sous les hypothèses faites précédemment, les 

f orment une base complète dans ~.

En écrivant que x

°

on obtient

en intervertissant les signes d’intégration

(2.3) = f 
+03A9-03A9 

ei03C9tgj(03C9)f(03C9) dw,

où 

(2.4) gj(03C9) = T0 e-i03C903C4 ui (03C4) d03C4.

Si les uj ne formaient pas une base complète dans tE, on pourrait
trouver une fonction u ( t), élément non nul de ~, telle que

Mais

Donc, en posant
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on aurait

h(t) = +03A9 ei03C9t g(03C9) f(03C9) d03C9 ~ o pour otT.
-

La fonction h ( t) est une fonction entière de t étant nulle sur ~o, T ~
elle serait identiquement nulle. Par. suite de l’unicité de la transformée
de Fourier, serait presque partout nulle sur ~-S~, + Q].
Comme sur (-S~, -~-5~~, f (c~) est différent de zéro presque partout, g (w)
serait nulle presque partout sur (-SL, +g) et étant une fonction entière
de M, serait identiquement nulle, même pour ~ ~ ~ > S~; donc sa transfor-
mée de Fourier u ( t) est nécessairement l’élément nul de ~.

Posons

(2.5) u’j(t) = +03A9-03A9 ei03C9tgj(03C9) f(03C9)d03C9 pour -~  t  + ~

LEMME 2. - Sur (2014oo , , + 00 ), les u’j ( t) sont orthogonales.
En effet, calculons 

’

En général, bien entendu, les u~(t) ne f’orment pas une base complète
dans l’espace fE’ des fonctions de carré sommable sur (- oo, + ~ ).

Toutefois, on a .

LEMME 3. - Toute fonction de ’ de la forme
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avec y(~) de carré sommable sur (-S~, + Q), appartient au sous-
espace de ‘’’ engendré par les .

En effet :

Il est équivalent de montrer que (gj( c~ ) ~ )~ constituent une hase
complète dans l’espace des fonctions de carré sommable sur (- S~, -~- S2).
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi : il existerait o ( ~ ) élément non nul
de l’espace des fonctions de carré sommable sur (- S~, -~- S~) telle que

Mais

Comme les My forment une base pour ~C, alors

pour 
~ 

- 0.

Mais étant entière, cette fonction serait nulle partout.
Par suite de l’unicité de la transformée de Fourier, on aurait

6 ( w ) = o presque partout pour ( ~ Q,

donc ’

6 {w) lui-même = o presque partout pour w ~ ~ Q.

3. Discrimination entre deux signaux. - Supposons que nous ayons
. à tester entre deux signaux seulement, nous pouvons alors supposer que
l’un d’eux est identiquement nul, c’est-à-dire nous envisagerons le pro-
bléme du test entre pas de signal et le signal P ( t~ qui, rappelons-le, est
la partie relative à [o, T] de .

( 3 . 1) P (t) = (w) d03C9.

Supposons que
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Et posons .

(3, 3) 03C1’(t) = +03A9-03A9ei03C9t03C6(03C9) f(03C9)d03C9.
D’après le lemme 3,

ce

p’ (t) _~ ),~ u~ (t)
j=1

avec la topologie forte dans de sorte que

. +~-~|03C1’(t)|2 dt = 203C003A3sj| 03BBj |2  + ~.

Or on a

203C0sj03BBj = +~-~ 03C1’(t)u’j (t) dt = 203C0+03A9-03A9 03C6(03C9) f(03C9)gj(03C9) f(03C9) d03C9
d’après (2.5) et (3.3);

d’où

(3.4) 03BBj = 03C1j sj

et par suite

La formule (3.5) nous donne une interprétation physique de la quantité

03A3(03C1j)2 sj en la reliant directement à l’énergie totale du signal 03C1’(t) défini
/’

par(3.3).
D’autre part, on en déduit :que appartient à l’espace H défini au

théorème 2 (§i).
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On a de plus le théorème suivant :
THÉORÈME 3. - Pour une covariance ayant la forme indiquée au

paragraphe ~, toute fonction P ( t ) gui est la partie relative à ~ o, T ~
d’une fonction de la forme 

’

+03A9-03A9 ei03C9t 03C6 (w) dw, avec dw 

appartient ù H; et réciproquement tout h. E H est égal presque
partout à une fonction de cette forme.

Nous venons de voir que de telles fonctions appartiennent â H. Réci-
proquement soit h E H,

h (t) - 03A3hj uj (t), , avec 03A3(hj)2 sj  + ~.

s~
I l

Posons 

~ (w) = 03A3 hj sj gj(03C9) JF,

c’est une fonction de carré sommable sur (-03A9, + 03A9).
Soit alors

I (t) = (w) f(03C9) dw

et calculons

donc h(t) = h ( t) presque partout sur [o, T].
Revenons au test entre pas de signal et le signal p ( t) vérifiant ( 3 ..t )

et (3. 2). Les mesures 0 et , respectivement définies (comme nous
l’avons vu au paragraphe 1 ), par les lois temporelles des fonctions

aléatoires U ( t ) et U (t) + p( t) sont équivalentes. 
’ 

.
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. Comme nous l’avons vu également au paragraphe 1, un résumé

exhaustif par le test considéré, est constitué par l’expression

(3,6) . logd  d 0 (X) =E 03C1j sj (Xj- 03C1j 2),
j=1

avec

Xj = T0X(t)uj(t) dt.

En utilisant ce résumé exhaustif pour la discrimination, le test devient

particulièrement simple puisque 03C1j sj (Xi -03C1j 2) obéit à une loi de Laplace
de variance A = (P’ )2 et de moyenne - A 2 si X obéit à 0 et + A si

X obéit à juL.

Remarque. - Nous déduisons en particulier de ce qui précède que
l’erreur de discrimination dépend uniquement de la quantité A, c’est-à-
dire de l’énergie totale de P’(t). Elle ne dépend donc pas de T. Ce qui
pourrait sembler un paradoxe, résulte de propriétés d’analyticité que
nous allons examiner.

Les fonctions

03C103B1(t) = +03A9-03A9ei03C9t03C603B1(03C9)
sont analytiques sur toute la droite. De plus, presque sûrement, les

trajectoires de la fonction aléatoire U ( t ), stationnaire, de moyenne nulle
.~+~?

et de fonction de corrélation r ( h ) == / _jj dw sont des fonctions

analytiques.
Soit alors T* > T et posons

U* (t) = U (t) et px (t) = §ce (t) pour o ~ t ! T*.

Considérons le test de la valeur de a à partir de l’observation de
X* (t) = pâ (t) + U* (t) pour o ~ t ~ T*; i

Nous avons U(t) == U*(t), = X(t) - X*(t), pour o ~ t ~ T ;
donc l’information apportée sur la valeur de a par l’observation de x.*(t),



270

o a! t ~ T *, est plus grande ou égale à celle fournie par l’observation
de X ( t), Mais par suite de l’analyticité des réalisations de

X*(t) sur [o, T*], à chaque réalisation de X ( t) sur [o, T] correspond
une seule réalisation de X*(t) sur [o, T*]; donc les deux informations
précédentes sont égales, ce qui explique évidemment le fait que l’erreur
de discrimination ne dépend pas de T, durée d’observation.

Cette constatation nous incline à penser que les hypothèses faites ne
sont pas rigoureusement compatibles avec un cas concret.

Sans doute, dans la pratique, l’hypothèse d’un spectre limité stric-
tement à une bande finie bien que couramment faite par les ingénieurs,
n’est pas rigoureusement remplie, ne serait-ce qu’à cause de l’erreur
introduite par l’inertie de tout système enregistreur, erreur qui peut
toujours être rentrée dans la fonction aléatoire U ( t).
Néanmoins, il semble que les considérations théoriques développées

ici peuvent fournir des indications utiles pour des cas rencontrés dans

des problèmes pratiques. Il resterait évidemment à étudier les conditions
de stabilité des résultats lorsque les hypothèses ne sont pas rigoureu-
sement remplies [par exemple, si le spectre n’est pas entièrement nul

sur (-Q, -~-.~~~~

4. Discrimination entre plus de deux signaux. - Nous considérons

dans ce paragraphe, le même « bruit » U ( t) que dans les paragraphes
2 et 3, et cette fois (n -~-1 ) signaux ... sur chacun

desquels nous supposons :
a Que est la partie relative à ~ o, T] d’un signal réel sur

(- ~, + de spectre nul en dehors de la bande (- Q, + Q).

Soit _

b Qu’on a

Remarque. - Dans le cas d’un bruit blanc, c’est-à-dire
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On a

d’où Cte = N et

Donc, dans ce cas, l’hypothèse (~. a) est équivalente à la suivante : les

signaux ont une énergie totale limitée par ~t R 2 N; si nous désignons
par E cette énergie, alors R2 peut s’écrire

Q E.
03C0N

Comme nous l’avons vu au paragraphe précédent, les conditions a et b
imposées aux pa(t) , impliquent que eH. Donc les mesures 1, ..., n+1

définies par la loi temporelle de U ( t) + Pi ( t), ..., U ( t) + 03C1n+1 ( t)
sont équivalentes; et alors pour le problème de la discrimination

entre pi(t), ..., P,t+1 ( t), à partir de l’observation de la fonction

X (t) ~ U ( t) + P~ ( t), ( k étant inconnu ), pour o ~ t ~ T, nous pouvons
utiliser le résumé exhaustif constitué par le système des n variables
aléatoires 03C82, ..., 03C8n+1 suivantes :

avec

Or ces n variables aléatoires obéissent à une loi de Laplace de dimen-
sion n ; appelons k cette loi dans le cas où c’est 03C1k(t) qui est le signal
d’émission.

En posant
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Le point moyen de k se détermine par

Ek[03C803B1] = B03B1k - I 2 B03B103B1 (« = ?, 3, ..., n + I)i

Quant à la matrice des covariances correspondantes à elle a pour
éléments les quantités B03B103B2.
Donc toute modification JE du système p1 ( t), . : . , qui

laisserait invariant le système des Bk,l, ne modifie rien aux conditions
du test.

Notons que H est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

[h’, h"] = 03A3h’jh"j sj.
Alors remarquons que, les conditions du test restent inchangées si

01, ..., 03C1n+1 sont remplacés par n+I signaux p;, ..., 03C1*n+1 déduits

des poc par un opérateur unitaire dans H et que la condition (4.2), qui
s’écrit 

(4.6) (03C1j03B1)2 sj=+03A9-03A9|03C603B103C9)|2 f(03C9)d03C9R2
demeure aussi inchangée par un tel opérateur.

Soit Hu le sous-espace de H constitué par les h ( t) telles que
hi = o pour tout j > n ;

il existe toujours un opérateur unitaire "S dans H qui transforme

03C11, ..., pn+1 en des éléments pj , ..., 03C1*n+1 de Hn.
’ 

Donc, en ce qui concerne l’étude du test, on ne réduit pas la géné-
ralité en supposant que

Pa e Hn pour tout x == i, 2, ..., n + 1.

Dans ces conditions, les ~a ne dépendent que de Xi, ..., Xn et par
suite on peut prendre comme résumé exhaustif ces variables aléatoires
ou mieux :

(X1 s1, ..., xn B

système dP n variables aléatoires, laplaciennes, indépendantes, de

variance 1 et dont le point moyen, si c’est qui a été émis, vérifie
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et (4.6) s’écrit 
~~ 

rt ~ R2.j=1 sj

Nous sommes ramenés alors au problème suivant :
Étant donné un espace Euclidien de dimension n, En, rapporté à des

axes de coordonnées rectangulaires, soient n + ï points Mi, ..., Mn+j
dans la sphère de centre 0 et de rayon R, et yi des variables aléatoires
laplaciennes, indépendantes de variance i. ’

Désignons par les coordonnées du point M,;. Alors par une

observation sur le point L de coordonnées

m~ + Yi ou k est inconnu mais fixé,

nous voulons déterminer la valeur de k.

Pour cela, il nous faut partager l’espace En en (n -~- 1) régions disjointes
Si, S2, ... , Sn+1 telles que si L tombe dans Si, on décide que A = i. Si,
par exemple, les différentes valeurs de k sont à priori équiprobables et
si 03BDi désigne la loi de probabilité dans En de L quand A = i, l’erreur totale
est

n+1 

I n+I 03BDi(S)i (Si = complémentaire de Si dans En ).
i=1

On sait ( voir [A1]) que si Aij, Aij est une décomposition de Hahn de Ert,
par rapport à la mesure algébrique alors le système de régions
qui minimise cette erreur est donné par

Si=~ Aij.
, 

~ ~‘ l

Par suite, dans le cas présent, on est ramené à considérer les plans
médiateurs des segments MiMj. La région d’acceptation de Mi sera la
portion d’espace délimitée par les plans médiateurs des segments MiMj
pour tout j qui contient le point M;.

Soit alors c~ l’erreur totale de discrimination correspondante aux
meilleures régions que nous venons de définir; &#x26;, dépend évidemment
de R, de n, et de la disposition (j) des points M/~ dans la sphère de
centre 0 et de rayon R.

Soit
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R et n étant fixés, on peut considérer le minimum de &#x26; pour toutes les

dispositions CI~ de points M/f dans la sphère de centre 0 et de rayon R.
Soit

0 (R, n ) = min (R, n, ;

il est alors intéressant d’introduire, pour fixé, n(R, e) le plus
grand entier n tel que

. ~v (R, n)  E.

5. . Capacité d’un canal de communication perturbée par un bruit blanc

laplacien. - Considérons une émission de signaux réels, dont le spectre
est limité à la bande (- S~, + S~), c’est-à-dire de la forme

(5.I) P (t) = +03A9-03A9 ei03C9t 03C6 (w) dw.
Si P désigne la puissance moyenne du dispositif émetteur, alors une
durée de fonctionnement de T, permettra d’obtenir tout signal 03C1(t)
d’énergie totale inférieure à PT :

(~.~) P (t) (2 dt ~ PT.

Nous supposerons qu’un récepteur reçoive ce signal perturbé par un
bruit Laplacien U ( t ) dont le spectre est limité à la môme bande (- Sz,
- ~- 12); c’est-à-dire qu’à l’instant l, il reçoit : .

(5.3) X(t) _ + U (t),

et nous prendrons pour période d’observation l’intervalle 
par exemple. 

’

On désire alors tester quel est le signal qui a été émis, sachant que
celui-ci appartient à un certain ensemble de signaux possibles. C’est
le problème étudié précédemment.
Nous supposons de plus que U ( t ) est un bruit blanc, c’est-à-dire,

comme nous l’avons vu,

f(w) ={ N 203A9 pour |03C9|  03A9,

o pour |03C9| > Q,
12) désigne la puissance moyenne du bruit.
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D’autre part, soient P~, ... , p,t+1 les différents signaux possibles

Xa (t) ~ ~a ~w) dw 
’

et 03C11, ... , 03C1n+1 leurs parties relatives à [o, T].
La condition ( ~ . 2 ) s’écrit

Supposons que les différents signaux possibles soient a priori équi-
probables. Quel est alors le nombre maximal de signaux parmi lesquels
on peut discriminer avec une erreur totale inférieure à ~?

C’est précisément

L’étude du maximum de la vitesse de transmission de l’information à
travers un tel dispositif avec une erreur aussi petite que possible, nous
amène à considérer

Remarque. - Notons que la double limite précédente, si elle existe,
sera nécessairement une fonction de 03A9 P N.
Par suite, la formule avancée par Shannon [Si] pour la capacité d’un

canal de communication ayant la bande passante ~-SZ, + 5~~, la puis-
sance moyenne de l’émetteur étant P et celle du bruit N :

est incompatible avec les considérations précédentes.
Intuitivement, il semble que &#x26;o (R, ~2~ soit atteint pour des points

Mi, ..., Mn+i placés aux sommets d’un polyèdre régulier inscrit dans
la sphère de centre 0 et de rayon R, tracée dans l’espace euclidien de
dimension n.
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Toutefois, une démonstration rigoureuse de ce fait est plus délicate

qu’on ne pourrait le penser au premier abord et nous ne sommes pas
parvenus à en établir une.

De toutes manières, soit
1(R, n) .

l’erreur de discrimination correspondante à des points Mk ainsi placés
dans l’espace euclidien de dimension n aux sommets d’un polyèdre
régulier inscrit dans la sphère de centre 0 et de rayon R. 

’

On a évidemment

n ) _~ c~ o ( R, n ) ~

e étant un nombre positif arbitraire, soit n1(R, e) le plus grand entier n
tel que

, 
~1(R, 

Nécessairement,
. n~(R, E) ~ n(R, ~).

Nous allons étudier .

Tout d’abord, nous allons effectuer trois calculs préliminaires qui nous
seront utiles dans la suite :

10 Soit Z, une variable aléatoire laplacienne, réduite et a, un nombre

positif

z° Soit toujours Z une variable aléatoire laplacienne réduite et a, un
nombre positif

Pr(Z  a) = I 203C0
+~ae-x2 2 dx.

Remarquons que (x + i ) e-v  ! I pour x > o.
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D’où 
’

3° Dans l’espace euclidien de dimension ra soient Mf t ..., Mn+1 les
sommets d’un polyèdre régulier inscrit dans la sphère de centre 0 et de °

rayon R. Calculons la distance 03B4n+1 entre deux sommets Mi et Mj.

Soit O’ le centre de gravité de M1, ..., Mn. Les points 0’, 0, Mn+1

sont sur une même droite et le triangle M1O’Mn+1 est rectangle.
On a

- + -+
n O’O = OMn+1

et

Donc

03B42n+1 = (MiMj)2 = 2 R2n + I n.

Prenons donc les points Mi, .... Mn+1 aux sommets d’un polyèdre
régulier inscrit dans la sphère de centre 0 et de rayon R, tracée dans
l’espace euclidien de dimension n.
Conformément à ce que nous avons vu plus haut, nous déciderons

que le point moyen est M~ si L tombe dans la portion d’espace Si déli-
mitée par les plans médiateurs des segments Mi Mh pour tout h, qui
contient le point M~.
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Par raison de symétrie, on a

v1~~1~ 

et par suite

1 = I n+I 03BDi(Si)’~ i-1

Comme les points Mj sont sur une même sphère de centre 0, dire que L

appartient à Si est équivalent aux n inégalités suivantes

OL.OMi > OL. OMh pour tout h ~ i;

alors ~~1 est égale à la probabilité pour que, sachant que M~ est le point
moyen, il existe au moins un h ~ i tel que

oL.oM,i > 

Soit
’ 

- -

Zh = OL. OMh,

L~i est une variable aléatoire laplacienne ;

’ En effet :

" 

Donc

Quant à la variance de Zh, elle vaut ,

Au moins pour R assez grand, on peut trouver J. compris entre 0 et R
tel que
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D’autre part, soit Il ~ i :

Alors Zh pour tout lt  1) ~
et tous les Zh avec h ~ i  R(R-~~~

= t - Pr (Z  R (R - ),) ou au moins l’un des R (R - À) pour h ~ i)
)

 I-e-(R-03BB)2 2.~ 

2 

Donc

~1 (R, n) = Pr il existe au moins un tel que Zh > Z~)
(R-03BB)2

~_ ~ + ~L e ? .
2 ~ (R - ),)

Par suite, si

n 203C0(R-03BB) 
e(R-03BB)2 2 

~ 2,

c’est-à-dire

n  ~ 2 203C0 ( R - î, ) e ‘-’ .
On a

~ 1 (.R, n ) ~ e,

donc, 
’

et, par suite,

lim I T log n1 ( 03A9 PT 03C0N, ~) I 

03A9 P 203C0N
;

donc
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1 

THÉORÈME 4. - Quels que soient ~ et ~ positlfs aussi petits qu’on
veut, pour T assez grand, on peut transmettre à travers le canal
considéré pendant Le temps T une quantité d’informations ëgale cc

« P - ~) T avec une f réquence d’erreur in férieure â E.

Nous allons maintenant obtenir une majoration pour

- 1° 
1 

1 (03A9P 03C0N T, ~ )
Cette majoration serait surtout intéressante si l’on avait montré que

- E ) auquel cas elle fournirait une borne supérieure
pour la vitesse de transmission de l’inforrnation dans le canal.

Supposons que le point moyen soit M~ et posons
- +-+

Wi-1 = Zi-Z1 = OL.M1Mi.

Nous décidons que M~ est le point moyen si W~ ~ o pour t ---- I , ... , n ; ;

W1, ... , Wn obéissent conjointement â une loi de Laplace â rz dimen-
sions :

Considérons la loi de Wn quand W1, ..., Wn-i sont fixés.

Remarquons que :

ç~=W~-2W~,

sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes.
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Calculons

Fixer Wi, ... , W,,_i revient à fixer 03BE1, ..., 03BEn-1. Donc la loi de 03BEn
lorsque ... , sont fixés est la môme que sa loi marginale et
par suite, comme

Wn = W1+-...+Wn-1 - 03BEn ,
n n

]a loi de Wn quand Wi, ..., Wn-1 sont fixés est une loi de Laplace
de moyenne

w1+...+wn-1 n-03B42 2n et de variance 2014-201420142014- ’ .
61 (B, n) = Pr (au moins un des o)

~ Pr (un des Wi est positif et les autres négatifs)
= n Pr 

... , Wn-1  o).

Posons

Vi = Wi-EWi 03C3(Wi) = Wi+03B42 2 03B4,
Wi = 03B4Vt=03B42 2.

Soit f(v1, ..., la densité de la loi conjointe de Vi, ..., Vn-1.
On a
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où me et o-c désignent respectivement la moyenne conditionnelle et

l’écart type conditionnel de Wn quand Vi, ..., Vn_i sont figés. Mais :

en employant une inégalité établie précédemment :

d’où
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Mais

donc

Et par suite,

c~1 (R, n) ~ n y - 2 c~1 (R, n)~~ exp( - 8’- 8 ~/2)

Si nous prenons n = ni (R, s), nous avons

~  1 (R, n1 (R, ~)) n1(R, ~) 203C0[I-2s] exp(-03B42-03B42)
donc

ni (R, E) 203C0 ~ I-2~ 2E E 

2).
Mais

On sait que n1(R, E ) augmente indéfiniment avec R. Donc, quel que
soit n > o, pour R suffisamment grand on aura

(2(I + ~) R2 + 2 I + ~R).

Et l’on a
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quel que soit 1) > o ; donc,

I Tlog n1
(03A9PT 03C0N, ~ ) 203A9P 03C0N,

et par suite,

lim lim I T log n1(Q PT 03C0N, ~) 203A9P 03C0N
.

~ 

CHAPITRE II.

ESTIMATION PAR LE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
DE LA MOYENNE .

D’UNE FONCTION ALÉATOIRE PERMANENTE.

1. . Position du problème et notations. -- Ayant effectué certaines
observations sur une fonction aléatoire X(t) [en l’occurence on suppo-
sera qu’on a enregistré toutes les valeurs de X ( t) pour t parcourant un
certain intervalle], nous envisagerons dans ce chapitre le problème de
l’estimation de la valeur moyenne E~X(t)~ sachant que cette fonction
appartient à un certain ensemble de fonctions données.

Plus précisément supposons que nous ayons observé pour o ~ t ~ T
une fonction aléatoire de la forme

(1.1 ) 

où U ( t ) est une fonction aléatoire, réelle, telle que E ~U ( t ) ~ = o et p (t)
est une fonction réelle, certaine, mais inconnue, dont on sait seulement

qu’elle appartient à une famille donnée a de fonctions définies

sur[o, T].
Un estimateur de p {t) sera un procédé qui à toute réalisation de X(t)

(c’est-à-dire ensemble des valeurs de X(t) pour tout tE ~o, T~) associe
une fonction de 5 présumée .être la .moyenne de X ( t) ou tout au moins
assez prés (en un sens à préciser) de cette moyenne. Faisons sur la fonc-
tion aléatoire U ( t) les hypothèses suivantes :

10 U ( t) est laplacienne ;
2" sa covariance T) est continue et connue.

Supposons de plus que F soit contenu dans ‘’ espace de Hilbert des
fonctions réelles de la variable t sur l’intervalle [o, T] qui sont de carré
sommable sur cet intervalle par rapport à la mesure de Lebesgue
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Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent,
. (1. ~) 

,

peut-être considéré comme un élément aléatoire Vp à valeurs dans ~’"
Soit la mesure correspondante à la loi temporelle de V~ ( t ) définie sur
le plus petit o-corps de sous-ensembles de  qui rend mesurable les
applications

x ~’~ x (t)

de ) dans (R, 03B6) pour tout t e [o, T]. ,

No désignera la mesure correspondante à U ( t).
sl, uj(t), H auront la même signification que dans le théorème 2 du

paragraphe 1 du chapitre I ;
Nous noterons par

(4.3) ~~>> ~>>_ . o
le produit scalaire habituel dans fE. 

’

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que 03C1 soit absolu-

ment continue par rapport à 0 est que p appartienne à H. Et dans ce
cas, on a

d 03C1 d 0(x) = exp03C1j sj(xj - 03C1j 2)

presque sûrement, avec
pi = 03C1, uj>,
xi = x, uj>.

Nous supposerons dans la suite que 51 est contenu dans H qui, remar-
quons-le est un espace de Hilbert si on le munit du produit scalaire

(1.4) [h1, h2] = hj1hj2 sj, .

où yti = hi, uj>.
L’exemple des problèmes classiques d’estimations dans le cas de

nombres aléatoires, nous porte,à essayer ici, également, une méthode
du maximum de vraisemblance.

2. . Estimateur du maximum de vraisemblance. - Pour p fixé, den-

sité de par rapport à 0 définit en réalité une classe de fonctions (deux



286

fonctions de la classe étant égales presque partout). Supposons donc que,
d’une certaine manière, nous ayons fait choix, pour chaque p d’une

fonction fp x ) dans la classe ~; alors s’il existe une application p de ~;
dans 51 telle que pour tout x 

(2.i) fP pour tout 03C1 ~ S’>

Nous appellerons p, estimateur du maximum de vraisemblance.

Pour faire le choix, évoqué plus haut, nous pouvons songer à prendre

f03C1 (x) = exp03C1j sj(xj - z )
/=i 

J

partout où la série 03C1j sj(xj-03C1l 2) converge etfp (x) = Cte par exemple 1,

là où elle ne converge pas. 

Nous savons que pour tout p E H, 03C1j xj sj converge presque sûrement
par rapport à n’importe quelle mesure (En effet, on a affaire à
une somme de variables aléatoires, indépendantes, chacune de moyenne
nulle, dont la somme des variances converge). C’est-à-dire il

existe Ep E L’t tel que
10 (Ep) = o pour tout p’ E H.

2° 03C1jxj sj converge pour tout 

Mais on ne peut affirmer sans autres hypothèses que presque sûrement,

03C1jxj sj - converge pour tout . ,

c’est-à-dire que l’ensemble exceptionnel peut être pris indépendant de p.

Supposons que soit un sous-espace vectoriel fermé (par rapport à la

topologie induite par le produit scalaire ( 1, 4 ) de H, alors nous pouvons
" 

énoncer le lemme suivant : é .

LEMME 1. - Soit "a un sous-espace vectoriel fermé de H. Si

pour x e .

03C1Jxj sj converge pour tout 03C1 ~ 03BD,
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alors 03C1JxJ sj est une fonctionnelle linéaire fortement continue sur y
;-

muni de la topologie induite par le produit scalaire (1.4).
En effet,

(03C1) = 03C1jxj sj = lim03C1jxj sj .

Pour n fixé, soit

Mais

~03C1~2H = (03C1j)2 sj,
j=1 l

où

(03C1j)2 sj 
i P ~2H.

Et

|n (03C1 ) |   |xj| sj 
~ 03C1 ~H = ( | xJsj ) ~ 03C1 ~II

.

i-=::1 ~-s~ / B j-I ~, sj

Donc, n(03C1) est une fonctionnelle linéaire, fortement continue sur H
par suite sur 03BD ~ H.
Et alors (03C1) = lim n ( P ) est aussi une fonctionnelle linéaire forte-

ment continue sur (voir [D2] théorème 17, p. 54).

Conséquence. - Supposons remplies les conditions du lemrne 1 : :
Alors il existe P,~ E ‘~~ tel que

,

[03C1, x] =  03C1jxj sj pour tout 03C1~ ’V.

Et pour tout p E ‘’a, ,

) 03C1j sj(xj-03C1j 2 Nl = [ 03C1, x] - - I II P ( 
I 

x~ ’ 
1 jx sj(xj-x nÏ=1 S’ J 2 2 2 j=1 s’ l , 

2

En effet l’inégalité n’est autre que ~~ p - P,~ Il ~ o.
INSTITUT HENRI POINCARÉ. 2014 XVII, IV. 3
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Considérant toujours le cas où F =  sous-espace vectoriel fermé
de H, la propriété précédente montre l’importance de l’ensemble ~ des x
tel que

- ~ , ~,ixi converge pour tout P E ‘v.
sj

Au sujet de cet ensemble, on peut montrer le théorème suivant, dont je
dois la majeure partie à A. Hanen.

THÉORÈME 1. 2014 Si  est de dimension finie, alors

~,o (~) ~ ~ - ~~ (~> ; É

si  est de dimension in finie, alors,

;~~(~) -o - ~~ (~).

1 ° Supposons que soit de dimension infinie et soit ~~l ~ une base
orthonormale, complète de "~.

p s’écrit

avec 

k-t ~==~

Pour x E ~ et p E "~, posons

Comme x ~ &#x26;,
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En faisant tendre K vers l’infini et par suite de la continuité forte

en p de Z(x, p ) on a 
~

Z (x, p) _ ~ s~] ~ (x~ ~~)
1:~1

Mais alors, dire que pour x e &#x26;, Z ( x, p) est une fonctionnelle linéaire
continue sur "a entraîne que :

(2.3) 03A3|(x, 03BEk)|2  + ~.
~= n

Donc, pour 

(2.4) xj03BEjk sj |2 + oo.
k=1 j=1

Or xj03BEjk sj sont des variables aléatoires, laplaciennes, indépendantes de
moyenne nulle ( si x obéit à la loi p.o) et de variance i ; donc, d’aprés la
loi des grands nombres

2 xj03BEjk sj|2 - i presque sûrement 0.

En comparant avec (2.4), on a

~(~) - o.
2° Supposons que soit de dimension finie,

entraîne p = 03B1k03BEk.

Soit Ek l’ensemble de x, où xj03BEjk sj ne converge pas, si E = Ek,
k=1

on a

0(E) 0 (Ek) = o,
h-1

et si x ~  E = ,
03C1jxj sj = 03B1 k 03BEjkxj sj

j=1 k=1 j=1

converge pour tout p e .

Ce qui démontre le théorème énoncé.
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3. Cas où F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de II. . ---

F est l’ensemble des éléments de la forme .

’ 
’ 

N

(3.i) ) P (t~ = ~ lk ~Sk (t) 
k-.::::.1

ou les sont N éléments linéairement indépendants de H, que nous ne

supposerons plus nécessairement orthogonaux.
Alors si % est l’ensemble introduit dans le théorème l, pour

tout nous pouvons prendre d’après ce théorème, pour densité
de 03C1 par rapport à 0 :

(3.2) 03C1(x) = exp 03C1j sj (xj - 03C1j 2) si x ~ ,

==i i si x~.

Pour soit
1~1

_ ~ Sk 
.

k-1

tel que

(3.3) ) [ 03C1, x] = 03C1j xj sj pour tout P E ; 
.

j=1

p,r existe d’après le lemme 1, et les k sont donnés par le système de
Cramer :

t 3. 4 ) 03BEji xj sj = lk (Z = I, . ..., N).

THÉORÈME 2. - p est un estimateur du maximum de vraisemblance.

Nous n’avons défini p que pour x E ~; définissons-le de taçon arbi-
traire pour x ~ v.

En prenant f03C1(x) comme indiqué par (3.2), on a

pour tout 

[pour x e v, cette inégalité résulte de l’inégalité (~~ ~ ~ 1 ~. 
’

THÉORÈME 3. - P est un estimateur exhaustif et non biaisé.
Le fait que p soit non biaisé, se constate immédiatement en prenant

les espérances mathématiques dans le deux terrnes des équations (3.4)
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et en se souvenant que par hypothèse le déterminant {[03BEi, 03BEj]} est diffé-
rent de zéro.

En ce qui concerne l’exhaustivité, nous remarquerons qu’il existe une
vraie probabilité (ou régulière) conditionnelle de X lorsque p est fixé,
puisque est un espace de Hilbert séparable et que C~, complétion de tt
est égale à JC3 complétion du a-corps des ensembles de Borel de ~,
comme nous l’avons vu au début du chapitre I, il suffit alors d’appli-
quer le corollaire III de [J1].
Pour constater que la probabilité conditionnelle de X lorsque p est fixé

ne dépend pas de p, il suffit de remarquer que pour x E ~ :

log f03C1 (x) = [03C1, x]H- I 2 Il P ~H.

Alors le résultat se déduit de l’application du théorème 1 de [H2].

THÉORÈME 4. - Pour chaque t fixé, x(t) valeur de au point t,
est parmi toutes les estimations non biaisées de 03C1(t) à variance
minimale.

Ce théorème est mentionné sans démonstration explicite dans [Sa].
Fixons t.

Soit u ( x ) une estimation de p (t) ( valeurs de 03C1 au point t) ; nous

dirons qu’elle est non biaisée si

E~, [ u, (x) ] = p (t) pour tout p e à,

où Ep indique qu’on prend l’espérance mathématique par rapport à la
loi 03C1.

Pour une estimation non biaisée de p ( t), on a alors

varp M(.T) = E~ [u(x)]’-[o(t)]’, 
.

et u(x) sera à variance uniformément minimale, si, pour toute autre
estimation non biaisée u’(x) on a

~ 

E~[u~x)]y’=-’-Fp[u~~x‘>]’ pour tout 0

Remarquons que, X et Y étant deux variables aléatoires quelconques,
on a ’

. p,

où E(Y/X) indique l’espérance mathématique de Y conditionnelle lors-



292

que X est fixé ; en effet, il suffit de prendre l’espérance mathématique
dans les deux termes de l’inégalité

E( 1 y ~~X ) ~ ~ ~; ( Y~X ) (~

qui résulte du fait qu’une variance est toujours non négative. Ceci étant,
notons  le vecteur (4, ..., N) et considérons

E‘ ~ u (x)~l ~
C’est une fonction de  indépendante de p puisque l est un résumé
exhaustif; c’est également une estimation non biaisée de p ( t), qui a une
variance moindre que u(x).

Donc, s’il existe une estimation non biaisée à variance uniformément

minimale, elle appartiendra nécessairement à la classe des estimations

qui sont des fonctions de l, donc qu’on peut écrire

..., z~).

Une telle estimation est non biaisée si et seulement si

..., = o pour tout l1, ... , lN.

Nous supposerons pour simplifier l’écriture que nous avons

pris ~i, ..., ~;~ orthogonales dans H, ce qui ne restreint pas la généralité.
Alors ..., l~ sont des variables aléatoires laplaciennes, indépendantes.
On a

pour tout l1, ... , lN;
,

pour tout l1.
Par suite de l’unicité de la transformée de Laplace bilatérale, on a pour

presque tout zi

pour tout l2, ..., lN.
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Et réitérant l’opération N fois, on obtient’des ensembles Ai, ..., A~
tous de mesure de Lebesgue nulle tels que si A~ pour i == 1, ..., N

~(~~, ..., ~~,) ~ o.

La loi de Laplace étant absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, on a

g(l1, ..., lN) = o presque sûrement.

D’où

f ( P) = P (t) presque sûrement 03C1, d C e 5

et par suite p ( t) est bien à variance uniformément minimale parmi toutes
les estimations non biaisées de p ( t ), 

.

L’utilisation pratique des résultats précédents nécessite le calcul des
quantités 

00

[03BEk, 03BEh] et 03C1j xj sj.
j=1

Dans plusieurs cas particuliers importants, on peut donner l’expression
de ces quantités.

1. PROCESSUS DE WIENER-LÉVY, 0393(t, 03C4) = min (t, T). - Supposons
que les fonctions ~~; ( t) s’annulent pour t ‘ o et soient dérivables et à
dérivée de carré sommable et à variation bornée sur l’intervalle [ o, T];
alors

2. PROCESSUS DE ORNSTEIN-UHLENBECK, r (t, ï) = G~ ~ ~ t i~~. - Suppo-
sons que les fonctions 03BEk(t) soient dérivables et à dérivée de carré som-
mable et à variation bornée sur [o, T ] ;
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~ 3. PROCESSUS AUTO-RÉGRESSIF. - Plus généralement, en supposant que
les fonctions sont dérivables un nombre de fois suffisant, on peut
donner des expressions pour les quantités

[03BEk, 03BEh] et 03BEjkxj sj

dans le cas où U(t) est un processus dit auto-régressif (voir [Di]). .

4. SUPPOSONS QUE LES FONCTIONS 03BEk(t) SOIENT DES ÉLÉMENTS DE J

c’est-à-dire, il existe des fonctions r~,, ..., YlN appartenant à ~; telles

que
03BEk = 1 (~k).

Alors 

[03BEk, 03BEh] ==  03BEk, ~h j, 03BEjkxj sj ==  ~k, x> .

j=1

On peut le voir facilement de la façon suivante :

Adjoignons au besoin aux u f d’autres éléments v~~ de ~E, de façon à
ce que l’ensemble constitue une base orthonormale complète de lE,
alors tout élément ~ e , s’écrit

~ = 03A3 ~juj + 03A3 ~’j ’vj’ .

/ 
, 7’

En remarquant que les v~~ sont pour l’opérateur r des fonctions propres
correspondantes à la valeur propre o, on a

0393(~) = 03A3sj~juj.
j

D’où ,

0393 (~), uj> = sj~, uj> et 0393(~), 03BDj’> = o.

Il s’ensuit les résultats énoncés plus haut.

Problèmes d’approximation. - Dans le cas d’un processus de

. Wiener-Lévy, et de celui d’un processus de Ornstein-Uhlenbeck, le

système d’équations linéaires (3.4) donnant l’estimation p a été obtenu
par Mann (voir [Mi]) en considérant les équations du maximum de
vraisemblance dans le cas où l’on observe X(t) seulement en un nombre
fini de points de l’intervalle [o, T], puis en faisant tendre vers zéro la
distance maximale entre deux consécutifs de ces points.
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Plus généralement, on peut déduire des résultats de [83] que si l’on
obtient des équations-limite par la méthode précédente, alors ces

équations-limite ne sont autres que le système d’équations (3.4).
Un autre genre de théorème d’approximation nous est fourni par
Hanen (voir [H~]). Le théorème 3 de [H3] nous indique que :

1° si ~1 pour i m, , ..., N; ;
2° si P,n ( ~~ ) projection, au sens du produit Scalaire (.../ de fE,

de F sur m sous-espace vectoriel de £ engendré par Mi, ..., um, a
méme dimension que F pour tout m > N, alors pm estimation du
maximum de vraisemblance à partir de ~ X, ul > pour i =1, ... m,
converge au sens de la topologie de H (correspondant au produit
scalaire [...]) vers p estimateur du maximum de vraisemblance à
partir de X.

Cas non-laplacien. - On peut se demander ce que deviennent les
estimations lk de lk qui sont données par les équations ( 3 . 4 ) lorsqu’on
abandonne le caractère laplacien du processus U ( t).
On a le résultat suivant : .

THÉORÈME 5. - Parmi toutes les estimations linéaires non-biaisées
de lk, à partir de X (t) pour o t T, k est èc variance minimale.

Considérons JC l’espace de Hilbert des variables aléatoires ayant un
second moment fini, muni du produit scalaire

(Pi, Va) = 03BD2).

Soit alors E,;, l’ensemble des éléments de la forme
r~~ 7/~

avec tiE[o, T] et = 03B4kl.
i=1 i=1

Une estimation linéaire non biaisée de li;, est un élément de la ferme-
ture de Eh dans K. C’est un ensemble convexe et fermé dans JC; donc
il existe une et une seule estimation linéaire non biaisée, à variance
minimale l~.

Les l*k sont caractérisés par l’équation matricielle
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où K est une matrice constante. [voir [Ci] en remarquant que l’hypo-
thèse de stationnarité qui y est faite pour U ( t ), n’est pas nécessaire.
On peut remarquer également que les raisonnements sont semblables à
ceux que nous ferons dans le paragraphe 3 du chapitre III.]

Alors on vérifie immédiatement que les l,l vérifient une équation de
ce type. D’où l*k = k.
On a également le théorème suivant :

THÉORÈME 6. - Soit ta E (o, T] fixé, parmi toutes les estimations
linéaires non biaisées de p ( to ),

N

,

km

est à variance minimale.

Les estimations linéaires non biaisées de p (to) sont les éléments de la
fermeture dans JC de E ensemble des éléments de la forme :

7TL 77L

avec 1 et ~ li ~k (ti ) _ ~k (to ) 
1=1 =i

E est un ensemble fermé et convexe ; donc il existe une et une seule

estimation linéaire non biaisée de p ( to ) qui soit à variance minimale :

p*(to). Par des raisonnements tout à fait semblables à ceux que nous
effectuerons pour le problème de prévision linéaire, étudié au cha-

pitre III, on montre que P* ( to ) est caractérisé par la relation

N 
’

pour tout 
k=1

où CA sont des constantes. ,

p(to) vérifie une équation de ce type, d’où p* ( to ) = p to ). 
’

4. Quelques autres cas. - Nous avons vu dans le paragraphe précé-
dent comment le cas où F est un sous-espace vectoriel de dimension

finie se prête à une étude complète et facile. ’Auparavant le théorème 1
nous avait montré la différence essentielle entre le cas d’un sous-espace

vectoriel de dimension finie et celui d’un sous-espace vectoriel de

dimension infinie et dans ce dernier cas les difficultés qui surgissent.
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Dans le présent paragraphe nous étudierons trois autres cas où l’on
peut définir un estimateur du maximum de vraisemblance.

1. ~F SOUS-ENSEMBLE CONVEXE ET FERMÉ D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DE

DIMENSION FINIE DE H. - Soit le sous-espace vectoriel de H engendré
par ~.

Nous avons vu qu’il existe un ensemble  ~ ét tel que 03C1() = i et

une application p de &#x26; dans F1 telle que
VU

’~~ rJ :~% n Çï.sj = [03C1, x] pour tout 

j=1

En définissant f03C1 (x) par (3.2 ), nous avons pour x e &#x26;,

log f03C1(x) = - - _ _ , x] - I 2 [03C1, P ] pour tout 03C1 ~ F.
_

Mais alors rendre maximale cette expression est équivalent à rendre
minimale

[p, 03C1] + [x, x] - 2[03C1, x] = [03C1 - x, p - x ] = Il 03C1-x~H;

~’ étant supposé convexe et fermé dans H, il existe un et un seul

élément px de F tel que

Il 03C1x 
- Px ~H = min fi - 1

03C1 ~ F

et par suite

THÉORÈME 7. - Il existe une et une seule application P de v dans ~
telle que

f03C1x (x)  f03C1(x) pour tout 

Donc px est un estimateur du maximum de vraisemblance qu’on peut
définir de n’importe quelle manière sur ~; - &#x26;.

2. 51 EST COMPACT ET CONVEXE DANS 0393(). - Remarquons que

entraîne avec peut être

considéré comme un espace de Hilbert avec comme produit sca-

laire { 03C11, 03C12} = 03C1j103C1j2 s2j.
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Nous supposerons que ~t est un sous-ensemble de compact par

rapport à la topologie définie par ( . , . }. Si P E 0393(), alors £ 03C1jxj sj

converge pour tout x ~  et

03C1jxj sj  ~x~[(03C1j sj)2]1 2.
Nous poserons .

( /k . i ) fp ( x) = exp 03C1j sj (xj - 03C1j 2) pour tout x e &#x26;t et G e £ ;
/. 1 i 

J .

on a

03C8(03C1, x) = log f03C1(x)  ~x~x[ (03C1j sj)2 ]2;
donc

M (x) = sup 03C8(03C1, x)  + ~,

puisque nous avons supposé ~~ compact, donc borné dans r( ~’).
Soit alors pn une suite d’éléments de F telle que 03C8(03C1n, x) ~ M(x)

quand n ~ ~; de {03C1n} on peut extraire une suite convergente vers un
élément de , c’est-à-dire il existe et ~  tels que

quand 

03C8 (03C1nk, x) - 03C8(x, x) = xj jx - 03C1jnk sj - I 2 ( ~ 03C1nk ~2H - ~x~2H).

Mais ~.

C = / .
d’où pour tout ,j et par suite,

.i:.r )2 = I i 20393() > 1 C fi (03C1j)2 sj - I’i C P ~2H > (03C1j)2 = h C (I ç ~2X
J l 1

Nous avons donc

lim 03C8(03C1nk, x) - 03C8(x, x) = o
k~~

et conséquemment ,
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Si nous supposons que ~’T~ est un ensemble convexe, alors vérifiant

cette propriété est unique. En effet un calcul montre (voir [Fi]) que

I 2 [03C8(03C11, x) + 03C8(03C12, x)] = 03C8(03C11 + 03C12 2, x)-I 8 ~ 03C11 - Pe ~2H,

et par suite

THÉORÈME 8. - Si est un ensemble conve,xe et compact dans 0393()
et f03C1 ( x ) est défini par (4.I) il existe une et une seule application p
de ~E dans fi telle que

’ 

. pour tout 03C1 ~ F

Cette application nous définit un estimateur du maximum de

. vraisemblance

3. CAS STATIONNAIRE ET ESTIMATION D’UN DÉCALAGE DE LA MOYENNE. - Nous

considérerons ici que la fonction aléatoire U (t) est la partie relative à
l’intervalle ( o, T] d’une fonction aléatoire stationnaire, de fonction de
corrélation = f( t, t -~- h ) .

,~~ sera un ensemble de fonctions dépendant du paramètre réel 1" de la
forme

03C103C4 (t) = 03C10(t - 03C4) (voir [H4]),

où po est une fonction donnée et où 03C4 est élément d’un intervalle égale-
ment donné.

Alors le problème de l’estimation de la moyenne de X ( t ) se
réduit à l’estimation du nombre z.

Plus précisément nous supposerons
I° que a priori T peut prendre toutes les valeurs possibles de l’inter-

valle [o, 
2° .que po est de la forme

03C10(t) = 
r(t-t’)03BB(t’)dt’ pour - T + h  t  T,

est une fonction de carré sommable sur [o, On a

pour o  T  T - h,
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donc, pour tout o  T  T - h

. 

et

~ 
o pour 

X ( 2014 ï) pour ï ~ ~ ï ~- A,( o 

Soit pour tout h et pour tout x e ~;,

fr (x) = exp s , J . xi - 2 = exp ,l  0393-1 P;, x > - I 2 0393-1 Pn 03C103C4>}.

’ 

Mais 

0393-103C103C4, pr) = f 
_ 

+h 03C403C10(t - T) ),(t - =) dt = h003C10(t ), (t) dt;0393-103C103C4, 03C103C4> = 03C4+h03C403C10(t - 03C4) 03BB (t - 03C4) dt = h003C10(t) 03BB (t) dt;
donc, ( 0393-1 03C103C4, 03C103C4> est indépendant de z.

Par suite, rendre maximal f ~ (,x ) ( pour x fixé) revient à rendre

maximal 0393-1 03C103C4, x>.
Or on a 

( 1-1 pz, a7) = 03C4+h03C4 x(t ),(t - = ) dt0393-1 03C103C4, x> = 03C4+h03C4 x(t)03BB(t - 03C4) dt
et si nous désignons y ( 03B1) la transformée de Fourier de x(t) et par (03B1)
celle de a ( t )

’ 

0393-103C103C4, x> = I 203C0 +~-~ei03C403B1(03B1)y(03B1) d03B1 ;

donc C r-I pz, x> est une fonction continue de T sur l’intervalle [o,T2014h]
et il existe (x) tel que

, C 1,_o 03C1, x > = sup 0393-1 C" x >. .
003C4T-h

THÉORÈME 9. -- ~ est un estimateur du maximum de vraisemblance.

CHAPITRE III.

CERTAINS PROBLÈMES DE PRÉVISION.

Dans le présent chapitre, après quelques remarques générales sur la prévision
à partir de l’observation d’une fonction aléatoire permanente sur un inter-
valle, nous étudierons deux problèmes de prévision particuliers.

1. Prévision à partir de l’observation sur un intervalle ( 1 ~ d’une
fonction aléatoire permanente. - Soit (S~, .S, ~.) un espace de

probabilité. Et considérons une fonction aléatoire, y c’est-à-dire une

(t) Pour le cas discret, voir 
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famille (t e R) d’applications mes urables de (~, ~ ) dans ( R, ~ )
[où ~ désigne le a-corps des boréliens de la droite] et une variable

aléatoire y(~).
Examinons le problème suivant : à partir de l’observation de xt

pour t e T, intervalle fini ou infini, estimer la valeur prise par y.
Si nous appliquons le critère des moindres carrés pour juger de la

qualité de l’estimation y de y, c’est-à-dire si nous voulons que y soit
telle que

E| - y|2 = |(03C9) - y(03C9)|2 d (03C9)

soit le plus petit possible [pour que ceci ait un sens, il faut que les

variables aléatoires introduites aient un second moment fini : nous

supposerons dans la suite que y a un second moment fini], on a le
résultat suivant : :

THÉORÈME 1. . - Désig,nons par Bt le a-corps x-1t (03B6) et par ~t
tET

le a-corps réunion de tous les 03~ pour tout t e T. .

Alors min |y(03C9)-z(03C9)|2 d (03C9) pris pour tous les mesurables

par rapport à ~ t est atteint pour
tET

‘ 

~(~)=E~/~J~1. .l~T]
En effet

Mais F ~y ( c~ ~ - ,~a ( c~ ~~ ~,~o ( c~ ) - ~ ( ~ ~~ = o, car si nous prenons

d’abord l’espérance mathématique conditionnelle pàr rapport à H ~,
lET

on a

d’où .
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qui est minimal pour

~ ( o/) == ~, ( ~) = E / ~/ ~J ~3/ B.B ’ET ,

THÉORÈME 2. - Il existe un ensemble dénombrable (t, t2, ..., tn, ...)
dense dans T tel que

E (.r / U = presque sûrement.B lET , ~ i 7

En effet, on sait que si z est une fonction mesurable par rapport

à H t, alors il existe un ensemble dénombrable S~T (dépendant
t~T

de z) tel que z est mesurable par rapport à ~t (voir théorème 1. 6,
l~s

p. 604).
Donc, il existe un ensemble dénombrable { ti }, tl e T, et une fonc-

m

tion mesurable par rapport à ti telle que

E ,y / t] = g(w) presque partout. 
.

Prenons l’espérance mathématique conditionnelle par rapport à

on a 
"

i 

g (03C9) = E [y/i] J presque sûrement,

d’où 
’

E [y/t] = E y 1 U ti] presque sûrement.

Ceci nous permet d’énoncer le théorème d’approximation suivant : :

THÉORÈME 3. - Il existe un ensemble dénombrable ti, (ti E T) et
une suite de fonctions 03A6n telles que :

1 ° est mesurable de (Rn, 03B6n) dans ( R, 03B6);

2° .... ’ ’ , xi " ( à> )] presque sûrement.

. rET _
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En effet,

E 1- U U3,; _ lim E U3,; presque sûrement.

( voir [D1] théorème 4.3, p. 33I] et toute fonction mesurable par

rapport à ti s’écrit 03A6 [xti(03C9), ... , x,,l (03C9 )], où 03A6 est une application
/=) i >

mesurable de ( R’~, ~’~ ) dans ( R, ~ ) .
Les théorèmes précédents affirment l’existence d’une suite {ti}

possédant les propriétés indiquées mais il serait utile d’avoir un moyen
pour trouver une telle suite.

Dans le cas où xL est un processus continu en probabilité, on peut
prendre n’importe quel ensemble dénombrable dense dans T,. Ceci

résulte du théorème suivant (voir [A1]).

THÉORÈME 4. =-- Soit xl un processus stochastique continu en proba-
bilité et soit ; ti ; un ensemble dénombrable partout dense dans T .

Alors si z (03C9) est une fonction mesurable par rapport à, ~ t,
tET

il existe z’ ( 03C9) mesurable par rapport ci telle que

z ( w = z’ ( w ) ) presque siîrement. ,

En effet, notons que U3t peut être construit de la façon suivante :
tET

on considère la classe d3 des ensembles de la forme

B03C41 ~ B03C42, ..., ~B03C4n avec B03C4i ~ 03C4i i E T ),

puis soit e la classe des réunions finies d’élément de d3 (C est un

corps) ; alors U t est le 7-corps engendré par C, Soit e (r E T) ;
tET

on a (E), E E ~.

Mais il existe une suite s~ e ~ tl Ï telle que
= lim xsj (03C9) presque sûrement.
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Alors si l’on pose

xT (03C9) = lim xsj (03C9) lorsque cette limite existe,
. 

- o dans le cas contraire,

est mesurable et x’ ( co ) = x~ ( c~ ) presque sûrement.
i

Soit alors .

B’-xw" ’E’. 
°

On a

(B03C40394B’03C4) = o

(où A désigne la différence symétrique ). Pour

D = ... n B’03C4n.

posons 
’

D’ = B’03C41~ ... n B’03C4n.

On a

la = o, D’E ~ti.
Pour

,

on a

(0394’) = o et ’ E ~ ti.
i

Soit alors K la classe des  ~ ~ t tels que pour tout il
tET

avec (0394’) = o,

existe c’est une classe monotone et elle contient le corps (3, donc elle est

égale à ~ t.
tET

Par suite ([Di] théorème 2.3, p. 605 ) on a le théorème énoncé.
Après ces quelques considérations générales, y nous allons étudier

deux problèmes particuliers de prévision.

2. Un problème de détermination d’un filtrage optimal. - Le

problème suivant de filtrage en présence d’un bruit laplacien, pour
certains types de messages a été étudié par G. Kallianpur (voir ~K1 ~).
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Nous introduirons ici une démonstration différente, utilisant les

densités de probabilités entre processus laplaciens, considérées dans les
chapitres précédents. Ceci nous permettra en même temps d’élargir les
conditions imposées par Kallianpur.

(Q, (]J, p) désignera l’espace des épreuves.

Considérons une fonction aléatoire laplacienne, réelle, mesurable, de

moyenne nulle et de covariance r ( t, T ) continue et connue ; soit 
Soit d’autre part, .

(2.I) Mt (co) = Mk (03C9) gk (t),

k=1

où les sont des variables aléatoires, réelles, indépendantes de Ul et
de fonction de répartition conjointe connue : m2, ... , mn); et où
les fonctions sont des fonctions certaines, réelles, connues sous

lesquelles nous ne ferons pour l’instant que l’hypothèse qu’elles sont
continues.

Considérons alors la question suivante : ayant observé

pour 

que nous apporte cette observation sur la connaissance des Mi~ :~

Nous obtiendrons la loi de probabilité conjointe des M/; condition-
nellement lorsque h ~ ( G~ ), o T est fixé. Il est alors aisé de déduire

la meilleure (au sens des moindres carrés ) prévision de à partir
de l’observation de sur l’intervalle [o, T ~ (ce qui est le sujet
de [K1]).
Comme nous l’avons vu précédemment, Ut(03C9) p eut être considéré

comme un élément aléatoire U ( w) à valeurs dans , espace de Hilbert
des fonctions réelles, définies et de carré sommable sur [o, T~; si l’on
ne considère que la loi temporelle, la mesure correspondante 0 est

définie sur , plus petit or-corps de sous-ensemble de  par rapport
auquel les applications hl qui à tout x ~  associe sa valeur au

point t E [o, T] sont mesurables ; = tJ (03B6), où 03B6 est le o-corps

des boréliens de la droite.

De même, d’après les hypothèses faites, peut être considéré
comme un élément aléatoire X(03C9) à valeurs dans ‘’; soit v la mesure
correspondante définie sur .
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Désignons par ~, l’application de Q dans a qui à c~ fait corres-

pondre X ( ~ ) .
"ë est une application mesurable de (03A9, 0) dans ) et plus

précisément on a, cornme on le vérifie aisément,

(2.2) W ~~ = ~_, (et)
l ~ [0, T]

( W désignant réunion de o-corps).
Remarquons aussi que

’ 

,,(~) -~(~~-~(.~)) pour 

ce que nous noterons, comme il est coutume (voir [Hi]) par 03BD = p-1.
Soit’ M l’application qui à 03C9 associe ..., Mn( 03C9).
Considérons alors la probabilité conditionnelle lorsque M est fixé;

soit pm ( . ). .
Soit ; est la mesure de probabilité correspondante

, n

à l’élément aléatoire U (03C9).
k=1

En reprenant les notations du paragraphe 1, du chapitre I, nous
savons (théorème 2, chapitre I) que les mesures constituent un

ensemble de mesures équivalentes si g/, e H, pour tout A ==i, ..., Il,

ce que nous supposerons dans la suite.

Désignons par f( x, m) la densité de probabilité de m par rapport à 0.

Si désigne la restriction de pm à -1 (), alors est absolument

continue par rapport à p~ et

(2.3) (03C9) = f( (w), m).

De l’expression de f (x, ne) on déduit aisément que ~ f((03C9), ne)
. est une application mesurable de (SL x -1() X dans (R, 03B6).

On a pour B E W! ( ),

l’(B) = = Rnpm(B) F(dm) = F(dm) Rf((03C9), m) p0(d03C9) .

Jn ~R" ~H" B

En appliquant le théorème de Fubini,
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Soit E~ la probabilité conditionnelle pour que M E~ lorsque X~,
o ~ ~ ~ T, est fixé, est par définition

c’est une fonction mesurable en co par rapporta -1() qui doit vérifier

p (M-1 (En) ~ B) = BPr[ M~ En/-1 ()]p (d03C9) pour tout B ~ -1 ().

Mais

(Ton d’après (2.4),

La fonction Enf((03C9), m) F (dm) Rnf((03C9), m) F(dm) 
f(+(b», m) F «i?>’) 

est une fonction mesurable en a

par rapport à G-1 ( éZ) ; et par suite

THÉORÈME 5 . - La probabilité conditionnelle du vecteur aléatoire lkI ,
étant donné Xi , o à t à T, s’écrit

Supposons qu’à partir de l’observation de sur l’intervalle
o L t L T, nous désirions construire la « meilleure » prévision de M03B8(03C9),
meilleur étant entendu au sens des moindres carrés.
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. Nous savons (théorème 1) que parmi toutes les fonctions mesurables

par rapport à H X~ 1 ( ~ ), celle qui minimise ~ Z ( c~ ) - Mo ( ~ ) Jp ( dc~ )
0tT

est la moyenne conditionnelle de Mo( ev) lorsque pour tout o ~t~ T,
est fixé :

(2.7) E(M03B8(03C9)/Xt, o  t  T)
= I Rnf((03C9), m) F (dm) gk(03B8) Rn mkf((03C9), m) F(dm).

Remarque. - Le problèrne de l’expression de f (x, m) ainsi que
celui de la vérification des conditions imposées sur les fonctions gk( t),
(c’est-à-dire appartenance à H), se posent pour une utilisation pratique
des formules :

i ° Dans le cas où les gh sont des éléments de l’espace 0393() [alors
nécessairement ils sont dans H, puisque cH]; comme nous l’avons
vu au chapitre II, f(x, m) a alors une expression simple.

C’est dans ce cas que Kallianpur a obtenu la formule (2.7) en

supposant de plus que F admettait une densité.

2° Mais comme nous l’avons vu également au chapitre II, pour des b n
appartenant à H mais non nécessairement à des cas simples et

importants où f (x, m) a une expression simple en fonction des données,
nous sont fournis par le processus de Wiener-Lévy, et par celui de
Ornstein-Uhlenbeck ou plus généralement par les processus dits

auto-régressifs.
Remarquons également que l’étude précédente nous fournit un

exemple d’une meilleure prévision (au sens des moindres carrés) qui
n’est pas nécessairement linéaire.

3. Prévision linéaire dans le cas de fonctions aléatoires dont les

moyennes sont des combinaisons linéaires inconnues de fonctions

certaines connues. - Dans ce paragraphe, nous ne considérerons cette
fois que les prévisions linéaires. Soient ,

(3. I) 
X(t) = m(t) + X0(t) (t~R),Y (t) = + Yo(t) 

où Xo ( t) et Yo(t) sont des fonctions aléatoires du second ordre, dont
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les moyennes sont identiquement nulles et dont les covariances ainsi

que la fonction E [Y0 ( t) Xo (03C4)] sont connues ; et où

(3.2) ’n (t) =ak gk(t),

avec t) fonctions certaines, connues et a,l coefficients certains mais
inconnus. 

, 

- 

’

Supposons qu’à partir de l’observation de X ( t~ sur un intervalle fini
que nous pouvons toujours poser égal à [- T, o], on désire prévoir la
valeur prise par Y ( s ) à l’instant s > o.
‘ 

Par exemple, m ( t ) pourrait représenter une coordonnée d’un mobile
et X ( t ) la mesure de cette coordonnée par un système qui reçoit de la
part du mobile des données en présence de bruit (Xo ( t) ~. Si l’on désirait
prévoir la position du mobile à une date future, alors nous serions dans
le cas du problème posé avec Yo ( t) - o.
Nous nous limiterons aux prévisions linéaires et nous utiliserons pour

juger la qualité d’une prévision, le critère des moindres carrés. Plus

précisément nous nous proposons de chercher la prévision linéaire non
biaisée de Y (s), la meilleure au sens des moindres carrés.

Soit KX (- T, o) le sous-espace de l’espace de Hilbert Ji, des variables
aléatoires ayant un second moment fini ( Jv est muni du produit scalaire
habituel ( ), r~ > _-__ E ~~ ~ engendré par X ( t ) pour 
Une prévision linéaire non biaisée de Y ( s ) sera un élément
W E Jy(- T, o~ tel q’ue E [W] ._-_ m (s) quels que soient ... an.
Nous cherchons parmi de tels W à rendre minimal E W - Y (s~ 12.

Supposons qu’il existe un tel W qui réalise le minimum : soit Wo. Alors
si l’on cherche une meilleure estimation non biaisée e Ji,~ (- T, o )
d’une quantité de la forme

ni

avec o  t~  T, 
.

’ ’

~7z

il est clair que W0 + b j X (- tj) en est une.
j=1

Réciproquement, si W 1 est .une meilleure estimation non biaisée
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11l 
.

est une meilleure estimation non biaisée E KX(-T, o)
j=1

de Y (s).
Ceci étant remarqué, on peut se ramener à l’estimation d’une variable

aléatoire ayant une moyenne nulle.

Si nous supposons que les fonctions t ) sont linéairement indépen-
dantes sur (- T, o ), alors il existe n points o  t1  t~  ...  t"  T

tels que le déterminant ~gk (- soit ~ o. Considérons la combi-
naison linéaire

( 3 . 3 ) ni (s) + P1 nt(- t 1) +...+ Pnm (- t,t) - c~

quels que soient n~, ... , a", Pl, P~, ..., P,l sont donnés par les

équations
rr

(3.4) +gk(- tj) Pj= o (k = I, > ..., n).
j=1

Si nous posons

(3.5) 

Alors
E[Z] = o quels que soient a1, ... , an.

Nous sommes ramenés à trouver parmi les fonctionnelles linéaires

sur les annulant les fonctions de la forme
n

m ( t ) = ajgj(t) une G pour laquelle E Z - Z ~j soit minimal. 
’

j-t i

Les éléments W E Jy (- T, o ) tels que = o quels que soient
a1, ... , an sont de la forme

Y 03B1iX (03C4i),
i=1

avec
. 

rn

- T  03C4i 0 et L at (TI) = 0 pour k = t, ... n.

i=1

ou limite en moyenne quadratique quand j - oo de
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avec

Ill 

- T  03C4ji  o et 03B1ji gk(03C4ji) ~ o pour k = r, ... , n.
i= 1

Soit E l’ensemble de ces éléments.

On constate aisément, que dans JC, toute limite d’éléments de E

appartient à E et que, quels que soient U et ~r appartenant à E et
o    i, U + (1 2014 ) V est encore élément de E.
Autrement dit E est un ensemble fermé et convexe de JC. Par suite,

, 

il existe un et un seul élément Z E E tel que

(3.6) ’’.’ 

UEE

D’où : :

THÉORÈME 6. - Il existe une meilleure prévision linéaire non biaisée
. de Y(s) à partir de X ( t ) (- T  r o ) et elle est unique.

En effet, c’est
,1

(3.7) 

THÉORÈME 7. - Il existe des coefficients ci , ... tels que’ 1 vérifie
l’équation

Il

(3.b) I~~ Y’ (s) - ~ (s)~ l1 (t) _~, c~ g k ( t) pour tout - T ~ t ~ o.

Et cette équation jointe èc la condition ~j (s) est une prévision liné-
aire non biaisée de Y ( s) à partir de X ( t ) (- T  t o ) détermine

complètement Y (s).
Soient t, , , ... , , t,z e [- T, o ~ tels que le déterminant soit

différent de zéro. Définissons les coefficients Ct, ..., Cn par le système
d’équations linéaires

(t = t1, ..., tn).
k=1

Soit t e [- T, o] et digèrent de t1, ..., tn.

Désignons par , ... , t", t ) la combinaison linéaire
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telle que .

n

+ gk (t) = o (k = t, ..., n).

Alors ~ étant un nombre complexe quelconque, on a

Calculons
_ 

t) 12
- 2Re{~E[Z - Z] ..., t,t, t) }.

Or d’après la propriété de minimum de E ) I Z - on doit avoir

quel que soit E. 
’

Ce qui implique que
..., t) =o,

c’est-à-dire

A=r1 /=1 k=1

L’équation

pour - T  t  o
~-=1

jointe à la condition Z~E détermine complètement Z.
Soit en effet Zi E tel que
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De même,

d’où 
___

ELz-~~~ CZ-Z~, =°~
et aussi

E~l-~~ C~ -L~~ =o~
par suite,

Remarque. - Si pour tout k, l’équation (3,8) devient
évidemment l’équation de la projection de Y (s) sur o).
Nous allons voir maintenant comment les méthodes introduites par

Yaglom (voir [Yi]) permettent de résoudre l’équation (3.8) dans le
cas où :

1 ° Les fonctions aléatoires et Yo ( ~ ) sont stationnaires, station-
nairement corrélées entre elles et ont des densités spectrales de corré-
lation et d’intercorrélation rationnelles.

2° Les gk(t) sont des fonctions continues sur [-T , o] et I 203C0 0-T ei03BBt m(t) clt

peut se mettre sous la forme

(î,) + e-i03BBT M(2) (),),

où Mt 1 ~ ( 7~ ) et M~~ ~ ( 7~ ) sont des fonctions méromorphes ayant p pôles et
telles que ,

M(1) (/,) --~ o uniformément quand ~)~ ~ oo
dans le demi-plan supérieur;

(),) -~ o uniformément quand î, ~ 
. dans le demi-plan inférieur.

Remarquons que le (2°) est vérifié en particulier dans les deux cas
suivants :

(3.9) A = tk-1,

(3. Io) B (t) = ei03BBkt;

c’est-à-dire dans le cas où m ( t ) est un polynome de degré ( n - ~ ) en t
et celui où m ( t) est un polynome trigonométrique.

Remarquons également que dans le cas où g,t ( t) = tk-1, X ( t) est
une fonction aléatoire à nième accroissements stationnaires (voir [Y2]).
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Dans cet article, Yaglom a considéré aussi l’estimation de quantités
telles que Z à partir de X(~), o.

A cette nn, il projette Z sur o), sous-espace de JCengendré

par désignant la nième

itérée de définie par A~X(~) == X(~)2014X(~2014T-)]. Il ne semble pas

qu’en général o)==E; toutefois dans le cas présent les
résultats montreront que les projections de Z sur E et sur o)
sont confondues.

Soient

(3.ii). E[.Xo(~A)X~)]== f 
(3.i2) E[Y,(~-+-A)Xo(~)]=f 
On sait que KX0 sous-espace de JC, engendré par Xo (t) (-~  t  + oo)

est en correspondance isométrique avec ~ espace des fonctions du carré
de module sommable par rapport àj~(~) dÀ.
Dans cette Isométrie correspond à Xo(t) et si la décomposition

spectrale du processus Xo (t) lui-même s’écrit

X,(~)== f ~-..  

’

où ) ( ). ) est une fonction aléatoire à accroissements non-corrélés telle que

./(~~’ ° ’ 

~

alors l’isométrie entre KX0 et 2F peut être décrite par

(3.i3) ?(~)~ ?(X)~(X),
Z e KX0(- T, o) et s’écrit donc

(3.14) ?,(A)~(A),

où ~(~) appartient au sous-espace de ~ engendré par pour
..
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Remarquons que la relation (3.8), par suite de la continuité en

moyenne quadratique de et de la continuité de gk(t), est équi-
valente à la relation ( 3 . 8’ ).

d’où doit vérifier

c’est-à-dire

r

Donc nous sommes ramenés à trouver une fonction 03C6s(03BB) qui vérifie les
conditions suivantes :

a. E ~r (-T, 
b. dans l’isométrie entre L2F et W,;o, 03C6(03BB ~~ +~-~03C6(03BB)d03BE(03BB), il

correspond à 03C6s(03BB) une fonctionnelle linéaire sur X0(t) qui s’annule si

l’on remplace X~ ( t ) par y,; ( t ~ ( ~ =1, ... , n ) ;
c. on a

On peut remarquer que

+~-~ § i ( 1, ) ei03BBtd03BB = o po ur t > o , ’

si §, (h ) est une fonction prolongeable en une fonction holomorphe dans
le demi-plan s upérieur et tendant uniformément vers zéro quand ), ) - aJ
dans ce demi-plan.
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Et que .

û., (i,) e~i,c ~i, _-_ o pour t  o,

si ~2 (a ) est une fonction prolongeable en une fonction holomorphe dans
le demi-plan inférieur et tendant uniformément vers zéro quand |03BB ~ oc
dans ce demi-plan.
On constate alors que .

+~-~ 03C8(03BB)ei03BBtd03BB=o pour o  t  T,

si 03C8(03BB) peut se mettre sous la forme 03C81(03BB) + ( a ), où 03C81 (03BB) et 03C82 (03BB)
sont prolongeables en des fonctions holomorphes respectivement dans
le demi-plan supérieur et dans le demi-plan inférieur et tendant uni-
formément vers o quand ~ ~ --~ oc dans leur demi-plan respectif.
De la même façon, on voit aisément que si l’on prend .pour une

fonction prolongeable en une fonction entière de la forme

(3.17) 03C6s(03BB) - 03A6(1) (Î,) + e-i03BBT03A6(2) (03BB) + Pj e-i03BBtj,

avec et 03A6(2)(03BB) fractions rationnelles appartenant à 2F alors

on peut affirmer que E .~~ ( - T, o ).
Considérons une fonction c~,, {a ) de cette forme.
En faisant apparaître les polynomes dans la décomposition de (a)

et ~t=’~ (~), on peut écrire

(3. l8) 03A6(1) (i,) + = (03C9k+ 03C9’ke-i03BBT) (i03BB)k+ 03C6*(03BB),

où 03C6*(03BB) est de carré sommable par rapport à la mesure de Lebesgue
sur (- oo , -~- oc ) .

Si v ~ t ) est telle que .

(3.I9) 03C6* (03BB) =0-Tei03BBt v (t) dt,

On a
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où X~~’ ( t ) désigne la dérivée d’ordre k en moyenne quadratique. 
’

La condition ( b ) sera vérifiée si

(3.2I) Pjgl(-tj)+03A3[03C9kg(k)l(o)+03C9’kg(k)l(-T)]+0T
gl(t)v(t) dt = o

/= 1 ~ -~

pour l = 1 , ... , n.

Quand à la relation (3. 1 6 ) elle sera certainement vérifiée si

’f ().) = ei03BBs f1 (/v) - 03A6(1) (03BB) f(03BB) - M(1) (03BB),
(3.22) Y? (l‘) _- ~Î~) ()~) ()‘) - ~j~(’-) (î’)

sont prolongeables en des fonctions holomorphes respectivement dans
le demi-plan supérieur et dans le demi-plan inférieur et tendant unifor-
mément vers zéro quand |03BB| ~ ~ dans leur demi-plan respectif.

Soient

(3.23) ~(X) ) - ( î, - ) ... ( î‘ - ) ~ %~ - (> > ) ... ( ), - 
° ° ’ ~ (î‘-a1)...(~;’’-a~)(i~-ai)...(i,-a~)~

les parties imaginaires des ai et des 03B2j étant positives et

(3.,~~E) f~ (î‘) = (),-~~,)...(î,-YLl) r~ (~,) (î,-Yi)...(î,-Yi.~) ~
où les parties imaginaires des Yi sont positives et celles des 03B3’j négatives.

Soient également ~1, ..., ~~, les pôles nécessairement communs
de et Mt 2 ~ ( ~ ) [ces deux fonctions ont les mêmes pôles
puisque Mi r ~ ( 7, ) + ( ~ ) est une fonction entière ~.

Enfin nous poserons pour alléger l’écriture,

(), - ... (î, -- _ A (03BB), (03BB - 03B11) ... (î, - âN) = A (03BB)
(X - 03B21) ... (A - 03B2M) = B (X), (). - 03B21) ... (X - 03B2M) == B (X).

Remarquons que, pour que ~~?~.(a) vérifie (3. I ~ ), il est nécessaire

que ~~ 1 ~ ( ~ ) et ~~’’ ~ ( ~ ) aient mêmes pôles.
L’ensemble de ceux-ci, pour que (3.22) soit vérifié, doit

comprendre les pôles (avec les mêmes ordres de multiplicité)
de 1VI~1 (a.) I , peut comprendre les racines (avec les

mêmes ordres de multiplicité) de B ( ~ ) B ( ~ ) .
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Écrivons donc

{3.,>,0) , )’ ~{n (~,) , _ 

(î, - ô,) ... pî, - ô~,) {î, co(~) - ;,} (î, ) ... (î, .. -’(~.,~ P (î.) R ()~) ,

(3.26) ~~i~) {î~) = 
(>’ ~ ?i ) ... (>’ ~ ?p) co(~1 ... -- - ’ii.i ) B __ ~ .

Pour que (03BB) et 03A6(2) (03BB) appartiennent à L2F il faut et il suffit que les

degrés des polynomes r~~ ~ ~ ( a, ~ et c~‘’ ( a ~ soit inférieurs ou égaux

à p + NI + N+ L1 -1.
Nous allons voir que nous pouvons trouver de tels polynomes (~~)

et ~oJ>(~} qui vérifient (3. y), (3. 21 ) et (3.~2).
Pour que (3.1; ~ soit satisfait complètement il faut et il suffit

que ~~ ~ ~ ( ~ ) -~- é ‘~,T ~~’-’ ~ ( ~ ~ soit une fonction entière ; ce qui fournit

p + 2M + Li équations ; ( 3. 21 ) impose n équations.
Passons à la vérification de (3.22) :

03C91(03BB) et 03C9(2)(03BB) doivent avoir mêmes zéros que respectivement A().)
et .~.(~~. "

D {,,) A (03BB) A (03BB) (i, - o, ... (03BB - - 03C9(1) (03BB) (03BB - 03B3’1) ... (i, - 03B3’L2)

doit avoir les mêmes zéros que (?t ... (J. - ;’,,, ~. 

’

Enfin 03C81 (03BB) doit rester finie pour les dl dont la partie imaginaire est

positive ou nulle et ~r2 ( î~ ) doit rester finie pour les d~ dont la partie
imaginaire est négative ou nulle.
Nous remarquerons que ces dernières conditions ne fournissent que p

équations ; en effet pour ~ réel ~3 (~) + é i’’TY~ (~~ est toujours fini,
finie entraîne c~z ( ~ ) finie quand ~ réel. ,

Au total si nous prenons et c~~ ‘’ ~ ( )~, ) des polynomes de

degré p + + N + Li 2014 i ; les 2 p + 2M + 2 N + 2 /z inconnues

constituées par les coefficients des polynômes ().) et 03C9(2) (03BB) et les

coefficients ci, ..., c" doivent vérifier

Lj -~- /~ -t- 2 ~ -~- L) -~- ~ == ~/~ -t- ~ -h 2 M -t- 2 N 1

é,quations linéa ires par rapport à ces inconnues. 
’

On peut montrer que le déterminant du système est différent de zéro.
Par suite, il existe une fonction de la forme ( 3 . i ~ ~ qui

vérifie (a), (b) et (c).
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Ona alors

?.(A)~(A).

L’unicité d’une fonction 03C6s(03BB) vérifiant (a), (b) et (c) résulte de celle
de Z et de l’isométrie entre KX0 et L2F.

Si nous écrivons, comme nous l’avons indiqué plus haut f(3.ï8)
et (3.I9)]

03A6(1)(03BB) + e-i03BBT03A6(2)(03BB) = ’Y (03C9k+03C9’k e-i03BBT) (i03BB)k+0-Tei03BBtv(t)dt,
~1 ~-~

alors
~’-M-i 1 

~ 
>.

Z= ~ 
~=1 1 -i 

~) i

et, diaprés (3.21), ~

~-~’ 1 ~, 
,i

Z= [03C9kX(k) (o) + 03C9’kX(k) (-T)] + -T X(t) v (t) dt +  PjX(-tj)
et

N2014M2014J 

(3.-~) ) ~(.~)=== ~ h~.X~-)(o)-~-~.X~’(-T)]~-f X(~)~(~)~. °
/=) .i -

Calcul de l’erreur

E Y(.)-T(.) ’=E[z-Z][z==z].
Mais nous avons vu dans la démonstration du théorème 7 qu’une consé-
quence de l’équation (3.8) était que

E[z-Z]Z=c.
Donc,
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