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Sur les équations d’ondes
associées à la structure des fermions

par

Pierre HILLION et Jean-Pierre VIGIER,
Institut Henri Poincaré (Paris).

’ 

Introduction. - Dans une étude antérieure 1’ ), on a montré qu’on
pouvait associer à la structure des particules élémentaires des systèmes
d’ondes permanentes caractérisées par des équations invariantes sous le
groupe des rotations tridimensionnelles complexes conjuguées et dont
les vecteurs d’onde sont les éléments de l’espace vectoriel invariant sous
les représentations U~ ~ l+, l~) et U~ ~ l-, L-i-~ de ce groupe, l+ et L- prenant
soit des valeurs entières, soit des valeurs demi-entières et ceci indépen-
damment l’un de l’autre. On a établi les équations auxquelles satisfont
ces vecteurs d’onde et développé le formalisme lagrangien et le forma-
lisme hamilionien correspondant.
Dans une seconde étude (2), ces considérations ont été appliquées à

deux cas particuliers de représentations correspondant aux valeurs
suivantes 1+ et l- où l++ l- est un entier :

1+ = 1-= à 2 , il+’~’L-~=~I,o}~

on a obtenu essentiellement les résultats suivants : 
’

A la représentation d3 2, 2 avec s’= o, il est possible d’associer les
mésons K, chacun de ces mésons était mathématiquement représenté par

(1) P. HILLION et J.-P. VIGIER, Les ondes associées CG une structure interne des par-
ticules ( Ann. lnst. H. Poincaré, t. 17, fasc. II, I96I, p. I49).

( 2 ) P. HILLION et J.-P. VIGIER, Sur les équations d’ondes associées à la structure des
bosons ( Ann. Inst. H. Poincaré, t. 17, fasc. II, I96I, p. 209).
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un quadrivecteur A03BE . Le spin isotopique, y l’ètrangeté, et le nombre de
baryons sont alors liés à des opérateurs de rotation infinitésimale effec-
tuant des transformations dans l’espace des quadrivecteurs A~ d’une
façon explicite : 

.

> NS, >

où 13, S, N, sont respectivement le spin isotopique, l’étrangeté et le
nombre des baryons, J;, J~, S;, des opérateurs moments cinétiques
exprimés en fonction d’angles d’Euler généralisés à l’espace-temps;
enfin r: et T" sont des matrices 4 X 4 faisànt partie d’une représentation
du groupe des quaternions à cofficients complexes. Enfin à l’isospin
usuel correspond dans cette théorie un tenseur antisymétrique S;j qui
s’introduit naturellement dans les équations de conservation déduites
du formalisme lagrangien fournissant les équations d’onde.
De la même façon à la représentation ( I, o) avec ne’= o, il est

possible d’associer les mésons fi, chaque méson étant mathématiquement
représenté par un vecteur axial tridimensionnel A~ (ou un tenseur anti-
symétrique self-dual). On a également les relations

1:, ~ S ~ 1~3~:>> ’rj cd S§,

où 03933 est la matrice 3 X 3 : .

o i o

03933 = |-i o o|,_ 0 00

Nous allons maintenant effectuer un travail analogue pour deux cas

particuliers des représentations ( l+, l-) et ( h, l+) pour lesquelles
la somme L+-~- h est demi-entière.

Premier cas :

{l+, l-} = {I 2, o }.

Deuxième cas :

~l+~ ~-~- I~ z,.
Dans tout ce qui suit comme dans les études précédentes, les indices

latins varient de 1 à 3 et les indices grecs de i à 4.

1. , Vecteurs d’onde associés à l’espace des représentations IC~ 2, o)
et CI~ 0, 2 ~ - ~.. t. . CLASSIFICATION DES VECTEURS D’ONDE. - On a déjà
établi (1) cette classification précédemment, on la rappelle ci-dessous
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en vue de l’étude des opérateurs moments cinétiques. On a ici anaire à
des spineurs à deux composantes, les uns satisfaisant à la représenta-
tion D(I 2, o), les autres à la représentation En outre le

nombre quantique s’ prenant la valeur s’= 1, m’ prend les deux valeurs

± I 2, on est conduit à deux types de spineurs cp m’= 2 et 03C8 m’ =- 2
déduits l’un de l’autre par l’opération conjugaison de charge.

On a en tout huit spineurs à deux composantes : :

D’une façon explicite, on a 
’ 

’
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ces spineurs satisfont aux équations

avec

et sont les matrices de Pauli. ;

Rappelons que chaque composante des spineurs de la représenta-

tion (~)(-? o) satisfait l’équation
(J~J~-~’~~~=u

et chaque spincur de la représentation (o, z à l’équation

Pour être sûr que les expressions (1) à (8) constituent bien les

vecteurs d’onde de la représentation (I 2, o) ou (o, I 2) il faut montrer
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qu’il satisfont à l’une des équations (9 ), montrons qu’il en est bien ainsi
par exemple pour 9s; ici

x2 = l(l+I)h2 = 3 4 h2,
d’où

3~ 3 Îi: 
~ 

~

/~=-,r~ x~-,’
Par a illeurs ’

d’où 
’

’ (~~J,,-~,~~ =o,

où l’on a utilisé les relations

Donc les vecteurs d’onde de la . représentation éD (1 , 2 o) ou D (o, ’) t>
sont bien les spineurs donnés dans les expressions ( i ) à (8).
1 . 2. COMPORTEMENT DES SPINEURS SOUS LES OPÉRATEURS J§, Jg, S§ . - Ôn

a un certain nombre de résultats immédiats. En désignant par O

l’ensemble des quatre spineurs correspondant à m’ = ( , et par W ceux
qui correspondent à ne’ = - ’ , il vient

( I I) S’3 03A6 = I 2 03A6, S’3 03A8 = - I 2 03A8

dans un système d’unités oii h est pris égal à 1 . 

En désignant par O+ et W+ les spineurs de la représentation éD ( , 2 1 , o) ,
par 03A6- et 03A8- ceux de la représentation P (o, 1 ) , 2 on a
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Examinons maintenant les opérations J+303A6+, J+303A8+, J-303A6-, J-303A8- à

partir des expressions ~3 ), ~ 4 ~, ~ ~ ~ et (8), on déduit immédiatement

Si on introduit la rnatrice o~ de Pauli : 
.

ces relations s’écrivent

un calcul analogue conduirait aux résultats suivants :

on peut résurner les résultats contenus dans les relations ( i I ), (12), ( I 4)
et ( 15) à l’aide des deux tableaux ci-après :
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~x. ~== -:
2

b. m’= I:
2

Les nombres figurant dans ces tableaux indiquent le scalaire par
lequel est multiplié le spineur de la ligne sous l’opérateur de la colonne
qui définissent sa position.
On observera que ces opérateurs correspondent exactement à ceux

qui apparaissent dans l’étude des bosons. On pourra donc considérer
03C33J+3 comme associé à un spin isotopique, à l’étrangeté, par ailleurs
S1 est appelé nombre de leptons (plutôt que nombre de baryons).
On peut donc considérer chacun des spineurs... et W comme repré-

sentant un vecteur d’onde associé à une particule élémentaire. Il est
évident à l’examen des nombres qui figurent dans ces tableaux qu’on ne
peut associer ces résultats aux baryons. En outre pour associer les
vecteurs d’onde précédents, à des particules élémentaires il est impos-
sible d’utiliser la classification empirique de Nishijima-Gell-Mann qui
n’intéresse que les baryons, les mésons II et les mésons K.
Pour atteindre la classification qu’on a en vue, on s’aidera de deux

remarques :
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a. la première déduite de la classification des pions concerne l’impor-
tance de la chiralité des vecteurs d’onde. On a en effet observé que les
mésons n correspondaient aux vecteurs de la représentation C~ ( I , o) et
l’on constate (bien que ce fait ne soit pas expliqué par la théorie à son
stade actuel) qu’il né correspond aucune entité physique aux vecteurs

’ 

de la représentation Ud( 0, 1). Ceci suggère de classer les vecteurs d’onde
non pas suivant le signe de m’ comme ceci a été fait précédemment mais

suivant leur appartenance à 6.) B ~ -? o) où à d3(o, ~ B ~ / );
’ 

b. la deuxième remarque concerne l’utilisation de la formule de

Nishijima-Gell-Mann :

(I6) Q = J3 + I 2 (S + N),
qui avec les notations utilisées dans ce travail s’écrit 

(17) Q =C~3J±>+~5;~:> >+C S> >.

On a montré (a) qu’on pouvait trouver une justification à cette

formule à partir de l’invariance de jauge de lagrangien du rotateur
hypersphérique sous une rotation infinitésimale des hyperplans a(1)  a(2)
et b(1)  b(2)  de tétrapodes a03BE  et b03BE  qui définissent ce rotateur hypersphé-
rique.

Cette relation ( 1 7 ) est valable quels que soient les vecteurs d’onde,
en particulier, pour ceux des représentations t~ 2, o) et (~(o~ ~ ) ’ On
s’aperçoit de plus que Q prend seulement les valeurs t, o, -1.

Si donc on lie ce nombre Q à la charge comme dans la relation de Nishi-
jima-Gell-Mann, ceci limitera le nombre de possibilités d’association de

vecteurs d’onde de G~ 2, o et ~(o, ~ ) à des particules élémentaires.
Ces deux remarques conduisent à associer :

L’électron et le neutrino ( et leurs antiparticules ) à la représentation

(I 2, o);
Le méson , un second neutrino v’ (et leurs antiparticules) à la repré-

sentation - 2 
(3) D. BOHM, J.-P. YIGIER et P. HILLION, Progr. of Theor. Phys., 24, I960, p. 76I.
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D’une façon explicite W~ et ~’~ seront respectivement les vecteurs
d’onde de l’électron et du neutrino, c~;. et o’ ceux du positron et de

l’antineutrino.

D’une manière analogue 03C6r et 03C6s correspondent respectivement à v’

et +, 03A8s et W,. à v’ et -.

Ceci conduirait alors à la classification suivante de ces particules
élémentaires.

Représentation (I 2, u ) : e+, é , v, 7.l? /

Les antiparticules sont obtenues en changeant tous les signes dans le
tableau précédent.

Représentation o, I : +, v’, -, v’.

Comme précédemment on obtient les antiparticules en changeant
tous les signes.

Sur cette classification on peut présenter deux remarques :
a. elle associe d’une part l’électron et le neutrino, ce qui est en accord

avec la théorie de Dirac et d’autre part le méson  et le v’, cette dernière
association n’est pas courante. D’une façon usuelle on considère que
l’électron, le neutrino et le méson ~. forment la famille des leptons
l’existence de ’/ n’étant pas encore établie. Pour toutes les classifications
des particules élémentaires le A0 présente des difficultés (4) et nous y
reviendrons. Par ailleurs, nous ignorons s’il existe des raisons expéri-

(4) G’f. L. DE BROGLIE, cours à l’Institut Henri Poincaré, I959-I960.
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mentales ou théoriques précises pour classer le muon dans la même

famille que l’électron et le neutrino;
b. la deuxième remarque porte sur le fait que le tableau précédent

suggère que [1.+ correspond à la particule ~ à l’antiparticule. Il ne

semble pas que cette question soit encore définitivement tranchée (~).
1.3. - Étude du tenseur antisymétrique Sij. - Dans l’étude

générale ( 1 ) du forrnalisme lagrangien les relations de conservation du
tenseur moment cinétique ont conduit à l’introduction antisymétrique

(I8) Sik = (S+ik, S-ik)

et l’on a montré (1 ) que .

(19) Stk = Jt S-ik = Ji S-ikl,

avec

ceci a conduit au pseudo-vecteur ~~ de composantes :
(21) Jl=rL~(w+)~1~~(w+)~~ ~l=~~~(c’~ ~~1~(w ~L~

Nous allons montrer que l’intégrale

(22) 

redonne la valeur numérique + r , .
Il faut d’abord commencer par normer les spineurs donnés dans les

expressions ( 1 ) à (8), de telle sorte que

(23) . ~’ (c~~+) ~’ (c~W) _ ~’ (w--) ,~’ (w.~) ~,~ = I >

où 03C6’(03C9+) et 03C6’ (03C9-) sont les spineurs 03C6( ce+ ) et q (03C9-) supposés norma.-
lisés eL d’r l’élément de volume sur les angles d’Euler. On a défini (6)
une norme des fonctions Zm+,m-,m’l+,l-,s’ ( w+, w-) telle que

(5) Cf. H. BETHE et DE HOFFMANN, Mesons and fields, vol. II.

(6) P. HILLION et J,-P. VIGIER, Le groupe R*3 et ses propriétés ( à paraître ).
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Nous étudierons, par exemple, le cas particulier du spineur

Pour définir la norme, y introduisons un nouveau nombre s variant

continuement dans l’intervalle fermé ~- I , i ~ on aura

calculons dans ces conditions le produit scalaire ( ~o ( ~~-~, q ( c~-), il vient

soit en tenant compte de la relation ( 24 ),

03C6(03C9-). 03C6 (03C9-) = I 2l+I [(l-+o+I 2) + (l--s+I 2) = 2l-+I 2l-+I = I.

Considérons alors la valeur moyenne de l’opérateur ~.~ :

(26) h (03C6(03C9-), 03C3303C6 (03C9-)) = h 2l-+I [( l- + s + I 2 - ( l- - s + I 2) = 2sh 2l-+I .

Quand s prend les deux valeurs -i- I et -.- I , il vient finalement

(~Î) r(~ (c~~-)~ ~?(~")) =± ~.

Cette dernière relation prouve bien que l’opérateur 03A3j a pour valeur

moyenne !2014’

2. Vecteurs d’onde associés aux représentations d3 (~) ! ) et f1~ ( i ,~i
avec s’ = I 2. - 2.1. GLASSIFICATION DES VECTEURS D’ONDE. - Dans

l’étude générale (1 ) sur les ondes associées à une structure interne des
particules on a établi deux séries de résultats :
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a. concernant les équations des vecteurs d’onde : On a montré que
quelle que soit la représentation L+ + l- demi-entière sauf les cas L+
ou l- nul, où l’on est ramené au cas des représentations ~~ ~, o) et
n (o, -) les équations d’onde sont les suivantes :

pour m’ > o on a les mêmes équations où les spineurs r.~-~ et
sont remplacés par les spineurs conjugués de charge

03C8r,l(03C9+, 03C9-) et 03C8s,l(03C9+, 03C9-).
Dans les quatre relations précédentes, chaque spineur dont pour

l’instant on ignore la forme exacte satisfait simultanément à deux équa-
tions du premier ordre et l’on a 

’

en outre chaque composante des vecteurs d’onde précédents satisfait à
l’un des deux systèmes de deux équations du second ordre ci-dessous :

ceci constitue. la première série de résultats concernant les équations
satisfaites par les vecteurs (Tonde :

b. la deuxième série de résultats est l’explication des spineurs de
troisième rang qui se transforment suivant les représentations ~9 ( ? i )
Ct~(,~).
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Comme on se limite à la valeur 2 du nombre quantique s’, (qui peut
aussi prendre la valeur 3 , 2 le tableau des spineurs de troisième rang
est alors limite à celui donné ci-dessous :

pour m’ _ - ~ on a les spineurs 4»1’S et ~’;,t avec

pour ; m - ~ - on a les spineurs et ~’;.;.’.

On les a immédiatement à partir des précédents en changeant les
signes de m’ c’est-à-dire en remplaçant partout dans les tableaux précé-
dents les fonctions Zm+,m-,1 2l+,l-,1 4(03C9+, 03C9-), par les fonctions correspon-l-, ,-,

n~+, ni , _ ~ 
_

dantes 
, l_, (G)+, ~a)-~.

Le problème qu’il faut maintenant résoudre, c’est d’extraire de ces
spineurs du troisième rang les vecteurs d’onde qui satisfont à l’un des
quatre systémes d’équations ( 28 ), ( Zg ~, ( 30 ~ et ( 3 t ~. Il est par ailleurs
évident que si les vecteurs d’onde extraits de l’expression (36) satis-
font à (28) et ( ag ~, ceux qui sont tirés de ( 3 ~ ~ seront solutions de ( 30 )
ou (3 i ~ car ~’’~’~~ correspond à la représentation tn I 1 et ~;.s~ à C~ ( 1 , 

Les vecteurs d’onde qu’on cherche et appartenant à la représen-
tation I devront avoir la propriété des spineurs à deux compo-
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santes de la représentation (I 2, o) pour l’équation ~103B1) 03C6l = o

et la propriété des tenseurs antisymétriques self-duaux de la représen-
tation 1) pour l’équation 03C6l = o. On en déduit immé-

diatement que ces vecteurs d’onde sont les tenseurs antisymétriques
self-duaux :

dans lesquels chaque composante est un spineur à deux composantes ; à
partir des vecteurs Ar±k donnés dans l’étude des vecteurs d’onde des
représentations c0(ï, o) et (o, i) et des spineurs des représen-
tations (I 2, o) et (o, I 2), on déduit immédiatement les douze vec-
teurs d’onde des représentations cO (-? correspondant àB~ / B ~/ .

la valeur - de ~.
2

a. Représesentation (I 2, i) :~ B2 /
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Si dans ces expressions on remplaçait les fonctions Zm+,m-,1 21 2, 1, 1 2(03C9+, w-)
par les fonctions Zm+,m-,-1 21 2, 1, 1 2(03C9+, 03C9-), on obtiendrait les vecteurs d’onde
conjugués de charge des précédents.
Dans la suite on désignera ces six vecteurs d’onde par

1 1B ’le , 1 A~ ~
où k et 1 prennent les valeurs 1, 2, 3.
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b. Représentation éD i , I . - De la même façon :
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Si dans les expressions des 1 2Brk et -1 2Brk, on remplace les fonc-

tions Zm+,m-,-1 21, 1 2, 1 2(03C9+, 03C9-), par les fonctions y , Z’ nt+, m- 1 (03C9+, 03C9-) on

obtient les vecteurs d’onde conjugués decharges des précédents.
Nous allons vérifier que ces vecteurs satisfont à l’un des systèmes

d’équations ( 28), (29), (30) et ( 31 ). Il suffit évidemment de le montrer
pour l’un quelconque des vecteurs d’onde. Considérons par exemple
l’expression 1A(1)k on a

et

d’où

comme

il en découle que les relations (52) et (43) reconstituent bien le

système (28). ,
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On a donc ainsi obtenu les douze vecteurs d’onde associés aux repré-
sentations CJ~ 2, 1 et CJ~ 1, I 2 avec m’ = I , 2 on en déduit immédiate-
ment ceux qui correspond ent à m’ = - I r2

. 

Si l’on avait utilisé les spineurs correspondants à la valeur 3 2 du
nombre quantique s’, on aurait obtenu des résultats analogues. Dans
toutes les expressions précédentes, les coefficients de normalisation ont
été choisis pour que les A~ et Bk soient vecteurs propres de l’opération
spin isotopique. 

‘

2.2. COMPORTEMENT DES VECTEURS D’ONDE SOUS LES OPÉRATEURS Jg,
J-3, S’3. - Considérons les vecteurs d’onde +1Ark, +1Brk et les vecteurs

- 

x _;

d’onde conjugués de Comme toutes ces expressions

correspondent à s’= 1 2 on en déduit les relations

et

Dans toute la suite on se placera dans un système d’unités tel

que fi = i.

Examinons maintenant l’effet des opérateurs J; et J-3. D’après l’étude
qu’on a effectuée pour les bosons et les leptons, il est indiqué d’intro-
duire la matrice ~s de Pauli et la matrice r3 précédemment définie dans
l’étude des représentations 

Pour la représentation (I 2, i), , on considérera les opérateurs 03C33J+3

et 03933 J-3, tandis que pour ( I, I 2), on aura 03933 J+3 et 03C33J-3.
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On a alors immédiatement les résultats suivants :

a. . Représentation Cn (I 2 , 1 :

b, Représentation n I , 2 :

et de iaçon analogue :
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On peut résumer les résultats précédents dans les deux tableaux

ci-dessous :

a. Représentation I 2 , I) :

b. Représentation ( i , -) :
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Dans ces tableaux figurent les scalaires par lesquels sont multipliés
les vecteurs quand on leur applique les opérateurs r~j Jï,, S’.; pour

(I 2, 1) et r 3 J:, 03C33J-3, S’.;, pour la représentation 1, I 2).
Ces tableaux, quand on considère la première colonne J ; (ou 03933 J+3),

font apparaître des groupements remarquables de vecteurs d’onde, trois
doublets pour d? (- ? ! ) et deux triplets pour U~ r , I . 2
Comparons ces résultats à la classification de Nishijima-Gell-Mann

pour les baryons :

Dans la classification de Nishijima-Gell-Mann il y a en plus l’hypé-
ron Ao, il apparaît que l’onde associée à cette particule devrait être
classé dans D (o, Ç) ~. -

L’analogie entre (65), (66) et ( 6 ~ ) est évidente, les nucléons sont

associés au doublet (1 2A(3)k, -1 2A(3)k), les mésons 0396 au doublet (1 2A(2)k, -1 2A(2)k)
,

les mésons 1 au triplet (-1 2B(1)k, -1 2B(2)k, -1 2 B(3)k), et comme pour les autres
représentations 03C33 J; ( ou r3 J±), r;; Jg ( ou 03C33 Jg) et pe uvent ê tre inter-

prétés respectivement comme le spin isotopique, l’étrangeté et le nombre
de baryons.

Mais il reste en plus dans le tableau (65) le doublet et

dans le tableau (66) le triplet (1 2B(1)k, 1 2B(2)k, 1 2B(3)k) mais on peut à ce sujet
présenter les deux remarques suivantes :
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a. On observera que dans toutes les classifications précédentes qu’on
a obtenues, mésons fi, mésons K, leptons, mésons ~. et Ao, la somme

des nombres qui apparaissent dans chaque ligne correspond à la valeur
de la charge de la particule à laquelle est attribué le vecteur d’onde
correspondant,’ce n’est pas un hasard et l’on montrera ultérieurement
que l’opérateur de charge est précisément la somme des trois opérateurs.

b. En outre dans toutes les classifications précédentes la charge ne
prend que les valeurs 1, o, - r .

On observera alors que l’un des deux termes du doublet (1 2A(1)k, 1 2A(1)k)
a la charge deux et qu’il en est de même pour l’un des termes du triplet

(1 2B(1)k, , si donc on admet que la charge prend seulement

l’une des trois valeurs i, o, - I et qu’en outre si l’un des termes du
doublet ou du triplet n’a pas d’existence physique les autres termes pas
plus n’ont d’existence physique, on est amené à conclure que seuls les
vecteurs d’onde correspondant à une réalité physique sont ceux qui
appartiennent à la classification de Nishijima-Gell-Mann. 

’

Il est évident d’après les propriétés des fonctions Zl+,’~"~,’;’1‘~(~+, c~-)
que les vecteurs d’onde ±1 2Ark et ±1 2Brk pour la valeur m’=- 2 four-
nissent les vecteurs associés aux antiparticules et l’on obtiendrait d’une
façon immédiate des tableaux analogues à (65) et (66).
Un fait remarquable concerne les vecteurs d’onde 1 2A(3)k et -1 2A(3)k des

nucléons. Comme 

(68) 1 2A(3)1 = 1 2A(3)2 = -1 2A(3)1 = -1 2A(3)2 = o,

, on pourra écrire les fonctions d’onde des nucléons :

03A6N et 03A6P satisfaisant aux équations d’onde
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il y a donc une très grande analogie entre les vecteurs d’onde des .

nucléons et ceux de l’électron et du neutrino.

à des coefficients numériques près. 

2.3. ISOSPIN DES BARYONS. - Dans l’étude des vecteurs d’onde associés

aux bosons on a fait. les deux remarques :

a. pour déterminer le spin des ondes on cherche le nombre de

composantes indépendantes q de la fonction d’onde quand on passe
dans le système propre et le spin S est donné par la relation

(75) (~=2 S+I~ §

b. les vecteurs Ar +k et Ar -k des représentations (I, o) et (o, i)
ont, quand on passe dans le système propre, une composante indé-
pendante.

Or, on passe des vecteurs d’onde de (I, o) et d3(o, i) à ceux

de c0( i, ~) et U~ I , i) en remplaçant chaque composante des vecteurs
par un spineur, donc dans le système propre les vecteurs des représen-
tations (l9(i,~) et ~ 2 ~ 1 ) ont deux composantes indépendantes et
l’application de la relation ( ~5 ~ donne .

q=2=2T+I, d’où T=~, 1
donc de ce point de vue l’isospin des ondes associées aux baryons est -’

Mais, dans le formalisme lagrangien général qu’on a donné ( 1 ) des
~ équations d’ondes invariantes sous le groupe des rotations complexes,
on a vu s’introduire un tenseur antisymétrique Su ayant les compo-
santes suivantes : 

’

a. pour la représentation (I 2, I):
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b. pour la représentation GJ ( 1, ~) :

On peut alors, comme pour la représentation C1~ I , o) et 1); .
calculer un tenseur de Belinfante-Rosenfeld ijk tel que :

Représentation U~ I , 2 1 ) : :
(78) 1

Représentation d3(ï,~) : ’ . .

(79) S~.=o, 

On trouve immédiatement comme pour (I 2, 0 ) et I : 2
(80) ijk = jh 4 

~jke[ 03B4ie 03A6] .

On est alors conduit à définir le pseudo-vecteur

(8l) 
. ~ijkSij0 = h 2 [03C3k03A6].

Ce pseudo-vecteur l’analogue interne du spin des théories habituelles ;
nous allons calculer la valeur moyenne de ~3 sur l’un quelconque des
vecteurs d’onde de la représentation U~ 2, i~ Fou U~ I , I . 2

Considérons par exemple : -

est donné par la relation (40).

Commençons par normer ce vecteur d’onde : Remarquons d’abord
que
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par comparaison avec ce qu’on a fait pour £1.)(;, , o) et GJ o, I , 2 on
normera 1 2A(1)k de la façon suivante en introduisant un nombre quan-

tique s prenant les valeurs dans l’intervalle ferme [-1, I]

d’où

de même

(1 2A(1)2, 1 2A(1)2) = I 2,
d’où

(85) (1 2A(1)k, 1 2A(1)k) = 1.
Par ailleurs

(86) ~A,", ~’3 ~ 1 A~ _ ~~ ~ ~ A1 , 6:3 A1 + .) 1 A~ , :a 1 A~ , ,
or

(87) (1 2A(1)1, 03C33 1 2A(1)1) = I 2l++I [I 2 (l++s+ I 2) - I 2(l+-s+ I 2)] = s 2l++I,
de même

(88) (1 2A(1)2, 03C33 1 2A(1)2) = s 2l++I,
d’où "

~ .-> 1 A~ )~ ~,1 .-, A~ ) - ~ 2 L+ 2s -I- I 
- ~s I ~ 2

d’où

(89) ,  = fis.

quand s prend les deux valeurs + 1 et - i, il vient finalement
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Donc la valeur moyenne de 03A33 pour les ondes associées aux baryons
est h 2.
Pour terminer, remarquons comme on Fa déjà indiqué que l’opéra-

teur de charge Q est

avec 
’

On vérifie alors que les valeurs propres de la charge sont obtenues
en accord avec la formule de Nishijima-Gell-Mann :

3. Conclusions. - Dans cette étude on a montré qu’il était possible
d’associer des vecteurs d’onde des représentations U~ 2, 0)’ U~ o, 2 ’
éP(1, i) et ~ 1, ~ , aux différents fermions. Le fait important est
d’avoir pu obtenir un tel résultat pour les baryons dont on a donné

, simultamément les fonctions d’onde et les équations auxquelles elles
satisfont, ce qui fait apparaître du même coup les analogies et les

différences existant entre les nucléons et les leptons. Comme pour les
fonctions d’onde des bosons, la chiralité des vecteurs d’onde jouent un
rôle important.

.On a retrouvé la classification empirique de Nishijima-Gell-Mann
sauf en ce qui concerne l’hypéron .Ao, qui dans notre théorie se trouve
classé dans D (o, ~).


