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Un modéle résoluble
en théorie quantique des champs :
le modéele de Wentzel.

par

Guy RIDEAU,

Institut H. Poincaré.

Sommaire. — Parlant des résultats -obtenus dans un travail anté-
rieur [1], on donne la construction explicite des vecteurs propres du
modele de Wentzel selon les différents cas possibles. Pour chacun d’eux
est étudiée la structure correspondante de I'espace de Hilbert, ainsi que
le mode d’obtention des créateurs et annihilateurs physiques. On montre
qu’en présence d’états liés, ou d’états pathologiques, il n’existe pas de
transformation canonique permettant de passer des créateurs (et anni-
hilateurs) libres aux créateurs (et annihilateurs) physiques.

Dans un précédent article, publi¢ en collaboration avec A. Chevalier,
nous avions donné¢ les formes explicites des opérateurs de création et
d’annihilation des particules physiques dans le modele de Wentzel, en
¢tudiant sous cet angle les différents cas possibles, en fonction des
valeurs de la constante de couplage ([1]).

Afin d’étudier le modele plus en détail, nous nous sommes attachés a
la construction des vecteurs propres de 'hamiltonien total et les résul-
tats obtenus font I'objet du présent article. Nous nous sommes tout
particuliérement intéressés aux cas ou apparaissent soient des états liés,
soienl les états dits pathologiques, et a la caractérisation de la structure
de I'espace de Hilbert sous ces deux hypotheses, structure a laquelle
nous avons relié la construction des opérateurs de création et d’annihi-
lation des particules physiques.
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Il n’est pas interdit d’espérer que les résultats obtenus ici sont, pour
une part, susceptibles de généralisation a des modeles plus réalistes et,
pour cette raison il nous a semblé utile de faire pour le modele de
Wentzel ce qui a ét6 fait, d’'une maniére siintensive, pour le modele du
méson scalaire neutre. Cette étude nous a paru d’autant plus s’imposer
que, tout en restant élémentaire (au sens du mot « élémentaire » en
théorie quantique des champs) le modele de Wentzel présente des
traits beaucoup plus susceptibles de susciter la réflexion sur les pro-
blemes de structure des théories de champ, et d’aider, en méme temps,
a leur compréhension.

Nous n’avons pas repris les questions de renormalisation et de pas-
sage 4 la source ponctuelle, qui avaient é1é discutées lors du précédent
article. Une des raisons a é1é I'ambiguité propre au probleme de la
renormalisation de la constante de couplage, ambiguité qui ne pouvait
pas plus étre levée par I'étude détaillée du modele. A vrai dire, notre
but n’a pas été d’apporter une contribution au probléme des divergences
en théorie des champs mais bien plus, un peu dans la ligne des travaux
de van Hove, de nous en affranchir pour diriger surtout notre attention
sur la description des différentes formes d’espace de Hilbert oui se trouve
plongé le modele.

Nous avons placé en début d’exposé une assez longue étude mathé-
matique ou sont utilisés des résultats classiques dus a Muskhelishvili
et son école ([2]) sur les équations intégrales singulidres. Nous conce-
vons bien les inconvénients d’une telle présentation, mais, 1'étude
entiere du modele étant commandée par quelques propriétés mathéma-
tiques relativement simples, il nous a paru plus commode d’éviter au
lecteur 'inconvénient de reports continuels a un appendice.

INTRODUCTION MATHEMATIQUE.

I. Etude d’une équation intégrale singuliére. — Nous voulons
résoudre I'équation intégrale singuliere suivante :

2% ? lj‘(wk').2 I ’
(A) w (&) + 5 ven ) Y ar er—er—z KD
1

Ty F—(0z)’

k=kl| or= k2 + m2, F(z)_fdkf(wk) .
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Posons :

W((z)=1— 2)\fdk M w(k) ) (3, variable complexe);

2Wp 3 — Wr

W (z) est une fonction holomorphe dans tout le plan complexe muni
d’une coupure de m & o sur l'axe réel, et tendant vers 1 quand z tend

vers linfini ([2]).

Sur la coupure, ¢n notant que w (k) ne dépend que de £,
WH(z) — W—(x) = 8x2hi /a2 — me f(z)rw(ai— m?) (x>m).

Donc :

! [+(wp) — W— =w .
m(“ (wr) — W= (wg)) (k)

Comme :
8x2nikf(wp)2=(1— a2k F+(w;)) — (1— 2% F~(wy)),

il vient finalement, a partir de (A),

WH(z) 1—2)F+(z)

(B) W—(z)  1—2)F—(x)

(m << ax <o)

et 'on montre aisément qu’étant donnée W (z), holomorphe dans le
plan complexe muni d’une coupure de m a I’e0 sur I'axe réel, tendant
vers 1 quand

z|— o et vérifiant (B) sur la coupure, la fonction :
1 7. —
w(k) = m[\w(wo—w (0)]

vérifie 'équation intégrale singuliere (A).

Considérons la solution particuliére suivante de (B) :

X (2) = exp —

ol

** dx J1—22Fr(z)
S,z

e ——zl ®T—2)rF(z)’

en convenant de choisir comme branche du logarithme celle pour

laquelle lim log 1—2) F¥(2)

—————=< — 0. Nous aurons deux cas a distinguer :
x> 1— 22 F—(z)

a. 1—24iF(m) > o, condition pour que le modele de Wentzel n’ait
ni états liés, ni états pathologiques ([1]).
Si alors nous suivons par continuité la variation du logarithme, nous

. R —+
voyons que lim logI 22 B ()

o l—_—m =0 (l argument de 1— 224 F(m) étant
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nul). Dans ce cas ([2], chap. 10), X(z) est une fonction non nulle
dans toute partie finie du plan et telle que X (o) =1. Si W(z) est une
W(z)
X(2)

tout le plan complexe et tendant vers 1 quand |z|—>o0, si la méme

quelconque solution de (B), est une fonction holomorphe dans

condition est imposée a W(z). Il résulte alors du théoréme de
Liouville que la seule solution de (B) tendant vers 1 quand | z[— o est
précisément X (z).

B. 1—22F(m) <o, auquel cas le modele de Wentzel a, soit des
états liés, soit des états pathologiques ([1]).

En suivant par continuité la. variation du logarithme, nous aurons

. 1—o2)iFr(z)
Jim log 5= =
parties réelle et imaginaire de 1 — 23 F+(z) sont négatives (A < 0).
X(2)

Z—m

—o7i, car, dans le voisinage de x=m, les

Dans ces conditions ([2], chap. 10), la fonction Wo(z) = y qui

satisfait aussi a4 la condition (B), est bornée pour z=m, tend vers
zéro quand |z | = oo et reste non nulle dans toute portion finie du plan.
Toute solution de (B) ayant au plus un pole ainfini s’écrit Wo(z) P(z),
ou P(z) est un polynome. En particulier, les solutions de (B) tendant
vers 1 quand | z| - sont de la forme

W (3)=3W,(z)+2W,(3) (=, constante quelconque).
Comme w(k), solution de (A), est donnée par

ey Wr(en) W (o))
w(k) = 1— 2k Friog) — 1—2) F=(w1)’

nous en concluons d’abord que (k&) est une quantité réelle, ensuite
que, dans le cas () : '
X+ (wg)

w () = T3 T (on)

et que, dans le cas () :

O)k\V'g(w/c) ” \V:’;(wk) .
1— 23 F+ (wi) 1— 22 F+ (o)

w(k)=

W (o)

_ YYorBK) ion
o (o) est solution de

Il s’ensuit que la fonction w,(k)=

équation (A) sans second membre, et 'on montre facilement que :

Wo(5) =— 2% [zlkM wolle)

2wp 5 — Wk
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Il. Etude dune équation nonlinéaire. — Soit 'équation

(G) w(k) =
2Wh Wi W

1+2/fdk"/(wk) w(kl)

Posons

W(s)=1—22 [dkffw) wk)

2 Wi S — Wy
En multpliant (G) par 8m20k f(w)?, il vient

Wi (wr) — W (wp) = 8n2ink fwg)

1
W(—op)
Autrement dit, la fonction W (z) W(—2z) est une fonction paire
de z, holomorphe dans le plan complexe muni de deux coupures — o
a&—mctde m & o sur Paxe réel, le saut sur cette derniere étant égal

a 8m2i1k f(wi)?. En tenant compte de lim W (z) =1, il vient néces-
) [2]>
sairement

W(z)W(—z)=1—24F(3),
d’ott 'on déduit
W+ (or)  1—anF+(w;)
W—(wz) ~ 1—2x F—(w;)

c’est-a-dire que toute solution de (C) [quand (C) a des solutions] est
solution de (A).
Etudions la réciproque
Cas a. — Il y a une seule solution w (k) de (A) et;
W(z)=1— 2/] dk fi‘:i) zw_(kuzk

1—2x F(3)
W (—2)
alors une fonction tendant vers 1 quand |z | - o0, holomorphe dans tout

vérifie la condition (B) et n’a pas de zéros. La fonction est

le plan complexe muni d’une coupure sur I'axe réel de m a o, et
vérifiant la condition (B) sur cette coupure. D’aprés l'unicité de la

solution de (B) :
1—2iF(z)

W) = =

)

d’ot se déduit I'équation (C) en faisant z = w;—c et en notant
W— () '

1— o0 F=(wz)

que w(k) =
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Cas 3. — Si w, (k) est solution générale de (A) alors,

1—2)\fdkMM=(z+a)\vo(Z),

20 22— W}

o W, (z) est holomorphe, non nulle, dans le plan complexe muni d’une

coupure sur 'axeréelde m a o. La fonction I'y(z) = ﬁ%;%—)
— (=

tend vers 1 quand |z | —> 0, est holomorphe dans tout le plan complexe

muni d’une coupure sur 'axe réel de m a o, sauf en z =« ou elle pos-
1—2XF(a)
(60— 3) Wo(—a)

saut de T, (z) est égal & 8n2ihk f(w;)? o=

séde un pole de partie principale - Sur la coupure le

- On déduit

1
wr) Wo(— wg)
aisément de toul ceci :

1—2)F(z) = 1—22F(a)
(6 —3)Wo(—3z) (a—3)Wo(—a)
y ACISE I
+I_“)‘fdk 2w B — Wk (a—wk)Wo(—wk).

et st o est égal A une racine de 1—22F(z)=o0, nous voyons
) 1

e =0 Wo(— o)

une telle racine. I', (z) vérifie la condition (B), tend vers 1 quand | 5 | oo,

vérifie I'équation (A). Supposons donc « égal a

est holomorphe dans tout le plan complexe muni d’une coupure sur
Iaxe réel de m 4 «. Donc,

Fa(z) = (3 + ) Wo(2).

soit :
1—2i F(z)=(5+p)(a—2) Wo(3) Wo(— 3)

et la parité de 1— 22 F (z) et de Wo(z) Wo(— 3) entraine nécessaire-
ment ¢ = 3. Si, alors, nous faisons z = w;— ¢¢ dans :

(3 +a) Wy (z) (e —2) Wo(—2z) =1—22F(3),
il vient : ‘
(wp—+a) Wy(wg) 1
1— 2 A F—(wr)  («— wi) Wo(— wp)
1

= 2 779
1+27\/dk’ ————f(wk) ——w“(k)
. 2 Wk Wi+ Wi

wo (k) =

c’est-a-dire 'équation (C).
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Comme, suivant les cas, 1—2AF(z)=o0 a les racines —+o
de == ip([1]), il s’ensuit, dans chaque cas, I'existence de deux solutions
communes & 'équation (A) et a I'équation (C).

III. Détermination deV (k,1). — Nous voulons déterminer V (K, 1),
fonction symétrique des variables K et 1, et vérifiant I'équation

fdk' Iy (k, k) V(K, 1) = Iy(k, 1).
En posant : V(k, 1) = 2} == MACHWACTH) W (k, 1), nous nous raméne-

\/‘? wr {20y
rons & la résolution de I'équation intégrale

’ 2 rf(w/c')2 I 7 ’
(A) Wk, 1)+ — F_((J)k)fdk —— WK, 1)

2 Wpr Wjp— Wr

= 1= F—(wi) wr+ w0

Soit w(k) une solution commune de (A) et (C). La fonc-
) w(d)
St

tion est telle que :
w(k)w(l) 2% , f(wp)? 1 w(k)w(l)
-+ dk -
Wp+ 0y 1—2h F—(wy) 20 WE— W — LE O+ Wy

_ o)y w() + —222 D) [ [ L) )

Wi+ w/? T— 2k F—(wp) 2w Wp— Wi — LE
o [ L ) )
2 O Wi+ W/ s
. I 1
T I 2rF—(wp) op+ w;

en tenant compte de (A) et (C).

Dans le cas («) oul'équation (A), homogene n’a pas de solutions non
nulles, nous avons obtenu la seule solution possible de (A').
w(k)w(l)

Wr—+ Wy

Dans le cas (8), est une solution partlcuhére de (A'). Donc,

en tenant compte de la symétrie de W (k, 1)

w(&(w(l)

Wik, 1) = =

“+ wwo (k) wo(1).

1° Quand 1—22F(z) = o0 a les deux racines réelles 4o, W (k, 1)
doit encore satisfaire a la condition

a

(A7)

— _dx’  f(or)? .
o+ w; :/ 5 — wp 2w W, ).
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Prenons comme solution commune a (A) et (C) la fonction

w_g(k) = (wr—o)w,(k).
Alors :

c——u)L 2w

f i £ (000 wg (K wg (1)

cr+ u)g pAOYY G —
o [ L0 o) )
2 Wpr Wi+ 0}

+)>u/ FPACT O, (k) w (1),

2w G — W

D’aprés 'équation (C), vérifiée par w_, (k) :

z)Jﬁdkr S(or)* w_o(k)w_o(1) _ @).

1—W_g
2 W Wi+ Wy

Par ailleurs :

I_wfdk'f("") g (K)= (s — ) Wy ()| _ = o,

20 G — W

zkfdk’—fM T wo (k) =— Wa(a),

20 T — W

d’out finalement :

2>\fd/d Sl WELD L (1) W (s).

207 T — W} S+ W)

En conclusion, la seule solution W (k, 1), symétrique en k et 1,
vérifiant (A’) et (A") est donnée par

ch(k) w_g(l) .

Wk, 1) = =2 =

2° Quand 1— 23F(5) = o0 ales deux racines imaginaires pures 4 Zp,
nous aurons a chercher W (K, 1) vérifiant, en plus de I'équation (A'),
la condition

( A n )

_2>jdkf("”“) Wk 1)

p—o—zw; p—iwyg

Or, W (k, 1), vérifiant (A") est nécessairement de la forme

w_io (k) w_i, (1)

Wk, 1) = rys

“+ mwo (k) wo (1)

etde la valeur de p sera déterminée en écrivant que W (K, 1) vérifie (A").
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En conduisantle calcul comme ci-dessus et tenant compte des égalités :

o a0 P o)
- 20 Wi+ Wy TRl
W_in k . . .
z/fdkf£2§) zp-;~(m2 =1+ 2ipW,(—g),
w, (k .
o ffalLon? 2. = iWo(—ip),

on trouve = 2ip, d’ou, finalement, pour l'expression cherchée de
W(k, 1),
wip (k) wig (1)

Wik, 1) = 0p+ Wy

CHAPITRE I
LE CAS SANS ETAT LIE.

1. Détermination du vide physique. — Dans [1], 'hamiltonien de
Wentzel :

(1) ae=fdkwka;ak

+ AM + X [dk dk, VACTAACTY )( K+ 2ak, ay |+ ax, ax,)
v’zou 20y,

(AM = self-énergie du vide; ay, ax, opérateurs d’annihilation et de
création d’un champ de bosons) a é6té mis sous la forme

(2) — *
K= [ dkorApAy,

avec

Aﬁ:/‘dk'l\(k, K) af{r+fdk’l‘2(k, K') ay,

. N s , 21 J (wr) ! S(or)
l =
(3 ) 1(k, k ) O(k> k ) -+ — 2)\F+(w;¢) V/2T>A wr— op + 7% V/'z_w/;
B P VST S N )

— 2 F+(wp) \/qu W+ W ‘/?wk,

| F(s) =fdk£2(%2—i’

la valeur de 2 étant telle que 1—22F(m) >o.
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On montrait alors aisément que les Ag n’étaient rien d’autre que les
opérateurs de création « ingoing ».

Etant donné (2), le vide physique Wy, vecteur normé vérifiant

Zfﬁllf'o:: o
est aussi défini par :
(4) A Vo=o, quel que soit k.
soit donc par :
(5) fdk’I‘l(k, k’)*ak/llf0+fdk'l‘-_)(k, K)* aje Wy =o.

Si nous notons que, dans le cas actuellement envisagé, I'équation
intégrale singuliére :

fdk'ri(k, K)* f(K) =0

n’a pas de solution non identiquement nulle [Intr. I, («)] nous dédui-

sons immédiatement de (5) l'annulation de toutes les composantes
) 1 * *

1y, 1ay oy Lo | Wo) (le vecteur de base ﬁakw ..ak |0 est noté

par |k, ... K,D). '

La méme circonstance permet de remplacer (5) par :
(6) ak‘lf‘0+fdk’V(k, K') afWo= o,

ou V(k, k'), quantité réelle, fonction symétrique de k ctK' est 'unique
solution de (¢f. Intr. III) :

) [ ri (e, 1) VK, 1 = T, 1

On conclut immédiatement de (6) que :

(8) (Ll [Wo) =— —= V (1, 1) Co | Wo.
V2!

Chacune des aulres composantes va s’exprimer systématiquement a
l'aide d’un hafnien, nouvel étre mathématique introduit par Caia-
niello ([3]) et dont la loi de développement par rapport aux éléments
d’une ligne, permet, en raisonnant par récurrence et s’appuyant sur (6),
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de justifier la formule générale :
VL) VAiL) ... V{3, L)
VL) .. V(L)

(@) <l bl Wy = Lo 0y : :

V (121;~1 ylan) I+

la notation adoptée pour le hafnien du second membre étant celle de
Caianiello ([3]). Quant au facteur (o | W, > il se détermine en écrivant
la normalisation a I'unité du vecteur W,.

On peut déduire de (9) une expression plus compacte de ¥, qui
nous sera commode dans la suite. Pour cela nous remarquerons que,
dans un terme quelconque du développement du hafnien au second
membre de (g), apparait le produit de n facteurs V (k, 1), d’arguments
I

Van!

intégration sur tous les 1, chaque terme donne la contribution

(=1 (fdk dlv(k,1) aﬁaf)lll o >. Par ailleurs, on se convainc faci-

(2n)!

lement, en raisonnant par récurrence, que le nombre de termes du

tous distincts, de sorte qu’aprés multiplication par ar,...aj o> et

développement du hafnien est égal a yl(j'(ln;_l_)ll), D’ou

fdli, cdlan| Ly, o 15y o L WS
(10) = o v (- 3) (faxarvee a;a;>”|o>

et finalement
(11) qf0=<o|lyo><exp— éfdkdl\’(k, 1)a1;af> [0

Remarquons pour conclure cette étude du vide, que la réalité de
V(k, 1) assure l'identité du vide des opérateurs « ingoing » et du
vide des opératenrs « outgoing ». Ces derniers sont en effet donnés
par des expressions déduites de (3) en y remplacant Ty (k, k') et
T,(k, k') par leurs imaginaires conjugués, de sorte que le vide
« outgoing » est de nouveau défini par (6), V(k, 1) vérifiant I'équation
déduite de (7) eny remplacant T, (k, k') et I';(k, k')* par r,(k, k)
et I'y(k, K').
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2. Détermination des autres vecteurs propres. — Les vecteurs propres
de Phamiltonien (1) autres que le vide, sont, par suite de (2), les vecteurs :

Il nous est évidemment possible d’effectuer, en partant des formules (3)
et (11), un calcul direct et d’obtenir ainsi une expression générale.
Cependant, a cette méthode longue et relativement compliquée, nous
préférerons une méthode globale que la simplicité du modéle de Wentzel
rend particuliérement élégante.

Pour cela, nous introduirons la fonctionnelle

35 [‘dkj R, 9 (K)o (k) Al - Ak, W= [exp [dx (k) A;;] T,

n

ot (k) est une fonction d’une certaine classe ().

Il est aisé de montrer que
[exp%f{lp dqV(p,q)ap a&] Ag [exp — éfdp dq V(p, q) a;,a&]
:fdk’af{rG(k’, k)+fdk’ Ik, K') ay '
avec
(12) Gk, K) =T, (K, k) —fdl Ty (X, 1) V(, k).
Donc :
[expfdk:p(k) Af{] Y,
= <o [ep— ! [apaa V(p, @) apaq
= Slexp [ fdk Ak apG (K, k) 2 (k)

—c—fdk dk o (k) s (k, k') ak,] }\ o>

(1) Le caractére formel du calcul qui va suivre rend inutile toute autre précision sur
ce point.
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En appliquant alors les méthodes de calcul de Feynman ([4]), il vient,
en posant :

(13) V(x 1) =f(11' Ik, 1) G(L, 1),

exp [fdkdk’af{G(k’, K) o(k) + ‘/‘dkdk’@(k)l‘g(k, k’)akr]lo>
:{exp [fdk dK aty Gk, k) o (k) + %fdk dk' V&, k)3 (k) @(k')] ; o>,
d’ot pour finir :
[exp f dk 3 (k) A,;] ¥,
={o| W) [eXP - %fdp dq V(p, q)a{:a;]

« { exp [fdk Ak aly G (K, k) o (k)

+ éfdkdk'\”f(k, k') s (k) @(k'>] }|0>.

On en tire Ag,. . . A W, par :
A AR T

S (n)

* I : * *
=<<)|q'0>[exp— > Jdpdavip, q)apaq] TR DS

< fexp | [t aic 606,102 00
+ éfdk 4% ¥ (k, ¥) 5 (k) ?(k')] Hp:(};@'
Si P'on note que les dérivées d’ordre impair de la fonclionnelle

[exp éfdk di'V(k, k') ¢(k) cp(k’)] sont nulles et que, par ailleurs,

ol2n)

I ’~«" ’ ’
5o (k). 59 (k) [ex')?ifdkdk Vik, k) 9(k)o(k )]

Vik, k) Ve, k) ... Tk, k)
T’(k?, Ky) oor e

v (k'le—.]y kiu) -+

3o

59 (k.. 83(k,) [eXP f‘lk"k'“k'G(k': k) ?(k>]

¥
- ;Hfdk e G/, ki)z[expfdk d¥ an G (K, k):,:(k)]
i=1 ’
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(ot la premiere formule résulte immédiatement des considérations du
paragraphe précédent), il suffit d’appliquer la régle analogue pour les
produits de fonctionnelles, a la régle de Leibniz relative aux produits
de fonctions pour obtenir la formule générale :

(14) Ak, Ag Wo= 0| W) [exp-—éfdp dpV(q, q) a;a&]
Vi, k) oo Yk, k)
Ner
' p=0 a

..A...._.{/Kkigp’_” ki) |

\

n—2p

xll(fd/f}al*{; (Gk, ko)) | 0
Jj=1

ou [;—L] est 'entier immédiatement inférieur ou égal a g et ot ¢ sont toutes
les permutations Zy, &s, ..., fap, lapst1, - - -, inde 1,2, ..., 1, telles que :
bp>lapa > >0h>0
I > ip—y >0 > bapia > bapy
Examinons de plus prés les quantités (12) et (13). En notant que :

V(k, 1) = 22, L0 (20 wn)w(d)

N rer Vo Okt o

ou w(k) est 'unique solution de I'équation (A) de I'introduction, il
vient, par un calcul direct, qui tient compte de (C):
(15 Gk, k) =5k —k)

PR AC))) 1 S (wr) 1
>h e w (k) wp—wp—1ic /[y, wk)[1— 22 F+(op)]

Remarquons, en passant, les relations :
(16) fdk’l\(k, K)* Gk, 1) =3k —1),
(17) fdk’G(k, k)T, (K, 1) =3 (k —1),

/

I'équation (16) se démontrant a partir des identités entre I'y (K, 1) et
I'.(k, 1) obtenues en écrivant que les A, Ag vérifient les relations de
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commutation habituelles, et I'équation (17), a partir des identités entre
I'i(k, 1) et Ty (k, 1) résultant des relations de commutation entre les ax
et ay, exprimés & partir des Ag, Ay ([1]). Il résulte, de plus, des consi-
dérations de Lintroduction [I, («)], que G(k, k') est I'unique solution
des équations (16) et (17). Quand a V(k, 1), il se calcule directement
. partir de (15), le résultat étant :

& — oy JS(or) 1 1
(18) . \(ky 1)-2)» \/ga W(k) [1_2)\ F+((J)k)] Wi+ 0y
S (wr) I

Vo) w(l) [1—2X F+(w)]
si Pon tient compte des équations (A) et (G) vérifiées par w (k).

3. La transformation canonique. — Si U est 'opérateur unitaire tel
que
U allU" = Ai;,
nous devons avoir:

Afil [N Af{anoz Uaf:‘.. .af{n I 0>

et il doit étre possible, a partir de (14), de déterminer I’expression opé-
ratorielle complete de U.

Nous allons monlrer que :
(19) U=Col W) [exp— [dpdqV(p. @) ageg

X{EI%fdk,...dk,;dll...dl,,

< g (K, Lt). .. g (ky, 1) ag, .. .ax ay,...ay,
I &
<[expt [tpda¥(p, @) apaa]s

avec :
(20) §(k, 1) =Gk, 1) —8(k, 1).

Supposons, en effet, que nous ayons déja montré que :
Uaf{]...af{"[o>= Af‘l...Aﬂ"‘If.
Considérons

(21) Uak,-..ag a 0> =[U, ag  Jai, ..ag, [0>+a,, Udg,...ag|o).
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Pour simplifier I'écriture, notons ¥, S, X respectivement les trois

opérateurs du second membre de (19). Nous avons :

[V, ag] =0, [, a] =j AgQ k) s, [V, ag] =fle’(k, Da?.
Par ailleurs : ‘
[, 5]=5 [ ¢ (k, K) age

soit, encore :
aS =fdk’G(k, K)Sap
d’ou, en tenant compte de (16) :

(22) fdk'n(k, K ) *ap S = S ay.
Il vient alors :
[VSD, ax] = VS [V, ax | + V[, ag |V + [V, ax] SV
=fd1V(k, 1) VS +fd1g(1, k) af VS
:fdl dl' ¥ (k, 1) T, (1, 1’)*‘2)a1r1-5':7:?+fd1g(1, k) af VS
:fdldl’V(k, T, 1')*ay~vx5%+fd1g<1, k) af VS

*

+ [dl dU dr ¥ (k, 1) Ty (L, I)* V(I, ') ap- VSD.

Mais, a’aprés la définition de V(k, Iet(17):
fdl\"f(k, 1Ty (L 1)y =T (k, 1)
d’ou, finalement, en appliquant la définition de G(k, 1) :

[V, ax| = Ax VSV — ag VSV,

d’ot, pour (21) :
Uag,...ax, , |0>=Ak...Ag W,

des lors qu'on suppose Uay,...ak |o>=Ag...A ¥,. Comme on
vérifie immédiatement U| o) = W,, le résultal anoncé est démontré.

4. Calcul du facteur { o | ¥, >. — Nous avons

=o|V*V]o.

_
[ColWa)|?
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En dérivant par rapport a 4, il vient

d 1 dv* a0
— T, — — "t___ .
dr [Co|Wo) 2 <° e °>+<° V@D °>
Mais :
av d ..
7 =5 ) o V(P ) apaqdp dqV,
d v =Y (ax Glo. & 1 V(K
ar ¥ (P q)“if P E) 3 F=(ap) Y > O
I / Iy I o
- dek G X 5o Y& O
et :

V(P @) = [(dk G(p, k) T2 (K, q)* = [ dk G(p, k)" T2(¥, ).
Si, alors, on tient compte de :
[, V) =— f dk' V(k, k') af?,
nous pourrons écrire :
LoV ]0)

I 14 r " I
- Q—depdqdp Ao Ao s
X V(p,q)<o|G(p,p)ap¥V*'VG(q, q') ag|o>T:(q, q)*
I r ’ "
+ ﬁfdpdqdp dq’ dq
" ’ "\* * r * V I)
< Ty (g, @) <0 | G(q), §') ag " G(p, p') ap|o>— B> 4)

1—2)\F—(wpr)'
Par ailleurs :

‘vfdk’G(k’, k) afy|od = WA;‘%,

d’ou finalement en tenant comple de la norme de AW, et des expressions
respectives de V(p, q) et I'2(k, 1):

Lcowp
OO

< wP)w(a) I ,
(0p=+0g)* (1—22F* () (1—24F~(0,))

=—4)\‘/ndp dgq _f__(_w.l)j M

2(1),, zwp

ce qui se mettra sous une forme plus agréable en notant que d’aprés
I'équation (C) de I'introduction mathématique :
, flop)? I no_ 1 d
z)\fdk ok o (K) = i g (K)

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVII, 1I. 8
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et que, comme dans ([1]) :

I
(1—22F+(wp)) (1—22F—(w,)

1 1 1
- Sxﬂi)xpf(w,,)‘l[I—sz—(w,,) B 1—2)\F+(w,,)] ’

Il vient ainsi, en prenant = v, comme variable d’intégration :

1 d . .
TGTTST @ ol Wl

1 d 1 dw I 1
= mixfm YW@ dz [ T= o @) 1—2)\F~(x)].

Nous avons calculé le second membre de (23) pour m=o et

f(mA) K Kio 7 avec pour résultat, quand 4 > o,
log|<o|1F0>| /,r.) m{log(l+27ﬂ21\’)+‘/2)\::?lﬁArctg 2)\71:‘11{},
. 2K I =2 1
2 2+ rm2K 4 I+ 2 imlh’

d’ou 'on peut déduire que |(o|W,)>|? teud vers zéro comme -l—K quand

K augmente indéfiniment (passage a la source ponctuelle). Nous voyons
apparaitre le méme comportement que dans le cas du méson scalaire
neutre a source fixe : les composantes sur la base de Fock du champ
libre des vecteurs propres de '’hamiltonien total tendent vers zéro en
méme temps que la dimension de la source.

5. La transformation canonique et la matrice S. — La relation entre
la matrice de transformation U et la matrice S est particuliérement
simple et remarquable. Formons en effet :

eldL g—idt = (o | W) (eidet?) e—ider) (eidker's g—ider) (eiset D e—idr)
et étudions la limite de cette expression quand ¢ — —+ oo ; ef®iqy e—idt
tend alors vers A et avec (1] :

. x o 1 , Wr) 4
(24) Ax=Arx—4iixn ACH) I—~2)~F.‘"w];) fdk 3 (wr— wpr) S Ay

V2w 20
La limite de et Q) e—i%t est donc :

)f(Up) f(wq) el (0y+mwg) T\*K*
f20, \ow, ©p+ o, rPiaq

S(wp) flog)

Vao, y2u, &

On montre, de méme, que la limite de ei%t ) gt ggt 1,

lim exp— 7\/.dp dqw(p) w(q
{>+

...exp—)fdpdqw(p)w(q) q8(«»,,—4—0),,):[.
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Quant a e~#%!§ e—i%! nous aurons :

(25) lim eidet:s e—taei
1>

=2%fdk1...dkndl,...dl,,
1 Slon) 1 J(wr,)
1— 2 F+(wy,) m 1—2)\F+(w;) Va2or,

><a(%—w,,)..‘a(w,cn_w,")f(&...f(“”")A* DV S

V2w, V2w, k " "

X (— 4nim)n

en tenant compte de
t it (t,—
du etnlo,—wy — L 10700
e i u)p—- (,l)q—— le

Or, A; = SA ;S*, etil résulte de (24) que la matrice S a la forme (25),
en y remplagant les Ag, Ay par Ag, Ag. Donc, le second membre de (25)
est égal 4 SSS*=S. Autrement dit, au facteur (o |W,> pres, on passe
de U a la matrice S en égalant 9 et ¥ a l'opérateur unité et en

remplacant dans S chaque par 2wz d(w;— w;). Nous devons

Wp— Wy — L€
d’ailleurs remarquer que, dans une théoric ou la source serait repré-
senlée par un champ quantique, le facteur {o| W) serait absorbé¢ par
la renormalisation d’amplitude de ce champ.

CHAPITRE 1I.
CAS AVEC ETATS LIES.

Nous avons montré ([1]) que le modele de Wentzel admet des états
liés quand la constante de couplage 1 vérifie la double inégalité :
(26) - <

" L(0R)? f(wk)

> [ kLo f ax LU

L’hamiltonien (1) s’écrit alors :

(27) g =fdkka,;Ak+ cAZ A

Dans (27), les opérateurs A} sont encore donnés par la formule (3),
Popérateur A7 par :
(28) AL = f klc I f(wk) fdl‘lc_ 1 M k}‘

— Wy 2(-4 + Op (/o wp
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Le carré de N est égal a :

e g S (wi)?
N2 = fdk(wz_ﬂ)?

et ¢ est racine positive (o <o <<m) de :
. 1—22F(z) =o.

Les opérateurs Ay, Ayx vérifient les relations de commutation
habituelles des créateurs et annihilateurs tandis que

[Ao, AG]=1,
A,, A; commutant par ailleurs avec les Ay, Ag.
1. Détermination du vide physique. — Le vide physique vérifiant
HKW¥y=o0
peut, d’apres (27), étre aussi bien défini par
(29) AgWi= A;¥i=o.

Nous montrerons d’abord, en appliquant les résultats de I'introduction
mathémalique, que les composantes de W, sur les vecteurs de base
a un nombre impair de particiles sont toutes nulles. Pour commencer,
nous établirons ce résultat pour {o|ax|Wo ). En effet, d’aprés (29),

fdk’r,(k, K')*(o|aw|¥>=o, fdk’ ! (‘”‘ ) <0|ak']11f S=o.

AD’aprés la premidre équation, <{o|ayx| ‘If0> = Kﬂo——\/%]‘k_) wo (K'),

ot wo (k) est solution de I'équation (A) homogene (Intr. math.) et K
une constante. Si K est 4o, il résulte alors de la seconde équation

que W,(z )__—27\fdk PAC W‘)(lz))k est nulle pour z=¢. Or, de

swr 3
par sa construction [ c¢f. Intr. math. I, (8)], W (5) 3£ o pour tout point
a distance finie. Donc, nécessairement, K = o.

Pour le reste de la démonstration, nous raisonnerons par récurrence
en supposant déja démontrée Pannulation des composantes de Wy sur
les vecteurs de base a (27— 1) particules. Alors :

fdk'l‘1(k, k) olagay ...ay |¥id>=o,

' 1 3 3
Jaw —— LC8) ol agay, ... ag, | Fod>=o.

— Wgr 2 Wy



UN MODELE RESOLUBLE EN THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS. 111

D’aprés la premitre équation et les propriétés de syméirie de
{ol|ag,...ax,,,| ¥, nous devrons avoir :

< o l ax, . .. ax,,.,, I lIJ‘0> =K f(wka) e fll)kgyu+l Wo(ki) o Wo(k2n+1);
‘/2 wk1 v 2wk2n+1

el, de nouveau, 'impossibilité de vérifier la seconde équation par suite
des propriétés de Wy (z) entraine K = o.

Considérons maintenant (K Ky| %> = L {o|ay,ax,

NeY

W,>. Nous

aurons :

ks [ W) =— —=<o | W)V (ky, ks)
V2!

= 22 Jlom) J0om) w10, 1) Co ),

Vol Yook, 2wk,

ot W(k,, k) vérifie les équations (A’) et (A") de I'Introduction
mathématique. Les raisonnements faits alors nous ont moniré que
W (ky, k) était ainsi univoquement délerminée.

Il est alors facile de montrer que ( Ky, ..., Kon| Wo) a, en fonction
de V(ki, k) la méme expression que celle obtenue dans la premiére
partie, car, en effet, elle ne pourrait en différer que par un terme de la

forme K L0260 S(0ka) 32y iy (Kap) et si K 520, la deuxieme

2 0, \/2 Wiy,

condition (29) ne peut étre satisfaite.

D’ou, en définitive, la méme expression formelle de Wy que dans la
premiére partie :

Wo=Col W) fexp(— 3 [k alV(x, Daiai ) o >.

2. Les autres vecteurs propres de I’hamiltonien total. — Pour la
détermination des autres vecteurs propres de I’hamiltonien total, nous
recourrons a l'artifice formel, déja utilisé dans la premiére partie, en
notant que :

Z;f-, E—fdk1...dk"<p(k1)...q>(kn)A]’;l...Aﬂ"(A;)M‘FO

m!
n,m

=<o|%>exp[j‘dkcp(k) Ag+ uA;] exp—éfdkle(k, 1) agaf | 0.
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En s’appuyant sur les propriétés de la fonction w, (k) et sur la valeur
de W (k, 1) (Intr. math. III), on montre aisément que

Sexplfdkle(k, 1) aﬂaf}Af,gexp— l‘/‘dkle(k, 1) af{af}
T TE DU S N 75 P

G+ W \/2 Wi
avec

- S(wr) ot
Ao_fdk e ()

Comme, par ailleurs, les calculs du paragraphe 2 de la premiére
partie peuvent étre entiérement reprls avec les mémes définitions (12)
et (13) des quantités G(k, k') et V(k, 1), il vient, en appliquant de
nouveau les méthodes de calcul de Feynmann ([4]),

1 um * * * »
(30) Db w [k kg (k). g 0kn) Ay A, (AT
n,m
. 1 * %
=<o|wo>{exp—5fdkd1wk, 1) aaf }

= exp %fdk'a;[fdk G(K, k) o (k)
- : - 2us Wo(—o) f(op)
N 20

fdkle(k 1) o (k) ¢ (1)
bou Wo(— o)
+ —-—————fdk o (k)

f(wk) Wo(— wz) u2s Wo(— 0)2
\/'2? 1—21F+(wk)+ )\oNz ]%|0>

wa (i) |

+

1° Les vecteurs Ay Ag ... AL, Wo.
Nous les obtiendrons & partir de (30) en y faisant u = o et en appli-
o(n)

5o (k)
membre de (30) est formellement identique au second membre de (13),

quant l'opération SR Comme pour u=o, le second

les Ai ... A% W, seront donnés par la formule (14), compte tenu de la
valeur de V(k, 1) propre au cas étudié.

2° Les vecteurs (Ag)™W,.
En posant ¢ (k) = o dans (30), il vient
2%(A;)zrxllfo=<o|qro>{exp— %fdk d1V(k, 1) afai §

fon s T (3 o>
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Mais d’aprés la forme bien connue de la fonction génératrice des
polynomes de Hermite :

‘ O_GWo(‘“c)_ usWy(—a)\2
exp[2AomNm <N‘/2|)\|0‘>]

usWo(—o)\™ 1
H,.(Ayy2|)]|o
RASTane Rt

ot Hy, () est le polynome de Hermite d’ordre m. D’ou :
(31) (AU =Co | W, > { exp —éf.dk dlV(k, 1) agaj !

J
UVVO(———Q-) m .
(T e T o

3° Les vecteurs Ag ... Ax (A;)"W,.
Par la méme méthode de calcul que celle du paragraphe 2 (1™ partie),
nous aurons d’abord

- mn * * -
(32) 2 % Ak, AL (AS)mT,

m=1

=<o|111'0>{ exp[— ;fdpqu(p, q) apag
+ 2usWo(— o) Aot u?cWO(—-c)] l

N 2 A N2 §
n V(kil’_ kiz) tee v(kii’ ki’l’)
(7] :
O
>
p=0 (o) ’
-A,_,,V(kigp_‘, k;,)
n—tpr
o« / A aj, G (K}, ks, )
j=1 L )

+2Uu

cWo(—o S(w 'ﬁp+,) Wo(— Oligpr
Hols) )] 0>,

N V2 20k, =2k (wk’?r*-i)

n . N . .. .
[-2—] et la sommation en (') ayant la méme signification que dans (14).

Dés lors pour obtenir expression de Ay, . ..Ax (Az)"W,, il suffit de
prendre la valeur pour u=o0 de la m*™° dérivée en w du second
membre de (32). Par suite de sa complexité, nous laisserons au lecteur
le soin d’écrire la formule générale correspondante.
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3. L’absence de Transformation canonique. — Dans le cas présent,
il ne saurait exister de matrice unitaire U telle qu'on ait :

Ax= UapU*.

En effet, unc telle matrice appliquerait chaque vecteur ax,. . .ax |0
sur le vecteur Ag .. .Agx W, et U ne peut étre unitaire que si le systéme
des Ag,. .. Ag W, est complet.

Néanmoins, il est toujours intéressant d’introduire Popérateur U
faisant passer de a,...ax, |o> & Ak ...Ag W,. Cet opérateur iso-
métrique a la forme (19), quand les grandeurs contenues dans (19)
sont rapportées au V (K, 1) propre au cas actuellement étudié. II est
alors facile de montrer que :

(33) UajU*= A} UU*

En effet, pour pouvoir reprendre intégralement le calcul du § 3
(1™ partie), il suffit que reste valable la relation (22). Mais cette
relation est obtenue a partir de (16), dont la démonstration exige
seulement que les Ay, Ay vérifient les relations de commutation
habituelles des créateurs et annihilateurs. Or, nous savons qu'il en
est bien ainsi, quelle que soit la valeur de A, pour les opérateurs définis

par (3) ([1]). Nous aurons donc :
UaU* = ajUU* +[ U, af]U ={fdk’1‘1(k, k’)af{'—*—fdk’l‘g(k, K)ae | UU*,

cest-a-dire (33).

L’opérateur UU" est un projecteur (U étant isométrique U'U =1I)
dont lexpression, a parlir des créateurs et annihilateurs du champ
libre, s’obtient trés simplement en remarquant que par suite de
définition méme de U :

UU* Ak, A, (A5 Wo= 8,0 Ak, - - Ak, (A5)™ W,

d’ou résulte :

n

(34) UU'=Z(_§)"(AE>"<AG)n.

n=0

Si, par ailleurs, on tient compte de :

D (AU (Ae) =1,

n
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de la commutativité des A;, A; avec les Ag, Ay, et de la formule (33),
il vient

(35) A'I!::ZZIT(A&)"U%U'(A&’%

n=o
Pour éclairer la signification de cette formule, nous remarquerons

que Dopérateur U,,:ﬁ(A;")U est un opérateur isométrique,

appliquant tout I'espace de Hilbert sur le sous-espace sous-tendu par

les vecteurs ﬁ ;_L/W (AS)"Ax,...Ax Wo(m =0, 1,2,...). Restreints

4 ce sous-espace, les opérateurs U, ax U}, U,ax U} vérifient les relations
de commutation habituelles des créateurs et annihilateurs. L’écriture (35)
de Ay apparait ainsi comme la décomposition de Ax subordonnée a la
décomposition de I'espace de Hilbert sous forme d’une somme directe
de sous-espaces contenant, respectivement, zéro particule dans état o,
une particule dans I'état o, deux particules dans l'état o, etc. L’iso-
morphie de tous ces sous-espaces est évidente. Elle permet une autre
décomposition de I'espace de Hilbert attaché au modele, sous la forme
d’un produit tensoriel hilbertien de deux espaces, un espace H,, iso-
morphe a I'espace sous-tendu par 'ensemble des vecteurs A . ..Ax ¥,
(r=o0,1,2,...) et un espace H;, isomorphe a I'espace sous-tendu par
les vecteurs (A;)"Wo(m =o, 1, 2, ...). Par rapport & ces deux décom-
positions équivalentes de I'espace de Hilbert du modele, Ay, s’écrit :

-
(36) Ap=DUrap U =Ua U*®],

en désignant par I, 'opérateur unité sur JC,.
Quant aux opérateurs U,, ils peuvent étre caractérisés directement
a partir de Hy et JC. En effet, on montre aisément que :

ALA,UU* = o,
d’ot1, en combinant (33) et (27)
UH,U*=23¢UU".

Soit, puisque U'U =1
UH,= 34U

a partir de quoi I'on déduit la formule générale

(37) UnHl):(ge'—nc)Un;
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avec les conditions suivantes sur les U,
(38) U;,Um= 8nml-

Il apparait donc, a ce point, que 'étude du modele de ‘Weutlzel est essen-
tiellement liée a la recherche des solutions isométriques de I'équation

(37 bis) UpHy= (5 — E) Uy.

Quand celte équation n’a de solution que pour E=o0, nous nous
trouvons dans le cas étudié dans la premiére partie : U, est alors
unitaire et le modele n’admet pas d’états liés. Quand I'équation est réso-
luble pour un ensemble discret de valeurs de E, nous nous trouvons dans
le cas présent, les diverses valeurs de E donnant le spectre d’énergie
des états ligs. Les formules (36) définissent alors les opérateurs de
création et d’annihilation des états physiques non liés.

Nous allons maintenant voir comment ces résultats se généralisent
quand le systeme admet des états pathologiques.

CHAPITRE IIL
LE CAS PATHOLOGIQUE.

Pour les valeurs de } inférieures & — ——————, ’hamiltonien de
zfdli(i;)—-
]

Weutzel peut s’écrire, a4 une constante prés, qui est sans signifi-
cation ([1]) '

(39) 2 =fdkka,;Ak+pA(—p) Ap)—E

ot Ay est encore défini par les formules (3) et ot Zp est racine
de 1—22F(z)=o0. Quant aux opérateurs A(—p) et A(p),
s’écrivent :

1 f(or) 1 pACYY) 1 *
(40)  Alp)= f{f e o for K fdk Voox P —ioi”

|
f
{fdkf(wk) ! a—i—fdkf(_wi) —I—.—aﬁ},

A(—o)=
(41) ( P) ‘/Ew—k P—lwk ‘/Q,u)k o+ Lwg

N étant tel que :
N S(w)?
N—2fdk(92+0-)2)2
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Les opérateurs A(p), A(—p) sont hermitiens, commutent avec
les Ay, Ag et vérifient les relations de commutation
(42) [A(—¢) A(p)] =2

L’imaginaire du second membre interdit de considérer A (p) et A(—p)
comme des créateur et annihilateur et donc de reprendre les méthodes
de calcul de la deuxidme partie. De plus, elle implique le caractére non
défini positif de I'hamiltonien (39), 'absence de vide et un spectre
complétement continu d’énergies propres ([1]). Ce sont les détails de
cette situation que nous voulons maintenant préciser.

1. Introduction d’un systéme de base auxiliaire. Introduisons les

opérateurs :
43)  @;=

It

A (=) —iA(R)], Q=

V2 e

Ces opérateurs commutent avec les Ay, Ay et vérifient les relations de

[A(=p) +TA(R)]

commutation habituelles des créateurs et annihilateurs.
La base auxiliaire que nous voulons considérer sera formée par

I I \ .
Iensemble des vecteurs — —=Aj ... Ag (@)W, ou le « vide »

V!l Jml
W, est défini par
(44) AxVo= A, ¥ =o.

Il sera commode, pour la suite des calculs, d’écrire ces vecteurs de
base sous une forme ne faisant intervenir que I'opérateur A(p) et les
- fonctions d’Hermite de cet opérateur. Pour cela, nous introduirons
d’abord un « vecteur » @, par (®, ayant un caractére formel, puisqu’il
n’est pas normé) :

(45) (D(,:e 2 ‘;‘0.
Ensuite, un simple raisonnement par récurrence, permet de

démontrer la formule :

(45 bis) (@) W= == )" Hu (A (e)) W,
V2
ou H,(z) est le n*™ polynome de Hermite. De sorte que nous avons :

(46) AR (@)W

I LY,
Vr! ym! ky
(A(2))2

L L, ...A1§"<—‘>me— T Hu(AG)) P

= Ut v M A
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Quand au vecteur ®y, on montre facilement, en utilisant (43) et (46)
qu'il vérifie
(47) Ax®y= A (—p)Pr=o.

Il résulte alors des calculs faits dans I'Introduction mathématique

[III (20)] et en faisant des raisonnements analogues a ceux de la seconde
partie, que I'on a

() ®o=Co|@oy[exp— 1 ['dpdqV(p, Dapas|lo>
avec 4 ,

(49) V(p, q) =2X wip (P) ®ip(Q) f(w)) f('”z/)

wp -+ Wg \/20),, ‘/2(»{,

le facteur (o |®, > étant obtenu en écrivant la normalisation & I'unité
de ¥,.

2. Constructiondesvecteurspropres. —Lesvecteurs Ay,...Ax ()",
sont vecleurs propres de

f Ak op Ak A,

pour la valeur propre w; —+...+ ;. Nous aurons donc comme vec-
teurs propres de I’hamiltonien total, correspondant a la valeur propre
Wi+ ..+ oy + E, des vecteurs de la forme (a des facteurs de norma-
lisation pres, voir ci-dessous) :

(50) ‘D‘E(k1,...,kn)_ Ak( AkZCm(E) ag)mw,,

ou ZCm(E) (&)™ W, est vecteur propre de l'opérateur :

.PA(— DA()—if= %‘O((aé)?— (A5)2),
pour la valeur propre E. Les coefficients C, (E) vérifient la relation :
(51) Zi—::Cm(E)=Cm_g(E)—(m+1)(m+2)Cm+2(E).

Nous déterminerons, d’un coup : ces coefficients en calculantla fonction

Dk () =2Cm(E)x'".

Par suite de (51), Dg(2) vérifie 'équation différentielle

(52) 6;1’ DE(_z')——-aL‘ DE(.Z‘) = —P-ED (x)
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En faisant le changement de variable y:z%x, cette équation se
rameéne & une équation étudiée par van Kampen ([5]) dans un contexte
trés proche de celui qui nous occupe actuellement. Appliquant les
méthodes de calcul de van Kampen, nous obtiendrons deux solutions
linéairement indépendantes de (52) sous la forme

._'T_z » _z—iE ——L’—r—t.r

(53) Di(z)=e f et 2 e v
0

e X _E B L

(54) Dg(z)=¢e 2f dee 2 Pe * .
0

Si maintenant I'on remarque que, par suite de l'expression de la
fonction génératrice des polynome de Hermite :

CE () ()
—’};—-11‘“ (—I)” x n t
CEET(E) ()

n

nous obtenons, comme solutions de (51), les coefficients

1 E 2
1 1 * —s—i= —= ¢
(55) C};I(E)= ! _n_f it ? e 4Hn<_>)
n! 5 Vo
- 1 _E_z
(56) C(B) = (21" Lnf a0, "Hn<—t—>.
n! 2Jy Vo

Revenant aux formules (43) et (45 bis), nous obtenons finalement

deux vecteurs propres de pA(—p)A(p)— z'g, correspondant a la
valeur propre E, avec les expressions :

11 _E « _1_,E
W=t [T N W () (- i (A () B,
o n
11 E L 1 E
Yy = QPf at FTENWL () (D Wa(A () B,
0 n

ot nous désignons par W, () la fonction de Hermite normalisée :

_x
¥, (z) = — e *H,(x).
n

= /nla

[T
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Mais, on montre facilement, que :
eite = \ox 3 Wa(2) (— 1) Wa (),

il — mz W, (2) ()" Wy (),

d’ou finalement :

_1 G E @ _1_,E
(57) Ti— o b 29f dtt P emita )by,
0
i E L. 1 E
(58) Yi=2 * 2Pf dee * 7 Eeunind,,
0

C’est a partir de ces deux formules que nous allons, maintenant,
pouvoir exprimer les vecteurs propres de I’hamiltonien (39) en fonction
des vecteurs propres du champ libre.

3. Normalisation et expressions a partir du champ libre. — Formons
le produit scalaire :

(‘l"g(k“ . k), ‘Fﬁf(k’i, Cee k'n,)),
ou A, A’ prennent les valeurs + ou —

Etant donnée la commutation de Ak, Ay avec (A, et a ¢» ce produit
scalaire est nul pour n £ n/, et pour n—=r’, il vient :

(‘Ifﬁ(ki, v k), (K, .. k’"))
ki ..., k, ’
=P ‘)2’" G (B) (CH ()",
ol P(k,i’ .. t,") note le permanent construit sur 6(ki—k'l.), les
n

coefficients C . (E) étant donnés par (55) et (56). Mais, d’aprés la nor-
malisation bien connue des fonctions de Hermite, nous avons :

anxcﬁl(E)(cgg(E'))E\%f wdeé(x)(G%:(m))*7

m
ot la fonction Gg(x) est donnée par :

. E

. ax? 1 . 1 E
o e g
o)=Y c%(E)(—%)"% My = [T e,
. 0
m

d’apres les résultats du paragraphe précédent.
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Dans ces conditions :

4w 1d - 1 E 1 i

/ _-—O_r-(h__E) * r . 2 o 2 5 A4
dz G () (G/(@)*=2 * 2 2::[ de | dit? P¢ 2 P3(A—A"Y)

—o “o0 0
si AA'=—,

i

o
={ -1 -Lm_p = g te_g ) ,
2 % 2P (27c)f dtt e si AA'=+.
0

Avec le changement de variable ¢ = e%, la derniere intégrale écrite
devient :

in

» - lp_m i ST R ) R )
f dee =f due 7 =ompd(E—E)
0 —o

d’ou, finalement :

\ T, , I ki, ...,k 2 ,
G9) (Filky, ..., k), Up&), ..., k) = — P b ’ f‘) Sua(27)?p 8 (E—E).
n! k... k,

'Nous aurons donc une base orthonormée, au sens qu’a ce terme pour
31

un spectre continu, en divisant les vecteurs (50) par (27)* p*, les

valeurs des coefficients C,(E) étant données par (55) et (36).

Quand aux expressions des vecteurs propres & partir des vecteurs de
base du champ libre, nous les obtiendrons relativement aisément par
application des méthodes déja utilisées dans les premiere et seconde
parties.

Nous formerons donc la fonctionnelle :

¥4 fdk1 vdky o (k) ..o (Ky) T (K, ..., k)

L —E —iAtA(Ia)—i-fdkcp(k)Af; -—%fdpdq\'(p,q)af,a&
e 2

1, » _1
=<0 Dy 2 * ?Pf dtt * Fe [o>,
0

ou V(p, q) est donné par (49). En notant que :

-1-1111\’,** _1‘]1,;)**

(60) ezf pdavip “)“pﬂqA(P)e ;[ paay® apag
= l—_fdkfw__ﬁ L ak_2p\Vo(_zp) Ao,

N\/P \/2wk p+rouyg N\/p

ou, de nouveau :

(61) Ao=fdk{/(—ﬂ2wo(k)af{,

20
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nous aurons :

©) X [ dki g (e e (k) Wik, - )

1R

1
={o|Py>a + 2P dre *?
0

»

W (ip)? 2LApt\Vo(Lp) J(wi) Wo(—wy)
Xe"p[ N+ fdk (k)‘/—(,, T— 25 Fr (o)

+5fdkd1q:(k)cp(l)V(k, 1)]
> exp [—% fdp dqV(p, q) apag

+fdk A% ajy G (K, k) 3 (k) + 2222t Wo(ip) Ao] lo>

Nye

et nous obtiendrons {g(Ky, ..., kK,) en appliquant au second membre
o(n)
8o(ki)...0(9(ka))
Nous laisserons le soin au lecteur d’écrire la formule générale corres-
ponddnte en utilisant la méthode de calcul de la premlére partie. G(K/', k)
et V(Xk, 1) sont définis a partir de V(k, 1), donné par (49), par les
formules (12) et (13).

l;opération

el en posant ensuite ¢ (k)= o.

4. Structure de l’espace de Hilbert. — I. A partir de maintenant,
nous désignerons par Wi (K4, ..., k,) les vecteurs de base ortho-
normés, vecteurs propres du hamiltonien total. Et nous aurons :

1

_3 3 1 .
(63) Wik, ..., k) =1a 4\/ ’f P e Ak, ... Ak @y
n

E
en omettant le facteur 2 qui n’a pour effet que de modifier la phase.
Etant donnée I'expression (48) de @, nous pouvons reprendre, a
propos des quantités Ay ...Ag ®, les raisonnements faits dans la
premidre partie (§3), les G(k, k') et V(p, q) étant définis a partir
de V(p, ), donné par (49), par les formules (12) et (13). Nous obte-
nons ainsi une quantité U, ayant la forme (19), et telle que

(6§) UKo B = o A A Do
Vn!

Nous pouvons alors écrire

(65) Uiky, ..., k) =Uz | ke, ..., kD>
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ou la quantité Ug s’écrit :

° I 21 e _1 _E .
(66) UE:;?’I “o 2] dit & PeTUARIU,
' 0

Si Pon tient compte de l'orthonormalisation des vecteurs (63) on
démontre aisément que :

(67) (UR)* Ug=3,, 8(E—E),

ou, de nouveau, les A, A’ prennent les valeurs + ou —.
Enfin, les vecteurs (63) étant vecteurs propres de l’hamiltonien
total, il en résulte, pour les quantités Ug I’équation :

(68) UAH,= (3¢ — E) U4,

ou JC est donné par (39).

Nous obtenons donc bien une généralisation des équations (37) et (38)
de la seconde partie (§ 3) et nous pourrions chercher quelle est, dans
le cas étudié, I'analogue de la formule (35). Mais, en fait, le rempla-
cement d’une variable discréte par une variable continue modifie treés
considérablement la situation, car les quantités U} ne peuvent étre des
opérateurs isométriques, par suite de (67) et, méme, les vecteurs (63)
n’appartenant pas, en fait, a I'espace de Fock (leur norme étant infinie)
la signification mathématique précise de (64) et (65) est plus qu’ambigué.
Cette question est évidemment liée a celle de la nature exacte des quan-
tités Ug. Et c’est une réponse a cette question que va nous fournir la
méthode que nous allons maintenant suivre.

II. Considérons ’ensemble des vecteurs de la forme :
+
(69) [ dBS(B)Wi(k, .. ki) [(A=z), (=0, 1,2,

S1 ¢(E) est telle quef wdE[(p(E) |* converge, cet ensemble de

vecteurs sous-tend un espace de Hilbert isomorphe (4 un facteur de
normalisation prés) avec 'espace de Fock du champ libre. En effet,
étant donnée la définition de @, d’une part, la commutation de A (p) avec
les Ak, Ay, d’autre part, 'on peut écrire :

I ~ " 1 Ao
f PE)WE Gk, o k) dE = —mnf A, [ dEo(E) W,

vn'! am

INSTITUT HENRI POINCARE, — XviIi, 11, 9
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.
+» 2
ce qui, aprés division par [f dE|o(E) |2] , peut étre mis en corres-

. . 1
pondance isomélrique avec le vecteur — ay, . . - ax, |0 ).

vVl
Il existe donc un opérateur U*[¢(E)], défini pour toute fonc-
tion ¢ (E) de carré sommable, et tel que :

(70) UA[o(B)] | Ky, ..o, kn>=f+”qu>(E)ll°‘;;(k1, o k).

Pour avoir une transformation isométrique quand ¢(E) est normée a
Punité, il faut : ’

(0 (UA®) U5 ()= [ dB|o(E) =[5 (E) 1

en posant, comme a I'’habitude :

=] [Taizme]

—

Il est facile de montrer, & partir de la valeur du produit scalaire
—+ 0 —~+
def dE o(E)WA(K,, ..., Ky,) parf dEY(E) Wi(,, ..., 1,) que:

(72) (UA[o (E)])* UB[$(E)] =3,5(9(E), ¥(E)).L

Enfin il est clair que U[ ¢ (E)] dépend linéairement de la fonction ¢ (E).

Comme il résulte de (71) que la borne de U[¢(E)] est inférieure ou
é6gale a || ¢(E) ||, nous conclurons, de toutes ces propriéiés que Uro(E)]
est fonction continue de ¢(E), au sens de la convergence en norme
des ¢ (E) et de la convergence uniforme des U*[¢(E)], c’est-a-dire que
si 0,(E) —o(E) de telle sorte que lim | ¢,(E) —¢(E)[=o, alors
1_i>m | U ov(E)] —U*oe(E)]||=o, en_>notant par || A la borne d’un
opérateur A. Nous pouvons donc dire que U*[¢(E)] est une distribution
a valeurs opératorielles, définie sur l'espace de Hilbert des fonctions
d’une variable. de carré sommable.

La signification de U} est maintenant presque immédiate a partir des
définitions qui ont 6té données : U} est relice a la distribution U*[ ¢ (E)]
de la méme maniére que d(z) est relide a la distribution (). De sorte
qu’on peut écrire, formellement :

(73) UMe(E)] = [ dE3(E)U,
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L’équation (72) n’est alors pas autre chose que la transcription, en
termes de distribution, de la relation (67). Quant a (68) elle se trans-
crit sous la forme :

(74) Ut [o (E)]Ho=2¢Ur o (E)] — UA[E 9 (E)] (*)

dont la vérification directe est immédiate.

Cherchons maintenant une expression des Ax analogue a 'expres-
sion (35). Pour cela, nous remarquerons que I'espace de Hilbert total
ou se trouve plongé notre modele peut s’écrire

(75) Y ®HMeu(E)),

o, A=
ou, de maniére générale, H*[ ¢ (E)] note I'espace de Hilbert sous-tendu
par 'ensemble des vecteurs U*[¢ (E)]|ky, ..., kK, > et ot I'ensemble
des ¢, (E) est une basc orthonormée complete dans I'espace de Hilbert
des ¢ (E). Comme, par la définition méme de U*[¢(E)], nous avons :

AU (B)]ax, ..., ax [o>= Ur[9(E)|agak, ..., ak, |0,

un raisonnement simple donne :

* \ * *
(76) A= Y, UMza(E)]ak(U 34 (E)])"
A, A==
L’on peut évidemment reprocher a cette formule, le recours a
une certaine base de I'espace des ¢(E) et il serait préférable d’obtenir
une expression de Ay débarassée de cette particularité génante. Clest a
quoi nous allons maintenant nous employer en faisant appel a la notion
d’intégration sur un espace de Hilbert ([6], [7]), sans toutefois pré-
tendre a une absolue rigueur mathématique.

III. Considérons donc une fonctionnelle F[¢] définie sur espace de
Hilbert des fonctions de module carré sommable ¢(E). Si 'on déve-
loppe ¢ (E) sur une base orthonormée compleéte { 9 (E) }, nous pourrons
considérer F[o] comme une « fonction » f(¢y, ¢z, ...) d'une infinité
de variables ¢, (@ =1, 2, ...), composantes de ¢(F) sur les vecteurs
de base. Nous gerons dans une situation particulitrement claire

() E¢(E) n'est généralement pas de carré sommable mais 'on sait que les ¢(E)
telles que E ¢ (E) soient de carré sommable forment un ensemble dense dans L2 et il
n’y a plus qu’a faire appel & la continuité de la fonctionnelle U[¢(E)].
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si f(c1, cay ...) ne dépend cn fait que d’'un nombre fini de ¢,
s0it ¢4, . .., Cq,. Nous pourrons alors former 'intégrale ([7]) :

[l C;;“ H 7/% (€o; = Ya;~+ £3a;).

Nous noterons par fF[cp]dcp cette intégrale, ef nous dirons que

.
32l
1

(79) f Fleay -y en) e

—w

nous avons intégré la fonctionnelle F[¢] sur l'espace de Hilbert
des ¢(E).

Tout en étant conscients du manque de rigueur mathématique ([6]),
nous généraliserons cette « définition » de I'intégration sur I'espace de
Hilbert en posant, pour F[¢] dépendant d’une infinité de compo-
santes ¢4

wl»

(78) fF[?]dss =f_:wf(cl, ey e 2

(Ci= Yi+ 18,).

dy; Y 4o
JIFaI

et nous formerons le veeu que cette « définition » a un sens toutes les
fois que nous saurons calculer le second membre.

Nous allons appliquer ces considérations au probléme qui nous
occupe en calculant I'intégrale :

(79) It = [ a3 (B)UMg (B)]agUs (5 (E)]"

Nous aurons :

4w —%2]6’“ d-
= Y eaUtpa(E)]akUtgs(B)]7e [[Vz_j_[[m-
.~

Nous admetirons que nous pouvons permuter sommation et inté-
gration (ce que justifie, peut-étre, la continuité uniforme des U[¢(E)])
et nous remarquerons que :

—3Nter

+ o
f cqcpe
—

sil’on tient compte de :

dy,
Il

N
= 2048,

a? a? + x?

1 e -5 1 e - I -5
—-—f dre *=1, ———f ze *dz=o, —__f zre *=1I.
VorJ_. Verd_. Vord_.
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D’otu, en définitive :

(80) k= ZEUA[%(E)]aQU“[%(E)J‘,

soit, d’aprés (76) :

(81) Ak— jd?(E)U‘[?(E)]akUA[?(E)]'
‘ =+
d’ou la référence a une base a été ¢liminée.
La formule ainsi obtenue semble, a premiére vue, trés différente de
la formule (36). Mais, en fait, 'espace J(C;, sous-tendu par les

vecteurs ‘—/L_—'(A;)" W, est isomorphe a I'espace des fonctions ¢ (E) de
n.

module carré sommable et les opérateurs isométriques U, ne sont rien
d’autre que des U[9,(E)], ou les ¢, (E) sont les fonctions de Hermite.

Etv si 9(E) :ch%(E), nous pouvons introduire des distribu-

tions U[ ¢ (E)] par
Ul¢(E)] =Y enUn.

11 suffit alors de reprendre les considérations ci-dessus pour mettre
la formule (36) sous la forme (81). La diflérence essentielle entre les
deux cas est donc uniquement de nature physique, I'identité étant
totale sur le plan mathématique. *

Conclusion. — Entre autres conséquences, cette longue étude nous
semble mettre sérieusement en question I'assimilation qu’on a voulu
faire entre le probléme des fantdmes dans le modele de Lee et celui des
états pathologiques dans le modele de Wentzel. Alors que, dans le
- premier modele, I'existence de fantémes entrainait un bouleversement
profond de I'appareil mathématique utilisé, nous venons de voir qu’ici,
la nature des choses n’a nul besoin d’étre modifiée. Le cas pathologique
implique une structure d’espace de Hilbert identique a la structure
propre au cas avec états liés. Seul, differe le sens physique qu’on peut
donner a 'un et lautre cas, mais, a prior{, ainsi que l'avait déja
indiqué van Kampen, ([5]) le cas pathologique s’insére dans le cadre
formel propre aux théories quantiques.

Par ailleurs, il nous parait se dégager des résultats obtenus, des
enseignements de portée générale sur la fagon d’aborderl’étude détaillée
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d’un modeéle de théorie des champs. Nous faisons ainsi allusion, d’une
part, a la factorisation obtenue, dans la premiére partie, pour la matrice
de transformation canonique, d’ou résultait, de facon simple, la cons-
truction de la matrice S, les deux autres facteurs décrivant simplement
I'habillage de la source, et, d’autre part, au réle central joué, dans notre
exposé, par P'équation (37 bis).

Nous devons, en effet, noter que cette équation fait abstraction de
I'espace de Hilbert dans lequel est plongé le modele et a les caracteres
d’un probléme de valeurs propres posé dans « I'algébre » engendrée a
partir des ax, ax, et de leurs produits. Sa géndéralisation covariante est
immédiate et, dans l'exacte mesure ou l'on peut penser que les pro-
blemes de théories des champs doivent se poser dans le cadre de
I'algebre que nous venons d’indiquer, 'espace de Hilbert n’apparaissant
quau stade final des interprétations physiques, il semble que cette
équation devrait jouer un role important en relation avec le probleme
de la définition des champs liés en théorie des champs.

En terminant, je tiens & remercier mes collegues de I'Institut
Poincaré, pour 'intérét qu'ils ont bien voulu apporter a ce travail, et
tout particulierement M. A. Rot dont les remarques et suggestions
auront contribué a améliorer le contenu de cet article et M. A. Chevalier,
pour les discussions qui ont 616 a l'origine de I'introduction du produit
tensoriel d’espaces de Hglbert dans la deuxiéme partie.

Je remercie aussi le comité de Rédaction des Annales de I Institut
Poincaré, qui a bien voulu accueillir cet article, ainsi que le Centre
National de la Recherche Scientifique dont le soutien financier me
permet de poursuivre mes recherches.
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