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Inductions électromagnétique
et gravitationnelle

par

Louis BEL.

(Institut Henri Poincaré.)

Introduction. — Dans la premiere partie de ce travail, nous reprenons
des résultats bien connus de la théorie de I'électromagnétisme que nous
présentons toutefois sous un point de vue légerement différent au point
de vue habituel.

I est fréquent en Relativité restreinte, de substituer aux coordonnées
2" (=1, 2, 3), coordonnées d’espace, et ¢, temps, les mnouvelles
coordonnées x' =z, £°=ct, ou c esl la vitesse des ondes électroma-
gnétiques dans le vide. Au point de vue physique ce changement de
coordonnées est susceptible d’avoir au moins deux interprétations diffe-
rentes. La premieére est immédiate. On peut supposer, par exemple,
qu’il correspond a un choix particulier des unités de longueur et de
temps de telle sorte que ¢ =1. La deuxiéme interprétation, par contre,
est plus délicate, car elle est liée a un mode de description. D’aprés
celui-ci, on utilise le tenseur métrique g,g rapporté au nouveau systéme
de coordonnées, goo=—1, gii=1, g,8==051 2 %) et 'on pose

()0 - 1()l-
c

A priori on ne suppose donc pas ¢=1. On pourrait croire que ceci
revient tout simplement a considérer 2° comme fonction du temps, sans
plus. Pourtant, ce mode de description a des incidences qui ne sont pas
dépourvues d’intérét. On constate, en effet, que quand on explicite les
équations de Maxwell en absence d’induction du formalisme uadri-



38 L. BEL.

dimensionel pour avoir les équations correspondantes du formalisme
tridimensionel, celles-ci se trouvent automatiquement rapportées a un
systtme d’unités, non cohérent tel que g9 = po=1, & el g, élant respec-
tivement la constante diélectrique et la perméabilité magnétique du
vide (voir, par exemple, [1] et [2]). On pourrait certainement réintro-
duire ces constantes avec des valeurs différentes, mais en aucun cas on
ne peut lever 'incohérence dimensionnelle.

Nous poserons toujours x°= ¢ sans que nous supposions pour aulant
¢ =1. Geci conduit & un mode de description un tout petit peu plus
compliqué mais qui, par contre, a 'avantage de ne comporter aucune
hypothese relative au systeme d’unités utilisé.

Dans la deuxieme partie de ce travail nous réexposons, tout d’abord,
quelques-uns des résultats que nous avons obtenus, relatifs au champ
gravitationnel en les adaptant au mode de description indiqué ci-dessus.
On voit apparaitre alors trois constantes fondamentales caractéristiques
du vide ¢}, i, et y,. Aucune condition de cohérence ou d’homogénéité
dimensionnelle ne permet d’identifier physiquement ces trois constantes.
Nous sommes donc obligés de fixer arbitrairement cette identification
pour une d’elles. Des considérations élémentaires nous ont suggéré le

choix ¢, = %, k étant la constante de la gravitation universelle. Les deux

autres sont alors completement déterminées. Elles ont pour valeurs
A.

(—:2.

1

’ Mo =

>~ %

Yo =

Nous terminons avec un essai de définition de ce qu’on peut appeler
une induction gravitationnelle. Il nous a semblé que le meilleur moyen
de caractériser une telle induction était de postuler que les ondes gravi-
tationnelles se propagent dans un milieu matériel avec une vitesse
inférieure a ¢, mais en fait c’est une hypothese équivalente que nous
avons pris comme point de départ. Ceci permet alors de développer un
formalisme dont P’analogie avec le phénoméne de I'induction électro-
magnétique est frappante. Les trois constantes ¢/, 1’ et ' qui remplacent
€y, I, et 7,, peuvent prendre alors des valeurs arbitraires caractéristiques
du milieu envisagé, seulement astreintes a satisfaire la condition
plrey =1.

Sous cette optique la constante k& doit étre considérée comme une
constante caractéristique du vide, et dans un milieu susceptible d’étre
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le sizgge d’'un phénoméne d’induction gravitationnelle, elle doit étre rem-
placée par ¢/, p’ ou v/ suivant 'aspect du phénoméne envisagé.

Cette deuxidme partie comporte une large part d’arbitraire. Nous
n’avons pas prétendu de le dissimuler. Bien au contraire. Pourtant,
aussi forcées que puissent paraitre a certains nos hypotheses, il était
peut-étre intéressant de développer les conséquences qu’elles entrainent.

Je remercie M. Lichnerowicz et M™° Tonnelat des conseils qu’ils ont
bien voulu me donner pendant la rédaction de ce travail.

PREMIERE PARTIE.

LE CHAMP ELECTROMAGNETIQUE.

1. Généralités. — a. L’espace-temps de Minkowski E, est un espace
vectoriel muni d’un produit scalaire. La forme quadratique

(1) ds*= gy8 du> dB,
associée au tenseur fondamental est de type hyperbolique normal & un
carré négatif et trois carrés positifs.
. S . >
Un repére galiléen associé a ¢,,, que nous désignerons par R(eo,>, deE,
>
est un ensemble de quatre vecleurs e, («, B =o, 1, 2, 3) tels que

>2 5 >2 S>> . _ .. ,
2 e ="+ €x).65]= 0 si a3 (i,J=1,2,3)

ol ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide. E, étant rapporté a un tel
repére, (1) s’écrit

() ds? = — ¢? dt2+2(dx")3,

ol { = z° est le temps el ou z' sont les coordonnées d’espace.
> -
€, élant fixé, nous appellerons décomposition du tenseur fondamental

. . . . > .
suivant la direction de temps définie par ¢, le deuxiéme membre de

(3) é’aﬁ=aaﬁ<;¢>)+(1_c“)) Uo UB,
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N .. 1
ou, par définition, u,= ﬁgmgeg,. Pour R<—€>o|) les composantes cova-

. >
riantes de « sont donc
d’ou 1l vient

Apo=—1, a;=—+1, Ay =0 si a(,
. . . >

@4p est un tenseur associé 4 la direction de temps définie par u.

S . = d s l S | B >
oit (v un deuxieme vecteur tel que w, = @gaﬁeow e, étant encore

un vecteur orienté dans le temps de carré — ¢*. Nous aurons, de méme,
(4) ga(j=bap($>+(l—ci)wawg.

De (3) et (4), il vient

(" ba3($>=aw(z?)-l-(l—@)(uaug——wawlg).

. > .

b. 30[ élant fixé, il en est de méme de aag(u) défini par (3). Intro-

duisons les deux lenseurs contravariants /2%% et @*? définis par les
relations

(6) hoo g8, = Bg, %P ag, = Bg ;

E; étantl’espace vectoriel dual de E,, les deux paires de tenseurs ( g4, ha8)
et (a3, a*?) permettent de définir deux isomorphismes entre

EVQE} et  EMNQEN (p+g=r+3s);

10 Eg’l)® EZ(]I)’

n““"“f‘ﬁ,...ﬁ,,EE(/.p)® Ezif/) et mo,..q,
par exemple, sont conjugués par rapport i (geg, A*R) si

Ayg.. 0 — h%l &x,0 3 Gy...7,
n* "31~--;3q—h 1, R p-‘ngiq,...gﬁqaqm‘a,,“pp 1 qe

De méme, m et n sont conjugués par rapport a (s, a*8) si
LRTCUR

Ay % —— g %10 X0 sy .
(7) nFreedpg g = a*h L a i GG, . 86, M, p,

Nous énoncerons le principe d’interprétation suivant :
. >
P. I. — On convient que, ¢, étant fixé, deux éléments

neEPQ Ejn et meEQE; S (p+q= r+s)
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définissent un méme objet géomélrique et ont méme interprétation
physique si, et seulement si, les composantes de n se déduisent de celles
de m par des formules du type (7).

Nous utiliserons la méme lettre support uniquement pour des
tenseurs définissant le méme objet géométrique au sens du principe
précédent.

Remarque. — Evidemment, si ¢*=1, celle distinclion enire gq3
. N > .
et aag(u) est superflue, car d’aprés (3) gap= (ca;ﬂ(lt) et ceci quel que
-S>
so1t 1.

Pour le repére galiléen R(EOQ les composantes de e, et i sont respec-
tivement
ef, =1 eh,=o0, wuy=-—1, u;=o0.
Donc

3
Uy = ays ey,

. . > > .
D'accord avec le principe P. I., u et ¢, définissent le méme vecteur.

-}
Désormais, nous ne retiendrons que la notation .
Le tenseur 2% défini par (6) est donné, d’apres (3), par

—1I
weud.

(8) hat = qat 4 &

. . > . . . .
Une direction de temps u étant fixée, considérons dans E, une ligne
d’Univers I orientée dans le temps ou langente au cone élémentaire

—
ds?=o0 au point z. Soit V le vecteur tangent a I' en ce point. Nous
énoncerons un deuxiéme principe d’interprélation.
. . > C
P. II. — Le vecteur vitesse d’espace relatif a u associ¢ a I' est le
> L >
vecteur ¢ orthogonal & u de composantes
3%+ 1rug) Ve
() po— (BB 2ug)VE
ug V3
Le carré du module d’espace ¢? de ce vecleur est, par définition, le carré
> e .
de ¢ relatifa la métrique d’espace

g8 = ay8—+ Uy Ug.
Autrement dit,

0= (@yf—+ g up) o ed.
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Apres un calcul simple, il vient

_ (@aB~+ uqug)Vevs
- (g V)2 '

(10) ) p2

Il est évident, d’apres leur définition méme, que © et ¢ ne dépendent
. >
pas du module du vecteur V. Ils ne dépendent donc pas de la

. . -
représentation paramétrique de I'. Supposons V de carré — ¢?. D’aprés
(3), nous aurons

aa;gVa\"{i = (c2—1) (ug VO)2 — 2

et, compte tenu de (10),

1 ' s
(11) uaV’“=ﬁ (ﬁ:g—,s=il>-

Pour un repere galiléen R(Z), (9) donne alors

(12) 0= o, ol = Vi /1— 32,
ol nous avons posé ¢ —-— 1. Nous le ferons d’ailleurs ainsi par la suite

. >
. . . > . . . .
<0001 revient a supposer « et V intériears a la méme nappe du cone

ds*= 0>.

Supposons maintenant que V soit un vecteur isotrope. De (3), il

vient
agg VeVB= (e2—1) (uy Va)?

et (10) donne
2= c2,
. 3 + 9 LY
Il est évident que ce résultat ne dépend nide V, pourvu qu’ilsoitisotrope
. . , . > >\
(isotropie de Uespace) ni du vecteur i, pourvu que aa{s(u) soitenchaque

e, . .. .
cas le tenseur associé & u défini par la décomposition (3) du tenseur
fondamental (invariance de la vitesse de lalumiére dans le vide).

2. Le champ électromagnétique sans induction en Relativité restreinte.
— Le champ électromagnétique sans induction est décrit par la donnée
sur E, de :

1° La forme quadratique fondamentale (1) de E;.
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2° Un champ de vecteurs ¢, ou encore et plutot le rotationnel Fog
de _c?
(13) Fog=daeg— J39a-
Le potentiel vecteur o n’est déterminé qu’a la transformation de Jauge
p 9 q g

pres

(14) P> P+ o S,

Fus est la grandeur primitive de la théorie et, étant un rotationnel,
satisfait identiquement au premier groupe d’équations de Maxwell

(15) S dy Fog = o,

%8,

3° Un deuxiéme champ de tenseurs antisymétriques G*# défini par

(16) G*3 = 1 hao 85T,

o '
ou 1, est la perméabilité magnétique du vide et ou A*3 est défini par (8).
Le tenseur G*F doit satisfaire au deuxitme groupe d’équations de
Maxwell

(17) dy GBo=]8,

ou .Test le vecteur courant électrique.

L’indétermination (14) qui peése sur le potentiel vecteur peut étre
réduite partiellement en astreignant celui-ci a satisfaire la condition de
Lorentz :

(18) "B dy 95 = o.

Dans ce cas, de (13), (16) et (17) il vient
(19) O 92 = gapJ B

Remarque. — Réciproquement, de (13), (16) et (19) on déduit (17).

> N . . .
Un vecteur & de carré —c* quelconque mais fixé étant choisi, le
tenseur fondamental admet la décomposition (3). En utilisant les for-
mules (8) relatives a cette décomposition, (16) peut s'écrire sous la -

forme

cr—1 : .
pr (Fagug+ Foguy)ur.

. 1
(20) Gys= —F 94—+
*i *o i Lo
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. . >\ e . .
Relativement a tout R(u), I'interprétation physique de F,g et G,g se
fait a l'aide des vecteurs d’espace ‘
Eg= Fopub, Dy= Gapud,

(21) .
By = Fogub, Hy = éag uf,

ou

x 1 x I
Faff = 5 ’ﬁ“ﬁchpa; Gafﬁ = 3 Tafipo Geo,

I ~ oy RS r
['q“ﬁ?": — ] 8800, NaBos = Vial da8pm a = dét (“oc(i)] -

E est le champ électrique, B Vinduction magnétique, D Tinduction
>
électrique et H le champ magnétique.
De (20) et (21) 1l vient

> > >, >
(22) D =¢E, poll =B

b

\ ! 1 . . .
ol nous avons posé g, — & est la constante diélectrique du vide.
o
Trivialement,

(23) ¢ !

Veo ko
En composantes explicites, les définitions (21) deviennent

E;= Fz‘o, Di = Gio =— Gilo
(24)

(L7 =-+1).

Bi=—Fu=Fy. Hi=—GCy= Git

De méme, les équations de Maxwell (15) et (17) s’explicitent en termes

> > >
de E, D, B et H sous la forme

> > >
: rotE +J,B = o, divB =0 [-x ) I
(25) N L N J={H].
rotH— 0, D =j, divDh = Jo
. N ? -
Supposons maintenant que le vecteur J soit de la forme

Jo = Po V‘x,

>
ou po est la densité de charge propre et V un vecteur de carré —c?. La
densité de force de Lorentz est, par définition, le vecteur

(26) Kg= Fpala= g Fg, Vo
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> —> .
Soil k le vecteur projection d’espace de K. De (11), (12) et (24), il

vient

o > e > .
(27) k=¢E+ 0 /0B, on g = — _Pi_
i
La densilé d’énergie associ¢e a la direction de temps définie par @
est )
(28) W = <3 u, ub,

74 élanl le tenseur de Maxwell,

(29) :% = _(FSPG“""" WPC{;;).

(30) W=—x)=

On remarquera que les formules (25), (27) et (30) ne se rapportent
a aucun systeme d’unités déterminé. Il n’en est pas de méme des for-
mules correspondantes déduites d’apres le mode de description habituel
(voir, par exemple, [1] el [2]). ,

On peut atteindre la notion de rayons électromagnétiques, soit en les
identifiant aux bicaractéristiques des équations de Maxwell, soit par
recours 4 la définition d’un champ électromagnétique singulier. Dans les
deux cas, on démontre que ces rayons sont les trajectoires spatio-
temporelles d’'un champ de vecteurs isotropes relativement au tenseur
fondamental de E;. D’aprésle deuxieme principe d’interprétation que
nous avons énoncé (voir les résultats du paragraphe 1), il en résulte
que la vitesse de propagation des ondes et radiations ¢lectromagnétiques
est ¢ quel que soit le repeére galiléen envisagé.

D’ailleurs, si Pon passe d’un repere galiléen défini par %4 un repére
galiléen défini par @&, on doit remplacer partout par @ et aag(17> par

> o .
bx?,(w), ce qui fait que la forme des relations (22), (25) (27) et (30)
demeure invariante pour un tel changement de repére.

3. Le champ électromagnétique avec induction. on Relativité res-
treinte (*). — Considérons un milieu matériel au repos par rapport a

(') Nous réexposons sous un point de vue différent des résultats de [3].

INSTITUT HENRI POINCARE., — XViI, 1. &
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un repére galiléen R(ﬁ) bien déterminé. Un champ électromagnétique
avec induction est défini dans ce milieu par la donnée de :

1° Un tenseur symétrique g5 dont la forme quadratique associée
(31) ds*= gyy drdrd

L >
s’écrit, pour R(u), sous la forme

dst = — p? dt‘-‘—i—Z(dxi)'-’ (p2<c?).

Les variables z' sonl les coordonnées d’espace et ¢ est encore le temps.

— .. . L >
Le tenseur g, admel la décomposition suivante relative & u :
. _ > . '
32 a8 = g Ut )+ (1—9*) Ugug,
5 f 8

. > . R . )
ol axg(u) esl le méme tenseur associéa & quiintervient dans la décom-
position (3).

> ) L
2° Un champ de vecteurs ¢ ou encore le rotationnel F,g de ce champ
de vecteurs. F,g étant un rolationnel satisfait identiquement aux équa-
tions (15).
3° Un deuxiéme champ de tenscurs antisymétriques G** lié au
précédent par les relations

Rt h3oF

(33) G =

ou p est la perméabilité magnétique du milieu considéré el ot le tenseur

haB est défini par les relations

~%

(34) h=e g, = 03,

W

Nous avons ici, d’apreés (32),

9

02—

hoBd = %3+ w*ud,

2

G doit satisfaire aux équations (17).
En concervant les mémes définitions (21), les formules (22), (23),
(23), (27) et (30) restent valables pour R(i?). c’est-a-dire quand le

milieu est au repos; il n'y a qu’a remplacer ¢, po et ¢ pare, pel ¢

. 1 . . . ey
respectivement. ¢ = —— est la constante diélectrique du milieu.
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Ici, les rayons électromagnéliques sont des géodésiques isotropes de la

. — > o
métrique g,g. Il en résulte que pour R<u> les ondes et radiations élec-
tromagnétiques se propagenl a la vitesse ¢ liée aux conslantes caracté-

P oy I
ristiques du milieu ¢ et p par la formule ¢ = —

Ve
La différence essentielle entre le cas avec induction et le cas sans
induction ltient non pas aux valeurs numériques des constantes ¢ et p.
(d’apres le mode de description habituel, les valeurs ¢ = . =1 sont des
valeurs « critiques » ), mais au comportement du champ sous un change-
ment de repere galiléen. Supposons, en effet, que le milieu n’est plus au

repos el soit w le vecteur orienté dans le temps du nouveau repére
galiléen. Le tenseur fondamental g,3 de E, admet alors relativement

awla décomposition (4) ot bai’ﬁ("—;) est lié a aag(iw par (5). En rem-
plagant dans (32) nous obtenons

ZaB = b13(7)+(1—c'-’) Wo g+ (€2 — 0 uyug

ct, par conséquent,

haBz£ baB +

[

1
— wrwh.
o

Ainsi, comme on le voit immédiatement, loul en conservant les défini-

tions (z1) (01‘1 I'on remplace le vecteur u par le vecteur (—;) les rela-

tions (22) ne sont plus valables (anisotropie induite par le mouvement
du milieu).

De méme, le module du vecteur vitesse d’espace correspondant a un
—>

vecteur V isotrope (g.3V*VE=o0) calculé par (10) n’est plus indé-
pendant de la direction de v (il s’agit ici encore de I'anisotropie
induite donl un aspect particulier est le phénomeéne dit d’entrai-
nement).

Les rappels d’électromagnétisme faits ci-dessus sont, d’une part
incomplets, d’autre part, ils ont été présentés, si on peut dire, sous
une forme peu naturelle, car nous avons échangé le role habituellement
dévolu aux hypothdses et aux résultats. Nous croyons toutefois que ceci
se justifie, car sous celle forme, on voit mieux dans quelle direction
orienler les recherches dans le cas gravitationnel.



48 L. BEL.

DEUXIEME PARTIE.

LE CHAMP GRAVITATIONNEL.

4. Le champ gravitationnel sans induction en Relativité générale. —
Soit V, la variéié différentiable espace-temps de la Relativilé générale.
Un champ de gravitation sans induction est défini par la donnée
sur V, de :

1* Un champ de tenseurs symétriques g,3 donl la forme quadratique
associée

(35) ds? = g8 dao* dad

est régulicre [dét (ga35% 0)] de type hyperbolique normal & un carré
négalif el trois carrés positifs. Le tenseur métrique g,g induit en
chaque point z €V, une structure d’espace-temps de Minkowski dans
I'espace vectoriel T, tangent en z. Un repere galiléen en ce point est,
par définition, un repeére galiléen de T,. Par rapport a un repere
galiléen en z, (35) s’écrit en ce point

ds?=—c2dt +2 (dxt)?,

) . . > )
¢ est le temps et 2 sont les variables spatiales. Pour tout u decarré—c?,

le tenseur fondamental admet la décomposition
(36) gag=aag(3)+(1—ci)lluu3

qui définit le lenseur associé a A aw(Z).

Nous supposons qu’en chaque point z € V, l'interprétation physique
se fait conformément aux principes énoncés dans le paragraphe 1.

Les potentiels de gravitation g,gsont supposés salisfaire aux équations
d’Einstein : '
(37) Qb= %(Tas—iTha;%) =

8zh -, .
—- U (T =gu3T%),

ot QB est le tenseur de Ricci, & la constante de la gravitation univer-
selle, T*8 le tenseur d’impulsion-énergie du milieu considéré et ou le
tenseur AP est défini par les relations suivantes :

(38) had g5, = 83.

¥

TR
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Relativement a une direction du temps « le tenseur /%8 admet, d’apres

(36), la décomposition
o2 —

1
o u%us,

(39) hod= a=3() +

2° Le champ de tenseurs Fyg 5, tenseur de courbure de la métrique
Fos, wu= é’"pa(d}.rgp_ - 09,1‘;%)‘-9- F‘iqrgp. - Fﬁcrg‘/)y

ol les T%, sont les symboles de Christoffel. C’est ce tenseur qui est
I'élément fondamental de la théorie au point de vue physique. Le tenseur
métrique joue un double réle. Il est, d’une part I'’élément primitif de la
théorie en tant que c’est lui qui définit la géométrie de V,, mais il est,
d’autre part, pourrions-nous dire, le « potentiel tenseur » de Fag,;,. Ce
dernier satisfait identiquement aux équations

(40) S ViFogip=o0
2,3,7
dites identités de Bianchi. Vy est’opérateur de dérivation partielle cova-

riante relatif i la connexion riemannienne de V, définie par (35).
3° Le champ de tenseurs G*8: 2 défini par

(41) God = v W2 R3C MY RVAT 45 43,
ol 7, est une constante relative au vide et sur laquelle nous reviendrons

dans un instant.
Le tenseur G*B.%# satisfait, compte tenu de (40) et (37), aux équations

(42) Vo Gy = JB, o,
ou
(43) I8, M= v (VA UBS — V. U3) (Vi= ptaV,)

décrit aussi les sources du champ. Sous certaines réserves, d’aprés un

résultat de Lichnerowicz, les équations (40) et (42), dites équations du

champ d’ordre supérieur, sont équivalentes aux équations d’Einstein (37).
En développant (41), compte tenu de (39) nous obtenons

49 Ga[i,}.p. =7 Fa.ﬁ,‘mp

, 2 —1

Yo —m (Fegutta+ Fap g + Fag, gt + Fap,ipuy)us

2 —1\2
’ Al
+ Yo ( s ) (I‘p{ia'_ﬂla“‘/\‘*‘ Focpf/.a'".@ Uy,

~+ Fp'ﬂ«).a Uglty + Iy gy lty wy )y up uv),
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Gam 5y = N > Geo ~0
a8, % = Qug ABg Ay s GO T,

> . . .
Pour tout repeére R(u), I'interprétation physique des tenseurs F et G
se fait a I'aide des tenseurs d’espace définis par les relations suivantes :

Ey = Fog, oy wdu, Dy = Gag, oy udu,
(45) Bo =— % Fogoyp b uy, Hyy = — % G5, 0y uB ut,

By =— Ity 3 ub, Hyy =—  Gokofwp udud,

My = % Fokag iy dus, Naw= J G¥kos,up tdul,
on

- 1 N 1 -
* I aﬁ,lu: 5 "I“Kequpa,).p., F * o8, W= 5 ")"WGFzB,pc,

1 -
% F %9800 = 3 12360 YO F g vg

et de méme pour les tenseurs déduits de G.

De (44) et (45), il vient

(46) Doy = 5 Eqi, N = ¥ May,
4 ! !
woHam = Bau, wiHu= Bu,
ol nous avons pos¢
Y c?
47) = ph=

i
Yy €, et i, sont liées par les deux relations :

- 9 1 !
(48) BT =1,

(49) o=

Considérons deux géodésiques orientées dans le temps infiniment
voisines I' el oI et donnons-nous sur I' un champ contintiment différen-

. > S N
tiable de vecteurs « de carré-c2. Soit 0z le vecteur orthogonal a u qui a
pour origine un point z de I et pour extrémité un point de oI'. L'évolu-

. >
tion du vecteur oz le long de T est donnée par la formule de P'écart

géodésique
. V25 2o e -
(o) K= —om = — herFog 5, VEVUS 2k,

ou s est la longueur de l'arc de I' mesuré avec une origine arbitraire

>
et V est le vecteur tangent a T'.
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.. . ", >
Choisissons au point  de I' un repére galiléen R( u). Pour ce repére
nous aurons, en composantes explicites,

Ei;j= Fio_jo, D= Giojo,
Bf/= qu./n, Hi=— Gmn_ju,
(o1 ) B’1'/' = Fip s H'ij = — Gio.rs,

i“i/'= Fonn.rss Ni= Gy rs |

alz2a 123
((’illf;nz_'_]y B/‘;'.v =-+1).

La formule (50) s’explicile a son tour, compte tenu du fait que 0z°=o
et de (11) et (12), sous la forme

n 1 AN
hi=— ITS_.; (him S 4 B’ingzlk pk dxm

(52) - B, B, 00 B = M7, 80,80, 07 ok B )

La formule précédénte peut s’écrire sous la forme condensée
N :
(33) h=— L (BaFew (72 B —(BaE) A 5 —[MGEEAD]AD)

> . o . . .
ou, par exemple, E oz désigne le produit intérieur Ei), dz™.
. > .
Le scalaire W <u> défini par
(34) W = T8, b utugutuy,

ou T estle tenseur ([4]et [5])

(55) Taliyb= - (Fyy 0G089+ % G gag o K F 4 Boouo

I
H

+ Zoy l3 K F15 569 Gys 00+ gy AoV F *ap.Ta G ¥ Be y3)
devient, en termes explicites,

(56) W = T, = = (Eyy D17 My NG+ iy BY - 1] /BY).

On peut atteindre la notion des rayons gravitationnels, soit en les
identifiant aux bicaractéristiques des équations d’Einstein (37), soit par
recours & la définition d’'un champ gravitationnel singulier, au sens
restreint (Lichnerowicz) ou au sens large (Bel). Dans tous les cas on
démontre que ces rayons sont les trajectoires d’un champ de vecteurs
isotropes (gqpl**=0). Il en résulte, d’apres les principes d’'interpréta-
tion énoncés dans le paragraphe 1 et de leur extension a la relativité
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e

générale, que la vitesse d’espace de propagation des ondes et radiations

1

- . . >
gravilationnelles est égale a ¢ = et ceci quel que soit .

Veo it .
D’autre part, par changement de repére galiléen, les relations (46),

(33) et (36) restent valables.

5. Interprétation physique des constantes Yys €, et ). — Supposons
que le tenseur d’impulsion-énergie du milieu envisagé soit du type

matiére pure
P1{3= Cﬁ‘oongnﬁ (Pa‘fj.-: gxpgi@a'raﬁ),

v N . . >
ol po est ici la densité de matitre propre et ot % est un vecteur de
carré-1. Dans ce cas, les équations d’Einstein (37) s’écrivent

8nke

-4 by 1 ’,
(57) Rag= —5 °<”“”5+ 55”«.6) (Rag = 840885 Q%)

Nous supposerons, en outre :

1° Le champ de gravitation faible. Les potentiels de gravitation
admeltent alors des développements de la forme

&oo=— >+ dyg
Soi= Yo [mod o( €2 )l
&ij =1+ Yy

[Yagl=€ et |dydu3|<e.
Le lenseur 2,5 est donc, dans un domaine de V,, de la forme
(58) &aB= Ax8+(1— ) Uyt + by mod o ( €2?),
ou dans tout ce domaine :

ap=—1, agy=1, ayz=0 si a3,

Uy =—1, u; = o.

Quant au tenseur 223 défint par (39) nous aurons, d’aprés (58),
par(29) ) )

o2 —

3¢ hod= a3+ S Lyaus mod o( €)].
el X

On sait que les 1,3 ne sont définis qu’a la transformation prés

(60) Lyg—> '!42;9+/)1‘I’3+ dg b,
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ce qui permet de les astreindre a satisfaire les quatre conditions

2 —q

(61) <a7~;'5+ - u® u?) (Ja'bge 4+ dgdyy — dybag) =0

qui ne sont autres que la partie principale des conditions d’isotermie.

2° L’espace-temps envisagé est stationnaire et les développements (58)
se rapportent & un systéme de coordonnées adapté. Nous aurons donc,
d’apres cette hypothese,

0013 e '!Jpq= 0.

3¢ Le milieu considéré est presque au repos pour ce systéme de coor-

données. Par conséquent, le vecteur 7 admet des développements de la

forme
ng=-—c, ni=o [mod o( €)].
Ainsi
Ny = cuy [mod o( €)].

Ceci posé, par des calculs bien connus on voit que le systéme d’équa-
tions (57) devient, a 'approximation envisagée,

(62) — ll'!Jo(): qd=keo
2 [mod o ( €?)]
“B) A'!JO(iz [¥]
D’autre part,
1
(64) Eij=Fiu, jo=— ;’)ij'!400 [mod o ( €2?)],

E;; é1ant le tenseur associé a « défini par (45). De (62) et (6 , il vient
/ par (4
(63) E DiEy = {7k, z0.

Considérons maintenant, comme cas particulier des équations (42),
I'équation
; G10: 70 = v, 9i Q00 [modo (€2)] (d/=0;).

Sous nos hypotheses, cette équation devient

I
(66) Z()I.Dil.zja./:‘{o 0} %0,

c

on Djj= G, j,. Or, puisque d’apres (46),

T T
D=4, Ky,
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on conslate que (65) et (66) sont parfaitement compatibles avec (47).
Cette compatibilité d’ailleurs entraine qu’on ne peut pas identifier les
conslantes v, et ¢,. Toutefois, des considérations élémentaires peuvent
justifier un choix.

a. La comparaison entre (66) et la formule analogue de I'électroma-
gnétisme :
(67) div B = 4%mg (po est ici la densité de charge)
conduit a penser que le deuxiétme membre de (66) ne doit dépendre
d’aucune constante caractéristique du milieu.

b. L’analogie formelle entre les lois de Coulomb et de Newton,

mm’

-2

F=2199 F=k

r? 7

|

©®
=

suggere que k doit jouer dans toute théorie de la gravitation le méme
R 1 .
role que — en électromagnétisme.
€o

Quelle que soit la valeur accordée a ces anologies, nous nous sommes
décidé a poser:

3 : ’ I !
(68) fo= 70 To= 70

0

ce qui donne pour ', d'aprés (48) ou (49).
(69) o= -~

1l doit étre clairement entendu que ce choix constitue une hypothdse.

6. Les équations du champ d’ordre supérieur dans le vide en premiére
approximation. Analyse dimensionnelle générale. — Nous supposons
ici, pour simplifier, que R,g=o0 et, en oulre, que les potentiels de
gravitation admettent des développements de la forme (58). Mais nous
ne supposons pas que l'espace-temps soit stationnaire. Sous ces hypo-
theses, le systéme d’équations (40) et (42) s’explicite a 'approximation
envisagée sous la forme

B, — 0Bl 4+ M= o,

t)/; ‘:/,/-— I)/, EA-/—}— /), Bi/‘ = 0,

(70) L 2 oM=o
i
, E’)iBifzo

i
(¢ == 2", variable temporelle) (5}_;1" =-+1);
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| (}A‘flﬂf_dpllki_dlDi/ =o,
Ik Nyj—JdyNi;—dH; ;= o,

(71) Y oby=o,

ZdiH,»/:_o

ou l'on a tenu compte de (51).

L’ensemble d’équations (46), (33), (56), (62), (64), (65), (68),
(69), (70) et (71) nous fournit un systéme d’équations surabondant au
point de vue de I'analyse dimensionnelle. On vérifie sans peine qu'il est
tout a fait cohérent. Votci le résultat de cette analyse pour un systéme
d’unités dont les grandeurs fondamentales sont : M (masse), L (longueur)
et T (temps)

[€0] = ML=#T=, [ ] = ML, [v]= MLT-
[E]:T——‘-’, [M] = L2, [B] =[B'] = L—1T— R
[D] = ML-3, [N] = ML-tT—2, [H] = [H'] = ML—2T—

([E]=[E}, ... ).
Les dimensions de W sont alors
[W]= ML—3T-2.

Les dimensions de W sont donc, si 'on peut dire, celles d’une énergie
par unité de volume ET par unité de surface. Le fait que I'énergie du
champ gravitationnel apparaisse sous cette forme est d’ailleurs li¢ inti-
mement au fait que le champ de gravitation est essentiellement un champ
d’accélérations relatives plutot qu'un champ d’accélérations tout court.

7. Le champ de gravitation avec induction. — Un champ gravita-

tionnel avec induction dans un milieu isotrope est défini par la donnée
sur V, de:

1° Un champ de tenseurs symétriques g,3 dont la forme quadratique
associée
(72) ds? = gagdrrdr?

est réguliere de type hyperbolique normal. (72) définit la géométirie
de V,.

2° Un deuxiéme champ de tenseurs symétriques &ap dont la forme
quadratique associée est régulicre et de méme type que (72). Za3 est le
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. . . . .
« potenticl tenseur » du champ. Soit « un vecteur de carré-c? colinéaire
au vecteur vitesse d’univers du milieu considéré. Si a,s ( u) est le tenseur
associé a « défini par la décomposition
>
&a8= aa(g(l(.) +(1—¢?) uyusg

le tenseur g, admet la décomposition

— > ,

&ap= aag(u>+(x-—-v?)umu.3 (2 e?),

Les équations du champ portent sur les gq3. Elles s’écrivent, si le
milieu envisagé est du type matiére pure,

= 87 gy c? I_
Ryg= —= (nan3+5ga@>,

N .1s ct
ol y' est une conslante caractéristique du milieu (égale a - en absence

.. . . .
d’induction ) et n, est un vecteur colinéaire a « tel que

Tyl
hodngng=—r,

A28 ¢tant défini par

7 - 2N
h*e g 8o =03;

R,g est le tenseur de Ricci construit avec les gg.

3° Un champ de tenseurs F.3;,, tenseurs de courbure associés a
la forme quadratique défini par gyg.

N, — O Roo -
Fa[i,w. =8op Rl’ﬁ, A

4° Un deuxiéme champ de tenseurs du quatriéme ordre lié au précé-
dent par les formules

. .
GaB, i = y' A hB0 iy hud Feo,va.

Ceci posé pour un repére galiléen associé a u, toutes les formules que
nous avons établies en absence d’induction restent valables ici: 1l suffit
de remplacer ¢, p,, v, et ¢ par ¢/, ', ¥ et ¢. En particulier, nous aurons

(73) wredy =1,
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¢ élant le module de la vitesse d’espace des ondes ct radiations gravita-

tionnelles quelle que soit la direction de propagation. ¢ et p/, tlout
comme v', sont des constantes caractéristiques du milicu envisagé.
Signalons enfin que, en complete analogie avec le cas électromagné-

lique, unc anisotropic induite apparait dés qu’on rapporte T, & un

1 . M >
repere galiléen non associé a w.

APPENDICE.

Nous donnons ci-apres entre crochets quelques paires de formules
qui peuvent étre considérées comme analogues. Ceci précisera dans
quel sens nous parlons d’analogie entre le champ gravitationnel et le
champ électromagnétique.

Formalisme quadridimensionnel: [(15); (40)], [(17); (42)], [(26);
(50)], [(19); (37)]: [(29); (35)]-

Formalisme tridimensionnel : [(21); (43)], [(27); (53)],[(30); (56)].

Approximation linéaire : [(14); (60)], [(18); (61)], [(25); (70) et (71)].
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