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Le Théoréme GPT

dans la

théorie quantique des mouvements internes
de rotateurs relativistes

par

Pierre HILLION et Jean-Pierre VIGIER

Institut Henri Poincaré (Paris).

PREMIERE PARTIE.
APPROXIMATION NON RELATIVISTE

1. Généralités. — Nous nous proposons d’examiner dans cet article
comment se comporte la théorie des rotateurs relativistes sous les
opérations parité P (renversement des axes du genre espace), T renver-
sement des axes du genre temps, ce qui aménera a la définition de
I'opération conjuguée de charge et permettra de voir si le théoréme C,
P, T est vérifié.

Nous commencerons par l'approximation non relativiste ou il est
possible de donner un support géométrique simple a chacune des
opérations G, P, T.

Rappelons rapidement les éléments nécessaires a cette étude : Dans
la théorie que nous avons développée (!) des rotateurs relativistes
ceux-ci sont supposés douées d’une structure réductible a deux points
(théorie bilocale) et deux tétrapodes centrés respectivement en chacun
de ces points.

L’approximation non relativiste de cette théorie conduit a I'étude du
mouvement d’un triédre trirectangle par rapport & un autre triédre
trirectangle au moyen des trois angles d’Euler habituels 8, ¢, ¢, et

(*) D. Bony, P. HiLLioN, T. TaxkaBavast et J.-P. VIGIER (sous presse aux Prog. of
Th. Physics). Relativistic rotators and bilocal theory.
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a l'aide d’un formalisme canonique utilisant 'hamiltonien H et les
moments cinétiques J;, J%, J?. La quantification du mouvement trans-
forme ces grandeurs géométriques en opérateurs et a cause des propriétés
de commutabilité de J., J, J2, il est possible de rechercherles fonctions
propres simultanées de ces trois opérateurs. On trouve

Y7 (6, 9, b) = el merm Y @)™ (0),

, . \—m+m’ g\ —m-—-m' dl—m LB\ 22! 2l+2m’
e (8) = (sm - (cos'—> e { sin — cos.? 5
2 2 d ( 6)1—'" 2 2

sin? —
2

ott I, m, m' sont des nombres entiers ou demi-entiers, { > o.

Les fonctions Y7»™ (9, ¢, ) pour [ fixé, constituent un espace vectoriel
a (204 1) dimensions. Si 'on considére les sous-espaces vectoriels
correspondant chacun a une valeur de m’ fixé, les éléments de ces sous-
espaces vectoriels se transforment entre eux sous le groupe des rotations
suivant la représentations (2 (/) de ce groupe.

On est alors conduit a I'idée d’appeler particule les fonctions
Y7™ (0, 9, ¢) caractérisant un certain état interne (a I'approximation
non relativiste), tous les états d’une méme famille correspondant aux
mémes valeurs de / et de m'. Il est déja connu que pour [ entier on
aura des familles de bosons et pour / demi-entier des familles de fer-
mions. On peut alors sc demander si (/, m') ne caractériseraient pas les
particules d’une famille et (/, — m') les antiparticules de cette famille.

C’est ce probléme que nous nous proposons précisément de traiter ici.

. 1
Pour donner un exemple, considérons le cas [= 53 m' pouvant

1 .
prendre les deux valeurs + - on a deux sous-espaces vectoriels :

1,1 / V
37 1] 5 (@+Y)
YIP O (6,¢, )= cos e”
]= —2—\ m':é z ]
1.1
) -3 .0 —30-Y
Y, P (8,9, 4)= sin e 2
z
S 8 —Lo+y
Y,? 28,3, %)= cos—e ?
1 £
l=§’ m=-3 j
o . 5 @—¥)
YT (6,5, ) =—sin e
H

Chaque élément de I'un de ces sous-espaces se transforme en l'autre

élément du méme sous-espace suivant la représentation (D(%) du groupe

des rotations a trois dimensions.
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On s’apercoit que chacun des sous-espaces précédents est le spineur
satisfaisant 4 'équation de Pauli exprimé en angles d’Euler (2). Alors si

» L
3

Yy 09 d)

- )=

Y —

Y

1
3

1
p

o]~

(%9, ¢)

est le spineur correspondant a la particule,
est-ce que

n'est pas le spineur correspondant a I'antiparticule?

2. Les opérations P, T, C. — Considérons deux triedres trirec-
tangles z, O, y, z; 2/, O, y/, &, les angles d’Euler sont déterminés par
les relations

—> > — —> —
cosh=0z.0z7, cosz =0V.0x, cosy =0V.0z

OU est la ligne nodale intersection des plans 20y et 2'0Oy’'. OV la
perpendiculaire & OU dans 0Oy ; OV' la perpendiculaire a OU
dans 2Oy,

Fig. 1.

Si l'on désigne par a; I'ensemble des trois axes Oz, Oy, Oz et si
I'on désigne par b 'ensemble des trois axes O2/, Oy', Oz,

kyr=1,2, 3,

(?) D. Bony, J. TioM~o et R. ScHILLER, Nuovo Cimento, suppl. n° 1, 1955.
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on a les relations
bz = Als‘ai )

ou A7 est la matrice des cosinus directeurs. Explicitement elle s'écrit

cos ¢ cosfcosy —sing sin sinp cosfcosd +cospsing —sinbcosy
Af=| —cospcosbsiny—sinpcosdy —singcoshsiny—+cospcosd. sinf sin¢ |.
cos¢ sinf sing sinf cosf

Cherchons d’abord comment représenter les opérations P et T al’aide

des angles d’Euler.

L’opération P est la transformation z —>— z. Géométriquement, c’est
la figure déduite de la figure initiale comme son 1mage dans un miroir
supposé¢ situé¢ dans le plan zOy. On trouve donc immédiatement

0 >—8,
Ple->e,
b4
On peut obtenir ce résuliat analytiquement en remarquant qu’en
I'appliquant aux aj et b} l'opération P peut étre représentée par la

matrice
I o o
P=|o 1 o |=P1

dans ces conditions,
(M) > P=1ASP
et il est facile de voir que
(A5 =A8(—10).
Pour Popération T définie comme ¢ — — ¢ on sait (*) que le formalisme
canonique est invariant sous les transformations simultanées :
t—>—1,
Pk=>~— Pk,
ou les p; sont les moments canoniquement conjugués des variables gs.
Donc ici si 'on considére les moments p,, py, po canoniquement
conjugués aux angles 9, ¢, 0, il faudra effectuer la transformation

Pi? “>_]7<p,
PL—>—P
Py —>— Po.

(3) Cf., par exemple, A. MERCIER, Analytical and canonical formalism in Physics,
North Holland Publ.
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Comme p, et py sont des fonctions linéaires de ¢ et de ¢ de la
forme A sin?06 et Bsin20J cette transformation impose de changer o
en — o, d en — ¢ ; dela méme fagon, py= G0, ce qui amene a changer 0
en — 0, d’ou :

b —>—0,
THe—>—9,

v>—1d.

Si I'on effectue simultanément les deux opérations P et T, on obtiendra
I'opération :

0 —0,
PT | o >—9,
v>—14.

Ceci définit une opération C telle que G, P, T soit I'identité.
Géométriquement, 'opération C représente une rotation en sens inverse
respectivement autour de Oz et Oz'.

Cette opération G peut étre considérée comme I'opération conjugude
de charge. |

On a donc les trois transformations :

b >—0, 0 ——10, 0 -8,
Plo—g, T|o—>—ou, Clo—>—o
>4 b>—1; y>—y

3. Comportement des fonctions d’onde sous les opérations C, P, T. —
Comme on connait la transformation a appliquer aux angles d’Euler, il
suffit de porter le résultat directement dans les fonctions d’onde. Il vient :

() PY™ (0, ¢, ) = Y[ (—0, 9, ),

(2) TY™(0, 9, &) =Y (=0, —9, — ),
(3) CY/™™ (0, 9, §)=Y/""(8, —9g, ).
Or:

Yf"’m'(ﬂ, 0, ’-'/) = e/ (my+m'o) 97:.111,(0)'

Ce polynome 0™ (0) a les propriétés suivantes; il peut s’écrire :
dar

, L0\ —d O\ ——_———— /. 0\ 2d+2p 0\ 2s+2p
LI 6y — B e P - - ’
8" (6) <sm 2> <cos 2) d(sin2 g> (sm 2> (cos 2>

d:(m—m'l, .s'=[1n-{--,n’(7 p=l———-——;,

avec
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d, s, p sont des entiers; donc :

(4) e;n,m'(o) — ez—m,—-m'(e)’
(:,) 9;}1,171'(__ 0) — (__ I)d e;n,m’(e).

Donc, compte tenu des relations (4) et (5), les expressions (1), (2),
(3) deviennent : :

PYP™ (0, 9, 4) = (— 0" (0, 5, 4),
TP (0, 0, ) = (=0T (0, 9, 4),
GY?""”'(O, s, ‘!J) — Y[—m,—m'<0’ o, d‘J)

On voit donc bien que si Y™ (0, ¢, ) est la fonction d’onde
correspondant a I'état interne d’une particule, Y777 (8, o, {) est la
fonction d’onde de P'antiparticule correspondante.

On aurait pu définir I'opération P par les relations :

h =0,
Plo—>=z+g9,
Y+
on aurait alors : '
0 —>—10,
Clos>—m—g9,
b —n—1d.

Ceci semble plus satisfaisant, car on aurait finalement :

PY™ (0, 9, 4) =Y (0, 9, 4),
TY™ (9, 9, ) = (— 04T (D, 2, ),
CY;"’m'(O: P, q’) = ('-l)d YTm‘—m,(ﬁa %, q’)

La fonction d’onde reste invariante sous 'opération P. Dans tous les
cas leur norme est invariante sous cette opération‘

DEUXIEME PARTIE.
CAS RELATIVISTE.

1. Généralités. — Dans le cas relativiste on a affaire a deux
tétrapodes aﬁ et b:'l (¢, x=1, 2, 3, 4) en mouvement l'un autour de
Pautre. On peut introduire six angles d’Euler : trois réels 61, o1, U1
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trois imaginaires purs 0, ¢9a, ¢¢o el étudier Peffet des opéra-
tions P, T, (i en tenant compte des relations
bi: '\.a,‘ a;",
oft A est la matrice 4 >< 4 des cosinus directeurs (7).
On peut aussi, comme on I'a montré (+), définir a partir du tétra-
pode @, deux triddres trirectangles complexes conjugués

F O S S S S
Art—= as A\ al+= ar A a/‘,

7t est imaginaire pur; r, s, ¢, permutation circulaire de 1, 2, 3.

Les fleches indiquent qu’on se limite aux composantes spatiales des
vecteurs. De la méme facon, a partir du tétrapode bi on a les deux
triedres trirectangles complexes conjugués

> > > 7 >
Br+ — bc/\ bt + br/\ b

-

Z" est imaginaire pur.

La transformation de Lorenlz qui améne aa en b;i se décompose en
deux rotations tridimensionnelles complexes conjuguées qui ameénent,
I'ane A+ en Br+ et Pautrc A*~ en B’—. On est alors amené a définir
deux séries complexes conjugudes de trois angles d’Euler :

oF = {0+, g, I+

)2 0= : 0_—7 ?—1 v!J_

b
w—=(wt)
ct les moments cinétiques correspondants J, Ji°, J=)*.

Aprés quantification des équations du mouvement, ces mwomenls
cinétiques deviennent des opérateurs ct les fonctions propres simultanées
des opérateurs J;, J°, (J=)* sont :

e — +,m+ e —_
U (o, ) = Y ), YT (0 .

Pour des valeurs fixées de -, =, m'+, m'~, ces fonclions sont les
¢léments d’un espace vectoriel qui se transforment sous le groupe
propre de Lorentz suivant la représentation (D (/+, 7).

Il est désirable d’obtenir un espace vectoriel de fonctions qui sec
transforment sous le groupe complet de Lorentz suivant la représentation

@ )P R, I+) (6P, somme directe).

(%) F. HaLBwacus, P. HiLLioN et J.-P. ViciEr, Ann. Inst. H. Poincaré (mémc
numéro).
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Pour cela, il faut d’abord examiner quel est P'effet de Popération parité.
Cette opération se définit par les relations :

Paj - — ay, Pbi=—0by (r=r1,2,3);
comme :
>
Ar =GN at=ar N,
>y > > >
Bs = b5 A bt br A b,
il est visible que :
> >
P A7 > A7,
> >
P B: > B

Donc l'opération P change les angles w+ en ™.
On peut le voir directement en raisonnant sur les ai et b5. A l'opéra-
tion P on peut adjoindre la matrice :

—1I o o o
o —1I o o
P= = P-L
o () —1I1 o
0 o) o] 1

Dans ces conditions :
H 13 '
A7—>P1AZ P = AL,

et il est facile de voir que :

AT =AY,
Ab= A,
Ab=—A%¥,
AT=—AY.

Or, si 'on se reporte au tableau des cosinus directeurs donnés ci-apres,
. . . | 2 ’
il est facile de voir qu'on passe de A} & A;f en changeant 0y, ¢g, ¢»

en — 0y, — 9y, — a, c’est-a~dire précisément en changeant w+ en w—.

A%.

g. n=1

| S . cos ¢ cosf; cosy; — sin ¢y ch 0y sind,
Qi — 059y cos0; siny; — sin g, chby cosd,
S 2 cos oy sinfly chd,;— sing, shf, shi,
boveviiiiiii — cos g sinf; shd,+ sing; shb, chi,
g n=2.

) S sin g, cosly cosy + cosg; chby sind,
D Y — singq cosfy sin; + cosg, chby cosdy
R T singq sinf; chd,—+ cose, shb, shd,

bovo i — singy sin0; shdy— cosg, shy chi,
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g. n=a3.

| S — cheysinf; cosdy + sho, shl; sin,
D ch g, sinfy sin gy + shos sh0, cosy,
3 choycosty chd,-+ shoschb, shi,
Govoiiiiiiil. — choycosf; shd, — shoschy chd,
£ n=A.

| shgs sinb, cosd; — ch 92 sh 0, sind,
D — shgy sinfy sing; — chep shb, cosd,
S P — shoycosb; chyy— chgschf, shi,
Ao sho, cosl; shdy,—+ choschf, chi,

Si T'on applique l'opération parité aux fonctions d’onde, il vient
donc '
P U;/—:‘j}-{il“, I)l'+,ln'~<((’)+7 0)») — U;ﬁjﬂg-ﬁ-,m'ﬁ,m/—b ((0'*‘7 LO_).
On est alors amené a considérer les.opérateurs :

Si=1¢+JIF

(ces opérateurs S|, sont invariants sous I'opération parité) et a chercher
les fonctions propres simultanées des opérateurs :

55,08y, () (J7) (87)%
on trouve facilement leurs fonctions propres qui s’écrivent

71/1 e, m’

. N / L .
L1 (0F 07 ) = Z‘ (I & —mir —m/— | s, —m)

\

—mt,— =

< Y;ri-e—,m"i- ( w+) Y;)if,m’w( (0_)'

Pour des valeurs fixées de I+, I=, ', m’, ces fonctlions conslituent un
espace vectoriel dont les éléments se transforment sous le groupe de
Lorentz suivant la représentation

@Dl =) P D(1-, I+).

On peut déterminer facilement comment agit Popération P sur ces
fonctions, Il vient :

‘ , -

vy L, I, m N - J— ’. o — . — -

P2l (or o—) = 3 (e, b=y m/+, —m/'— | [+, = ', —m')
— M, =

< Y;’-li-+’ m+ ( OJ_) Y}li—‘, m'—( n+ )
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Done, d’apres la propriété suivante des paramétres de Clebsch-
Gordan (3),
(I l=, —m+, —m'— |l [~ s, —m')

=(— 1)t == I — = — | s, —m),

on a finalement :

3

m,m—, n’ _ o] e g e me —_
P Zz+,2-,s' (oF, v=) = (—I)Z‘PTI * /‘l—',l+,s" (w¥, =),

2. L’opération T. — L’opération T se définit par les relations
Ta'=—al,  Toi'=—bi

Il est bien connu (%) qu’il n’existe pas de transformation lincaire
permettant d’exprimer 'opération T. On pourrait songer a utiliser la

malrice
! I 0 0 o
T — o 1 o o — ( T/ )—I
o o
‘ 0O 0 o0 —1

analogue a P.

Mais il est facile de voir que

(Tt AT =Pt AZ D,

On aboutirait donc au résultat absurde que les opérations P et T sont
identiques.

En fait, ce qui caractérise opération T, c’est le changement de signe
de A7

Or:

At =sho, cosb; shdy+ chos chly chd,.

Il est facile de voir que A;>o; par contre, si l'on effectue le
changement 0y — 0, -+ {7, on obtient :

At (8,4 =) = sho, cosfy shdy — cho,y ch0, chis.

Donc :
Ab(fy+ixm) <o.

(®)J. M. Brarr et V. F. WEISsKopFF, Theoretical nuclear Physics, Appendice A,
P 791.

(%) Voir, par exemple, J. M. Jaucs et F. Rouruicu, The theory of photons and
electrons.
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On peut aussi changer 0, en 6, + , alors :
AA}:(01+::, O+ im) =— A} (0, 6p).
On observera d’ailleurs qu’on a les relations :
AS(8y4+ 7, Oy 07 ) = — A5(8y, 6y).

De plus, opération
6, > 0y + =
0, — O+ (=
laisse 0+ et 6~ inchangés.

Par ailleurs, si I'on examine les relations

< >
A::'_—__—as/\atial'/\az’
> x> >
BrE= bs A\ bt== br )\ b+,

comme :
> >
Tat=—2a, Th=—10b,

on en déduit :

soit :
T w*-> v+,

Dans ces conditions, Popération T appliquée aux angles d’Luler
s’écril :
W= 0=
W~ > wt

T 01—>91+7: :

0,—> 0, + 1'77_

Dans ces conditions, la matrice ;\%(94, 5,) deviendra, sous I'opéra-

tion T,
AT =T—1A;(8 4+ m, b+ (=) T,

ou T’ est la matrice déja définie :

T =

© © © ~
© © =~ O
=]

INSTITUT HENRI POINCARE, — XVI, IIl. 15
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soit :
Af=—r-adT
Ceci peul étre considéré comme définissant une transformation
linéaire entre — ba et af,

z
S

— b= (T)~1 A3 (b, 6) Ta.

Dans ces conditions, si I'on fait porter I'opération T sur — &3 et
, P P {

sur a3, cecl revient & changer o+ en — o™ et v~ en —w*, d’ou :
I ey e o . rp i e, ! _ .
TZ (wF, 07) =25 =0 (— o7 —wr)

=, st
2 (Ul —m'—= —m/'— |+, -, s, —m)

—m't,—m—

S YIEE m) VP (),

i

soit, d’aprés la relation déja indiquée :
T2 (o, w) = ()

_
> L (=00, —m'—, —m~ = s, —m)

-
<YM (=0 Y (= o).
Or:
YT (— o) = (— YT T (0, ou dr=|m'+—m+]|,
YO (— o) = (=) YT (), on de=|m——m |,
d’ou :

T2 (o, o) = (1) (el

— r__ !’ . ! ’
> E (= I, —m—, —m/+ |l I+,§', —m)
—m't,—m'—

< YR T (o) YT (0m).
Nous allons maintenant démontrer une autre propriété des parametres
de Clebsch-Gordan. Définissons (%) :
V(i 1=, s, m'+, m—, m)
= (—1)y—m' (25 + 1)_?7(1*", = —m+, —m— |+ - s, —m').
On a la relation suivante :

Vi, =, s, m'+, m'—, m)
— (_l)l++l‘+s' V(la—7 -

’ —_ I+ — [ J— !
, 8, —m+, —m—, —m'),
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donc
(=) =m' (e =, —m'+, —m/— |+ [, s, —m)
= (_ I)s’+,’l,(_ I)I++l_- " ‘V(l_’_} l—y m,+7 m'= ‘. l+> l—t S,: m’)>
soit
(Tr b= —m/+, —m/ = -, 8, —m)

= (=) (=)l (e — i — = 1 1 8T, m),

d’ot, en portant cette relation dans 'expression de T Lm0 (o, o),

T 200" (0, ) = (— DUl ) (g

! — - [ ! 1 S ’ 4
> 2 (= I+, m=, '+ = [+ ) —m')
—mrt,—m—

< Y[—_-*_m-i-,—m'*- ( » __) Y[—_m——,-—m’—( U)_),

Comme I+~ =+ m' est un entier, 2 (&+ - =+ m') est pair.

Et comme d*++ d== | m'*— m+—+ m'-— m~| 4 un entier pair preés;

et que m™ - m'==m/, d’aprés une propriété des paramétres de
Clebsch-Gordan, on a :

—mr,—m —m

Tz m= "l'(w'*‘ =) = (—1) e e g (o, w=).

I+,1—, s )

On remarquera, en outre, que m' et m*-+ m~ étant simultanément
entiers ou demi-entiers, | m'— m+— m~ | est un entier.
Si I'on pose :
d=|m—m+—m—|;

il vient finalement :

T 220 (w0, w0m) = (— D)2 20005 (o, we).

3. L’opération C. — Appliquée aux angles d’Euler les opérations P
et T sont définies par les relations

wr—> w—
O+ W\ T W > wt
w——>w+)’ 6> 0,4+ =

02—>GQ+ 121

On en déduit que l'opération PT est caractérisée par

/

PT=<91-—>01+7C )

fg—> 0o+ i
Donc :

~__ (=>4 =
0> 0g+ix /"
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LEnmom o+ =) les opérations P et T sont
[+, -, s ] ¥

Appliquée aux fonctions
caractérisées par les relations
P20 (0%, 0m) = (— )EE =0 0 (0, 0o,

LS (o, 0m) = (= O LR (o, o),

avec
d=|m—m+—m—|,
d’ott :
et e, m’ — | et =, —m—,—m Y
CZy 2™ (ot 0=) = (—n)irrlmrd=s 20 2 (o, o),
. + . m—.m' . .
Donc st Z75;20" (w*r, w~) et la fonction d’onde correspondant

a 'état interne d’une particule, (—1)*Zz"n7™"—™ (w+, »™~) est la
fonction d’onde correspondant & I'état interne d’une antiparticule avec:

a=0l++I—+d—5s".

On peut appliquer ceci au cas de la représentation

m(%, 0>€B(D<o, %)

Les fonctions Z/:" ™ (w+, o) se transformant suivant cette repré-

sentation sont caraclérisées par :

I
[+ = o, -
2 L1 , 1 .
s $'= 2 m'= ~ pour les particules;
1
l==o0, -
2
I
=0, -
: 2 , 1 , 1 . .
, s'= m'=—_ pour les antiparticules.
= 0, - ’
2

Dans chaque cas on aura quatre fonctions Z73"" 7" (v, ©~) qu’on
peut grouper en deux spineurs de Dirac, 'un étant le spineur particule
et Pautre le spineur antiparticule. D’une facon explicite,

— —

1 1 1 1
10,1 L g &
277 (o, e 2,8 P+, ur‘)_1
03 202
1 1
1L 30—y .
Z,° [ (oF w) =2 (w+, o)
Y — 03 d = 272 .
- 11 ? - 1 1
20T (o o 27777 (oF, 0o)
- Y011 ((.0 ) W ) - 0.1 1 ( )
1Y )
bt A
—Z % (wt, 07) L 0.1 1 (o, w)
L “oE _ 'Y -
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Sil'on autribue le spineur W a la particule il faut attribuer le spineur @

a 'antiparticule.
Sil'on définit le spineur ®* comme le spincur déduit du précédent en
prenant le conjugué des variables complexes dépendant de 'imaginaire ;

il vient :
1L n
530,73
237 (oF, o)
> 07
101
703 -
Z,* [ (or, 07)
P* 507
= ol 1 :
T3 b —
—Ln 11 (w+, o)
T3
0, -
* 2 9 N\
— 2020+ m—
L— /10 L (w*, ©7)
) -

Sil’on a fait usage de la relation démontrée précédemment :

I+, = —m'+, —m/— |+ I~ s, —m)

= (— 12 (— 1) (e I e, m = L s, om).

on retrouve W. Par contre, si 'on définit @ comme le spincur déduit
de @ cn prenant le complexe conjugué simultanément des variables
définies avec 'imaginaire ¢ et de celles définies avec 'imaginaire 7, il

vient :
—
B [ o B
(0w, w+) 70, (wrie)
0,5
1 0, -4, L
'3 _ ST
o, oF) — 7 % (ot em)
N : 11 N :
& 05 0,55
- ! - 1 1
L o0, =
5 . L, 03
T (w7 wF) — 27 7 (e, e7)
5 / ETLE A ’
11 1]
T, -y,
Lo o o) — 7,0 (o o)
_ %y d L L) .

et I'on retrouve la relation habituelle entre le spineur et le spineur
conjugué de charge.
Nous allons maintenant considérer les sous-espaces vectoriels des

fonctions Z7m ™ (w+, ™) caractérisés par les valeurs suivantes des

nombres I+, =, s', m' :
1
lr=1—=— s'=m'=o.
2

Comme on l'a déja indiqué, ces fonctions se transforment sous le

groupe complet de Lorentz suivant la représentation GD(%, %> On sait,
\



232 P. HILLION ET J.-P. VIGIER.

en outre (7), que les étres géométriques qui ont celle propriété sont les
quadrivecteurs :

|-a

1

Pl
4 0

|~

Z

11
B

o

-q..; B

7

N

[T

0(0')+7 (1)_), <w+! (1)—), (UJ+, w-—)'

1of=
°

On a défini (*) la norme dans l'espace vectoriel des fonc-

LIODS 7rn+ m—,m’

L o™ (o, ©7) ainsi que leur produit scalaire.

Considérons les quatre vecteurs :

1 1 1 1
1 r 315 0 oY T
ay)= = 7 (w+, w=) + 7 121 2 (w+ w—)
2 0 T 0
L/ A1 BRI
9" ERECRE 92 9
ai = —, 7Y (o, wm)—Z,% P (o, o= ) ,
22\ 110 nio
L/, 11,
3 T3 0 R
ay’= ~ (1, (w+ 0=)+22 % (o+ o)),
v 2 11 0 ll 0
2)2, V_I’ZY
L/, 11,
» =
ay’ = — Z|"‘ (w+, w=)—Z7 T (wt 0o) ).
21 o0 T 0

On constate immédiatement les résultats suivants :

a. Les quatre vecteurs a

gonaux.

b. Sous 'opération P :

(1)

On en conclut que a’,

(1) (2)
poy Gu’y Ay

Pa(l)_
pa(ﬂ
(3) _
Pap, = —
Paﬂ":

(3)

ay,

(1)
ap, 5

(2)
—ay’,
3
o,
),

(b)

sont indépendants et ortho-

ay’, a’ sont trois vecteurs du genre espace,

tandis que @’ est du genre temps, le signe de la norme de ai’ et af?’

est le méme, ce qui est évident puisque aif’=Cal’ et que C'C =1;

en outre, il est opposé au signe de ai)’.

Si l'on divise ay”, a?’,

a(2) a('!)

(4)
) Qy,

par leurs normes, on obtient ainsi un

tétrapode analogue aux tctrapodes a; et b dont on était parti, mais il

s'agit ici d'un tétrapode fonctionnel.

(") Cf. E. M. Corson, Introduction to tensors, spinors and relativistic wave equations,

Blacke and Sons.

(*) P. HiLuioN et J.-P. VIGIER, Inst. I. Poincaré (méme fascicule).
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L’opération T n’étant pas lindaire, on ne peut s’attendre a avoir les
relations

() )

T ay’ = ay

Tald = — o (r=1, 2, 3).

On vérifie effectivement que dans I'espace fonctionnel ces relations
ne sont pas vraies, mais qu'on a a la place :

Comme on I'a montré, ces équations doivent s’écrire’

” \ I .
T ap (01, 82, 91, 22, 1, La) =—ay (bi+=, 04107, 91, by, 95, 4a),

‘ e _ e X
&)(01, By 215 92, 4y o) = alj (047, b+ i, 0, Y1y 9, b2 ).

Enfin, il faut faire une derni¢re remarque : dans I'étude déja signalée (*)
sur la définition de la norme des fonctions Z77," 2™ (w*, ©™) on a laiss¢
ouverte la question de l'interprétation de cette norme, la mélrique élant
indéfinie dans I'espace vectoriel des fonctions. Toutefois, on a envisagé
la possibilité que les états physiques seraient tels que le carré de leur
norme soit positif. Il y a contradiction entre cette possibilité et le fait
de considérer &}’ comme un vecteur du genre temps.

En effet, dans la métrique forte qu’on a d_éﬁme :

1_1_ N
ad all = (Zf’.* (w4, 0m), 227 (0, w))
T >0 71300 /
_11 _1i \
272 —_ 202 —_—
+(Z_L;'.o (w+, w=), Z L1 (w+, w ))
N PR

Or ceci ne peut étre négatif qu’en supposant chaque lerme au second
membre négatlif, ce qui, si l’hypothése précédente était admise,

1
reviendrait a admettre que Z? (w+, w”) et L (w*, @™) ne

3 0
, 0

.\,|a wl

\;]-a

correspondent pas & des élats phyanues

Pour lever cette contradiction, il semble qu'on pourrait restreindre
un peu I'hypotheése précédente en envisageant les deux cas ou I+ I~
est demi-entier ou entier. Dans le cas de (- /~ demi-entier, on
imposerait aux fonctions Zﬁf;ﬁfﬂ;,”"’(w*, w~) ayant une signification
physique d’¢tre, dans le sous-espace vectoriel a métrique définie
positive en interprétant leur norme comme une probabilité. Dans le
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cas de I*+ [~ entier on ne ferait pas de différence entre les deux sous-
espaces vectoriels, sinon en considérant qu’il y a des vecteurs du genre
espace et d’autres vecteurs du genre temps, la norme serait donc
interprétée comme une distance au sens géométrique du terme.

4. Conclusion. — On a donc pu élablir le comportement des
fonctions Zj ™2™ (w*, ™) sous chacune des opérations C, T, P.
Ceci justifie le choix qu'on a fait (%) dans la classification des
états élémentaires en caractérisant les états particules par les trois
nombres m+, m~, m' et les états antiparticules correspondants

par —m+, —m~, —m'. Il a, en outre, 6t6 montré que dans le cas
de la représentation 62<1, 0)@6)(0, 1> on retrouvait le spineur
2 2

conjugué de charge tel qu'il est défini habituellement dans la

théorie de Dirac. Pour la représentation (D(%, é) a laquelle corres-

pondent des vecteurs fonctionnels isomorphes aux vecteurs de I'espace-
temps de la relativité spéciale, Popération P a donc bien le caractére du
renversement des sens du genre espace, ce qui prouve la cohérence de
la théorie. '

Enfin, Papplication aux angles d'Euler des trois opérations G, P, T
donne une image claire de la modification de leur structure interne
lorsqu’on passe de I'état particule & 'antiparticule. En particulier dans
le cas non relativiste, I'interprétation géométrique est évidente.



