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Théorie mathématique

des angles d’Euler dans ’espace-temps

par

Francis HALBWACHS, Pierre HILLION et Jean-Pierre VIGIER,

Institut Henri Poincar¢ ( Paris).

1. Introduction. — On se propose d’étudier la généralisation a
I'espace-temps de la notion d’angles d’Euler, utilisés dans I'espace eucli-
dien tridimensionnel pour repérer deux tiédres en mouvement 'un par
rapport a l'autre. "

Dans 'univers de la relativité restreinte les triedres précédents sont
remplacés par des Létr‘apvodes (*) a5(p, E=1, 2, 3, 4), ot p repere les
composantes et £ distingue les quatre vecteurs dont I'un est du genre
temps et trois du genre espace. On écrira les conditions d’orthonorma-
lité :
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en convenant que le quadrivecteur du genre temps est tay’. Dans toute
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la suite de ce texte, les lettres grecques varient de 1 a 4 et les lettres’
latines de 1 a 3, la signature de 'espace est (+, +, +, +), donc

Z, = 1oy = ict.

Un tel téirapode ai est défini par exemple comme le tétrapode
de Frenet attaché a la ligne d’univers d’un point mobile (?). Sous une

(*) Traduction de Pallemand : Beingrdssen.

(%) L. P. Lisexnsrr, Riemannian Geometry, Princeton University Press; E. CARTAN,
Lecons sur la géométrie des espaces de Riemann, Gauthier-Villars, Paris; F. GURsEy,
Nuovo-Cimento, t. 5, n° 4, 1957, p. 792.

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVI, IIl. 8
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transformation du groupe orthochrone propre de Lorentz, ce téira-
pode @ devient un nouveau tétrapode bf (b’ du genre temps) et I'on
se propose de décrire leur mouvement relatif d’une facon analogue a
celle employée dans un espace euclidien tridimensionnel : étant donné
deux triedres orthonormés oxyz ct OXYZ supposés initialement
confondus, on passe de 'un a P'autre par une rotation ¢ autour de oz
suivi d’une rotation 0 autour de la ligne nodale OU ct d’une rotation o
du triedre OXYZ autour de OZ.

Dans I'espace-temps, il y a six mouvements & effectuer : trois rota-
tion d’angles réels et trois pseudo-rotations d’angles imaginaires purs.
Dans les deux cas, il s’agit de mouvements ayant lieu dans des hyper-
plans et orthogonaux a un hyperplan fixe et non plus 4 un axe comme
en géométrie euclidienne tridimensionnelle.

Il y a plusieurs facons d’eflectuer ces mouvements :

a. Faire en premier les trois pseudo-rotations (un axe du genre espace
vers un axe du genre lemps), puis les trois rotations (entre axes d’espace)
en utilisant (*) ou non (*) pour ces rotations spatiales les angles d’Euler
habituels;

b. Alterner les rotations ¢t pseudo-rolations en les effectuant succes-
sivement dans des hyperplans orthogonaux (%);

c. Enfin, récemment C. Van Winter (¢) a utilisé cette derniere
méthode, mais en choisissant la premiere et la troisitme rolation dans
le méme hyperplan, la premitre et la troisi¢me pseudo-rotation dans un
méme hyperplan orthogonal au précédent.

Nous allons montrer qu’on obtient ainsi la véritable généralisation
relativiste des angles d’Euler habituels.

2. Les représentations du groupe orthochrone propre de Lorentz. —
Iitant donné le tétrapode aﬁ, la transformation de Lorentz qui 'améne
en bf, sera représentée par une matrice unitaire 4 < § telle que

(2) b&= LET‘”’& (&, n=1, 2,3, 4).

(*) D. BouM, G. Locuaxk et J.-P. Vicier, Séminaire Louis de Broglie, 1956.

(*) F. D. MurnaGHAN, The Theory of group representations, John Hopkins Press.
(%) J. L. SynagE, Relativity. The Special Theory, North Holland Publ.

(%) C. VAN WINTER, T'hese, Groningen, 1957.
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Comme il est bien connu, L¥ peut sec décomposer en un produit soit
de six matrices, soit de trois, et si on utilise par exemple les mémes
angles 0, o, ¥ et les mémes pseudo-angles 7o, B, iy(a, B, v réels) que
Synge (%), cette matrice s’écrit :

chy 0 o ishy
, . 0 COs o sino 0
@) L= > :
0 —3siny  cosoy 0
— ishy 0 o ch
cosf) 0 sin 0 cosy  sind 0 0
0 chi3 0 ish —sind  cosy 0 0
—sin 0 cosf) o 0 0 cha isha
0 —iésh3 o ch} 0 o —ishx cha

SiT'on consideére la transformation de Lorentz particuliére représentée
par la premidre matrice (a partir de la droite) de I'expression (3), on
aura les relations

by’ cosy  sing 0 0 al’
4 b | | —siny cosy 0 o all)
4 At 0 0 chx isha al) !
| Bl 0 o —isha cha || al¥
c’est-a-dire
by = cosy all’ + sin 'Y af’,
p b = —sing aj!’ + cos al’,
2 b{¥) = cha af’ + isha af’,
b= —ishaal +chazal’.

On sait qu’on peut aussi utiliser des matrices entiérement réelles cn

© 1. o z 3
considérant a la place des b5 el a; les vecteurs
, S e ey
b:; = (b§, b}, a; = (ay, iay’)

dont toutes les composantes (d’espace) sont réelles, mais qui, en
revanche, n’obéissent pas aux formules simples (1), puisque

bV b = — 1.

On peut aussi, comme I'a montré Gursey (?), définir a 'aide du tétra-
pode af les matrices 2>< 2 U? par la relation

E 0
s—-apc‘\“,
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\ . . I (o] . .
ou ol*) est la matrice unité et o/(k=1, 2, 3) les matrices
de Pauli

0o I o —1 I o
Gy = 3 Gy =] . ) g3 =
I O 12 o o —1

Ces matrices Ut déterminent une, et une seule, matrice unimodu-
laire 2 >< 2, ®@ telle que

Ut=®otd+  (O+=D hermitien),
déLd =P =1 (® = @ adjoint)

ol g% sont encore les matrices de Pauli et la matrice unité.

Dans ces conditions, la transformation de Lorenlz pourra étre repré-
sentée toujours avec les angles 0, ¢, ¢ et les pseudo-angles 7«, /3, /v,
par une matrice unimodulaire 2 > 2, A (décomposable en un produit
de six matrices unimodulaires 2 >< 2) telle que sous cette transforma-
tion de Lorentz,

b >, avec @' = AD.

Dans ces conditions, les matrices U¢ deviennent des matrices U% el
U= AUEA+,
On déduira alors bf,, des expressions
% pE gu
Ut= bpc‘ .

Par exemple, la transformation de Lorentz représentée par la matrice (3)
aura pour représentation unimodulaire 2 >< 2

ey 0 8 b g
IG5 A3 iTys %S G- =
(6) A=¢c¢ *e *e "e *e *e 2,
ou o; sont les matrices de Pauli el
;=0 (6= — o1, 39 =59).

La représentation (6) a 'avantage d’¢ire immédiatement applicable a
DY

un spineur, car Gursey (*) a montré qu'on pouvait associer a ® le
spineur de Dirac a qualre composantes complexes oy, 03, @3, 94

*

S
(9* = 9 complexe conjugué).

(l,=<?1+% —?3“*“?2)

Elle est donc indiquée dans un formalisme utilisant des spineurs. Par
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contre, elle ne permet pas de suivre les positions intermédiaires d'un
tétrapode au cours d'une transformation de Lorentz ct la représenta-
tion (3) s'impose dans les formalismes o interviennent les paramétres
d’Einstein-Kramer, lesquelles définissent en chaque point de 1'univers

“un tétrapode.

3. Les angles d’Euler de C. Van Winter (*). — Nous conviendrons
désormais, pour simplifier, d’écrire angle et rotation, qu'il s’agisse de
quanlités réelles ou complexes. Les angles de rotation sont 04, ¢4, ¢4
et 70y £gq, 1.

C. Van Winter (6) utilisant la représentation unimodulaire 2 >< 2
définit la transformation de Lorentz

(7) A = e—i9:Po; e—i®Pys p—ifPye e—~i0,PM e—i\‘{spo: e—i"'{iPn (7)

ou Py, sont les matrices correspondant aux transformations infinitési-
males du groupe de Lorentz; ce sont donc des matrices de trace nulle.

Elles sont liées aux matrices de Pauli par les relations :

. T3 Ty gy
(8) ])12=—--’ PI‘Z:“—~’ sz::—.’
2L 2 21

Pyy= iP:m, Py= lme, Pyo=1Ps.

Que cette représentation (7) soit une généralisation de la transfor-
mation du groupe des rotations a trois dimensions a l'aide des angles
d’Euler, est suggéré par les trois faits suivants :

@. A la limite non relativiste 0y =gy = =0:

A—>ANp= e—i9Pyg e—ietpsi e'—i'%pm

qui est bien le résultat correct pour les rotations dans un espace eucli-
dien tridimensionnel. Si la représentation (6) ne conduit pas a cela,

Bohm, Lochak et Vigier (*) en écrivant
B a
ooy

2 2

Y
7 >
e

y Py . “1 9
A = 9Py e~1011'31 g'—“%[’n e e

avaient une représentation qui possédait aussi cetle propriété.

(") Les intervalles de variation des angles sont les suivants :
0Zg, <2, oé6,<1r, 0é“l’x<2“
— <9, <+, — o << Reb << + =, —o0 << Y, <<+
(mb,=o0 ou =)
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b. Le tableau des cosinus directeurs présente une symélrie remar-
quable. Pour avoir des cosinus tous réels, on utilisera les vecteurs &
composantes d’espace réelles

b’&:{bﬁ,ibﬂ')}, a’é:{a@_,iafuf"}.

Sil'on pose alors b'é = Lg’la'é le tdbleau des cosinus directeurs L& est
le suivant (°) :

o Lén,
I
| I €089, cosf; cosd; — sin g, chfy sin'dy
2 cos g, cosfy siny, + sin g, chly cosy,
FS T — cos 9, sinfly chdy, + sing, sh, shd,
Ao — cosg; sinfly shdy + sing, shi, chi,
2
1o — sin g cosfHy cosy; — cos gy chy sin,
2 — sino, cos0; sin &y + cosy; chiy cosd,
3o sing; sin0; chds + cosg, sh, shi,
dooooi sing, sin0, shd, + cosg; shi, chy,
3
{ I cho, sin, coshy — sho, shl, sing;,
2. cho, sinf; sind; + she, shb, cosdy
S cho, cosly chds -+ shos chy shi,
VS ch oy cosly shy + she, chfy chiy
4
1. ... sho, sinf; cosyy— cho, shbs sindy
Qe sho, sinfy siny; + choy shf, cosd,
3. sho, cosfy chds + chy, chly sh,
P/ sho, cosf; sh, + chg, chiy chidy

Cette symétric n'existe pas quand on fait un choix différent des
angles d’Euler; on pourra, par exemple, comparer ce tableau avec ceux
de Synge () et de Unal et Vigier (*).

(8) Burnan Camr UNAL et J.-P. ViGiEr, C. R. Acad. Sc., t. 245, 1957, p. 1785-1788.
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¢. Sil’on pose

(9) P = (Pu i),

(10) PF =g, g, 0% =0, 2= £0,, bE = 40,

C. Van Winter (°) démontre que I'expression (7) peut s’écrire

(11) ‘ A = A+A—
avec
(12) A= o FPY gOPT iR

En ellet, considérons par exemple les deux premiers termes (a partir

de la droite) de (7)

e—1VsPo; 3—i'!J1p12 = e—"('hpoa-’*'{/xpn)_

Les relations (9) et (10) entrainent immédiatement que

. b e
U( Y2 Poy 4y Pr2) = £(4+ P+ 4= P3),
d’ou
e R
A — e—zy*l’;’e—t_‘a P e—tO oy e—l() Py e—l'!f*l‘;‘e—zg ro.

3

Or, il est bien connu (), (*) que les opérateurs P} et P; commutent,
—io~Py —i0+pF —i0—pr7 —ipTpr
donc en commutante © " avece * d’une part, ete “avec ¢V )

d’autre part, il vient

A= S e—mﬂ*'; oY e—ﬂ[ﬁpy e_z()-P; e_i-;fp; .

+p+

ip—P— . .
M * conduit a la relation (11).

. . — )

Une derniére commutation de e ete”
Ce résultat n’est d’ailleurs pas surprenant, puisque Cartan (1°) a

montré qu’il existait un isomorphisme cntre le groupe de Lorentz et

le groupe des rotations tri-dimensionnelles dans un espace euclidien
group P

complexe. Mais on est conduit 4 se demander quelle est la signification

des rotations d’angles complexes U*, 0%, o™ et comment se comporte le

8 p y VT, @ P

tétrapode aa au cours de ces rotations.

4. Etude de la représentation du groupe de Lorentz par une matrice
unitaire 4 >< 4. — En utilisant les mémes angles d’Euler que dans la

(°) E. M. Corson, Introduction to tensors, spinors and relativistic wave equations,
Blackie and Sons.
(1%) E. CARTAN, Legons sur la théorie des spineurs, Hermann, Paris.
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transformation (7) la représentation 4 >< 4, L telle que
' i
b, = L& a&

peut étre décomposée en un produit de trois matrices unitaires 4 >< 4.

II vient
"bi,f) cosgy sing, ) o)
(13) b{f’ _ —sing, cos9; o o
bg,f” - o 0 cho, isho,
bi,f’ o o —ishg, cho,
cosl, o —sinl, o cosby sindy o) o a(u“
o cho, o —ishby | | —sind; cosy [ o aff)
sinfl, o cosl, o o o chds ishd, a(Pj’"
o Zshb, 0 ch 2 0 o —shd, chi, al}

On obtient la transformation analogue bf= L'*1a] sur les compo-
santes réelles en supprimant les facteurs 7 et — 7 devantles sinus hyper-
boliques. _

Si T'on effectue le produit de ces trois matrices, on obtiendra une
malrice 4 < 4 dont les 16 éléments sont les cosinus directeurs du tableau
donné précédemment. La multiplication des deux matrices de droite

donne
cosl; cosy; coslysind; —sinl;chdy, —sin0;shd,
— chfy sind;  ch0ycosty sh, shd, sh 0, ch,
sinfiy cosy; sinf; sind;, cosfy chi, cosfy shi,
— shf, siny; shb, cosd,; chf, shid, chi, ch,

Si Pon multiplie par la premiere matrice de gauche, on retrouve
immédiatement le tableau des cosinus directeurs.

Dans Pexpression (13), on voit que chaque matrice représente une
rotation dans deux hyperplans orthogonaux. On a alors le schéma ci-

dessous :
Hyperplan .
Rotation. fixe. Hyperplan mobile.

Gpovooiv a afl) ail) alf) = afVaf®
Dot aiVaf? al? al) - afMa®

"2 (4 "1 "3 (1 U]
[, asﬁ )a:i') aﬁi ’apf )—>aP‘L )apE )
Boevreennns, ail alf® ag® aft - df* i
Pleeeeneennen af® alf® ag af® - b b
et et bt by agPaf*) = b7 by

Sil'on considére la transformation de Lorentz particuliére représentée
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par la premiére matrice & droite de (13) :

b cosd; sind, 0 0 ai
- b —sind; cosds o o al)
(I.l) (3) = , . \ G

by o o ch, 7 shi, ay,

b(pf’ [ 0 —ishd; chis aff)

I1 vient explicitement

1) (1)

2 .
all’ cos b+ ai? sind,

&

'\J. =
b =— af)sindy+ alf’ cosy,
b= aii’ chy + ial’ shis,
bl = —ial? shds+ af’! chis,

Considérons alors les deux vecteurs isotropes

(15) ay= t'aff)ia

o

(1)

Ces deux vecteurs isotropes sont orthogonaux a Ihyperplan ai’a(?.

Sous la transformation (14),

gy Ly = b+ b,
d’ont
L= z'ai,;") (chds==shyy)+ aff’)(ch Yo shidy),
d’ou
(16) Ly =z;i= etbe,

Donc, sous la transformation précédente, les vecteurs isotropes Z
restent sur des axes isotropes fixes; ceci est un résultat déja signalé par
Synge ().

Si I'on considére maintenant la matrice

cosf, o) — sinf, o) !
o chf, [ — (shb,
-+ sin 6, o) cos b, [
o + Zshb, o ch0,

elle représente unc transformation particuliére de Lorentz qui conserve
la direction des vecteurs isotropes

= o

(17) ui=ia\ &= al).

Donc, tout ce qui a été dit de Ui, $s, 2, est intégralement valable
pour 6y, 05, ui.
Ceci montre I'intérét des vecteurs isotropes. Or, Synge (3) a montré



(14 bis)
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qu'un ensemble de trois vecteurs isotropes était équivalent & un tétra-
pode, par exemple zf, zj, w; déterminent univoquement les a et
vice versa si Pon fait la convention que les trois quadrivecteurs du
genre lemps forment un systéme direct et que

ajajl>o.
Synge () a, en outre, démontré le théoréme suivant :

Tutorine. — Une transformation du groupe orthochrone propre
de Lorentz peut étre engendrée par une transformation d’un
ensemble de trois vecteurs isotropes. A chaque transformation
arbitraire d’un ensemble de trois vecteurs isotropes il correspond

une transformation orthochrone propre de Lorentz unique.

En somme, ce théoréme établit un isomorphisme entre le groupe ortho-
chrone propre de Lorentz et les rotations d’un ensemble de trois vecteurs
isotropes. Or, si 'on compare ce résultal, d'une part, a I'isomorphisme
du groupe de Lorentz avec le groupe des rotalions tridimensionnelles
A=ATA—,
on est amené tout naturellement i penser que les rotations d’angles

complexes et, d’autre part, avec la transformation (11) :

complexes F, 0=, o, s’effectuent autour de bivecteurs formés a I'aide
de ces vecteurs isotropes. Pour le prouver, nous allons introduire ces
angles complexes dans la représentation (13).

A Paide des définitions (10), il est facile de montrer que

cos by sind, 0 0
—sin g cosdy 0 0
O 0 chdy  Zshis
1) 0 — ishd, chis
'
R VS b= . b=
cos A— s -— 0 5} €OS —  SIn —- 0 0
2 2 2
3 -+ $+ "f— G-
— Sl ~— €08 +— 0 o} — sin -=— cos *— (¢} 0
2
= + L+ |7 \
0 0 cos ‘J— sin i— 0 [} cos f—— — sin
4»+ 4»* . k'r
o o — sin ~— cos — 0 0 sin Y co0s

Un calcul é¢lémentaire de trigonométrie justifie la relation précé-
dente. On s’apercoit que les angles qui intervicnnent dans les fonctions

\P___

trigonométriques complexes sont ¥

En effectuant des transformauons similaires sur les deux autres




(18)
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matrices de la représentation (13), il vient :

Dans cetle expression, et conlrairement a ce qui sc passe dans la

représenlation par des matrices unimodulaires 2 >< 2, la malrice fonc-

|+

tion dc =~ ne commute pas avec celle qui est fonction de = pas plus

que la seconde et la troisieme matrices (& partir du haut a gauche). On

‘*‘H+ 0+ ‘P+

ne peut donc effectuer les rotations 5 5 - en premier et les trois

autres ensuite (ou vice versa) Par contre, ¢videmment, on peut

commuter les rotallons

— g+ 0— . —
L‘“ —et—, T o .
2 2 2 2 2

Considérons alors la transformation particuliére représentée par la

maltrice ci-dessous :

7 L+ G+ "‘ I
(1) voe T P (1)
rbu €08 = sin 0 0 aj,
, R L+
bf;.“ — sin - cos T 0 0 al?
(19) 2 2 s
19 =
. + +
bff) 0 0 cos % sin %— agf’)
-+ +
b o 0 — sin ¥ cos ¥ al!
K > Tl

ot | o+ o~ . o~
be” cos &2 sin & o 0 cos - gin O 0 0
& 9 2 2
. + o+ L o— o—
b{f) —sin il coS ~— o [} —sin cos — 0 [}
2 2 ), 2
- + + | — —
oy 0 0 cos hd sin i [ o) Ccos ~— —sin A
; 2 2 2 2
+ -+ — —
I o 0 —sin = cos I 0 o sin _ cos ¥
. 9 2 2
0+ RS 0— . b—
cos — 0 —sin — 0 CO§ — o —sin — 0
2 9 2 2
0+ I e 0— A
o cos — 0 —sin — o cos — o sin —
2 2 2 2
> .
. 6+ 0+ .- 6—
sin — o cos o sin — o cos o
92 2) 2 ),
. 6+ 0+ 0— -
o sin — o o8 — 0o  —sin — o 0§ —
2 2 2
G+ USRS — r‘
cos Ll . — 0 0 cos — sin £—— 0 [a] a{f’
sin 2 2
l + N+ —_ —
—sin *— cos T o o —sin EP_ cos I— 0 o aff)
2 2 2 2
L+ + | — —
0 o cos ~— sin L 0 0 cos V— —sin ‘«P_ aif)
2 2 2
.+ + . ":‘— ‘P‘ (#)
o 0 —Ssln — cos+t— 0 o S —— COS — ay,
2 2 2 '
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Elle s’écrit, explicitement,

' 1+ +
¢ iV .
[ b= cos —alll4 snnqi—af’,
; 5 el
1+ 1+
. o+ ¢
b%f’:-—-sm—;au +cos—2—afu,
(20)
(3) o+ g+
by = cos?au, +§m—-a
RS -
O = — sin %—a&’)-o— cosLaﬁ’.
¢ - 5 %

Ceci montre que @’ et @}’ subissent dans leur hyperplan la méme

rotation que aj,’ et am dans le leur.
(1)

Les vecteurs isotropes s, = (a}}’ -+ a}}’ orthogonaux a aj)’ et aff’ peu-

qf’_

vent encore élre considérés comme des axes possibles de la rotation —

pour les quadrivecteurs af’ et ai}’.

En outre, sous cette u‘ansformatlon particuliére

gy L= by =+ b
et il est facile de voir que

Fi

G+
2
[4

(21) Zﬁ: 3

La relation (21) s’inlerpréte comme une rotation des axes ai’ et aj}’

%
it

d’un angle égal a %t dans hyperplan défini par zj et 5. (Clest la repré-

sentation de Fresnel des champs de vecteurs tournants. )

Rotations. Hyperplans fixes. Mouvements des a).
4‘5 ........ .. o= ialt) = aff o (a1
PR 5= o) al ()" ()
oo ()= YT () ()
92: e ()P = (Al Y = (e (a8)o) 5 (ab )Y
‘P; e Z5 = b+ o (“i)“"*(“i)m
92_ Zﬁ:ibg"ib‘;’ (“b(s)‘*ba

Les exposants (1) de (a})™ indiquent les positions intermédiaires du
tétrapode af, (11).

(') On remarquera que les rotations d’angles complexes conjucrués ont lieu autour
d’axes déduits I'un de P'autre par Uopération parité (ap—>— ay, iall’ inchangé) de telle
sorte que la succession des six opérations seffectue en alternant les rotations qu’'on
peut appeler droite et gauche.
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Sous cette forme, il apparait clairement qu’on a généralisé les angles
d’Euler de la géométrie ordinaire tridimensionnelle. La transfor-
mation de Lorenlz apparait ainsi comme une succession de six rotations
complexes autour de bivecleurs formés de vecteurs isotropes. 1l est hien
entendu que chacune des transformations considérées n’est pas une
transformation de Lorentz, mais une rotation complexe quadridimen-
sionnelle. C’est seulement le produit des deux rotations conjuguées qui
forme une transformation de Lorentz. Nous appellerons ces six trans-
formations « rotations complexes ¢lémentaires ».

On sait qu’en relativité la notion d’axe de rotation doit élre remplacée
par celle d’hyperplan invarianl pour une rotation et nous avons mis en
évidence deux vecteurs isotropes qui définissent un tel hyperplan inva-
riant pour les transformations (¢+) et (¢7). Mais on peut trouver de
facon plus précise un bivecteur invariant pour l'une de ces transfor-
mations. Considérons, en effet, les deux tenseurs sclf-duaux qu’on peut
former sur Z7 et Z;, soit

Piv= i.[(z;z; — L3L3) ot puap Zi L5 ]

qui, en remplacant les Z par leurs expressions, devient
= Trpsp (3) (&) (3) pth
Poy= 2 [657 65— 657 bi) 5= ewap 0501 |
» 1 .
<lo facteur .~ est un facteur de ]auge>.
4

On voit facilement que les deux tenscurs sont unitaires et ortho-
gonaux l'un a l'autre.

Si Uon fait agir la transformation (¢~) de la formule (18) sur les P,
on voit en effectuant, que Py, et Py, se conservent; et il en est de méme
sous la transformation (J*). Contrairement donc aux vecteurs iso-
tropes Z;; qui subissent une contraction et une dilatation sous les trans-
formations (¢+) et (¢7), les deux bivecteurs self-duaux orthogonaux et
unilaires Py, et Py, sont invariants et jouent proprement le réle d’axes
pour ces deux rotations complexes conjuguées.

5. Transformations orthochrones de Lorentz et rotations dans l’espace
tridimensionnel complexe. — Nous nous proposons maintenant d’étudier
les rotations élémentaires complexes conjuguées en lesquelles nous avons
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décomposé la transformation de Lorentz générale. Pour cels, il convient
tel )
. . . . o+ fohann .
de négliger provisoirement les transformations en f;_, - qui sont for-

J—

. . . UR . q,
mellement identiques a celles en “-3 Ty mais de considérer en outre la

troisiéme transformation qui ne figure pas dans le dispositif d’Euler et

qui correspondrait & une rolation «; dans I'hyperplan a’ ay’ autour de

Ihyperplan a,’ay”, suivie d’une rotation /a, dans I'hyperplan af’a)’

autour de 'hyperplan @?'a)’, transformation qui s’obtient aisément

a partic de l'une ou de l'autre des matrices (18) par une permu-
tation circulaire des trois premitres lignes et colonnes : soit, en

posant o= oy == Lo,

at .ot a .o
CO8 — 0 4} — s — COs — 0 0 sin —
9 2 P} 2
at .ot a .o
0 CO§ ~—  — §In — 0 5} CO0$ —  — S1i — 0
2 2 2 2
.ot ot : o o
5} sin — COs — [} 3} Sy — cos — 0
2 2 a 1
.ot ot Loa— 2
s — 0 0 €08 — — sin 0 0 o8 -——
2 2 9, 2

Si nous désignons en abrégé chacune de ces six transformatlions
par (¢+), ($7), (0%), (07), (a+), (¢7), on voit immédiatement qu’elles
peuvent se mettre sous la forme

(L) = cos 'f(l) ~ sin vE s

T T ’
0= 0+

(22) (0=) = cos — (1) + sin 5 r2
at

En désignant par (1) la matrice unité de rang 4, et par I'"* respecti-
vement les six matrices suivantes [les symboles que nous leur affectons
se comprennent d’eax-mémes quand on considére que chaque rotation
d’espace, partie réelle commune des deux rotations complexes ()
el (—) correspondantes, se fait autour de 'hyperplan aja;(r=1, 2, 3)].

o = C C
l
-
<
=]
=]
|
—
=]
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[§] 9] —1 5] O 0o —I o
I — 0 0 0 I Fe—— 3} 3} O —1 ,
1 o o o |’ 1 ) 0
0 —I 0 [ 0 1 0 0
0 1 0 0 o0 1 0 0
. —I 0 0 0 . —1I 0 5 3}
i — s I'— —
O 0 6} 1 O O O —1
0 O —1 0 0 0 1 0

On reconnaitl ict six opérateurs introduits par la théorie des quater-
nions et qui possedent les propriétés suivantes, faciles a vérifier sous la
forme matricielle explicite :

1° Ils sont anti-hermitiens et de carré — 1 :

(I)y+=(T) = (r)~1=—Tr [(I')* = adjoint de I'];

2° Ghaque I'+ commute avec les trois I'- et réciproquement;
3° Entre les trois I'+ on a les relations de commulation :

[l+D24 = — 2+ [+ = [+,
P23+ = — '3+ T2+ = 1+,
I3+I1+ = — P+ 3+ = "2+

et les mémes relations sur les trois I'—.

On remarquera que, par rapport & la théorie des quaternions, on a
ici deux groupes d’opérateurs qui commutent et que les six opéra-
teurs (¢*), (97), (0+), (07), (¢+), (¢™), ont, comme coefficients des
opérateurs I'"=, des quantités complexes; ce qui n’est pas le cas des
quaternions o, dans la forme a + 61 + cJ + dK, les coefficients a, b,
¢, d, sont essentiellement réels. Si les coefficients sont complexes, le
groupe perd une propriété essentielle des quaternions, car conlenant
des diviseurs non nuls de zéro, il ne constitue plus un corps. En réalité,
on a donc affaire & deux groupes d’opérateurs respectivement commu-
lant et complexes conjugués dont chacun constitue un prolongement
complexe du groupe des quaternions.

De méme que le groupe des quaternions constitue un revétement du
groupe des rotations (réelles) d’espace, le prolongement complexc des
quaternions constitue un revétement du groupe des rotations complexes
a trois dimensions. Le produit direct de deux groupes de quaternions
constitue un revétement du groupe des rotations réelles a quatre dimen-
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sions et le produit direct des prolongements complexes de deux groupes
de quaternions constitue un revélement du groupe des rotations |
complexes & quatre dimensions. Si I'on astreint les deux groupes quater-
nioniques & ¢tre complexes conjugudés, alors on constitue un revétement
d’un sous-groupe des rotations complexes qui est précisément le groupe
de Lorente.

Nous pouvons tirer immédialement les conséquences de ces propriéiés
sur les transformations (18) explicitées par (22). Considérons, par
exemple, les transformations

LE LoE
(UF) = cos =— (1) + sin =— 3=

el appliquons-les aux opéraleurs I' en prenant

(23) ()t T ().
Nous remarquerons que
e L —1 e e
(E)yt= [cos 'JT(I) ~+ sin :)— r ‘—“] = cos ‘JT(I) — sin ‘Tl‘i‘i

comme on peul s’en assurér en multipliant par (¢*) et en lenant

compte de
8= 8t = — 1.

1° Appliquons la transformation (4+) a 'un quelconque des I'~

+
: mf]

' + 1+ : L+
(Y= (4+) = [cos v (1) — sin %— rs f'] r— [cos UT (1) + sin

e

2

N

b

-~ . ‘«l-”‘

I (1) I'™— sin2 Z- T3+ [— '3+
2 2

’ Uns L+

—+ €08 UT sin — (= I'$+— I3+ T'—),

soit, comme les I'~ commutent avec I+ et que I'*+I"+=—1,

q;i- . t',«"‘
(YY)t I— (b)) = [cos2 e (1) — sin? 5 I's+ 3+ I'—
=1I-.
Ainsi sous la transformation (23), tous les angles (+-) laissent inva-

riants les trois opérateurs I'~ et, de méme, tous les angles (-—) laissent
invariants les trois opérateurs I'.

2° Appliquons la transformation () a Popérateur I'** qui est associé
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a(¢+)
\ G+ N+ R o+ . Ib+l*+
—1 '3 | = le R — & — i 34| e I FUSEN B
()t s+ (p+) = [ws 2 (1) — sin 5 I ]l [n,os 5 (1) =+ sin 5

e
= Cos? i

- 9

YT e e 1
i+ — sin? 2 '3+ 8+ [V
2

= '+

Sous la transformation (23), chaque angle () laisse invariant un
des opéraleurs I'+, soit I''* pour (a+), I'** pour (0+), I's+ pour (J+), et
il en est de méme pour les angles (—). '

3° Enfin, considérons une transformation telle que
. L+ UL ¢+ R
(V) M () = [cos —(1)— sin *— l‘~‘+] I+ [tTOS “— (1) + sin Ry
! ! 2 2 2 2

Y A
= c0s2 T (1) I''+— sin2 Z— [+ [+ [+
2

A
= SIS cos I [ [ ¥+ — 3+ 1
2 2

soil, comme I'+ ¢t [+ anlicommutent,

| \ Uns R i - .o L+ [l o
()T () = (cos? T— — sin2 - ) I't+ 4 5 sin T— cos T— [+ |
(47) (™) > 5 ,, 5

ou enfin, en raison des relations de commutation,

(V)1 T1+(§+) = cos b+ I+ — sin P 2+,

On aurait, de méme,

(q,+)—1 1‘2+(q)+') = sin 4/4— '+ cos ,!J+ 12+,

Si Ton se souvient que ($+)~1 T+ (g+) =T+, on voit que les trois
opérateurs I''+, I+ I+ qui sont invariants pour les transforma-
tions (), (6-) et (o) sont transformés sous la rotation (Y+) comme
trois vecteurs d’espace orthogonaux et de méme module qui subiraient
une rotation complexe tridimensionnelle d’un angle 4+ autour de I'i+,
Pangle étant compté positivement dans le sens I''+—» I'2+,

On montre de méme, que les mémes opéraleurs, soumis & la transfor-
mation (0+) qui conserve I+, se comportent comme les mémes trois
vecteurs dans une rotation autour de I'**+, d’un angle 6+ compté positi-
vement dans le sens I'*+—T''+; ¢t les résultats correspondants pour la
transformation (a+).

INSTITUT HENRI POINCARE. — XVI, III. 9
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Quant aux trois opérateurs I''~, I'*~ T3~ ils donneront des résultats
analogues : ils sont insensibles aux rotations (a*), (6+), (4+), et
subissent sous I'action des matrices (), (07), (¢~), les mémes trans-
formations qu’un systéme de trois vecteurs orthogonaux et de méme
module, qu’on ferait tourner d’un angle ¢~ autour de I''—, d’un angle 0~
autour de I~ ou d'un angle o~ autour de I''—; toujours dans le sens
correspondant a orientation 1 — 2 —> 3.

Ces propriétés des six opérateurs étudiés justifient évidemment les
signes et les indices que nous leur avons affectés. On a donc mis en
¢évidence un isomorphisme remarquable entre les six transformations
élémentaires, respectivement complexes conjugués, et les rotations
d’espace de deux triédres trirectangles qu'on peut représenter dans
deux espaces vectoriels complexes euclidiens abstraits : 'un E+ relauf
seulement aux transformations (4+), (0+), (2*), est insensible aux trans-
formations (47), (07), («7); I'autre E~ relatif seulement aux transforma-
tions (), (67), (a7), estinsensible aux transformations (¢*), (0+), (a*).

Si nous revenons maintenant a la transformation générale de Lorentz
et aux angles d’Euler complexes de la formule (18) qui permettent de
I'exprimer, de ce fait il lui'correspondra dans chacun des espaces E+ el
E~ une succession de trois rotations tridimensionnelles complexes qui
s’exprimeront par les formules usuelles en fonction des angles d’Euler
tridimensionnels complexes, soit respectivement : 4+, 6+, o, pour E+
et y—, 07, 9=, pour E~.

11 est essentiel de remarquer que, comme il est bien connu, le groupe
de Lorentz ne peut pas se réduire a un produit direct de deux rotations
tridimensionnelles complexes. Dans notre formulation, ceci se traduit
par le fait que les rotations complexes dans E+ et E~ correspondant a
une méme transformation de Lorentz, ne sont pas indépendantes mais
complexes conjuguées. On sait que le groupe infinitésimal plus général
des rotations O, complexes & quatre dimensions est un produit direct
de deux groupes de rotations complexes a trois dimensions O;. Le groupe
de Lorentz infinitésimal est un sous-groupe de O,, correspondant a des
rotations réelles dans I'espace, etimaginaires pures dans le temps, autre-
ment dit, dans notre formulation, il impose que tous les angles d'Euler
utilisés Y1, Yo, 01, 02, 01, 9o, soient réels, c’est-a-dire que les angles
complexes soient respectivement conjugués. Dans ces conditions, la
réduction O, = 0, O, n’a pas son équivalent sur le sous-groupe infi-
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tésimal L., : le produil de deux rotations complexes quelconques (non
conjuguées) O,, O, donne en général une rotation O, a quatre dimen-
sions (ui n’est pas une transformation de Lorentz infinitésimale.

Du reste, le résultat n’est pas nouveau dans la littérature. Einstein el
Mever ('*) avaient déja établi qu’on pouvait représenter le groupe de
Lorentz par les rotations tridimensionnelles des parties d’espace de deux
ensembles de trois vecteurs self-duaux complexes conjugués. En un sens,
la théorie que nous développons ict est une illustration concréte du
résultat général d’Einstein a P'aide des angles d’Euler complexes.

Les propriétés des opérateurs vont maintenant nous permettre de
former des combinaisons tensorielles complexes des vecteurs du tétrapode
de base qui subiront — dans 'univers de Minkowski complexe cette
fois — des transformations paralleles sous les rotations (18). Nous
représenterons ces vecteurs de hase sous forme matricielle comme dans
les formules (18) et (19). Nous aurons besoin de la forme transposéc

(B3) = (0, b2, b5, b))

correspondant au tétrapode

by
by

ks

(b3) =

Chaque opérateur I' agissant sur le tétrapode (6;,) [ou sur le tétrapode

((li)], pris sous forme matricielle, permet de former un tenseur
(23 bis) Uy, = (35) 1 (63).

Considérons unec des transformations élémentaires de (18), par
exemple (19)
(53) = (47 (45)
et son adjointe _
(B5) = (a3) (T+).

On peul porter ces expressions dans la définition (23 bés) et I'on trouve

Py = (a5) (3) £ (4 (ad)-

(1*) Srrzper, Berlin, 1932.
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1 rés ; i e B (T aue (D) — -1
1l résulte immédiatement de la propriété I' = (T)~t que ( ff) = (¢+)
et I’on a aussi
U= (35) (W) T (40) (@5)-
Ainsi nous pouvons appliquer les relations que nous venons d’établir
et nous voyons, en désignant les tenseurs I'y, par les mémes indices que

les opérateurs I':

Iiv= (%) FS_(“%):

g () 1 (68) sin o () 0 () st
rr= (&) I (a) sin b (85) 2 (a3) cosd,

PP

riy= (c’ii) I‘3+(a§,).

Ainsi, si I'on désigne par Ay, le lenseur homologue de chaque T, mais
construit sur le tétrapode fixe, on met cn évidence un isomorphisme
analogue a celui que nous avons signal¢ sur les opérateurs I', mais se
rapportant cette fois & des tenseurs complexes de Punivers de Minkowski.
On aura évidemment la méme correspondance pour tous les autres angles.

Etudions les tenseurs ainsi définis. Prenons, par exemple, I;5. En
utilisant la matrice que nous avons donnée et en effectuant, on trouve

facilement, compte tenu des relations (1),

(o4)  Tio= (B5) 1o(85) = b 62 — b2 b+ 0 B4 — B0
De méme avec la matrice I~ on obtient

(25)  Tiy= (B5) o (85) = bl i) — by 047 — b b+ by b

On reconnait immédiatement deux tenseurs self-duaux conslruits sur
les b5 et relatifs aux indices supérieurs, cest-a-dire que, si dans
chaque produit constituant I';7, on remplace les deux indices supérieurs
(soit &, m) par les indices qui n’y figurent pas (soit g, %) pris dans un
ordre tel que la permutation £, 1, §, % soit paire, on obtient & nouveau

le tenseur '}

o 1 [ ——— 3 v
e =65 bd— b3 b+ - (b;bg_ bgbg) = 038 — b3 = 2B by by,
On tire

v =

Tl = bjb{— bLoj+ cij ks (kb — bhbh) = bl by — bhbl® ciik (b bS — by by),
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ou, enfin, en prenant le dual a trois dimensions relativement a ¢ et j, ce
qui nous raméne i un seul indice supdérieur,
(26) PG = © ULl = by b] = (b b — by b)),

C’est Pexpression générale de nos six tenseurs ainsi qu’on peut s’en
rendre compte en les calculant a partir des matrices I' comme nous
I'avons fait en (24) et (25) et en faisant, d’autre part, r =1, 2, 3 dans
la formule (26).

I1 est facile de conslater sur les tenseurs de méme Lype (+) ou (—),
que ces tenseurs sont orthogonaux et unitaires.

MsTpd =1 (sans sommation sur r)

Ly =o si r#s.

On a ainsi
Ludrys = o,

~ Jusqu’ici nous n’avons fait que préciser un isomorphisme dont Iexis-
tenceavaitd’ailleurs été démontrée théoriquement, notamment par Cartan,
a partir de I'étude structurale du groupe de Lorentz. Il nous reste une
derniére étape & franchir pour établir une correspondance géométrique
précise ou les angles d’Euler complexes s’interpréteront comme les angles
de deux vecteurs de I'espace enclidien complexe. Nous allons construire
a partir des I'}5 des tenseurs self-duaux par rapport auz indices infé-
rieurs, soil

1~y
s+ — wy =

. I
B,’,& = —
' ' 21 2

W=

B.J contient exactement les mémes composantes que le I'y; correspon-
dant, mais répétées deux fois dans un certain ordre et I'on sait que

Uy = iB{Y.
Prenons maintenant pour référentiel un systeéme d’axes particulier,
par exemple les axes fixes «; et projetons les tenseurs : BJj7.
On aura les composantes d’espace

1

- rx I rs NE e I, 1 N
(27) B = ST+ 451jk£(1lc4'—l-i/\‘) = 5”/ + =~ el

qui forment un tenseur d’espace antisymétrique, et les composantes de
lemps

| -

AR AR
it Vi;

5R) k= I r= 1 e I =
(»8) Bii= P+ 7‘51:1»1‘/1*5/ =T+

-
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qui forment un vecteur d’espace. Enfin, on peut prendre le dual d’espace
du tenseur (27)

‘ pe 1 je 1 PO SN
(29) Bl = S euBij =K€ijkfij + 5 v

Ainsi le dual du tenseur (27) est égal au vecteur (28). Nous arrivons
ainsi a former a partir du tétrapode b5 & quatre dimensions un systéme
de trois vecteurs complexes a trois dimensions

. I . I .
+ - 4
By = ;Ika-*- — ekl

4

et un autre systéme de trois vecteurs complexes a trois dimensions

1

r— r— r—
Bk = Fk@‘!“zﬁi/kri,’.

|-

Comme il est bien connu,l’orthonormalité quadridimensionnelle des
trois tensenrs I';; entraine 1’orthonormalité tridimensionnelle des Lrois
vecteurs B}*, qui constituent ainsi un triédre trirectangle unitaire, el des
trois vecteurs B} qui en constituent un autre.

Enfin, les rotations ¢lémentaires quadridimensionnelles complexes
de la formule (18) opérent évidemment sur chaque vecteur B;" comme
sur le tenseur I';; correspondant, si bien que chacune des transforma-
tions telle que (¢+) fera tourner le triedre B;* d’'un angle ¢+ dans
I'espace euclidien tridimensionnel complexe, laissant immobile le triedre

"~ et inversement.

Nous pouvons donner la forme explicite des vecteurs B}~ en portant
dans la formule (29) les expressions de la formule (26). On obtient
facilement

- . 1 . 1 I,,, .
(30) BT = - guertrb] b4 5 kbl b} 5 Py bR bT 4 5 (br b — b4 bY).

N

Cette expression se simplifie en tenant compte des relations d’ortho-
normalité des b5 (1) qu’on peut aussi écrire (1*)

s, s I vy
by bh—b3b] = %rey,5805 b.

On en tire immédiatement

Dby —b5bf = oer1re; b)Y
el
) s 4
PO — DD = azrame;; (b]" b — b b, ),

(33) F. Hatswacus, Théorie relativiste des fluides a spin, Gauthier-Villars, Paris.
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d’ou, respectivement,

- , 1 ) . N
Ei/'libl{ b; = 5/"/"[)%6{, 5 eijkel’ b{’b'f=bibﬁi-— by b/,t

Ainsi, dans expression (30), les termes extrémes et les termes moyens
sont respectivement ¢gaux el se doublent, d’ou I'expression définitive

v

(31) B =056t — 050k e bf b}

Sous cette forme, on peut vérifier immédiatement que les angles des
vecteurs B7* avec les vecteurs analogues A}* construits sur les axes
fixes aj, sont précisément les angles d’Euler complexes respectivement
(+) et (—) de la transformation qui fait passer des a} aux b} confor-

mément a chacune des matrices de la formule (18).
D’ailleurs si 'on consideére 'expression de ces A}~

(4

A= ala¥ — a¥ )

lal s,-j/..afa//-"
el qu'on suppose, comme nous I'avons dit, que la décomposition des
tenseurs self-duaux en pseudo-vecteurs d’espace se fait dans le réfe-
rentiel fixe construit sur les a%, on doit poser aﬁ = 83, so1t

ait’ = o, al = o, at=r1;
on a ainsi

A= al.

Les deux trieédres fixes A}* sont confondus. Ils sont réels et coincident
simplement avec les vecteurs d’espace du tétrapode 5. Ainsi on voit,
grice & cette convention, que les vecteurs complexes B}™ ne sont plus
construits dans des espaces abstraits, mais précisément localisés dans
Pespace propre du tétrapode fixe af, par rapport auquel ils sont repérés
par les angles d’Euler complexes ¢, 0% =,

De deux rotations telles que (4+) et (4~), 'une fait tourner seulement
le systtme B}*, I'autre seulement le systeme B~, c’est pourquoi elles
commutent, car I'ordre dans lequel on considére les deux triédres n’im-
porte pas. Par contre, des transformations telles que (¢+) et (6+) ne
commutent pas, de méme que dans I'espace deux rotations d’Euler ne
commutent pas. .

Une transformation de Lorentz générale sur les b5 fera passer de deux
tri¢dres fixes A;™ a deux triedres B* dont les angles avec les A’* sont
donnés par le tableau classique des cosinus directeurs a trois dimensions.
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Soit - RS — A7E AJ= A=
Soit: B["= A7" A/* avec, pour les A" :

N

N

cos ¥ cos 0= sin
s

- sing®cos =

— cos o* sin 0+

— sing* cos (= cosd*
— cos g~ sin b=

— sin g* cos == sin =+
~+ cos ¢ cos

— sin pEsin 0%

sin f=cos = sin 0= sin 4=

cos =

Tout ceci a la condition expresse, rappelons-le, qu’on -effectue les
six rotations réelles du tétrapode dans lordre indiqué au para-
graphe 4.

I1 est évident que si I'on s’en tient & des rotations d’espace qui laissent
invariant I'axe &', les angles complexes conjugués seront réels et donc
égaux deux & deux, les deux triedres B} deviennent identiques et leur
rotation commune s¢ réduira simplementa la rotation d’Euler classique.
Une simple inspection de la formule (31) montre en effet que si I'on
fait b} =o0, b} =1, le terme dual qui différencie les deux triedres est
réel, et Bi™ se réduit simplement au triddre spatial b7.

6
Lorentz. — Considérons les transformations infinitésimales du groupe
PRI r ,
orthochrone de Lorentz qui amene le tétrapode aj en bg. Avec les
angles d’Euler utilisés par C. Van Winter, on a

Transformations infinitésimales du groupe orthochrone propre de

by’ 1 169, o 0
(2) N
(34) b( = — 159, 1 0 \0
by .0 I 83
bgf’ 0 — 80y I
1 o —ial, 0
0 1 0 — o0y
<
180, o 1 o)
o o0, ) 1
-
ol 0 o aéf‘
! (2)
—13d; 1 0 o ay,
< ) (3)
0 I R ay,
&
0 o —& 1 || a
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Soil encore :

s ] 7
rbtu‘ 1 — g+
2
/
W — -6+ I
2
3
b‘&’ 0 0
.
by’ o o
L -
I o
o I
=~
—o0+ 0
;
o —30+
P
1 L_3,|+
50"
4
—=8+
g 2
o o)
0 )

o,

A .,
I —ob— ) o
2
;
— -3 I o o
501
2N
[ 0 1 ——al—
507
1
0 o =&l I
2
I o ——0b— o
2
;
o) I o -0~
9
1
—oh— 0 1 0
92
0 ——ol— [ I
2
;
I -ov— o o
p)
i,
-—_ -0y 1 (8] o
9
;
0 o 1 - ;8@”
i
0 o —oL- I
507
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Dans cette derniére expression (33) toutes les matrices commutent.

On peut donc écrire :

(34)

3 £~ ~ Z I )
b[L = L{(OO*-: B 3"!4“‘) L;A(BO ; 097, a'!’ )agx‘a

ou L:(d0+, dg+, d4+) représente une transformation infinitésimale

consistant en une rotation d’angle 64+ autour de I'*+ suivie des rota-
tions 30+ et dg* respectivement autour de I'*+ et I+, et LS (30—, do—, 8¢™)

une transformation infinitésimale analogue; de sorte que la transfor-

mation infinitésimale la plus générale du groupe orthochrone propre de

Lorentz est le produit de ces deux transformations particulitres.
On peut donc chercher comme I'a fait C. Van Winter (¢) a déter-
miner les transformations différentielles associées aux rotations

w+= {06+

-
(U, 9

b

-

+ 1
}

et

w—= {6, o—

b)

!

Ces transformations différentielles constituent des opérateurs J} et J7 si

on les exprime dans le tétrapode a,i (plus exactement dans les triedres
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I

de bivecteurs self-duaux A}~ associés a a3); et Ji7, Ji si on les exprime
dans le tétrapode b%. On a la définition

2r)

J—A—'f(('ﬁ_) = Jw+ k (k= I, 2, 3)

et des définitions analogues pour J, J)7, Ji7. Or, si J;, sont des opéra-

teurs correspondants aux rolations dans 'hyperplan asal on a

. J . G
Juv f(0) = %JW(U)); ol © =10, 9, by, T0s, Ty, T¥s 1.

Jy, sont les composantes d’un six-vecteur (°) sur le Létrapode aﬁ.
Comme les J,,, et les J§ sont liés par les relations
. I .
), = ;(J,‘j-l- i),
(35) B
— 1 .
Jo=5Uij— 1),

il apparail immédiatement que J; et J7 sont les composantes de ce six
vecteur sur les vecteurs A]" et A]” définis au paragraphe précédent a
partir des bivecteurs self-duaux construits sur le tétrapode afl.‘ ]

D’une fagon précise : J7 est la projection sur A, J sur A;*, J7 sur
A; 7. Les J; sont associés de facon analogue aux A;™.

De la méme fagon, on peut définir les projections J7, Ji~ de ces opé-
raleurs sur les vecteurs B;™ et B~ définis a partir des bivecteurs self-
duaux consltruits sur le tétrapode &5,

Ji+ sur B}Y. Jstsur B, J5osur BT,

Il est clair que tous les problemes concernant les transformations
infinitésimales exprimées en termes d’angles d’Euler complexes peuvent
étre traités d’aprés 'étude précédente a I'aide des rotations tridimen-
sionnelles complexes en appliquant les résultats aux sysiemes de
vecteurs A7* et B/*.

Nous renvoyous a la these de C. Van Winther (%) pour le calcul des
opérateurs J; et Ji°. Le résultat qui est donné ci-dessous apparait
¢vident a la lumiére de Pisomorphisme précédent. I1 vient

3 . J + cote - J + coset  d
| =— soF —— — cosgT C —-— —_————
! T " R P T
. J J sing+  d
36 sur Ay7( Ji = cosot— —sinoTceotglt — + —— ——
(36) £ : Y i v ST Oer T Sin0F g+’
3=

o
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(avec des expressions analogues pour J7.) ¢t

J 0 cost+ o)
V7 =sind+— 4 cosdreotgh+ — — —T .
' Toob ’ ST gL sinl+ do
. J J sind+
(3~ sur B} ( )5 = cosd+ —— — sind+ cotg 0+ + e ey
(37) k : todh+ ' g DY+ sin 0+ dJo+
yr — J
K AL+

(avec les expressions analogues pour J7).

On peut de la méme facon calculer les projections des momenis
cinétiques sur les systémes d’axes A;*, Bi*. Si 'on appelle p,. les
moments cinétiques correspondant aux rotations = = { (%, ¢*. {*} on
pourra obtenir les projections du moment cinétique p;, p; sur A} et

+~ respectivement, et les projections p’, pi sur les vecteurs B et B/,
Il suffit donc de résoudre ce probleme dans le cas des rotations tridi-
mensionnelles complexes.

Considérons les deux triedres cartésiens oxyz et OXYZ, soienl :

OU la ligne nodale;
OV la perpendiculaire 2 OU dans zoy;
OV’ la perpendiculaire 4 OU dans XOY.

z b

— ¥

¥

Y\ g ? y

o ‘(/7

y Py
¥

\
x Y
4 X u
Fig. 1.

Les angles 0, ¢, ¢ sont définis par les relations

—> ' —> >
6=1{0% 02/, s=]ok OV), ¢=|0X, OV
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. —> o o > > >
Les axes de rotation sont 0z, OU, OZ, et les moments p,, py, py, sont
respectivement portés par ces trois axes.
Les composantes des moments cinéliques sur les axes OU, OV, OV’
sont donc
> >
PY > Pz

) L= =)
sin 0 Py sin 0

> > >
pU = — po, 1)\, =

d’ott les projections sur les axes oxyz et OXYZ :

_ . Leh cosg
P =—sing pg— cotglh cos 3 po + = p,
38 . i
(38) Sur o%y% Py = ¢c0s9 py— cotghsing ps + % P
\ Pz=Pg;
. cos{
' Px = sind pg + cotgh cosd py '+ sin:; Pos
(39) sur OXYZ ? Py = cosd pg — cotgl cos@ Py + % Po
b3 :
| Py =Py
On en déduit donc immédiatement
= — sing+ — cotg 0+ coso™ —f—c—ois—:E !
P1= S O PO+ 5 Y P?"‘ sin 0+ P'.g+>
fo sur A .. sin ¢+
(40) h Py = ¢0s9* po+ — cotgh+ sino* po+ + e §+ Py,
| P =por

el des expressions analogues pour p7, p3, p;.
Fi de Ia méme facon,

cos b+

Py = sind+ po+ + cotg 0+ cosb+ py+ — Smos et
(41 sur B} L sind+
(41) b ply = cosd poy — cotg i+ sind+ pu + S Po

’

Py =P+
et des expressions analogues pour p7, pi, pi.
- Si P'on compare (30) et (31) a (26) el (27), on voil comme il est
naturel qu’on aurait pu les déduire les unes des autres.

7. Conclusion. — Dans ce travail, on a donc pu, d'une part généra-
liser la méthode des angles d’Euler tridimensionnels a I'espace-temps
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en remplacant les rotations planes réelles el imaginaires pures par des
rotations complexes autour de bivecteurs self-duaux et, d’autre part,
dans le cas des transformations infinitésimales du groupe orthochrone
propre de Lorentz, établir trés rapidement des résultats concernant les
transformations différentielles.

Il ne faut pas s’étonner que, contrairement a ce qui se passe a trois
dimensions, la théorie relativiste des angles d’Euler s’appuic sur des
rotations autour de bivecteurs de nature particuliere (sclf-duaux). En
effet, la transformation de Lorentz laisse invariant le cone de lumicre,
ce qui limite ¢videmment le choix des axes de rotation possibles.

Pour terminer, nous tenons a remercier MM. les Professeurs
L. de Broglie, D. Bohm, M. Riesz, A. Lichnerowicz, J. L. Synge ct
J.-M. Souriau pour I'intérét qu’ils ont montré pour ce travail et les
nombreux conseils qu’ils nous ont donnés en cours d’élaboration.



