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Certains tests indépendants

de la distribution initiale

par
Eugene LUKACS (%),

The Catholic University of America.

1. Introduction. — Désignons par € une famille des fonctions de
répartition et considérons une population statistique dont la fonction
de répartition est un élément de . Soit X, X, ..., X, un échantillon
tiré d’une population dont la fonction de répartition F(2) appartient
aQ.

Nous introduisons pour chaque n-uple X,, X., ..., X, de nombres
réels et pour chaque F(z) € Q I'expression

S=S(X17 Xg, ceey Xn;F)

et nous supposons que S est pour chaque F € & une fonction mesurable
des X4, ..., X,, et une fonctionnelle en F. L’expression S(X, ,' von, X | F)
s’appelle alors une statistique en .

Nous disons qu’une statistique S=1S(X4, ..., X,,|F) en Q est ind¢-
pendante de la distribution initiale, si la probabilité que S s, pourvu
que F(z) soit la fonction de répartition de la population, est indépen-
dante de F () pour chaque I € 2, c’est-a-dire si la probabilité

PIS(Xy, Xy, ..., X |F) =Zs;F !l =¢5(s) (FeQ

est une fonction seulement de s.
Remarquons que cette propriété d’indépendance de la distribution
initiale est toujours relative a une famille de fonctions de répartitions.
Dans la plus grande partie des applications on se sert de statistiques
qui ne dépendent pas de la fonction F(x). Nous appellerons de telles

(*) Recherche subventionnée par P'Office of Naval Research et aussi par la National
Science Foundation (NSF. G 2781 et NSF. G 4220).
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slatistiques des statistiques de partition. On peut expliquer celte termi-

.nologie par la considération suivante. L’échantillon (Xy, Xa, ..., X,,)
peut étre envisagé comme un point dans un espace euclidien E, a
n dimensions. Soit S(X,, ..., X,) une statistique de partition. L’équa-
tion S(Xy, ..., X,,) =c (o ¢ est un paramétre récl) détermine alors
une famille des surfaces qui partagent I'espace statistique E,.

Z. W. Birnbaum [1] a introduit le concept de statistique indépen-
dante de la distribution initiale que nous avons présenté plus haut et il
a aussi proposé (?) le probleme de déterminer les statistiques de parti-
tion qui sont indépendantes de la distribution initiale dans la famille
des fonctions de répartition laplaciennes.

Dans la premiére partie de cet article nous examinerons la famille
des répartitions laplaciennes et nous donnerons une caractérisation des
statistiques de partition qui sont indépendantes de la distribution
initiale. Dans la seconde partie nous nous occuperons de la famille des
fonctions de répartition a rang fini. Cette famille est I'objet de
recherches récentes de E. B. Dynkin [2], [3]. Notre résultat sera établi
a l'aide d’un lemme qui fut obtenu dans un autre Mémoire [4].

2. Le lemme. — Soient X et Y deux variables aléatoires et désignons
par E(Y|X) I'espérance conditionnelle de Y par rapport a X et par
E(Y) l'espérance mathématique de Y. En général, les expectations
E(Y|X) et E(Y) seront différentes. Nous introduisons la définition

suivante :

Soit Y une variable aléatoire dont I'espérance mathématique est finie,
nous disons que Y a une régression constlante en X, si la relation
E(Y|X)=E(Y)
est satisfaite presque partout.
On peut maintenant formuler le lemme.

Lenye 1. — Soient X et Y deux variables aléatoires et supposons
que Uespérance mathématique de Y existe. Pour que Y ait la régres-
ston constante en X, il faut et il suffit que la relation

E(¢iXY) = E(eiX)E(Y)

soit satisfaite pour toute valeur réelle de t.

(?) Dans une conversation.
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La nécessité de la condition du lemme est immédiate, pour la

démonstration qu’elle est aussi suffisante nous renvoyons le lecteur
al4].

3. La famille des fonctions de répartitions laplaciennes. — Nous
supposons maintenant que la famille Q est la famille des fonctions de
répartitions laplaciennes, ¢’est-a-dire que  est la famille des fonctions
(3.1) F(r)= L cx])-(~71—.(',1/'—;1)‘2§

dy.

\’/2—7: s/, [ 292
CGhaque membre de cette famille est délerminé par les valeurs numé-
riques des parameétres et ¢ et nous écrivons & =N(p, ¢)=N. On
peut aussi considérer les sous-familles de N obtenues en fixant ou bien
¢ ou bien o. Nous désignons par No la famille des distributions lapla-
ciennes avec moyenne arbitraire qui ont toutes la méme variance ¢;. De
méme fagon nous écrivons N, pour la sous-famille des répartitions
laplaciennes dont la moyenne p, est constante.
Soit S =S(X,, X,, ..., X,;) une statistique de partition pour une
population laplacienne. La fonction caractéristique de S est alors

(32) St p, )= (7;;;%—/

—_

n

- . 1 N0
><f exp ztS(x,,...,x")—gc—QZ(xj—;z)? dry...dx,.

- j=1

Supposons maintenant que le premier moment E(S) de la statis-
“tique S existe pour toute fonction de répartition de la famille N.

Pour que S soit indépendante de la distribution initiale, il faut et il
suffit que

aIf(t; .,
(3.3.1) _Ji(_%f_/:_) =o,
(3.3.2) &JF) =o0

Chacune de ces équations a aussi un sens. La premiere signifie que S
est indépendante de la distribution initiale en N7 tandis que la seconde
indique que la méme chose est vraie pour la famille N,,.

On voit aisément qu’il est permis de différentier 'expression f(¢; p., o)
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sous l'intégrale et I'on obtient ainsi de (3.3.1)

> F—’lj / ()J. IG Z(‘T/—U'):l

j=1

Jdu.

¢

A(t: p, 5) _<

n '

2 (j—u)? | dz,...dz,= o.

j=1

=< exp| itS(zy, ..., 2,) — o
20-=

En observant que

1 )
2‘(‘7'7/—“)7 =5 ?(-E/—P)y

j=1 j=1

r} .

nous transformons I’équation précédente en

El(X—p)eis]=o.

Iei X = %EXJ et, par conséquent, EX = p. Ainsi -
j=1
(3.4.1) E(Xeits) =E(X)E(ei’S).

De la méme fagon on obtient a partir de la condition (3.3.2)
I'équation
(3.4.2) jm\E(\ —upRS=E E(x,—y.y E(cits),

j=1 j=1
Maintenant il est déja possible de formuler nos premiers résultats.

Tutorene 1 a. — Supposons que S soit une statistique de partition
telle que B(S) existe. Pour que S soit indépendante de la distribu-
tion initiale en N il faut et i suffit que la moyenne X de I’ echan—
tillon ait la régression constante en S.

Tutoreme 1 b. — Supposons que S soit une statistique de partition
telle que B(S) existe. Pour que S soit indépendante de la distribu-

. . e . . N . , .
tion initiale en N, il faut et (lsuffit que Z(Xj— p)* aitla régression
j=i
constante en S.

L.l nécessité de ces conditions est une conséquence des équauons
(3.4.1) et (3.4.2) et du lemme. Réciproquement, supposons que
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n
Xl:ou E(X./——p.)‘-’] ait la régression constante en S. On déduit alors
j=1 .

du lemme que la relation (3.4.1) Jou (3.4.2)] est valide. Puis il faut
retracer le raisonnement pour obtenir (3.3.1) et (3.3.2).

On peut modifier les conditions du théoréme si la statistique S est
indépendante de la distribution initiale en N. Alors (3.4.1) et (3.4.2)
sont valides simultanément. Développant le carré dans (3.4.2) et uti-
lisant (3.4.1), nous obtenons aisément

n - n
(3.4.3) E[e“sz X‘/—’.] = n(s?+ p2) E(el’S) = E<Z X;) E(ei’S),
j=1

j=1
Mais cela veut dire que nous avons établi le résultat snivant :

Tukorime 2. — Soit S une statistique de partition telle que E(S)
existe. Pour que S soit indépendante de la distribution initiale en N,

n n
i faut et il suffit que 2 X aussi bien que ZX/ atent la régression

Jj=1 j=1
constante en S.

Il nous reste encore a démontrer qu’il existe des statistiques de par-
tition qui sont indépendantes de la distribution initiale en N. Un
résultat un peu plus général nous permettra de construire de telles
statistiques. .

Considérons une famille de fonctions de répartition absolument
continues qui dépend d’un paramegtre de position p et d'un paramétre
d’échelle o352 0. Désignons cette famille par L= L(u, o). Chaque
répartition G(z; ., ¢) de L a alors la forme

G(z; u, c)=§f VF'<t_;‘u>dt,

ou F(y) est une fonction de répartition absolument continue. Ainsi
L(p, o) est la famille des fonctions de répartition du Lype de F(z).

La famille N=N(gu, o) des répartitions laplaciennes est une telle
famille, avec

1
. —-
Fl(t)=—e *

Ner:

Turorine 3. — Soit L =L(p, o) une famille de fonctions de répar-
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tition absolument continues qui dépend d'un paramétre de position p.
et d'un paramétre d'échelle ¢ = o. La condition nécessaire et suffi-
sante pour que la statistique de partition S(X,, ..., X;) sodil
indépendante de la distribution initiale en L est que les deux statis-
tiques S(Ny, ..., X, )etS(aX,+ b, aNo—+b, ..., aX,+ b)aient la
méme fonction de répartition quel que soit a 7 o et b(a, bréels).

Soit p* = ap. + b et ¢ = ac. Nous déterminons les fonctions caracté-
ristiques f(¢; ., o) et f(¢; p', ") de S pour les valeurs (p, o) et
(p*, @") des parameétres. On obtient

(3.5) S ., c)—’:”fm..- [xexp[ilﬁ(r. v )]

< = > ( il >(lz’, ..dxy,

(1 u* s* f f plit Sy, vovy 370)]
< F'< : .'J. > . <]n ),{1, f[)’n-

Nous substituons dans la seconde intégrale y ;= ax;-+ b, alors

et

yji—ut
*

Ty
7 o)

et

S5 u*, o) = an ‘/ explitS(axy+ b, ..., ax,+ b)]

- F(‘”‘: )...F'(’””—;“ﬁ>dx1...dzn.

Soit maintenant S une statistique de partition qui est indépendanle

de la distribution initiale en L. Alors pour chaque @ et b, et par
conséquent pour chaque p* et ¢*, on a

S5y 3) = f(2; p*, o).

Mais cela veut dire que les statistiques S(Xy, ..., X,) et
S(aXi+b, ..., aX,+ b) ont la méme fonction de répartition, pourvu
que la fonction de répartition de la population soit un membre de L.
La réciproque est ainsi démontrée aisément : Si les statistiques
S(Xy, X, oo, Xy etS(aX, 4-b, ..., aX,+ b)ont la méme fonction
de répartition, alors S est indépendante de la distribution initiale.
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Le théoréme 3 permet la construction des slatistiques de partition
qui sont indépendantes de la distribution initiale en L. Soit, par
exemple, S (zy, ...,.2,) une fonction qui est invariante relativement a
des transformations linéaires des variables, ¢’est-a-dire

(3.6) S(azxi+ b, azs+ b, ..., axp+ b) = S(xy, 23, ..., Tp)

pour chaque @ £ o et b. Alors S satisfait 4 la condition du théoréme 3
et est indépendante de la distribution initiale en L et I'on obtient le
corollaire suivant :

Corovrtare 1 vu Takoreme 3. -— Soiz L une famille de répartitions
absolument continues qui dépend d'un paramétre de position et d’un
parameétre d'échelle. Supposons que la statistique de partition S est
invariante relativement & des transformations linéaires. Alors S est
indépendante de la distribution initiale en L.

Il est immédiat qu’on peut établir des résultats analogues pour les
familles L, dépendant seulement d’un parametre de position et aussi
pour les familles L, dépendant d’un paramétre d’échelle.

CoroLraire 2 pu THEOREME 3. — Une statistique S qui est invariante
relativement & des translations [ transformations d’échelle] est indé-
pendante de la distribution initiale pour chaque famille qui dépend
seulement d’un paramétre de position [ d'échelle].

4. Les fonctions de répartition a rang fini. — La théorie de l'esti-
mation forme une partie essentielle de la statistique mathématique.
R. A. Fisher a introduit dans cette théorie une idée importante et bien
utile : celle des statistiques exhaustives. Mais de telles statistiques
n’existent pas toujours. G. Darmois [5] et D. Dugué [6] ont démontré
que des statistiques exhaustives existent seulement pour des familles
spéciales de fonctions de répartition. Récemment E. B. Dynkin [2],[3]
a généralisé la définition des statistiques exhaustives et a déterminé les
familles de fonctions de répartition qui admetlent une stalistique
exhaustive non triviale.

Suivant Dynkin, nous introduisons le concept de famille réguliere de
fonctions de répartition a rang fini. Puis nous donnons une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une statistique de partition soitindépen-
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dante de la distribution initiale dans une famille de fonctions de répar-
tition & rang fini.

Dans ce qui suit nous considérons seulement des fonctions de répar-
tition absolument continues et nous donnons ces fonctions a l'aide de
leurs densités de probabilité. Une famille F de fonctions de répartitions
absolument continues est déterminée par une densité p(z, 0) qui dépend
d’un parametre 6. L’ensemble II des valeurs admissibles du paramétre
est donné. Le parametre n’est pas nécessairement un nombre, en admet-
tant que 6§ soit un vecteur nous pouvons considérer des familles qui
dépendent de plusieurs parametres. Chaque 0 €Il détermine alors une
densité de probabilité p(z, 0) et ainsi un élément de la famille F.

Soit A un intervalle (fini ou infini) sur Paxe réel et soit p(z) une
fonction définie pour z € A. Nous disons que la fonction p (z) est régu-
liere en A si elle satisfait aux conditions suivantes :

(1) p(x) est continue en A;
(i1) Il y a un sous-ensemble A de A dont la fermeture est égale a la
fermeture de A, tel que la dérivée p'(z) existe et est continue en A.

Nous disons que la famille F' des fonctions de répartition est réguliere
en A si les densités p(z, 0) sont régulieres en A(0 €II).

Soit F une famille des fonctions de répartition réguliere en A et
soit 0y un ¢élément fixe de II. Formons pour chaque 0 €1I la fonction

gx(8) =Inp(z, 0)—Inp(z, 0).

Soit A le plus petit espace linéaire qui contient les constantes numé-
riques et toutes les fonctions £,(0)(6€Il). Désignons par r+1 la
dimension de A. Le nombre r, qui peut aussi étre infini, s'appelle le
rang de la famille F en A.

Dynkin a démontré le théoréme suivant :

Tutoreme e Dynkis. — Soit F une famille des fonctions de répar-
tition qui est réguliere dans Uintervalle A et qui a un rang r fini.
La densité p(x, 0) admet alors la représentation

" )
(A1) p(e, 0)=exp 2;,(1»)0,(0) +co() + z4(2) (zeA, Oell).

L =1

Ieiles fonctions oj(z)(j==1, ..., r)sontrégulicres en A et les fonc-
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tions[ 1, 01(), ..., or(®)] aussi bien que les fonctions[1, c1(9),...,¢, ®]
sont linéairement indépendantes.

La réciproque est aussi vraie : Faisons Ulypothése que la den-
sité p(z,9) ala forme (4.1), ou les ¢;(x) sont réguliéres et supposons
que les [ 1, 01(2), ..., or(z)] ainsi que les [1, ¢1(0), ..., cr(0)] sont
linéairement indépendantes. Alors le rang de la famille déterminée
par les p(x, 0) est fini et égal ar.

Dynkin a aussi démontré qu’une famille qui admet une statistique
exhaustive non triviale (?) est toujours de rang fini. Soit F une famille
de répartitions régulieres de rang fini; et soit (Xy, Xy, ..., X,) un
échantillon. Supposons 7 > r, alors le systeme des fonctions

n
(4.2) Ti(2rs oers .z‘,l)=2q>j(;z'/) (J=1,.00,7)

j=1

est une statistique exhaustive pour F.
Les T; s’appellent les composantes de la statistique exhaustive pour I,
Dans ce qui suit nous étudions une famille F de fonctions de répar-
tition qui est réguliére et de rang fini r et qui dépend de p=r para-
métres. Alors nous dirons que F est une famille du type D. Ilsera quel-
quefois plus commode de mettre les composants de 0 en évidence, nous
écrivons donc, au lieu de (4. 1),
,
(4.1.1) p(z; 04, ..., 0,) =exp ZCP]‘(.T) ej(B1y vey 0) o (D1 yeney Bp) = 90 (2)
j=1
Soit > r et prenons un échantillon X,, ..., X,. La fonction de
vraisemblance a la forme

.
(4.3) L(Xy, ..o, X, [0, 000, 0,) =exp ZT,-(X1, e X)ei(Bry oy )

j=1

+ neo(By, ...y 0,) +2%(Xp) ,

=1

ot le systeme des fonctions T;="T;(Xy, ..., Xa)(j =1, 2, ..., 1) est
donné par (4.2) et forme une statistique exhaustive pour la famille F.

(*) Une statistique triviale cst équivalente & Uensemble des observations.



CERTAINS TESTS INDEPENDANTS DE LA DISTRIBUTION INITIALE. 261
Alors
.
w O I VIR 1)
(4-4) o = Tae T |
j=1
Soit S=S(X\y, ..., X,)une statistique de partition en F et désignons

la fonction caractéristique de S par

(%.5) S =[]0, ..., 0,)=E(eilS) = f f S L d.

o, —»

Dans les formules (4.4) et (4.3) nous avons écrit L au lieu de
. j : i(0ry o0, 0f
L(Xy, ooy Xu04y oo oy 0,,,),:%“ liew de %00 -y 00)

PIN
de dxz,, ..., dz,.
Dans ce qui suit, nous ferons toujours les deux hypothéses suivantes :

et dr au lieu

(I) Les moments B(T;)(j=1, 2, ..., r) existent;
(I1) On peut différentier f(¢) relativement a 0;(k=1, ..., p) sous
Pintégrale (4.5).

Alors

o af f* = oL .
A A 8 9Y ge — 1S
(%.6) o =) j:we’ ()“k(lx E{el [

Pour que la statistique S soit indépendante de la distribution initiale

en F| il faut et il suffit que 5~ = o pour k=1,2,...,pou

»
Y o ¢ deoy
ZTIM —+n ‘—)‘TA:I }.
=1

j

(4.7) i%E(e”STj)=—ng%E(e“S) (k=1,2,...,p)
j=1
pour chaque valeur réelle ¢ et chaque (84, .. ., 6,) €Il Par coﬁséquent,
on a pour ¢ = o la relation
(h7.1) ifﬁ—ﬁ;mm:—njﬁ-
j=1
Il s’ensuit de (4.7) et de (4.7.1) que
(4.8) ﬁg%fE(effST;)—E(eHS)E(T».z =o

j=1

pourk=1,2, ..., pet (0,0, ...,0,)ell
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Nous avons besoin d’un lemme; pour le formuler, il est avantageux
d’introduire une notation plus condensée.
Soit 82 = (0%, 03, ..., 02) un vecteur de II. Nous substituons dans la

. <L de; . .
dérivée partielle ()Tc: de la fonction ¢;(0, ..., 0,) pour les variables les
valeurs des composants du vecteur 6* et nous obtenons

! _ ()C/'
0, Jbg

2

de;
Uk

gl (0%, ..., 0%)

et nous désignons cette quantité par G,.

Lenne 2. — Soit F une famille de fonctions de répartition du type D
et soit rle rang de ¥. Alors on peut déterminer r nombres entiers k,

key ooy ky et v vecteurs 0= (0%, ..., 0%) (e =1, ..., 1) tels que :
(1) [ E
(i) 62ell;
(iii)
(017 ‘1,!/,-1
~2 12
Ciky oo G, = 0
C‘/.-‘. ( ;,I/l’
Ici les nombres ky, . .., k. et les vecteurs 0', ..., 0" ne sont pas néces-

sairement différents.

Nous donnons la démonstration de ce lemme dans la section suivante.
Maintenant nous Pacceptons pour étudier ses conséquences.

Supposons que les entiers &, ..., A, et les vecteurs 6!, ..., 6" satis-
font aux conditions du lemme 2. On déduit alors de la formule (4.8)
les équations

.
(4.9) X (E(eST) —E(e™SE(T)i=0  (r=1,2%...,7).

k=1

Le systeme (4.9) est un systéme de r équations linéaires et homogénes.
En vertu du lemme 2, le déterminant de ce systeme est différent de
zéro. Ainsi (4.9) n’a aucune solution, sauf la solution triviale et 'on a
nécessairement .

(4.10) E(eiST;)) =E(eS)E(T;) (=1, ..., ).

Mais cela veut dire que chaque fonction T a la régression constante en S.
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Réciproquement on déduit aisément de (4.7.1) et del’hypothese que
9

chaque T;(j =1, ..., k) a larégression constante en S la relation - =0

pour A =1, ..., p et 'on obtient le théoréme suivant :

Tutorine 4. — Soit F une famille du type D de rang r et soit S
une statistique de partition. Supposons que :

(1) Les moments B(T,;) existent;
() On peut différentier f(t) relaticement ¢ 9 (k=1, ..., p)
sous Uintégrale (4.5);

- dc; oo dey

(1) ZEE‘~ L)) =—nj"
j=1

Pour que S soit indépendante de la distribution initiale en S, il

Jaut et il suffit que les composantes T; de la statistique exhaustive

pour ¥ aient la régression constante en S.

Il nous reste encore a démontrer le lemme 2.

5. Démonstration du lemme 2. — Pour cette démonstration nous
avons besoin d’un autre lemme.

Lenye 3. — Sodent cj=c;(0s, Vs, ..., 0,)(j=1,2, ..., 1) les fonc-
tions introduites par le théoréme de Dynkin et soient ay, ..., a, des
constantes. L’ensemble des p équations

7

. S Jc; '
(53.1) Za/ﬁzo (k=1,2, ..., p)
Jj=1

entraine les relations

(5.1.1) aj=0 pour j=1,...,7.

Ce lemme est une conséquence immédiate de I'indépendance des
fonctions 1, ¢,(0), ..., ¢, (0).

Considérons la fonction ¢;=¢;(0s, ..., 0,). Comme le systeme
(1, ¢1, ..., ¢p) est linéairement indépendant, ¢; ne peut pas étre
constant, il y a alors nécessairement un indice /; et un vecteur 0, tel
que
Jey

Cly= 24
o d“/l 0:91

# 0.
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Nous introduisons le déterminant

Cilfl ngx
Djw(8]8) = de; dea
b, adb,
Ce déterminant est une fonction des 0, ..., 0, Désignons par
ay=—0Cy; et ay= G}, alors
dey Jey

. 1) — i) 5 s
Djpo(8]81) = o0 gt + 2 5

Comme o, 3£ 0, nous déduisons du lemme 3 que la fonction D;,.(8]6")
ne peut pas éire o identiquement. Il est alors possible de déterminer un
indice j» et un vecteur 6* tel que ‘

ay = Dj,;, (82 [001)) = o.

Nous continuons le raisonnement de cette facon et démontrons inducti-
vement le lemme 2. '

6. Exemples. — La fonction de répartition a la densité
3 — (62 )01 91—1 —ezaj
(b.l) _p(.Z', 01, 62)—-1‘(—015.@ e .

On voit aisément que p(z, 04, 0,) a la forme (4.1.1), avec

po(z) =—Inz, co(By, b2) = Oy Inby—Inl(8;),
(6.2) o(z)= Inu, c(0y, 0,)= 0,
¢2(x) = =, ea(0y, 02) = — 6,

Les conditions (I), (IT), (1II) du théoréme % sont satisfaites et 'on
obtient le résultat :

CoroLraire 1 pu tnrorine 4. — Soit G la famille des fonctions de
répartition (6.1) et soit S une statistique de partition. Pour que S
soit indépendante de la distribution initiale en G, il faut et il sufit
que les composantes

n n
Ti=YX; et To= Y InX;
j=1 =1
de la statistique exhaustive de G aient la régression constante en S.

Désignons par Gy, (resp. par G") la sous-famille de G obtenue en
donnant 8, (resp. 01). On peut alors montrer que la condition pour la
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sous-famille Gy, (resp. G") est que T, (resp. Ty) ait la régression
constante en S. La sous-famille G dépend d’un paramétre d’échelle,
ainsi on peut se servir du théoréme 3 pour construire des staus’uqucs
indépendantes de la distribution initiale en G.

On peut aussi obtenir les théorémes 1 a, 15 et 2 comme corollaires
du théoréme 4.

N
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