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1. Introduction. — Dans un travail récent, entrepris en collaboration
avec Elizabeth L. Scott, nous avons développé une théorie générale de
la répartition spatiale des galaxies, en partant de I'hypothese que cette
répartition peut étre représentée par la combinaison d’une multitude
d’amas semblables dont les centres sont répartis au hasard dans
Iespace. Cette théorie dépend d’une hypothese additionnelle, a
savoir celle d’'un univers statique. Dans la suite, en parlant de cette
publication [1], nous I'appellerons I'article I (*). Dans un travail
ultérieur [2] (article II), en collaboration avec Elizabeth L. Scott et
C. D. Shane, nous avons particularisé la théorie générale de l'article I
en adoptant des formes particulieres pour représenter les fonctions qui
y interviennent. Cette théorie ainsi particularisée a 6té appliquée aux
nombres des images des galaxies identifiées par C. D. Shane et
C. A. Wirtanen [3] sur les photographies prises par ces deux astro-
nomes a I’Observatoire Lick. La magnitude limite dans ces plaques est
a peu pres de 18,3 mag. La région du ciel ainsi étudiée est un rectangle
de 93°>< 46° situé au voisinage du pole galactique nord.

La confrontation de la théorie avec les données d’observation pré-
sentées dans Particle II est basée sur les valeurs des quasi-corrélations
sériales (conception semblable, mais non identique, a celle de corréla-
tions sériales) et 'accord est excellent. Malheureusement, l'estimation
de la constante o, qui caractérise l'espace occupé par un amas de
galaxies typique, dépend des propriétés de la répartition de la magni-

() Les chiffres entre crochets renvoient a la bibliographie & la fin du présent travail.
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tude absolue des galaxies. Gette répartition n’élant pas exactement
connue, l'article Il donne, au lieu d’une estimation unique de o, toute
une série de valeurs de o, situées dans un tres grand intervalle et toutes
compatibles avec les quasi-corré¢lations empiriques.

Dans le troisieéme article [4] de la méme série (article ILI), E. L. Scott,
C. D. Shane et Margaret D. Swanson, ont essayé d’établir une compa-
raison visuelle entre les conclusions de l'article 1I et les données de
I’Observatoire Lick. Dans ce but, les auteurs ont organisé, effectué et
complélé une expérience impressionnante de tirages de boules, en
conformité parfaite avec tous les détails de la théorie, y compris les
hypotheses sur le mécanisme des errcurs commises en comptant les
images des galaxies. Le but de 'expérience était de produire « une
répartition synthétique » des images des galaxies sur une plaque photo-
graphique qui puisse étre comparée visuellement avec celle d’une photo-
graphie réelle. )

Au premier coup d’ceil, les deux répartitions, synthétique et réelle,
paraissent semblables, mais un examen plus minutieux révele une diffé-
rence intéressante : la plaque réelle contient un grand nombre de
petites concentrations locales des images des galaxies qui ne sont pas
visibles sur la plaque synthétique. Plus tard, 'existence de cette diffé-
rence a été confirmée par I'énumération des images des galaxies dans
des carrés de 10'>< 10" sensiblement plus petits que ceux, 1°>< 1°, qui
ont fourni le matériel numérique pour le calcul des quasi-corrélations
et pour 'ajustement des valeurs des parametres. On a trouvé que, pour
obtenir un bon accord entre la théorie et les nombres des images des
galaxies dans les carrés 10’ >< 10" il faut admettre une valeur de o plus
petite que celle résultant de Panalyse des carrés 1°>< 1°.

Ultérieurement le Laboratoire de Statistique de I'Université de Cali-
fornie a eu I'occasion d’étudier un cliché d’une plus grande magnitude
limite. Ce cliché a ét¢ pris par M. A. G. Wilson qui se servait du télé-
scope de Schmidt de 48 pouces de I'Observatoire du Mont Palomar.
M. Wilson a fait une énumération des images des galaxies dans des
petits carrés 536" >< 5'36" et a eu 'obligecance de nous communiquer
ses résultats. Le Laboratoire de Statistique lui en est bien reconnais-
sant. La magnitude limite de la plaque de M. Wilson est a peu
prés 19,6 mag.

Quoique I'analyse des données de M. Wilson soit encore en progrés
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et que le volume de ses données soit plutot inférieur a celui de I'Obser-
vatoire Lick (1 cliché contre environ 100), il est malgré tout intéressant
de constater que les chiffres de M. Wilson indiquent des condensations
a petite échelle des images des galaxies, encore plus fortes que celles
que l'on a constaté en analysant les carrés 10'>< 10’ sur les plaques de
I'Observatoire Lick. En effet, I'estimation provisoire de o oblenue en
partant de I’énumération de M. Wilson semble étre encore plus petite
que celle suggérée par les calculs de I'article III.

La théorie implique que la variabilit¢ d’une plaque photographique a
une autre doit étre trés grande el notre expérience, quirésulte de ’analyse
des plaques de 'Observatoire Lick confirme cette conclusion. Donc il
est bien possible que les différences entre les valeurs progressivement
"décroissantes de ¢ obtenues dans les trois cas [c’est-a-dire en partant
des énumérations des images des galaxies sur les plaques de 1'Obser-
vatoire Lick, d’abord dans des carrés 1°><1°, ensuite dans des
carrés 10 >< 10’ et, enfin, dans des carrés 5'36" >< 5'36” (énumération de
M. Wilson)] soient entitrement dues au hasard. Cependant il est
également possible que cette tendance soit due a une cause plus pro-
fonde et, notamment, qu’elle reflete le phénomene de 'expansion de
l'univers. Sans entrer dans les détails, on peut dire que 'hypothese
suivant laquelle les amas de galaxies s’éloignent de I'observateur avec
des vitesses croissant proportionnellement aux distances, conduit a la
conclusion que sur les clichés correspondant a un tel univers en expan-
sion on doit constater un exceés d’images des amas lointains (donc, un
exces d’amas de petites dimensions angulaires), par rapport a ce qu’on
devrait voir dans le cas d’un univers stationnaire. On voit intuitivement
que ce phénomene expliquerait les concentrations locales des images
des galaxies qu’on constate en analysant les nombres de ces images dans
les petits carrés. Il parait également probable que le méme phénomene
expliquerait I'intensification de cet effet sur les plaques prises aux plus
grandes magnitudes limites. En d’autres termes, il semble probable
qu'une généralisation de la théorie de 'article I admettant la possibilité
que les amas de galaxies s’éloignent de I'observateur nous ménerait aux
conclusions conformes aux tendances remarquées dans les données
disponibles.

En conformité avec ces idées, la premiere partie du présent travail
esl consacrée 4 une généralisation de la théorie de larticle I. Cette
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généralisation admet la possibilité de 'expansion de 'univers. Les for-
mules de la théorie généralisée se réduisent a celles de I'article I lorsque
les deux fonctions, que nous introduisons pour caractériser la récession
et Pexpansion des amas, sont remplacées par zéro.

Une remarque dans l'article II signale une erreur dans la démons-
tration du résultat principal de l'article I, résultat qui est cependant
correct. La démonstration de la formule fondamentale du présent
Ouvrage corrige donc lerreur de la démonstration donnée dans
Particle 1.

Nous espérons que les calculs numériques basés sur les formules de
la premiere partie du présent travail et la comparaison des résultats
avec les donndées empiriques contribueront a la solution du passionnant
probléme de savoir si 'univers est en expansion ou non. On sait que la
méthode statistique employée jusqu’ici pour traiter ce probleme repose
sur la relation entre le nombre moyen des images des galaxies par degré
carré et la magnitude limite d’une plaque photographique. Malheureu-
sement, la magnitude limite d’une plaque prise avec des instruments
donnés dépend des conditions atmosphériques et est difficile & mesurer.
C’est peut-étre pour cctle raison que les résultats d’application de la
méthode des moyennes ne sont pas décisifs. La méthode d’étude empi-
rique dérivant des résultats de la premiére partie du présent Ouvrage
est basée sur un autre aspect des observations, & savoir, sur ce que
M. Zwicky [5] appelle « morphologie non-dimensionnelle » de la répar-
tition des images des galaxies. Donc, elle fournit une possibilité nouvelle
d’utiliser les résultats d’observation déja accumulés.

La deuxieme partie du présent Ouvrage donne certaines formules qui
peuvent conduire a une caractérisation de I'image sommaire de la répar-
tition des galaxies dans ’espace. La question principale que ces formules
peuvent aider a résoudre est celle du role de 'amas. Une des possibilités
est la suivante : en général, les amas de galaxies sont des assemblages
compacts, séparés les uns des autres par des espaces vides, se prétant
aux études dynamiques comme des systémes isolés. L’autre possibilité
extréme est celle qui consiste a considérer un amas isolé comme une
pure fiction; en réalité nous étudions un champ continu de galaxies
avec de nombreuses condensations locales, qu’on interpréete comme
« amas ».

D’aprés M. Couderc [6], les astronomes contemporains sont disposés
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& croire que « l'espace est pavé d’amas de galaxies... ». Une image
pareille est suggérée par M. Zwicky [7] qui parle des amas de galaxies
« remplissant I'espace comme une mousse de bulles de savon ». Ces
descriptions pittoresques, et d’autres du méme genre, refletent des
impressions qualitatives plutot que les résultats d’une analyse numé-
rique. Il parait intéressant de fournir les moyens théoriques d’une telle
analyse, avec une possibilité que, en fin de compte, les amas paraitront
comparables 4 une grande multitude de ballons lichés un jour de féte.

Pour distinguer entrc ces deux possibilités extrémes ou bien pour
en choisir une intermédiaire, il ne suffit pas d’avoir des formules
théoriques. Il faut, naturellement, des estimations aussi exactes que
possible des divers paramétres qui interviennent dans le modele général.
En nous servant des estimations provisoires de I'article II, nous avons
publié, en collaboration avec Elizabeth L. Scott [8], quelques valeurs
numériques des probabilités déduites dans la deuxieme partie du
présent travail. On en trouvera ici une série plus complete. La
conclusion générale suggérée par ces chiffres, est que, si la plus
grande valeur de o, indiquée dans l'article II, est correcte, I'idée d’un
amas 1solé ne peut étre qu'un mythe. Si la scconde valeur de o plus
petite que la premiere, suggérée par Particle IlI, est correcte, alors un
amas isolé joue un rdle important dans 'image générale de la répartition
des galaxies dans I'espace. Enfin, par extrapolation, si la valeur de o est
encore plus petite, comme le suggére la plaque de M. Wilson, alors le
role des amas isolés est prédominant. Une réponse définitive a cette
question ne peut étre obtenue qu’a la suite d’une analyse plus fine des
données empiriques. La théoric de la premitre partie du présent

Ouvrage, admettant la possibilité de I'univers en expansion, peut aider
a cette analyse.

PREMIERE PARTIE.

REPARTITION SIMULTANEE DES NOMBRES DES IMAGES
DES GALAXIES DANS DEUX REGIONS D’UN CLICHE.

2. Postulats fondamentaux concernant la répartition des galaxies
dans I'espace. — Ces postulats sont les mémes que ceux de larticle L.
Nous les reproduisons, a peu prés sous la méme forme, sauf en ce qui
concerne la mention explicite du réle du temps :
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(1) Les galaxies ne se présentent qu’en amas.

(i1) A chaque instant T et a chaque ensemble R mesurable-B dans
I'espace (nous ne considérons .que les ensembles mesurables-B), il
correspond une variable aléatoire v(R, T) représentant le nombre des
centres d’amas qui au moment T sont situés en R. Pour T fixe la répar-
tition de y(R, T) ne dépend que de la mesure de R, soit V(R)=V.
Si Ry, Re, ..., Ry, ..., esl une suite finie ou dénombrable d’ensembles
disjoints, alors les variables aléatoires y(Ry, T), y(Re, T), ...,
v(Bn, T), ..., correspondant a ces ensembles el au méme instant T,
sont indépendantes. Si P'univers est stationnaire, alors la répartition
de v(R, T) ne dépend pas de T. Dans le cas contraire, elle est une
fonction non-constante de T.

Désignons par Gy(¢|V)=E[¢®"] la fonction génératrice des pro-
babilités de y(R, T). Dans I'article I nous avons signalé que la loi de
probabilité de v(R, T) appartient & la classe des lois indéfiniment divi-
sibles de M. Paul Lévy, et que, si la mesure V(R) =V est finie,

(1) Gy (1] V) = eV,

avec

(2) /z(t):—lzo+211kt“,
k=1

ou hp>>o et hy>xo0pour k=1, 2, ..., et ol

(3) Eh,kzlzg.
k=1

Réciproquement, toute répartition définie par (1), (2) et (3), avec
les A, non-négalifs, satisfait aux conditions imposées sur y(R, T). On
démontre ces faits directement quoiqu’on puisse les considérer comme
des conséquences faciles a déduire de certains travaux antérieurs.
M. Brockway McMillan a bien voulu attirer mon attention sur le fait
qu’on peut les déduire des résultats de M. Norbert Wiener [9] et je lui
en suis bien reconnaissant.

(i11) Soit Ry un ensemble de mesure positive et finie, et soit R, un
sous-ensemble de R;. Soit a4, @,, ..., a, une combinaison arbitraire
de m > 1 nombres choisis parmi 1, 2, ..., n > m. Considérons le cas ou
I'on sait que R, contient exactement n centres d’amas, soient ¢y, Co, ..., Cp.
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Nous supposons que la probabilité conditionnelle pour que R, contienne
les m amas c,,, ¢4, - . ., Cq,, €t pas d’autres, ne dépende pas de la combi-
naison particuliére @y, ..., @n, mais seulement des nombres m, n et,
naturellement, des mesures de R, et de R..

(iv) Le nombre v des galaxies appartenant 4 un amas donné est une
variable aléatoire non-négative. Cette variable v est indépendante de
toute autre variable aléatoire qui intervient dans le schéma, et sa répar-
tition est la méme pour tous les amas.

(v) Considérons un systéme de coordonnées rectangulaires ayant son
origine au point ou se trouve l'observateur. Désignons par u,, ua, u;
les coordonnées d’un point ou se trouve le centre d’un amas particulier
au moment T. Désignons aussi par X,, X,, X; les coordonnées au méme
moment T d’une galaxie appartenant a cet amas. Nous supposons
que Xy, X,, X; sont des variables aléatoires avec une densité de proba-
bilité conditionnelle que nous désignons par f* (11, n2, 13, les uy, wa, uy
étant donnés. Nous supposons de plus que cette densité est une fonction
continue des arguments n;= x;— u;,({ =1, 2, 3), ol z; représente une
variable réelle, valeur particuliere de X;. Enfin, nous supposons que,
les positions de tous les centres d’amas étant fixés, les triplets des
coordonnées de toutes les galaxies sont indépendants les uns des autres

et sont aussi indépendants de toutes les autres variables aléatoires du
schéma.

Remargue. — Dans les articles antérieurs on a supposé que la fonc-
tion f* ne dépendait que de la distance

(4) n={ni+ni+mni >

Cependant cette restriction n’est d’aucune utilité.

Les cinq postulats ci-dessus déterminent la structure générale de la
répartition spatiale des galaxies & un moment donné T. Pour obtenir
un modele spécial, il suffit de particulariser les lois de probabilité
de y(R, T), de v et celle de X;, X, X;. Un des résultats généraux de
Particle I est que, tant qu’on n’impose aucune restriction sur la répar-
tition de v, on ne restreint pas la généralité du modele en supposant
que v(R, T) est une variable de Poisson, de sorte que

) Gy(e] V) = e,

ot A désigne le nombre moyen des centres d’amas par unité de volume.
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Les trois répartitions dont nous avons parlé ne sont pas directement
observables. Le probléme central de la théorie consiste & établir une
relation entre ces répartitions non-observables et la répartition des
images des galaxies observable sur un cliché photographique. Pour
résoudre ce probleéme dans le cas de 'univers stationnaire il nous a été
nécessaire d’accepler le postulat supplémentaire que voici :

(vi) Etant donné une galaxie de coordonnées z,, z,, z; fixes et étant
donné un nombre m, il existe une probabilité¢ conditionnelle 0(£, m)
pour que la magnitude apparente de cette galaxie soit plus petite que m.
Cetle probabilité 8(&, m) ne dépend que du nombre m et de la distance

7z

(6) E={a

+
+
o

i
a2

entre la galaxie et l'observateur. Si m est la magnitude limite d’un
cliché et si la magnitude apparente d’une galaxie est plus petite que m,
I'image de cette galaxie apparaitra sur le cliché. Dans ce cas, il nous
sera commode de dire que la galaxie est « visible » sur le cliché. On
postule encore que, si une galaxie est visible, elle est visible dans la
direction déterminée par les coordonnées zy, s, #;. Enfin, on postule
que, lorsque les distances &y, £, ..., £, de s galaxies arbitraires sont
déterminées, la « visibilité » d’une quelconque de ces galaxies est indé-
pendante de celles des autres. Cette derniére hypothése implique que
nous négligeons la possibilité des nuages absorbants qui pourraient
angmenter a la fois les magnitudes de plusieurs galaxies voisines.

Le résultat principal de I'article I est la fonction génératrice des
‘probabilités Gy, n, (21, t2) de deux variables aléatoires N, et N, définies
comme suit.

Soient w, et w, deux angles solides arbitraires, ayant leurs sommets
au point ou se trouve l'observateur. Supposons qu’on prenne deux
clichés aux magnitudes limites m, et my. Le ™ cliché est pris de
maniére qu’il contienne la projection de I'angle solide w;. Cette pro-
jection de o; sur le 7*™° cliché sera désignée par le méme symbole w;.
Alors, par définition, la variable aléatoire N; est le nombre des galaxies
« visibles » dans w;({ =1, 2). La formule publiée dans l'article I, repré-
sente la fonction Gy, y, (41, Z2) comme une fonctionnelle dépendant des
fonctions arbitraires Gy (¢), f* et 0(%, m). L’article II donne une spécia-
lisation du modele général obtenue en supposant que la variable v
posséde un certain nombre de moments finis et suit peut-étre une

INSTITUT HENRI POINCARE., — XIv, 1. 14
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loi binomiale négative. Aussi, dans l'article II a-t-on admis que les
variables 7, 12, n; sont indépendantes et suivent la méme loi de proba-
bilité normale, avec I'espérance mathématique zéro et avec une variance
inconnue o2. Enfin, on a supposé que la fonction 0(f, m) a la
forme indiquée par les résultats des recherches de Hubble et de
M. Humason [10], [11]. Premigrement, I'article IT admet que la magni-
tude absolue M d’une galaxie est une variable aléatoire normale avec
une espérance mathématique M, el une variance oy. Deuxieémement, on
a admis que la magnitude apparente m d’une galaxie, sa magnitude
absolue M et sa distance £ sont liées par la formule

(7) m=M—=>5+51ogt+5,19.107E,

ou le dernier terme représente le phénomene de « déplacement vers le
rouge » (« red shift ») et la distance § est mesurée en parsecs. Le dépla-
cement vers le rouge est traité comme un phénomene établi empiri-
quement, sans aucune interprétation physique.

Il est clair que, si I'on prend garde de n’appliquer les postulats (1)
a (v) qu’aux positions simultanées des galaxies & un moment déter-
miné T, ces postulats ne contiendront rien de contradictoire a I'hypo-
thése que l'univers est en expansion. Au contraire, le postulat (vi)
dépend de I'hypothese que l'univers est stationnaire et, si Pon veut
construire une théorie pouvant s’appliquer a 'univers en expansion aussi
bien qu’a 'univers stationnaire, il doit étre remplacé par un postulat
plus général. Pour formuler ce postulat nouveau, nous commencgons par
une analyse des conséquences de I'’hypothese de I'expansion de I'univers
sur la « visibilité » des galaxies sur des clichés photographiques. Clest
ce que nous faisons dans le chapitre suivant en supposant toujours un
espace euclidien et en admettant la mécanique newtonienne.

3. Postulat (vii) qui établit la relation entre la répartition des galaxies
dans un univers en expansion et la répartition des images de ces galaxies
sur une plaque photographique. — Suivant les idées contemporaines
sur Pexpansion de l'univers, nous postulons que le centre d’'un amas
arbitraire de galaxies s’éloigne de 'observateur avec une vilesse propor-
tionnelle a sa distance. On a donc

(8) %:U[(T)/ﬁ(‘t) (i=17 2, 3)’
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ou 7 désigne le temps et %, (7) est un coefficient de proportionnalité
non-négatif, qui peut dépendre du temps, mais est le méme pour tous
les amas de galaxies.

Les formules (8) entrainent

(9) ' wi(7) = w;( o), (=),
ou
(10) H,(_—.):ex]){'.[‘hj(x)dx;

est une fonction non-décroissante de 7. L’origine donl on mesure 7 étant
arbitraire, nous la placerons dans « le présent », ¢’est-a-dire au moment
ot on prend une photographie du ciel. Les répartitions considérées
dans les postulats (i1), (iii) et (iv) s’appliqueront a cette époque parti-
culiere, « le présent ».

En plus du postulat ci-dessus, concernant le phénomeéne de récession
des amas de galaxies, nous adopterons un postulat semblable concernant
I'expansion des amas. Soit zi(7), #2(7), x3(7) les coordonnées au
temps 7 d’une galaxie particuliére appartenant a un amas dont le centre
posseéde les coordonnées ¢, (1), us(7), u;(r). Nous admettons que ces
fonctions de temps sont liées par les équations

() G Letm) — =) = () — (D] ha(5) (P=1,2,3),

ot /iy(7) est un coefficient de proportionnalité non-négatif, qui peut
dépendre de temps, mais qui est le méme pour toutes les galaxies et
pour tous les amas. On a

(12) riz)=u;(=)+ [x;(0) — u;(0)]| Hy(7)
= 2:i(0) Hy(7) + wi(0) [ Hi (=)

Hﬁ(-"ﬂa

ot Hy(7) est lie a Ao (t) par une formule analogue a (r0).

On voit que si &, (t) = hs(7) = 0, Punivers est stationnaire. Dans le
cas contraire, il y a expansion.

Si hy(t)=/la(t) >0, nous dirons que la loi de I'expansion de
I'univers et des amas est la méme. Si %, (r) = hs(7) = 2 = const., nous
parlerons d’expansion « uniforme ».

Les formules (12) impliquent que les coordonnées x;(r) d’une galaxie
déterminée sont des fonctions certaines du temps = qui dépendent des
coordonnées au temps zéro de cette méme galaxie et de celles du centre
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d’amas correspondant. Il s’ensuit que le caractére aléatoire des
coordonnées x;(t) d’une galaxie au temps arbitraire t se raméne au
caractére aléatoire des coordonnées au temps t=o0 de cettc méme
galaxie et du centre d’amas auquel cette galaxie appartient.

Jusqu’a présent nous n’avons considéré que les coordonnées pré-
sentes d’une galaxie (c’est-a-dire celles correspondant & 7=0) et
les coordonnées de cette galaxie & un moment arbitraire v. Il nous
faudra considérer maintenant les coordonnées d’une galaxie que nous
appellerons les coordonnées apparentes et que nous désignerons
par yi, a2, ys. Désignons par —<7" le moment dans le passé ot une
galaxie déterminée a émis la lumiére qui arrive a l'observateur au
moment 7= o. La coordonnée apparente y; de cette galaxie est définie
par yi=xi(—7")({ =1, 2, 3). En d’autres termes, les coordonnées
apparentes d’'une galaxie sont les coordonnées de la position occupée
par cette galaxie au moment —<7*, ot la lumiere enregisirée par la
plaque photographique a é1é émise par la galaxie.

La relation entre les coordonnées apparentes et les coordonnées
présentes d’une galaxie est bien simple. Soit ¢ la vitesse de la
lumigre. Le temps nécessaire pour que le signal lumineux émis au
point (1, s, ¥3) arrive a I'observateur, soit 7*, est donné par

1=~

K

(a2 9 9
(13) e zyl"‘.}/cz""'}/:f}

Donc, d’apres les formules (11),

1) mim o) = B (im0, 3y,

ou, pour abréger les formules,
ui=u;(0) et H;=H;(—=") (j=1,2).
Pour compléter la généralisation de la théorie de Particle I au cas ou
I’'univers peut étre en expansion, remarquons que, quelle que soit la

fonction 0(%, m) postulée dans (vi), la distance « présente » £ qui y
intervient doit étre remplacée par la distance « apparente », soit

1
(15) ’ E={yi+ri+oin
Nous arrivons donc a la formule suivante du postulat (vii) :

(vii) Etant donnée une galaxie qui, au moment ot Pon fait une
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photographie du ciel, posséde les coordonnées z., x,, z; et, étant
donnée la magnitude limite m de la plaque, il existe une probabilité
conditionnelle 0(£*, m) pour que cette galaxie soit visible. Celte proba-
bilit¢ ne dépend que de m et de la distance apparente de la galaxie
déterminée par (15), (14) et (13). De plus, si une galaxie est visible,
elle 'est dans la direction de sa position apparente, au point ()1, ¥, ¥s)-
Enfin, étant donné les distances apparentes £}, £;, ..., £ de huit
galaxies différentes, les « visibilités » de ces galaxies sont indépen-
dantes.

Désormais, la distance présente £ d’une galaxie définie par la for-
mule (6), n’interviendra plus dans nos raisonnements. Au lieu de £ nous
aurons constamment & considérer la distance apparente £ définic
par (15). Donc, pour simplifier les formules, 'astérisque utilisé dans la
formule (15) sera abandonné et la distance apparente d’une galaxie sera
désignée simplement par £.

4. Densité de probabilité conditionnelle des coordonnées apparentes
d’une galaxie. — Partant de la densité conditionnelle f* des coordon-
nées présentes X;, X,, X; d’une galaxie qui appartient & un amas dont
le centre posseéde les coordonnées présentes wi, us, u;, calculons la
densité conditionnelle, soit f(y1, y2, 3} U1, Us2, us), des coordonnées
apparentes Yy, Yo, Y, de la méme galaxie.

Les valeurs particulieres 3, ys, ¥3 des Yi, Ys, Yy sont lides aux
valeurs particulieres x,, 2, z; de X4, Xy, X3 par les formules (14).
Suivant la méthode bien connue, pour obtenir f(y1, ya, ¥3; w1, us, us),
on substitue dans f* a la place des #; leurs expressions en fonctions
des y; et I'on multiplie le résultat par la valeur absolue du jacobien de
la transformation. A cause de la forme spéciale de la fonction f*, on a

e F= 0 2o 753 0 ey 1) = [ (agy 0y 1) |,
ou |

<I7) Ni= Xi— lll‘:‘l'—i:i;:“llﬁ

et

: 3
d(zy, 22, 3) I H, H' H.— H,H),
8 =B I LT RPN VE el LT L
) s, ym ) M) CH2E+ cHy Zulyl

i=1
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Dans les formules (17) et (18) Pargument des fonctions H; et de leurs
dérivées H} (j =1, ») est égal & — °, ou £ est définic par (15).

Les formules (16), (17) et (18) peuvent élre utiles dans le cas ou
quelque théorie physique suggérerait les formes spéciales des fonctions
H, () et Hy (7). En I'absence de telles théories, ou devra probablement
s’appuyer sur les résultats empiriques de Hubble et de M. Humasson, a
savoir que, pour les valeurs de = entre zéro et, environ 500 millions
d’années dans le passé, la valeur de /;(7) est a peu pres constante.
Donc, si 'on veut confronter la théorie avec les observations, il faudra
probablement poser %, () = &* = const. de Hubble et adopter, en outre,
une hypothese convenable concernant la fonction Hs (7). L’hypothese la

plus simple est que
H](T) = Hg(?).

11 existe une autre hypothese simplificatrice qn’il faudra probablement
adopter lorsqu’on travaille empiriquement. Elle concerne la densité de
probabilité f*. Au lieu d’admettre, comme on a fait plus haut, que cette
fonction dépend de trois arguments 7y, n2, n3, on pourrait se limiter

robablement au cas ou il n’existe qu'un seul argument, so1
babl ta u il n’existe qu’ 1 arg t, soit
1
= (ni+n3+13)?,

la distance entre la galaxie et le centre de 'amas auquel elle appartient.

En admettant ces trois hypotheses simplificatrices, on tire des
formules (14)

(19) wi_—_]'iggi (i=1, 2, 3),

*

ou, pour abréger, on a posé g = ~

- La formule (18) se réduit a
Cc

(20) J = e388(1 + gk).

Dans ce qui suit on aura besoin de la formule représentant
la probabilité conditionnelle, soit p(w|u), pour qu'une galaxie
déterminée appartenant a4 un amas dont le centre a la position
présente w = (Ui, U2, us), soit visible dans un domaine » d’une plaque

photographique & magnitude limite m. En désignant par la méme letire
o 'angle solide déterminé par le domaine w, on trouve aisément

(21) p(m|u)=ﬁ6(§, m) fdydys dys,
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ou, avec U'hypothese Ay (7) = ho(z) =17,

(22) plw|w) =ﬂ 0(E, m) f*(yresci— uy, yrest— uy, yye85— uy)
w

> e388( 1+ gE)dyy, dys dys.

5. Formule fondamentale. — Dans ce chapitre nous déduirons une
formule, appelée formule fondamentale, qui donne la fonction génératrice
simultanée de deux variables aléatoires enticres N; et N, se rattachant
a deux ensembles arbitraires w; et s dans 'espace. La définition de ces
variables N, et N, est un peu artificielle et, au premier coup d’ceil, son
intérét peut ne pas apparaitre clairement. Cette définition a é1¢ inventée
pour généraliser trois problemes qui n’ont rien en commun en apparence.
Néanmoins, au moyen de quelques spécialisations simples, la formule
fondamentale donne les réponses aux questions posées par lous ces
problemes. L’un des problemes en question est traité dans le paragraphe 7,
les deux autres dans le paragraphe 15.

Soient w; et ws deux ensembles tout a fait arbitraires mesurables dans
I'espace, disjoints ou non. Considérons un amas de galaxies G et
désignons par v(C) le nombre des galaxies qui lui appartiennent. Nous
allons nous intéresser a celles des galaxies de 'amas G dont les positions
apparentes appartiennent soit 4 o, soit aw,. Ultérieurement, nous aurons
aussi 4 nous intéresser A celles des galaxies de 'amas C dont les positions
présentes appartiennent d @y ou & w.. Il est clair que la réponse a cette
derniere question peut éire obtenue de celle qui répond a la premiere,
en substituant %, (t) = /1o (t) = 0. Pour cetle raison nous nous occuperons
des positions apparentes des galaxies.

Pour =1, 2, désignons par v;(C) le nombre de galaxies de I'amas G,
dont les positions apparentes sont dans ;. Nous dirons que ces galaxies
sont dans w; « en apparence » ou qu’elles « paraissent » étre dans ;.

Imaginons maintenant que pour chaque galaxie de 'amas C qui parait
étre dans w;, donc telle que sa position apparente (¥4, ¥s, ¥s) € »;, on
fasse une épreuve au hasard avec une probabilité de « succés »
07 (¥1, 25 ¥3) =10, quiestune fonction mesurable de y4, y», ). Sipour
une galaxie donnée cette épreuve donne le succes, alors cette galaxie
sera appelée une « galaxie choisie dans w;» (=1, 2). Postulons encore que
pour toute galaxie de Pamas C dont la position apparente appartient a
la partie commune de o, et w,, donc telle que (¥, 2, ¥3) € wima, il
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existe une fonction mesurable o(y1, ¥2, ¥:) =p de ses coordonnées
apparentes, telle que le produit 670} p représente la probabilité composée
pour que cette galaxie soit une galaxie choisie simultanément dans w,
et dans w,. On voit qu’a partir de 07, 0] et p on peut calculer la probabilité
pour qu’une galaxie soit une galaxie choisie dans w, mais pas dans ., etc.

Postulons enfin que, lorsque les positions apparentes de plusieurs
galaxies de I'amas C sont détermindées, les épreuves correspondantes a
ces galaxies sont indépendantes.

Désignons par n;(C) le nombre de galaxies de 'amas C qui sont les
galaxies choisies dans w;, pour ¢=1, 2. Soit encore N(ry, ry) une
fonction arbitraire mais déterminée de deux arguments ry et ry, définie
pour les valeurs enti¢res non-négatives de ces arguments, et capable elle-
méme de ne prendre que des valeurs entitres non-négalives. Enfin,
soit Ny= N[ n;(C), v(G)] pour i =1, 2.

Avec ces conventions préalables, les deux variables Ny et Ns sont définies
par les égalités '

(23) Ne= ¥ Ni(C) =¥ N[a(C), v(C)] (=1, 2),

ou la sommation s’étend a tous les amas dans P'espace.

Le probleme central du présent chapitre est de déduire la fonction
génératrice simultanée de deux variables Ny, N, ainsi définies. Nous
commencons par trois remarques préliminaires.

Remarquons d’abord que les postulats adoptés impliquent que, lorsque
les positions présentes de plusieurs centres d’amas, soient Cy, Cs, ...,
sont déterminées, les triplets de variables aléatoires [n4(Cy), ns(Cy), v(Ci)]
pour n=r1, 2, ..., sont indépendants. Il en résulte que les couples de
variables aléatoires { Ni(Gx), No(Cy)}, correspondants a différentes
valeurs de k&, sont aussi indépendants.

La deuxieme remarque évidente est que, si 'on connait la fonction
génératrice simultanée des trois variables n,(Cy), n2(GCi) et v(Cy),
soit G, ¢ nucy, v (L15 Lay t3), la fonction génératrice simultanée du couple
{N1(Cr), N2(Cr)} pourra étre obtenue par une simple opération que
nous appellerons 'opération de réduction. Pour effectuer cette opération
on n'a qu'a développer G, ) nyc,v (%1, ta2, £;) en série de puissances de ¢y,
Zs, ty et ay remplacer tout produit £ ¢ 2 par le produit ¢ 7) e,
Il sera commode d’avoir un symbole spécial pour désigner cette opération
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de réduction et nous écrirons
(24) Gy, myi0) (1, £ = *Gnyic), mafc), v (1, B2, 83)

La troisitme remarque préliminaire consiste a observer que les
variables N, et N, définies par (23) peuvent étre considérées comme
des limites de certaines autres variables, soient M;(A) et Ms(A),
définies pour tout A > o. Désignons par R(A) un cube défini par les
trois inégalités | ;| << A, (f =1, 2, 3). Alors, par définition, M;(A) est
la somme des nombres N;(C) qui correspondent aux amas G dont les
centres ont leurs positions présentes dans le cube R(A). Evidemment

(25) N;= lim M;(A) (i=1, 2).
A>»

Nous allons suivre maintenant les lignes générales des raisonnements
de Particle I. Soit s >1 un entier qui est un cube parfait. Divisons le
cube R(A) en s cubes égaux Ry; (=1, 2, ..., s) et distribuons les

points aux frontieres de fagcon que les R;; soient disjoints. Désignons

3 8A3 . .
par A7= — le volume de chacun des R,;. Désignons aussi par M;,; la

contribution a M;(A) des amas dont les centres ont leurs positions
présentes dans R pour £ =1, 2. Alors, pour tout s,

s
(26) Mi(A)=2Mi5i (i=1,2).
j=1
Remarquons que les couples { My,;, My, }, correspondants aux valeurs
de j=1, 2, ..., s, sont indépendantes et que, par conséquent,

s
(27) Gy, ) (215 22) =| IGMN,-, M (41, £2)-
j=1
Pour calculer (27) il nous faut une expression pour la fonction géné-
ratrice simultanée des variables My,; et Ma,; qui correspondent au j*m°
cube R;;. Pour simplifier les formules, écrivons y; au lieu de v(R;;, 0);
vj est donc le nombre des centres d’amas qui au moment ou l'on prend
la photographie du ciel se trouvent dans Ry;. On a évidemment

(28) GMuj, Maj(61, £2) = E { Bl sy

=Ply=of+ PP lyy=d| B || y=d,
d=1
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ou Pespérance mathématique dans le second membre de la deuxieme
ligne est une espérance mathématique conditionnelle, étant donné que y;
est égale a d.

Admections que v, ait une valeur déterminée d > o. Désignons par m,
une combinaison arbitraire des posiliéns de d centres d’amas situés
dans R,;. Soit aussi F la fonction de probabilité simultanée de 3 d coor-
données de ces d points, conditionnée par la donnée y;= d. Enfin soit
E{&witd=i|(vj=d), ma} espérance mathématique conditionnelle du
produit indiqué, étant donné que v;=d et que les d centres d’amas
dans R, ont les positions 7. On aura alors ‘

(29) Evoujtllej|y;=d = [ E{sitdesi|(v;=d)rq|dF,
Ry;

Désignons par Gy, Cs, ..., G4 les d centres d’amas situés dans Ry; et
supposons que leurs positions 7 soient déterminées. Sous cette condition,
les contributions N, (Cy) et No(Cy), respectivement, a My,; et Ma; sont
des couples aléatoires indépendants les uns des autres. Donc

d
(30) B oo 8l | (vj=d), 7a | =IIGN1(<:k1,Ngwk‘v(tn &)
A:/
D’apres la formule (24), on a

(31) Gryep Naicp (21, 12) ="Guucp, nycpw (1 tay t).

A cause de la continuité postulée de la fonction f*, le second membre
de (31) est une fonction continue des coordonnées, soient wix, Uss, Uy,
du centre C;. Donc le cube Ry, ou sa frontiére, doit contenir deux points,
soient G et G’ ou la fonction (31) atteint respectivement son minimum
et son maximum. Les formules (30) et (29) impliquent alors

(32) UGuen nen, v (Bay Loy 1) 12 K Ol e | yj = ol |

MG, noen, v (B, Ea, 83) 14

et la formule (28) entraine

(33) Gy {*Guyery, msten, v (1, Loy 83) [ AT | = Gy, (85 £2)
22 Gy { *Gayem), maten, v (85 825 €3) [ A 1.

A cause de la continuité de toutes les fonctions qui interviennent, la
formule (33) implique que le cube R,;, ou sa frontiere, doit contenir
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un point I';, tel que

(34) GM“’., Mﬂ:j(t17 t2) = G‘,’: *C'/lt(rﬂ, lls(r,'l\"(tl, 29 til) | A;’ :
exp { A} h[*Gﬂn(F,’\, Vlg(rﬁ,\'(ti) ta, 43)] },

en vertu de la formule (1). En substituant ce résultat dans la formule (27)
et en passant a la limite lorsque s augmente indéfiniment, on obtient

(35)  log Gua), mny (61, 22) = Hf R Gy, ny), v (L1 2y t3) dus dus dus,
R5 N

ou I' est un point arbitraire ayant les coordonnées u Us, Uy, Un autre
L] ’
passage ala limite, avec A——>OO, donne

(36)  log Gy, x,(t1, ) = L// R[*GpyDy, ny D), v (L1y bay 13)] duy dus dues.

—=%

A cause des propriétés de la fonction(2), si I'intégrale (36) diverge,
elle divergera vers — c. Dans ce cas, la probabilité pour que N; ou N,
possédent une valeur infinie est égale a 'unité. .

Il nous reste a calculer la fonction génératrice simultanée des Lrois
variables aléatoires 74 (T), ns(T') et v(I'), ot T est un centre d’amas a
coordonnées présentes uy, us, u; que nous supposerons fixées. wy, ua,
u; étant données, désignons par py, pa, p; respectivement les probabilités
conditionnelles, pour qu’une galaxie de I’amas de centre I' soit une
galaxie choisie dans w; mais pas dans w,, pour qu’elle soit une galaxie
choisie dans w, mais pas dans @, et pour qu’elle soit une galaxie choisie
w; et dans ws simultanément. Avec une notation évidente, on a

(37) Pi=pi(, ws; uy) = W SOl dyrdys dyy
w0,
-+ S (1 —e03) dys dy dys,
R 4 W,
(38) p2=pa(uy, wy; uy) = ﬂ SO dyy dys dys
We—tn, Wy

+W 03 (1 — 01) dys dys dya,
iy,

(39) Pi=ps(y, us, uy) = /ﬂ“ f0105pdys dys dys,

Wi,
ou f est définie par la formule (16). Au moyen des probabilités p,, p,,
P, un raisonnement élémentaire donne

(40) Gy Ty, ng(1), v (21, Eoy 83) = Gyl [1—pr(1— &) — ps(1— L) — ps(1— 1 82)] L3}
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En substituant ce résultat dans la formule (36), on obtient

(41) log Gy, (81, t2)

=ﬂ B {* G [(1 — pa (X — 13) — pa(t — ) — py(x— t18)) ta]} duey g e

qui est la formule fondamentale cherchée. Dans le paragraphe suivant
nous lui donnons une forme (44) équivalente mais plus simple.

6. Répartition simultanée des nombres de galaxies comprises « en
apparence » dans deux régions arbitraires. — Dans ce paragraphe nous
considérons la premiere spécialisation de la formule fondamentale (41).
Celte spécialisation est obtenue au moyen d’une définition des fonctions
N(ri, ra), 07, 07 et p telle que les symboles Ny et N, définis par (23)
représententles nombres totaux des galaxies dontles positions apparentes
tombent dans des régions arbitraires fixes o, et ws dans P'espace. Il est
évident que, pour obtenir ce résultat, on n’a qu’a poser

N(ry, re)=r, .et 0f=0=p=1.
L’opération de réduction correspondante donne

(42) *Gyf[1—pi(1—t1) — pa(1— o) — p3(1— t18:)]23
=Gy{1—pi(1— 1) — p2(1— &) — pa(1—ta8s) },

et 1l en résulte

(43) log Gy, ~.(t1, t2)

]

= ﬁ G [1—pi(1— ) — pa(1—ts) — ps(1—t112)]} duy dus dus.

Cette formule est valable indépendamment des fonctions £, (7) et /s (7)
qui caractérisent le phénomene de 'expansion de I'univers. Donc elle est
aussi valable lorsqu’on substitue /£, () = A2 (7) = 0, cas dans lequel les
symboles N, et Ns représentent les nombres de galaxies dontles positions
présentes tombent respectivement dans ,; et »,. En d’autres termes
avec les substitutions indiquées, la formule (43) représente la répartition
présente des galaxies dans des régions arbitraires o, et w,, la plus générale
impliquée par nos postulats.

En répétant les raisonnements de l'article I, il est ais¢ de démontrer
que, si 'on n’impose aucune restriction sur la fonction G,(¢), on ne

restreindra pas la généralité de la répartition en supposant que les
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variables v(R, o) suivent une loi de Poisson, de fagon que A(¢) =—W1—1),
ot1 A représente le nombre moyen de centres d’amas par unité de volume.
Dans ce qui suit nous supposerons toujours que %(¢) a cette forme
particuliere. En utilisant cette forme, la formule fondamentale (41 ) peut
étre écrite plus simplement

(44) 1og G,y (11, o)

At
= -—)\Pﬂ 1—Gy[1— pi(1—83) — pa(1— t2) — ps(1— 1 E2)t3]} dug dus dus.

+»

Nous utiliserons cette formule dans les paragraphes 7 et 15.

7. Répartition simultanée des images des galaxies visibles sur des
clichés photographiques pris dans deux angles solides arbitraires. —
Dans ce chapitre, nous considérons une deuxiéme spécialisation de la
formule fondamentale que nous prenons sous sa forme simplifiée (44)
équivalente a (41). Comme dans le cas précédent, cette spécialisation
de la formule fondamentale est réalisée par un choix convenable des
fonctions N(ry, r2), 07, 0] et p. Aussi imposons-nous une restriction sur
les régions wy et ws. Notre but est d’identifier les variables aléatoires (23)
avec les nombres des images des galaxies dans deux régions arbitraires
sur la méme plaque ou sur deux plaques photographiques différentes.
Posons donc que w; représente un angle solide arbitraire, ayant son
sommet & I'observateur, et dans lequel on prend une plaque photo-
graphique & magnitude limite m; pour £ =1, 2. L’intersection de ’angle
solide w;avec la plaque correspondante sera désignée parla méme lettre o;.
Admettons que my> m, de sorte que, si une galaxie a sa position
apparente dans la partie commune o, w, de deux angles solides et si elle
est suffisamment brillante pour étre visible sur la premiére plaque, elle
le sera aussi sur la seconde. S’1l se trouve que m;= ms, on est dans le
cas d’une seule plaque photographique.

Pour que le N; de la formule (23) soit égal au nombre des images des
galaxies visibles dans la région «; sur la 7™ plaque, il suffit de
poser N(ry, ra) =ry, d'identifier 0; a 0(&, m;) et d’admetire pb=1.
On obtient aisément

(45) log G, N, (41, t2)

+»
=_>\ﬂ (1 Gy [1— 1 (1 — ty)— pa (1 — o) — pa(1— b1 £2)]} dtes duis dus,

—w
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ol pi, ps, p; sont représentées par les intégrales ayant la forme
générale (21). :

La formule (45) représente une généralisation directe du résultat
principal de larticle I. En effet, la formule (45) ci-dessus et la formule
(41) de T'article I ont la méme apparence. Ce qu'il y a de nouveau dans
le résultat que nous venons d’établir c’est que la méme formule,
notamment la formule (45), caractérise la répartition simultanée des
nombres N; et N, des images des galaxies, que 'univers soit en expansion
ou non, excepté que les probabilités p,, p. et p,, qui y interviennent,
doivent étre calculées en partant de la formule (21) ou la densité f,
donnée dans (16), dépend des hypotheses sur I'état de P'univers. En
particulier, si 'on pose

hi(z)=hs(z)=o,

donc si I'on admet que 'univers est stationnaire, toules les formules
déduites ici coincident avec les formules correspondantes de article 1.

La formule (45) représente le résultat principal de la premiere partie
du présent travail. Cette formule concerne deux variables aléatoires N,
et Ny. Mais il est évident que la généralisation au cas d’un nombre
quelconque de variables définies d’'une maniere semblable est immeédiate.
La meéme remarque s’applique a la formule fondamentale (44 ). En d’autres
termes, la formule (45) et ses généralisations déterminent le processus
stochastique général qui représente la répartition des images des galaxies
sur les plaques photographiques et qui satisfait aux postulats (1)-(v)
et (vit).

8. Possibilité d’'une vérification empirique de ’hypothese de 1’expan-
sion de I'univers. — Lorsque le présent chapitre a ét¢ abordé j’ai pensé
a I'idée de M. Borel [12] suivant laquelle le probleme central de la
statistique mathématique consiste & inventer un systéme de tirages de
boules des urnes, tel que le résultat le plus probable de ces tirages
coincide avec les faits d’observation. Les postulats (i)-(v) et (vii) du
présent Ouvrage correspondent au systéme de tirages des boules de
M. Borel et la formule (45) détermine les probabilités de tous les
résultats possibles de tels tirages. Mais les postulats adoptés ne précisent
pas entiérement le contenu de toutes les « urnes ». En effet, ces postulats
ne caractérisent que la structure générale de la repartition des galaxies
dans I'espace au moyen de trois fonctions dont la nature n’a pas été
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précisée. La premiére de ces fonctions est la fonction génératrice G, (¢)
du nombre v des galaxies par amas. La deuxi¢me fonction est la densité
de probabilité conditionnelle f* des coordonnées présentes d’une galaxie,
étant donnée la position du centre d’amas auquel cette galaxie appartient.
Enfin la troisieme fonction est la probabilité 0(&, m) pour que la magni-
tude apparente d’une galaxie & la distance apparente £ soit plus petite
qu'un nombre donné m.

Dans ces circonstances,avantd’aborder les probabilités numériques des
résultats possibles d’observation, il est nécessaire de spécialiser le modele
général de la répartition des galaxies dans l'espace en substituant aux
fonctions arbitraires G, (¢), /™ et 0(£, m) certaines fonctions complétement
précisées. Naturellement, cela peut étre accompli d’une infinité de
maniéres. Tout d’abord on peut penser a utiliser certaines recherches
antérieures, si elle cxistent, et a employer les fonctions particulieres
suggérées par leurs résultats. C’est précisément ce qu'on a fait dans
Particle TT par rapport a la fonction 0(£, m) : la forme adoptée était celle
suggérée par les recherches de Hubble et Humason. Lorsque les.
recherches antérieures manquent de résultats suffisamment explicites
pour pouvoir éire ulilisés de cette maniére, on est forcé d’appliquer une
autre méthode. Cette méthode consiste en un appel a P'intuition pour
deviner les propriétés générales des fonctions inconnues, telles que
G,(¢) et f*, et en un choix de formules d’interpolation, avec un nombre
limité des parametres ajustables, pour représenter approximativement
ces fonctions. L'interpolation consiste en un choix des valeurs des para-
metres tel que les résultats des calculs théoriques s’accordent autant
que possible avec les données empiriques.

Cette deuxitme méthode a été employée, elle aussi, dans larticle II.
Pour la représentation approchée de la fonction G, (¢) on a postulé que
la variable v — 1 suit une répartition binomiale négative

(46) G.,(t):[l—i—f;’(l—t)]—“,

ol & >0 et $ > o sont deux parameétres ajustables. Aussi, pour obtenir
une approximation de /* a-t-on adopté la densité normale de probabilité
3
Loy {w;—u;)®

(47) ‘/‘*=< ! >;;e s )

sy2xm

avec un seul parametre ajustable, o.
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Malheureusement, méme avec ce choix destiné a faciliter les calculs,
on a trouvé une formule (45) tellement compliquée que le calcul numé-
rique des probabilités qu’elle détermine est impossible. Par conséquent,
la comparaison entre le modele théorique et les observations n’a pas pu
étre effectuée sur la base de ce qui semblait le plus probable, d’apres le
modele (comme on aurait voulu le faire en suivant la suggestion de
M. Borel). Toute autre méthode moderne, ayant une propriété optimum
intelligible, nous est apparue inapplicable etil nous a fallu nous résigner
au seul procédé pratiquement possible, sans justification théorique.

Le procédé de comparaison entre la théorie et l'observation qui
paraissait techniquement possible est I'ancien procédé des moments.
PourI'appliquer il faut admettre qu’au moins les deux premiers moments
de v existent. En prenant les dérivées partielles de (45) par rapport a ¢,

et 4 ¢y et en y substituant ¢, = ¢;—1, on obtient a tour de role les
espérances mathématiques de N, et de N,

(48) E(N,)=)viRipo,  E(N3)= v Roo,

les variances de ces deux variables,

(49) G%}1=E(N1)+)\(V2—‘/1)R9_00, o¥, = E(Ny) —+ 2 (va~+ v1) Roso
et leur covariance,

(50) o, Ny = A(va— V1) Rygo =+ 2vq Rooy,

ou en général v, désigne le moment de v d’ordre £ et
(1) Rr'sl':ﬂ (p1~+ p3)(pa—+ ps3)s pt duy dus dus.

En examinant ces formules, on voit que I'expression Q définie par

(52) Q= Rio — oN, N.— A1 Roos
VRaooRoze V&, — E(N;)][e%,— E(Ns)]

possede des propriétés intéressantes. En effet, on voit que la valeur de
Q ne dépend pas de A ni des propriétés de la variable aléatoire v. Par
contre, Q dépend de la structure interne des amas caractérisée par la
fonction f*, de la probabilité 0(&, m) et de ce que l'univers est en
expansion ou non. Grice a la structure particuliere de la formule (52),
Iexpression Q a été appelée la quasi-corrélation entre les nombres N,
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et N2. On voit que Q ne peut étre négatif. En appliquant 'inégalité de
Schwartz, on trouve que Q < 1. On trouve aussi que pour que Q =1 il
est nécessaire et suffisant que les angles solides w; et w, coincident et
que my=m;.

Citons deux cas particuliers qui ont un intérét spécial du point de
vue des applications. Dans le premier cas, w, et w, sont deux carrés sur
la méme plaque photographique, égaux et disjoints, ayant la méme
orientation et avec une distance angulaire entre leurs centres, soit 2.
Dans ce cas la partie commune o, o, est vide et p, = Rgoy = 0. La quasi-
corrélation calculée sous ces conditlions sera désignée par Q,(f).

GN,N, Ry1o

(53) Q1(B)=m=ﬂzoo

En calculant les moyennes des nombres des images des galaxies dans
des carrés w de mémes dimensions que w; et wy, en calculant les
moyennes des deuxiémes puissances de ces nombres et, cnfin, les
moyennes des produits de ces nombres qui correspondent aux couples
des carrés séparés par la distance 23, on parvient & estimer le numéra-
teur et le dénominateur de la formule (53), donc on parvient & estimer
la quasi-corrélation Qq(B). Désignons par Qj(8) l'estimation ainsi
obtenue. En changeant § on obtient une suite d’estimations, Q7 (81),
Qi (B2), ..., ou, comme on dit, on obtient les quasi-corrélations
sériales. De plus, les quasi-corrélations sériales peuvent étre calculées
pour des carrés w de différentes grandeurs et en utilisant des plaques
photographiques ayant différentes magnitudes limites.

Les valeurs empiriques des quasi-corrélations ainsi obtenues peuvent
étre comparées avec les valeurs théoriques calculées en partant des
formes spéciales choisies des fonctions f* et 0(%, m) et en calculant les
intégrales R0 et Rogy. Clest précisément ce qu’on a fait dans I'article IT
apres avoir choisi (47) pour représenter f*. Le calcul a été répété plu-
sieurs fois en partant de valeurs différentes de ¢ et en cherchant a
approcher autant que possible la suite des quasi-corrélations empiri-
ques calculées d’avance pour les carrés 1°>< 1° sur les plaques de
I'Observatoire Lick. Pour chaque systéme plausible de valeurs des para-
metres, intervenant dans la formule de 0(%, m), on a pu trouver une
valeur de o qui donne des quasi-coriélations théoriques trés proches de
leurs valeurs empiriques. A présent le méme travail se poursuit pour

INSTITUT HENRI POINCARE. — XIV, III. 15
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les carrés 10’ >< 10'. Tous les calculs postulent que 'univers est station-
naire, donc que

hi(T)== he(v) = o.

Les résultats qui ont déja é1é obtenus indiquent que les valeurs de ¢
ajustées aux chiffres empiriques concernantles carrés 1° > 1° paraissent
&tre trop grandes pour traiter de la méme maniére les carrés 10’ < 10'.

S’il se trouve impossible de déterminer une seule valeur de o et un
seul systeme de valeurs des parametres dans (&, m) qui produisent une
harmonie satisfaisante entre les quasi-corrélations sériales théoriques et
empiriques calculées pour les carrés o de grandeurs différentes, et pour
plusieurs collections de plaques photographiques ayant des magnitudes
limites différentes, alors il faudrait probablement conclure ou bien que
les formules interpolatrices adoptées pour approcher les fonctions f*
et 0(E, m) ne sont pas suffisamment élastiques, ou bien qu’il y a quelque
faute dans le modele de 'univers stationnaire. Ultérieurement, si 1'on
trouve que les difficultés a obtenir une harmonie entre la théorie et les
matériaux empiriques disponibles disparaissent ou diminuent considé-
rablement dés que les intégrales Ryso et Rygo sont calculées en partant

de Ihypothése d’un univers en expansion, alors ce résullat pourrait étre
interprété comme une indication en faveur de cette hypothese. Il est a
regretter que les calculs numériques indiqués soient trés compliqués et
que pour les compléter il nous faudra encore assez de temps.

Le second cas particulier de la formule (52) qui devrait conduire a
des résultats inléressants est celui o les angles solides w; et w, coinci-
dent et ou les magnitudes limites des deux photographies sont diffé-
renles, m; > m,. Dans ce cas w;ws = 0; = w, = », et 'on voit
que pa= o0, et Roso=Roos. En se rapportant a (48). la formule (52)
peut &tre écrite sous la forme suivante :

(54) Qg = it oy, — B(Ns) .
o T VBagRee [0}, — E(N1)|[ox,— E(N2)]

Ici encore le second membre se préte a 'estimation au moyen des
données empiriques. Pour arriver a une telle estimation il faudrait se
servir de deux collections de plagques a deux magnitudes limites assez
différentes, prises de la méme région du ciel. Egalement, ce qui parait
méme plus difficile, il faudrait que les images des galaxies sur ces pla-
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ques soient énumérées dans les mémes sysiémes des carrés o. La partie
du centre dans (54) dépend des mémes intégrales Rijo, Raoo el Roao
que dans le premier cas. Ces intégrales peuvent étre calculées en par-
tant des fonctions /™, 8(%, m) et des valeurs choisies des paramétres.
Done, ces quasi-corrélations du deuxiéme genre (54), calculées pour
des carrés » de grandeur variable et pour un nombre de combinaisons
des magnitudes limites des plaques, offrent une avenue nouvelle pour
juger si les postulats adoptés ici correspondent a la réalité.

Malheureusement, les comparaisons diverses entre la théorie et les
données empiriques signalées plus haut se compliquent par la présence
des crreurs d’observation. Ce probléme a 61¢ traité dans Particle I mais
la solution obtenue n’est pas tout a fait satisfaisante.

DEUXIEME PARTIE.

LE PROBLEME DE L’INTERPENETRATION
DES AMAS DE GALAXIES.

9. Remarques préalables. — La théoric présentée dans la premicre
partic du présent Ouvrage s’occupe de la relation entre les propriétés
postulées de la répartition spatiale des galaxies d’une part et les pro-
priétés de la répartition des images des galaxies sur les clichés photo-
graphiques de l'autre. Evidemment, cette relation dépend de ce que
Punivers est stationnaire ou non et les formules déduites refletent cette
dépendance.

Les problemes traités dans la seconde partie de ce travail ont un
caractere tout a fait différent. I1 est vrai que la théoric traitée dans la
deuxieme partie est basée sur les mémes postulats que celle de la pre-
micre partie. Mais tandis que dans la premiére partie tous les six postulats,
(1) a (v) et (vi1), nous étaient nécessaires, dans la deuxi¢me partie nous
n’utiliserons que les cinq premiers. Les problemes que nous aborde-
rons ici ne se ratlachent pas a la question de ce qu’on devrait observer
sur les plaques photographiques mais, plutot, a celle de ce qu’on pour-
rait voir dans 'espace s’il nous était possible de faire un voyage avec
des vitesses beaucoup plus grandes que celle de la lumiere.

En des termes plus précis, nous nous intéressons a la question de
savoir si les amas de galaxies dans leurs positions présentes peuvent ou

15.
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non étre considérés comme des systemes séparés. L’autre possibilité est
qu’en général les amas de galaxies s’interpénétrent mutuellement & un
tel degré que la conception d’un amas isolé ne correspond a rien qui
existe dans I'espace.

C’est parce que nous ne nous intéressons qu’'aux positions présentes
des amas et des galaxies, que nos raisonnements dans la deuxi¢me
partie de I'Ouvrage sont indépendants du postulat (vii) ainsi que de
Phypothese de Pexpansion de I'univers. D’autre part, si l'on arrive a la
conclusion que le modele de l'univers considéré représente la réalité
avec une précision satisfaisante et si 'on cherche a obtenir une image
de ce qui se passe dans I'espace en calculant les valeurs numériques des
formules déduites ci-dessous, alors les constantes diverses dont ces for-
mules dépendent devront étre déterminées au moyen de la théorie de la
premiére partie de cet Ouvrage, donc en utilisant le postulat (vi) en
combinaison avec une hypothése convenable concernant Dlétat de
Punivers, son élat stationnaire ou son expansion.

Dans ce qui suit nous postulerons que la fonction f/* déterminant la
structure interne des amas ne dépend que de la distance 7 entre les
positions présentes d'une galaxie et du centre d’amas correspondant.
Comme tous les raisonnements qui suivent ne dépendent que de la
fonction f*, Pastérisque qui distingue cette fonction de la densité de
probabilité f des coordonnées apparentes de la galaxie sera inutile.
Donc, le symbole f(n) désignera désormais la densité de probabilité
conditionnelle des coordonnées présentes X;, X,, X; de la galaxie,
élant donné que le cenire d’amas correspondant a les coordonnées
fixées uy, u,, ;. ,

Pour caractériser le degré d’interpénétration mutuelle des amas de
galaxies, nous indroduisons plusieurs variables aléatoires et mnous
déduisons leurs lois de probabilité.

10. Probléme de pénétration d’un amas déterminé, par des gala-
xies appartenant & I’amas le plus voisin. — Considérons un amas parti-
culier, soit A;, que nous appellerons 'amas choisi, et plagons a son
centre l'origine d’un systdme orthogonal des coordonnées. Désignons
parvi>1 le nombre des galaxies qui appartiennent a A;. Nous traite-
rons v; comme une variable aléatoire satisfaisant aux postulats de la
premiere partie de cet Ouvrage. Numérotons les galaxies de Vamas A4



SUR LA THEORIE PROBABILISTE DES AMAS DE GALAXIES, 229

dans Pordre de leur distance a I'origine el commencons par la galaxie
la plus éloignée. Désignons par ny la distance de la A'*me gqlaxie de
facon que

M N> o Ny

Les distances n; (kK =1, 2,...,v,) seront traitées comme des variables
aléatoires satisfaisant aux postulats de la premidre partie ‘du présent
article.

Pour tout nombre positif x, désignons par S(z) une sphére de
rayon z ayant son centre au centre de l'amas choisi, c’est-a-dire, a
lorigine du systéme des coordonnées. Soit également S; =S (un;) la
sphere de rayon aléatoire y.

Considérons maintenant 'ensemble de tous les amas dans 'espace,
autres que 'amas choisi Ay, et désignons par A, 'amas particulier de
cet ensemble dont le centre est le plus proche de celui de 'amas A,. Cet
amas A, sera appelé 'amas le plus proche de I'amas choisi A;. Dési-
gnons par Z la variable aléaloire qui représente la distance entre le
centre de l'amas A, de celui de I'amas A,. Désignons aussi par v,
le nombre des galaxies appartenant a A,. Ce nombre sera traité
comme une variable aléatoire satisfaisant aux postulats de la présente
théorie.

S’il se trouve qu’une galaxie de I'amas A, a sa position présente a
Iintérieur de la sphére S;, nous dirons que cette galaxie pénetre
I'amas A, a la profondeur k. Une des caractéristiques du degré de
I'interpénétration mutuelle des amas de¢ galaxies que nous considérons
ici est le nombre aléatoire p,(k=1, 2, ...) des galaxies de I'amas A,
le plus proche qui pénétrent 'amas choisi jusqu’a la profondeur 4.

Dans ce qui suit nous déduisons la formule de la fonction génératrice
de p; sous deux hypotheéses différentes. La premiere de ces hypotheses
est que lamas choisi A, contient un nombre déterminé N £ de
galaxies, donc que la variable aléatoire v;=N. La seconde hypothese
est plus générale, a savoir que vy> N> k. En particulier, nous nous
intéresserons a la probabilité pour que py;=—o0, donc que l'amas
choisi A; soit isolé de I'amas A, le plus proche. Il sera également
intéressant de calculer Pespérance mathématique de px, ou le nombre
moyen de galaxies de I'amas le plus proche qui péneétrent amas choisi
jusqu’a la profondeur 4.
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11. Probléme de pénétration d'un amas déterminé, par des gala-
xies d’'un amas quelconque. — Les problemes qui se rattachent a la
variable aléatoire p; sont les problémes de pénétration de I'amas
choisi par des galaxies de I'amas le plus proche. Mais il est évident que
I'amas choisi A; peut étre pénétré par des galaxies des amas plus ¢loi-
gnés, Ay, A,, ... etla fréquence relative de ce phénomene caracterise,
elle aussi, 'image globale de la répartition des galaxies dans l'espace.
Donc, il est intéressant d’étudier la variable aléatoire 7, définie pour
k=1, 2, ... comme le nombre de tels amas, autre que 'amas choisi A,
qui possédent au moins une galaxie pénétrant I'amas choisi A, jusqu’a
la profondeur &. Dans ce qui suit nous déduirons la fonction généra-
trice de ; sous les deux hypotheses mentionnées dans le paragraphe 10,
a savoir que le nombre v, de galaxies de l'amas A, est égal a un
nombre donné N =. / et que ce nombre v; est au moins égal a N.

En examinant les divers détails possibles du phénomene d’interpé-
nétration mutuelle des amas de galaxies, on s’apercoit que, du point de
vue de la question de savoir si les amas peuvent étre considérés comme
des systtmes dynamiques isolés, 'importance de toutes les pénéirations
n’est pas la méme. Supposons, par cxemple, qu’'un amas géant d’un
millier de galaxies contienne un seul ou méme plusieurs autres petits
amas tout a fait encastrés dans son intérieur. Du point de vue d’un sys-
teme dynamique isolé, ces petits amas encastrés pourraient, probable-
ment, étre ignorés. Au plus, pourrait-on les considérer comme des irré-
gularités structurelles du grand amas. Par conséquent, en étudiant les
variables aléatoires p, et 74, il peut étre intéressant de se limiter aux
cas oti Pamas pénétrant 'amas choisi a un certain minimum, soit N,
de galaxies.

Il est aisé de voir que ce nouveau probléme est un cas particulier du
premier. En effet, si 'on obtient la fonction génératrice de p; ou celle
de 7 en n’imposant aucune restriction sur la variable v, représentant le
nombre de galaxies d’'un amas pénétrant 'amas choisi, alors le résultat
analogue correspondant a la restriction vo> N, pourra éire obtenu
immédiatement au moyen de deux substitutions. En premier lieu, le
nombre moyen A de centres d’amas par unité de volume, doit étre rem-
placé par AP {v>x Ny} qui est le nombre moyen de centres de tels amas
contenant au moins N, galaxies. En second lieu, la fonction géné-
ratrice absolue G, (¢) de la variable v, doit ¢tre remplacée par la fonc-
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tion génératrice conditionnelle G, (¢|v = N»), étant donné que vo>x No.
On voit donc que la restriction aux amas péndétrant 'amas choisi qui
possédent au moins un nombre déterminé N, de galaxies n’exige aucune
formule générale nouvelle. D’autre part, si I'on veut obtenir des valeurs
numériques (peut-étre celles correspondant a la spécialisation de
Particle II), la condition vo> N, devra étre introduite comme nous
I'avons indiqué.

12. Probléme des amas encastrés dans un amas choisi. — Considé-
rons le probleme signalé plus haut des irrégularités dans la structure
d’un amas. Si toutes les galaxies d'un amas A’ (autre que A;) pénétrent
dans Pamas choisi A, jusqu’ala profondeur k, nous dirons que ’amas A/
est encastré dans A, a la profondeur £. Définissons la troisieme variable
aléatoire capable de caractériser la structure générale de la répartition
des galaxies dans I'espace. Nous la désignons par ¢ et la définissons
comme le nombre d’amas A’ encastrés dans A; a la profondeur £. En
désignant par v le nombre des galaxies de A’, nous déduirons la fonc-

tion génératrice de ¢ sous 'hypotheése que v, ne surpasse pas un nombre
donné N,.

13. Quelques formules utiles. — Les solutions des problemes énu-
mérés tout a I'heure exigent une formule donnant I'espérance mathé-
matique d’une fonction ¢ (). Dans ce paragraphe nous déduisons cette
formule dans deux hypotheses différentes. D’abord nous supposons que
le nombre v, de galaxies dans l'amas choisi A; a une valeur fixe
vy = N2 k. Ensuite nous supposons que v; > N £,

Comme auparavant, la lettre n désignera la variable aléatoire égale a
la distance d’une galaxie de 'amas A, a son centre. On sait bien que la
densité de probabilité de n est représentée par la formule

(55) Po(2z) = bn2* f(2).
Désignons par F, (z) la fonction de répartition correspondante

(56) Fn(.L‘)=P{'qéx}_—_f pa(t)dt.
0

Etant donné¢ que 'amas choisi contient exaclement vy = N> £ gala-
xies, ot N est un nombre certain, la densité de probabilité condition-



232 J. NEYMAN.
nelle de 7y sera donnée par la formule bien connue,

! ..
(57) prly [vi=N)= (k_l)?l(i\l_k)!l“}\q_/‘(y)[l—F.,‘(y)]*—lp-,.(}').

Pour obtenir la densité de probabilité conditionnelle de »;, étant
donné que v; > N, il suffit de substituer dans (57) » a N, de multiplier
le résultat parla probabilité conditionnelle pour que vy=-n, étant
donnée vy > N et de sommer pour 2 =N, N +1, .. .. De cette facon on
obtient

; : 1= FaOE P02l pni
(38) pra(y | N) = LB e P2 N o FE R ) P v =,
n=N

Désignons maintenant par ¢(y) une fonction mesurable de I'argu-
ment non-négatif y. En substituant 7, dans ¢(y) au lieu de y, on
obtient une variable aléatoire o (n;). Si w=N, Iespérance mathéma-
tique conditionnelle de ¢ () s’obtient en multipliant ¢(y') par (57) et
en intégrant par rapport a y entre zéro et Vinfini. Si I'on se sert de (58)
au lien de (57), la méme méthode donne l'espérance mathématique
conditionnelle de ¢ (7 ), étant donné que vy > N 4.

Dans les deux cas, il est commode d’introduire une variable d’inté-
gration ¢ liée a y par la formule

(39) Faly(e)]=9¢ (oo <),
De cette maniére, on obtient

(60) Elg(ni) =N = rersre—Tyr | (0] o8 H(x— )it do

el

(61)  Ele(m) (>N = gryrprory ] #r(0)l(— e

@
XZ‘—-—’L—‘—— on—k Ply, = n}de.
(n—k)! !

n=N

Remarquons que si N=k, la formule (61) se réduit & une forme
simple

(62) Elo(nz)[vix k] =

I ! dk Gy,
(/c—x)!P{wsx.kifo Py @G — o do/c(v‘)d"'
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Dans le cas général, le calcul de la formule (61) est assez compliqué
si le nombre N — A est grand. D’autre part, si I'on adopte la spécialisa-
tion (46) de la fonction G,(¢), particulitrement si I'on y substitue la
valeur a =1 suggérée dans l'article 1I, la formule (61) peut étre sim-
plifiée. En effet, avec ces hypothéses,

1 {j n—1
(63) P{"Zn}—:E———I(m) (Il:l,‘),,...)
et
6] N—1
SN = (L .
(64) Py N <§+I>

En substituant (63) dans la somme de (61), on voit que cette somme
peut étre écrite sous la forme

1 8 \k—1 gk °°’”
(63) l’j+1<ﬁ+1> WZ$

n=N
— r’j N—1 N! - pN—m ,
{5—!—1 m!(N—m)!‘ (1-}-@-(59)/{—1—1——/71

m=0

. . . Be .
~ otl, pour simplifier, z = z=—- Donc, la formule (61) se réduit a
’ ! Ij —+1

66) E[o(nz)|vi>N]
k

! N! - pN—m
- k‘/o‘ ¢ly ()] (x—)F Z m!(N—m)! m (1+ B —Boyfri—m de.

m=0

Si le nombre £ n’est pas trés grand, (66) se préte aux calculs numé-
riques.

14. Nombre des galaxies du plus proche amas qui pénétrent dans
un amas déterminé. — Dans ce paragraphe nous nous occupons des
fonctions génératrices Gy, (¢|vi=N) et G, (¢|v1> N) du nombre aléa-
toire p; des galaxies de 'amas As, le plus proche de A,, qui pénétrent
dans A, jusqu’a la profondeur k. Plus précisément, la premiére de ces
fonctions génératrices correspond a ’hypothese vy = N k et la seconde
a Phypotheése v; > N> &. Quelle que soit 'hypothese H qu’on admette
en calculant la génératrice de py, on peul écrire

(67) Gy, (¢|H) = E (e | H)

et aprés, en appliquant la formule bien connue qui lie 'espérance
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mathématique absolue & espérance mathématique conditionnelle,

(68) G (¢|H) = E{E(¢¥+ | ng) | H .

Pour calculer E (#*¢|7;) nous appliquons la méme méthode et
écrivons

(69) Bt ne) = E [ Bt [ ng, &, va) [ g -

Si les variables ny, £, v» ont des valeurs fixes arbitraires, p; sera une
variable binomiale (= nombre des « succes » dans v, épreuves indépen-
dantes, avec la méme probabilité de succes), et sa fonction génératrice
s’écrira

(70) E(e¥| 0k, & vo) = [1— (1= 2) P(E, ni)]"s

ou le symbole P (%, ni) représente la probabilité conditionnelle pour
qu'une galaxie se trouve dans la sphére S(x4), étant donnée la valeur
de 7y et étant donné que la galaxie en question appartient & un amas
dont le centre se trouve a la distance donnée £ de I'origine. Pour des
raisons de symétrie, on peut écrire, pour tout n positif,

(71) P (g, n)=ﬂ( f%[(x—s)uyuzzﬁ% dx dy dz
)

et, si 'on adopte la spécialisation (47) et si l'on pose ¢ =1,

L Eem _ & I _E—mnp _ Gy
(72 P(t, 1) = — e *dt— ——\e "' : )
72) (& m) Vom e / Eyan
Revenons a la formule (70). En y substituant vy =7, en multipliant
le résultat par P {vs=n} et en sommant, on obtient

(73) E(tbx| g, £) = Gy, f 1— (1— ) P(E, mp) 1.

Dans les formules précédentes ¢ désigne la distance a 'origine du
centre de "amas A, le plus proche. Cette définition implique que, pour
tout z > o, la fonction de répartition de £, Fy(2), est égale a la diffé-
rence entre I'unité et la probabilité pour que la sphére S(x) ne con-
tienne aucun centre d’amas. On a donc

ATUA a3

(74) Fg($)=1—e“ 3 (z>0)

et la densité de probabilité correspondante s’écrit

LA 2t

(75) pg(x)=47:)\x‘le— 3
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En substituant dans (73) z a la place de £, en multipliant le résultat
par (75) en intégrant pour z de zéro a P'infini, on obtient

TN

(76) E(tb’-k]-q”:b:lfwx?Gy,{1—(1—t)P(E, n)le ® dm

ou encore, en introduisant la fonction z () définie par

(77) Felo(u)]=u (ozu<1),

(78) B[ 1) = [ Go,f1— (1—0) Pla(w), ]} du
0

ou

(79) ‘ x(u)—\/_“(’g(““)

Pour compléter la solution du probleéme, il suffit d’appliquer les for-
mules (60) et (61) et de poser que la fonction ¢(7;) a la forme (78).
Donc

NI
F—1)I(N—K)!

><‘/.1 { pN—k(1— p)k—1

xflG«,,{ I—(I—t)P[x(u),y(v‘)]}du}dv

(80) Gy (tfn=N)=

et

I
(/f_l)'val>N'

><j {(1—0)’\ 12(11 ),V"—I‘I‘/l—n}

><f G, {1— (1— 8) P[2(w), y ()] | du,% do.

(8[) Guk(tl‘lléN)z

15. Nombre des amas qui pénétrent ’amas déterminé et nombre des
amas encastrés. — La variable aléatoire 7/, définie dans le para-
graphe 11, représente le nombre des amas, autres que 'amas A,, qui
possédent au moins une galaxie pénétrant 'amas choisi A; jusqu’a la
profondeur k. Nous appliquons la méthode du paragraphe 14 pour cal-
culer la fonction génératrice de p; sous une hypothese H, soit que
vi= N2k, soit que v; > N £.
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Comme plus haut, nous écrirons
(82) Gr (| H)=E{E(% | ns) | H}

et le probleme se réduit au calcul de la fonction génératrice de la
variable 7(n), qui est le nombre des amas possédant au moins une
galaxie située dans la sphere S(n) de rayon fixe n>> 0. Une fois la
fonction génératrice de t(n) calculée, le résultat cherché s’obtient en
appliquant les formules (60) ou (61), exactement comme dans le
chapitre précédent.

Les mémes remarques s’appliquent au probléeme de la fonction géné-
ratrice de la variable ¢;. On commence par définir la variable ¢(n) qui
représente le nombre d’amas dont toutes les galaxies sont contenues dans
la sphere S(7) de rayon fixe n > o. Ensuite on substitue v = et 1'on
applique les formules (60) et (61).

Les fonctions génératrices des variables 7(n) et ¢(n) s’obtiennent
au moyen de deux particularisations a savoir de la formule fonda-
mentale (44) le choix des définitions de N(ry, rq), oy, w, et 0]
telles que No=o0 et que N, coincide respectivement avec 7(n) ou
avec £(n).

Conformément a ce que nous avons signalé dans les paragraphes 10
et 11, pour augmenter la généralité des résultats, il est avantageux
d’admettre que le nombre aléatoire des galaxies de I'amas choisi peut
suivre une loi de probabilité différente de celle du nombre aléatoire des
‘galaxies des amas qui le péneétrent. Donc, le nombre aléatoire des galaxies
de 'amas choisi A, sera désigné par v, et celui de tout autre amas A,
pénétrant Ay par vs.

Pour obtenir G;,(¢) dela formule fondamentale (44), posons 0" =1,
substituons S () a w, et 'ensemble vide & .. Alors py=p,=o0 et

(83) pr=P(& n),

ott £2=u}+ uy+ ul. Posons aussi, N(ry, rs)=o pour ry=o et
N (74, re) =1 pour ry > 0. On voit immédiatement qu’alors le N, de la
formule (23) coincide avec 7(n) et que Ny = o.

La substitution indiquée des valeurs de pi, p» et p, dans I'argument
de G, dans (44) et I'opération de réduction correspondant a la défini-
tion de N(r,, r2) adoptée, donnent

(88)  *Gyf[1—(1— ) P(E, M)t} = t1+ (1— 1) Gyl1— P(Z, 7)].
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Comme il s’agit des amas pénétrant amas choisi, la variable v doit
étre 1dentifiée avec vy, En substituant (84) dans (44), on obtient

(85) log Ger)(£) = — h(1— 1) 1(n),
ou
+ »
(86) e = [ (1= Golt—P(& 0]} duesdus s

— =%
3

== [ {1—Guli— P )]}z
0
La fonction génératrice de 7 s’obtient maintenant par une simple
application de la formule (60) ou (61) et 'on a

1 1
7= 1>1'\J<N — 7 f L e

0

(87) Grk(tl‘“:N):

et

(88) Gr (¢ N)=

(1— )kt

1
I
(k-—x)!P§~q;Ngf0

¢ e—h1—1) ””_””2 ““_(ni!/{) o kP v =n|d,
n=N
ou la fonction y (¢) est définie par (59).

La fonction génératrice de ¢ s’obtient par la méme méthode. On
commence par calculer G, (¢), au moyen de la formule fonda-
mentale (44) el en y posant w;=S(n), ws= ensemble vide, 0}=1,
qui conduit & p,="P(E, n), p»=p;=o0 et Ny=o. Adoptons mainte-
nant une spécialisation nouvelle de la fonction N(r,, r»). Posons
notamment N (7, r2) =1 pour r,=17r,> 0 et N(ry, r) = o pour toutes
les autres valeurs des deux arguments. On voit bien qu’avec cette défi-
nition de N(7; r2), la variable N, définie par (23) coincide avec (7).
Aprés avoir substitué py=P (£, n) et pa= p,= o dans (44), I'opéra-
tion de réduction donne

(89) *"Goi[1—(1—)PE D]t =1—(1—){G[P(E, )] —P{v=0}]
et lon a

(90) log Ge() (1) =—M(1—1) (),

ol

(91) 30y = g [ LGP, M) — 6oy (0) | d
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Par conséquent, en appliquant les formules (60) et (61), on obtient

N! 1

< = S Ne—k( ] — p V=1 ge—=h(1—=0 Iy (»)]
(92) Ge(t|vi=N) (A‘—I)!(N—/{)!/Jv (1—vp)k—tle dy

et
1
I
\ — I
(93) ng(u,léN)_(k_l)!P{wéN}fu(1 o)kt

S n!
< e—h1—1 J[J'(“)]Z CI=vsy o=k P {vi=n}dp.
n=N

Les formules (87), (88), (92) et (93) représentent la solution géné-
rale des problémes des amas pénétrant l'amas choisi et des amas
encastrés.

16. Spécialisation des formules générales. — Dans le présent para-
graphe nous suivons les méthodes de P'article II et spécialisons les for-
mules générales obtenues plus haut. Plus précisément, nous adoptons
les formules (46) avec o =1 et (47) avec o = 1, et calculons les proba-
bilités pour que chacune des variables .y, 7/ et e soit égale a zéro,
ainsi que les espérances mathématiques de ces variables. Tous ces
calculs sont basés sur 'hypothese que v; > N, et vo> N, ot Ny et N,
sont des nombres arbitraires Ny > & et No> 1.

Remarquons que, pour tenir compte de I'’hypothese vy > N en admet-
tant (46), il suffit de conduire les calculs non pas a partir des for-
mules (81), (88) et (93) qui concernent le cas général ou la répartition
de v, est quelconque, mais a partir des formules analogues qu’il est aisé
de déduire en employant la formule (66) au lieu de (61). Dans ces

calculs il sera commode d’introduire le symbole ®(¢, Ny, k) pour dési-
gner 'expression

k
vN;——k( I — Q)k~1 N, ! 139 k—m
4 =
(94)  @(v, Ny, k) =k I+ 3 — 3o zml(Nl—m)!(l—e—ﬁ—@v>
m=>0

qui y intervient constamment. L’hypothése que v, N, influence les
calculs de deux manieres différentes. Premiérement, au lieu de 2, qui
représente le nombre moyen de centres d’amas par unité de volume,

il nous faut écrire A(N,), le nombre moyen de centres de tels amas qui
contiennent au moins N, galaxies,

16} Ng—1
(95) 7\(N2)=xpgv2§N2}=>\< 8 > :
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Donc, sous les hypotheses (46) et va> Ns, la formule (79) qui définit
la fonction 2 (u) doit étre remplacée par

Deuxieémement, les hypotheses (46) et vo N, entrent dans nos calculs

en attribuant une forme précise a la fonclion génératrice de la variable
aléatoire v,

£

(97) Guy(2][ve Ny) = T

Notons encore les deux conséquences de 'hypothese o =1. La pre-
miére consiste dans le fait que si 'on a une estimation de ¢ exprimée
en parsecs, la valeur de 2 & utiliser dans nos calculs devra étre égale a

la moyenne du nombre des centres d’amas par unité de volume égale

s A7

a 5 - La deuxi¢me conséquence de la méme hypothese o =1 est le

caractere particulier de la fonction y (¢) définie par (59). En tenant
compte de (56), (55) et (47) on voit qu'avec ¢ =1 I'équation (59) se
réduit a

5 pre) et
(98) \/:‘f x2e *dr=v.
= J,

Donc, pour tout ¢ compris entre zéro et un, y (¢) représente un nombre
tel que la probabilit¢ pour que la variable aléatoire y avec trois degrés
de liberté soit plus grande que y (¢) est égale & 1—¢. On voit comment
utiliser cette propri¢té dans les calculs numériques, en se servant des
tables de la loi de probabilité de y.

La probabilit¢ pour que p; soit ¢gal a zéro s’obtient en substi-
tuant ¢ = o dans lexpression de la g‘énératrice correspondante. En
effectuant les substitutions indiquées, on obtient

(99) P{pk=0i(/1>\’)<v»>\?)’

¢ M= Pla(w), ()N, |
__f {P(c 1\1.1)1’ TG P[a(w), 7 (0)] du } dy.

Pour obtenir 'espérance mathématique de py, on calcule la dérivé

par rapport a ¢ de sa fonction génératrice et 'on y substitue £ =1. Le
résultat est

(100) Efpe ] (vi>Ny)(vax Ny )|
=(N2+{ﬂ)f {d)(v, N, k)f Pl (u), v ()] du}(lv.
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Pour obtenir les résultats analogues concernant 74, commencons par

spécialiser le I(n) de la formule (86). En adoptant (46) et en suppo-
sant vy Ny, on obtient

(101) I(n, Ny) = ,“fmgz 1+ 3 P(E’IZ)_—I:([EI:)P(E, )N £
0 b)

Des calculs simples donnent
1
(102) P{ <=0 I (vi> N|)(V2é Ng) ; =f iy (v, N|, ]\} e— LN Ty (v),Ne] o,
0
De la méme fagon

B\,
(103) E{<|(vixNy)(vaxNy)} = (-———> kj ® (¢, Ny, &) I [¥(¥), Nao] ds.
) 0

En appliquant la méme méthode a la variable ¢;, on commence par
spécialiser la fonction J (n). Pour indiquer la dépendance du nombre N,
nous la désignons par J(n, No) et 'on a

Ny =iz [ IPE W

(104) J (1, 32)—4'-[ 3 W_—mi
Alors

1
(105) Pier=o0] (i Ny) (vax Ny =f O (v, Ny, k) e hN 300N o
0

et

f Ny—1 1
(106) E{sﬂ(v,;N,)(v?;Ng);=<3—_~?_—1) ;‘f @ (0, Ny, k) J[ ) (¢), Na]dp.
i 0 .

/

Dans le paragraphe suivant nous donnons quelques valeurs numéri-
ques des formules que nous venons de calculer.

17. Le degré d’interpénétration des amas de galaxies, a la lumiére
des résultats empiriques actuellement disponibles. — Malgré l'appa-
rente simplicité des formules du paragraphe 16, les calculs numériques
correspondants sont extrémement pénibles. Je suis trés reconnaissant a
ma collégue, M Elizabeth L. Scott pour avoir bien voulu analyser les
fonctions sous les signes somme et inventer des méthodes d’intégration
numérique convenables. Les calculs laborieux, dont les résultats sont
présentés ci-dessous, ont été effectués par M™ J. Lovasich et
Mm™e M. Vasilevskis sous la direction de M"® Scott. Je les en remercie
bien cordialement.

Les chiffres calculés se rattachent aux trois variables aléatoires pi, 7
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et g et sont donnés dans trois tableaux correspondants. Chaque tableau
donne pour quelques valeurs de 4, les probabililés pour que la variable
en question soit égale a zéro et l'espérance mathématique de cette
variable. En interprétant les tableaux, il faut se rappeler que les chiffres
qu’ils contiennent dépendent : @. de la spécialisation du modele général
de répartition des galaxies adoptée dans P'article II, et b. des estimations
des constantes qui interviennent dans le modele spécialisé, obtenues de
lanalyse des données de M. Shane et M. Wirtanen et publiées dans
Particle IT et puis dans I'article III. On se rappellera également que ces
estimations dépendent de I’hypothese que l'univers est stationnaire.
Donc les chiffres des tableaux I, II et TII ne représentent rien de défi-
nitif mais, par contre, on doit s’attendre a ce qu’'une révision soit
nécessaire.

Voici les valeurs des constantes dont on s’est servi :

7. =lespérance mathématique du nombre des centres d’amas
par parsec® = 1,63.1071%;

o = l'exposant dans la fonction génératrice binomiale négative
adoptée pour interpoler la génératrice de v—1, ou v
représente le nombre des galaxies par amas = 1;

B =le deuxieme parametre dans la méme fonction génératrice
binomiale négative, dont estimation est égale a 91,5;

my;— Mo==la différence entre la magnitude limite n2, des plaques de
M. Shane et M. Wirtanen et la moyenne M, des magni-
tudes absolues des galaxies = 32,5 mag;

oy== l'écart type des magnitudes absolues des galaxies =1,00 mag;

=1Técart type de la densité normale (47) a trois variables
adoptée pour caractériser la structure interne des amas.

Les valeurs indiquées de %, «, 3, mi— M, et de oy ont été ultilisées
pour obtenir les deux colonnes des tables que nous donnons ci-dessous.
Quant a ¢, nous lui avons attribué deux valeurs différentes. La premiere
des colonnes des trois tables est basée sur la valeur ¢ = 5. 10 parsecs
qu’on a choisi entre les valeurs plausibles indiquées dans I'article II.
Comme nous 'avons signalé¢ dans l'introduction au présent Ouvrage,
les résultats ultérieurs, publiés dans T'article III, suggeérent que cette
valeur de ¢ est trop grande. Par conséquent, la deuxiéme colonne de
tables I, IT et III a été calculée en supposant que ¢ = 2,5.10%.
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Tasie I.

Probabilités et espérances mathématiques concernant les nombres aléatoires p.;
des galaxies de Pamas le plus proche qui pénétrent 'amas choisi
Jusqu'a la profondeur k.

Valeur de o adoptée dans les calculs.

Probabilité ou espérance

mathématique. * 5,0.10° parsecs. 2,5.10° parsecs.
Plumu=o|(m>1)(vax1)}..cinie. 0,0106 0,237
E{m|(vic1)(vax>1)}eeeinaiin, 69,9 27,0
Pipi=o0|(va> 100) (Va2 100) |....... 0,00330 0,426
E{p](vi>100) (v2>100)}..0on.... 120,0 31,0
P{pus=o0]|(vix 100) (ve>100)}...... 0,0142 0,546
E{ps|(vi>100) (va>100)}.0vvnnnnn. 84,5 17,9
TasLe I1.

Probabilités et espérances mathématiques
concernant les nombres aléatoires < d’amas,
dont les galaxies pénétrent U'amas choisi jusqu'a la profondeur k.

Valeur de ¢ adoptée dans les calculs.

Probabilité ou espérance

mathématique. 5,0.10° parsecs. 2,5.10° parsecs.

Ploi=o|(vix1)(vax>1)}o.... ...v. 0,00172 0,204
Eft(m>1)(va> 1)}, 14,0 1,8

Pi{ti=o0|(v1>100) (v2>100)}....... 0,0017 0,40
Eft|(vi>100) (vaxx100)}..ooinnn. 7,8 0,98
Pizg=0(vi> 100) (va100)}....... 0,0084 0,54
Ef{r;](vi>100) (va> 100)} . .0vo.nn... 4,9 0,62

TasLe 1.

Probabilité et espérance mathématique concernant le nombre aléatoire e,
d’amas encastrés dans Uamas choisi.

Valeur de o adoplée dams les caleuls.

Probabilité ou espérance

mathématique. 5,0.10° parsees. 2,5.10° parsecs.
Pleg=o0|(vi>100) (vax>1)}eevoonn... 0,737 0,958
Efe|(vix100) (vaxx 1) }euvvnninn, ... 0,324 0,040

On voit que, si le modeéle considéré de répartition des galaxies
correspond a la réalité et si la valeur de ¢ = 5.10° parsecs est & peu
prés exacte, un amas de galaxies tout & fait isolé des aulres sera une
exception rare. En effet, dans ce cas, la conception d’un amas n’apparait

que comme un élément d’une structure interpolatrice de la répartition
des galaxies.
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D’autre part, si la valeur 5. 10° est trop grande pour représenter o et
la valeur 2,5.10% parsecs plus proche de la réalité, les chiffres de la
deuxiéme colonne des trois tables indiquent une situation différente.
En effet, la premiere ligne de la table II montre que, dans ce cas, a peu
prés 20 % de tous les amas sont des amas isolés. Si I'on se limite aux
amas d’au moins 100 galaxies, cetle proportion monte jusqu’a 40 % . On
voit donc qu’avec la valeur 2,5.10% parsecs de ¢ un amas isolé doit
étre un phénomene assez fréquent. ‘

Enfin, si P'on trouve, comme le suggére I'analyse préliminaire de la
plaque de M. Wilson, que la valeur 2,5.10% parsecs est encore trop
grande pour représenter o, et qu’on devrait en adopter une aulre
beaucoup plus petite, alors, il faudrait conclure par extrapolation, que
la répartition des galaxies dans l'espace se réduit a la répartition des
amas isolés les uns des autres.

Ces résultats indiquent que le probléme suivant a traiter est celui de
trouver des estimations plus exactes des paramétres qui interviennent
dans le modele considéré de la répartition spatiale des galaxies. On
peut espérer que I'analyse des données empiriques déja accumulées par
les divers observateurs, au moyen de formules basées sur I’hypothése de
I'univers stationnaire et puis au moyen de celles basées sur I’hypothese
contraire, aboutira a de telles estimations. Si une telle analyse conduit
a la détermination de fonctions G, (¢), f* et 0(£, m) et d’estimations des
parametres qui y interviennent telles que les conséquences de la théorie
s’accordent bien avec les résultats d’énumération des galaxies dans des
carrés o pelits ou grands et sur des plaques aux magnitudes limites
variables, alors de telles estimations des parameétres pourront étre
substituées dans les formules que nous venons de déduire pour obtenir
une caractérisation de la structure de 'univers plus proche de la réalité.

Avant de conclure, remarquons que la théorie basée sur I'hypothese
de I'expansion de I'univers devrait étre développée en tenant compte
de la théorie de relativité, ce que nous ne pouvions pas faire.
M. McVittie a eu Pobligeance de s’occuper de quelques formules de
la premiére partie de cet ouvrage et ses résultats vont paraitre
prochainement [13].
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