J.A.VILLE

Lecons sur quelques aspects nouveaux de la
théorie des probabilités

Annales de I'l. H. P., tome 14, n°2 (1954), p. 61-143
<http://www.numdam.org/item?id=AIHP_1954_ 14 2 61_0>

© Gauthier-Villars, 1954, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I’l. H. P. » implique I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIHP_1954__14_2_61_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Lecons sur quelques aspects nouveaux
de la théorie des probabilités

par

J. A. VILLE,
Professeur & Institut de Statistique
de I'Université de Paris.

CHAPITRE 1.

PROBABILITES ET FREQUENCES.

1.1 Tirages équivalents. — La plupart des raisonnements de proba-
bilité consistent, pour étudier la nature aléatoire d’un événement, a
dire : « il revient au méme, du point de vue aléatoire, d’observer I'appa-
rition de I’événement lui-méme, ou d’observer les résultats de tel autre

tirage au sort équivalent ».

Exemple 1. —Si par exemple I'événement E est le suivant :

« D’une urne, contenant deux boules blanches et une boule noire, on
extrait une boule; on remet la boule dans I'urne, et Pon procéde a une
nouvelle extraction; on fait ainsi 12 tirages. On note le nombre de fois
qu'une boule blanche est sortie; on considére que 1'événement E s’est
produit si la couleur blanche est apparue au moins 6 fois et au plus

10 fois ».

L’étude de 'événement E pourra se faire comme suit : observant que
chaque tirage peut donner lieu & trois éventualités (premitre boule
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blanche, deuxieéme boule blanche, boule noire’), et que par conséquent
I'ensemble des 12 tirages peut donner licu a

312 = 531441

éventualités, on peut, par la pensée, substituer a la suite des 12 tirages
un tirage unique, qui seraitle tirage d’un bulletin dans une urne conte-
nant 531441 bulletins. Chacun de ces bulletins porterait alors la des-
cription d’une série de 12 tirages, sous la forme

BBNNBN...BB,

c’est-a~-dire une suite de 12 letires B ou N.

SiTon admet quil revient au méme de procéder aux 12 tirages suc-
cessifs dans l'urne a trois boules, ou au uirage unique dans l'urne
aux 531441 bulletins, I'élude de Dévénement E se rameéne a un
décompte, parmi les 531441 bulletins, de ceux décrivant un résultat
associé a I'apparition de E, ¢’est-a-dire sur lesquels la lettre B figure 6, 7,
8, g ou 10 fois. Ce décompte releve uniquement de I’analyse combina-
toire. Le calcul montre que les bulletins sur lesquels la lettre B figure 6,
7,8, 9 ou 10 fois sont en nombres respectifs de

59136, 101376, 126720, 112640, 67584,

d’ou il résulte que parmi les 531441 bulletins dont un est susceptible
de sortie dans le tirage unique auquel nous nous sommes ramenés, il en
est 467456 dont la sortie conclut a 'apparition de E. Nous considérons

467 456

H31 441

méme n’avant pas une forme parlant a esprit, nous lui substituons sa
yant p p prit,

. 88 .
la fraction dont une valeur approchée est Too Cette fraction elle-

valeur approchée, de sorte que nos considérations se raménent en fin de
compte A dire :

Il revient au méme, du point de vue aléatoire, et en ce qui concerne
I'événement E, de procéder au tirage avec I'urne, 12 fois de suite, ou de
procéder 4 un tirage unique avec une urne contenant 100 bulletins
dont 88 sont favorables a E.

Toutes les fois que 'on aura ramené I'étude d’un événement, dépen-
dant d’un ou plusieurs tirages, & I'étude d’un autre tirage au sort, nous
dirons que nous aurons employé des tirages équivalents. L’événement
étudié devra avoir dans les deux cas méme probabilité (ou des probabi-
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lités trés voisines) mais la maniére de oblenir pourra étre entierement
différente. Donnons d’autres exemples de tirages équivalents :

Ezemple 2. — On sait que si I'on jetie deux fois de suite une pidce
de monnaie parfaitement symétrique, les quatre cas :

PP (Pile, Pile),
PF (Pile, Face),
FP (Face, Pile),
FF (Face, Face),

ont méme probabilité ; Il revient donc au méme de jeter deux fois de
1

suite une piéce de monnaie syméirique, ou de jeler une seule fois un
dé en forme de tétraddre régulier, parfaitement équilibré, dont les
quatre faces porteraient les indications PP, PF, FP, FT.

Ezemple 3. — Soit i tirer au sort un lot, a attribuer a une obligation,
parmi une séric d’obligations a lots numérotées de 000 000 & 999 999.
On peut procéder de deux maniéres différentes. On peut placer dans un
million de petits étuis en cuivre des bulletins portant les numéros des
obligations, brasser ces étuis et en tirer un au hasard. On peut éga-
lement, avec dix boules seulement, procéder aux tirages successifs des
six chiffres devant constituer le numéro du gagnant.

L’équivalence des tirages que nous venons d’envisager est évidente,
dans la mesure o 'on admet qu'il est possible de parler de pitces par-
faitement syméiriques, de dés parfaitement équilibrés, de brassages
parfaits. On remarquera que du point de vue pratique, des tirages équi-
valents peuvent poser des problemes techniques tout a fait différents. Il
est a la portée de tout le monde de jeter deux fois de suite une piece de
monnaie & peu prés symétrique; il est plus difficile de se procurer un
dé tétraédrique; quant au tirage d’un lot parmi un million, on voit que
la confection, le remplissage et le brassage des petits étuis que nous
avons supposés représentent un travail énorme, puisque avec des étuis
minuscules pesant 1 g, le poids du malériel 4 manipuler représente 1 t.
Il faut remarquer également que I'équivalence, évidente aux yeux d’un
probabiliste, I'est moins aux yeux du profane. En ce qui concerne le lot
parmi un million, cerlaines gens pensent que le numéro 000 0oo a
moins de chances de sortir que les autres, parce qu’il faut que la boule
zéro sorte six fois de suite; si au contraire on emploie le systéme des
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petits étuis, le numéro 000 000 semble étre mis « sur pied d’égalité »
avec tous les autres numéros, parce que le tirage se fait d'un seul coup.

I1 est des cas ou le recours a un tirage équivalent est nécessaire pour
donner un sens plus concret & un probléme de probabilités. Soit par
exemple le probléme suivant :

Ezxemple 4. — On tire au hasard un nombre p compris entre o et 1;
puis, on procéde a n tirages pouvant donner lieu a I'apparition d’une
certaine éventualité E. Quelle est la probabilité que I'éventualité E
apparaisse r fois ? La probabilité cherchée, quand p est connu, est

n!

mp’q"—" (g=1—p)
Done, étant donné la maniére dont p est déterminé, cette probabi-

lité est

__’i!__ ' rgn—rdp = !
1’!(n——r)!£p 7 P =

La réalisation matérielle d'un pareil tirage n’est pas aisée, si l'on
s’en tient aux termes de ’énoncé, qui suppose que l’on commence par
tirer au sort un nombre compris entre o et 1. Ce tirage exige en théorie
une infinité d’opérations; de toute maniére, si I'on se contente d’une
approximatidn, il y aura une opération délicate a faire. Si I'on suppose
que n reste borné, par exemple inférieur a 100, on peut obtenir un
résultat équivalent en procédant comme suit :

On rassemble un matériel consistant en une urne, 100 boules blanches
et 100 boules noires. On met dans 'urne une boule blanche et une
boule noire. On tire une des boules, et on la remet dans I'urne, en
l'accompagnant d’une boule de méme couleur. L’urne contient ainsi
trois boules. On en tire une, et on la remet dans 'urne en ajoutant
encore une boule de méme couleur que la boule extraite. Le procédé se
poursuit indéfiniment, le n'*™° tirage ayant lieu avec une urne conte-
nant n -+ 1 boules, mais dont la composition dépend des résultats des
tirages antérieurs. On peut montrer que la suite des résultats de tirages
ainsi faits est absolument identique, du point de vue des probabilités
d’apparition, & la suite que 'on obtiendrait en suivant a la lettre les
demandes de 1'énoncé, c’est-a-dire en « tirant » d’abord p, a supposer
que ce soit possible, et en laissant ensuite p constant.
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L’intérét de la notion de tirages équivalents, du point de vue de la
théorie des probabilités, réside surtout dans le fait que les problemes
les plus divers peuvent se ramener, quant aux questions de principe, a
des questions relatives au jeu de pile ou face. C’est 1a une circonstance
connue depuis longtemps, mais qu’il parait soubaitable de préciser avec
quelques détails. '

Dans ce qui suit, le jeu de pile ou face sera considéré comme servant
de base a une espece d’ « étalon de probabilité », comparable, mutatis
mutandis, aux étalons qui ont été élablis pour les grandeurs physiques.

1.2. Production de probabilités quelconques a partir d’un étalon

produisant normalement la probabilité 1) Nous supposons dans ce

paragraphe que par un procédé quelconque, on a construit un appareil
qui, a une cadence donnée, fournit des indications bivalentes. Nous
supposons par exemple que cet appareil débite des valeurs

(1) X, Xe X, oo ... (X;=oou 1)

ne pouvant prendre que les valeurs o et 1, a raison d’une par seconde,
a partir de sa mise en marche. Nous admettons que cet appareil
comporte un mécanisme de tirage au sort, con¢u de maniére que les
valeurs X; soient indépendantes entre elles, et que les valeurs o et 1
soient équiprobables. Nous dirons que cet appareil est un étalon débi-

tant des probabilités é a raison d’une par seconde. 1l existe des procédés

pour construire de tels appareils. La question se pose maintenant, en
supposant que 'on en posséde un, de savoir si 'on peut lui faire débiter

des probabilités différentes de é, et & quelle cadence. Précisons ce que
nous entendons par cela. Le sens de cette affirmation est le suivant :
Faire débiter la probabilité % a Pappareil consistera a manipuler les X;

de maniére que I'étalon se comporte exactement comme une urne conte-
nant trois boules identiques, et dans laquelle on ferait des tirages
successifs.

1.2.1. Trrace p'uN seuL EviNement. — Occupons-nous tout d’abord
de faire procéder par I'étalon a un seul tirage d’un événement E de pro-

babilité p donnée, quelconque mais différente de ; Seule est donnée la
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valeur de p; les combinaisons des X; correspondanta E et celles corres-

pondant 2 non E sont laissées & notre discrétion. Appelons E 1'évé-
nement « non E ». Quelle que soit la maniére dont nous traduisons la
suite des X;, 4 tout instant nous serons dans une des trois situatlions :

a. Les X; ont montré que E s’est produit;

b. Les X; ont montré que E s'est produit;

c¢. Les X; n’ont pas encore décidé entre E et E.

I1 doit donc exister une fonction dépendant des X;, soit
(2) F(Xy, Xay ooy Xy o0 ),
ne pouvant prendre que les valeurs o et 1, telle que

S F(Xy, Xy, ...)=1 signifie que E s’est produit;

() | F(Xy, Xy ...)=0 » E » »

Tant que nous sommes dans le cas ¢ la valeur de I reste indéter-
minée. Nous allons chercher a déterminer une telle fonction. On remar-
quera, d’aprés (3), que, la probabilité p de E étant imposée, nous

devrons avoir (1)
4 IMF(Xy, Xsy ...)=p.

Supposons p > ¢, pour fixer les idées, et choisissons F de la forme
(5) F(Xq, Xy ooy Xy oo0) = Xy (1— X,)G(Xo, X5, +20)

G étant une fonction de méme nature que F, c’est-2-dire ne prenant
que les valeurs o et 1. L’équation (4) nous donne

OMF =p = _[1+ IMG],

d’on
(6) MG=2p—1=p—qg=p1 (p+g=1):

b. Sinous avions 6té dans le cas ot p < ¢, nous aurions posé
(7 F(Xi, Xa, ...) = Xg[1— G(Xs, X5, ..)],

et nous aurions 6té amenés a
MG =qg—p.

(') Nous représentons par JiF la valeur moyenne de F.
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De toute facon, partant d’un événement de probabilité p, on se
trouve amené, au coup suivant, a déterminer un événement de proba-
bilité py=|p — ¢q|. En procédant sur ce nouvel événement comme sur le
premier, on se trouve amené & un événement de probabilité p=|pi—q|,
et ainsi de suite. Le procédé arrive & une fin si cette suite d’opérations

amene & un événement de probabilité %: mais, en général, le procédé se

poursuit indéfiniment. La fonction F que nous avons déterminée par le
procédé ci-dessus I'est sans ambiguité; on constate qu’il n’y a pas lieu
d’attendre indéfiniment pour que la valeur de F soit déterminée. Sien
effet F est de la forme (5), nous voyons que si X; =1, F =1, et qu’il est
inutile de poursuivre le tirage. Si F est de la forme (7), c’est dans le cas
ot X; = o que sa valeur est déterminée dés le premier coup. Comme G
peut étre supposé formée de la méme manidre que F, ainsi que toutes
les autres fonctions qui suivent, nous voyons qu'a chaque coup il y a

une probabilité égale a E pour que l'on soit fixé (si on ne l'a pas été

auparavant) sur I'apparition de E ou de E.
- Le nombre moyen de coups nécessaires pour conclure a 'apparition

de E ou E est ainsi :

i a3l =
Gy =

Nous constatons qu’il faut en moyenne deux coups, a un étalon congu
pour le tirage & pile ou face, pour procéder a un tirage avec probabilité p

différente de

I
2

Exemple. — Pour éclairer le procédé général auquel nous venons de
faire allusion, on peut expliciter F dans un cas simple, soit celui

de p= % On peut prendre pour F la fonction

F = Xl— Xng—!— X1X2X3—' XIXQX;;X',—F. e
La valeur moyenne de F est bien :

1 1
6 T3

[ SRR
ESN
x| -

Nous concluerons que E s’est produit des que I aura pris la valeur 1,

et que E sest produit dés que F aura pris la valeur o. D’aprés la nature
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de F, on voit que la valeur de F est définitivement fixée dés que 'un
des X; est nul, et que par conséquent le nombre moyen de coups néces-
saires pour que F prenne la valeur o ou 1, est 2. La probabilité que F
ne soit jamais déterminée est nulle, puisque cette circonstance se pro-
duit seulement si tous les X; ont pour valeur 1. La probabilité que la

. 1
valeur de F se fixe sur 1 est bien 3 celle quelle se fixe sur o est

. 2
bien 3"

1.2.2. TIRAGE DE PLUSIEURS EVENEMENTS. — Considérons maintenant
le cas plus compliqué ou 'on demande a l'appareil de faire le choix
entre » éventualités incompatibles de probabilités respectives :

(8) P1y, P2, «-ey Pa.
En appelant toujours

Xy Xo o vvvy Xpyo oee. (X;=o0o0ul),

la suite des résultats de tirage fournie par 'appareil, nous serons amenés
: : : 8 p PP )
a former n fonctions

(9) Fi(Xy, Xoy oo, Xipy ovv) (k=1,2, ..., n)

susceptibles de prendre les valeurs o et 1. Nous conviendrons que
lérsque la suite des X,, sera telle que l'une des fonctions, soit Fy,
prendra la valeur 1, cela signifiera que la A'*™® éventualité s’est pro-
duite. Lorsque l'une des fonctions, soit celle de rang A’ prendra la
valeur zéro, cela signifiera que I'éventualité de rang k' est exclue. En
astreignant les fonctions F a 'identité

(10) ZFk=I,
k

nous serons certains que deux fonctions F; d’indices différents ne
peuvent prendre en méme temps la valeur 1, et que si »—1 d’entre
elles prennent la valeur zéro, la 7'*™° prendra forcément la valeur 1. Le
tirage des valeurs X,, devra se poursuivre jusqu’a ce qu'une des fonc-
tions F prenne la valeur 1. A '

Pour assurer aux différentes éventualités, telles qu’elles seront indi-
quées par Pappareil, par 'intermédiaire des fonctions Fy, les probabi-
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lités assignées en (8), nous devrons donner aux fonctions F) une
structure telle que

(11) : IMFr= py.

1.2.2.1. Cas particulier (1)1 =pr=py= %) . — Traitons d’abord

un cas particulier et cherchons a déterminer F,, F,, F; de maniére a
obtenir les probabilités

. 1
(12) Pr=p2=ps= -
Nous prendrons pour F, la fonction déja utilisée
(13) Fi= X — X Xk Xy Xo Xy — X, Xo Xa Xy e w
Si Xy = 0, nous savons que la premiére éventualité est exclue. Nous
imposerons alors aux deux autres éventualités de se produire avec les
e . 1.9 . ; . : .o
probabilités 3 el 5 respectivement, ce qui nous conduit a poser

(Fa=(1— X)[Xo— Xo Xa o Xo X5 X, —. .. |+ X, Go,

4
(4) | Fo=(—X)[1— Xo+ Xo X5— Xo Xy Xy ... ] + X, Gy;

Gs, Gy étant deux fonctions qui restent a déterminer. L’équation (10)
sera satisfaite si
1=F;+ Fy4 Fy= X, (Gy+ Gg) + 1— Xy (Xs— Xo X5 Xo X Xy —... ),
ce qui nous conduit a
Go+Gy=Xo— Xo Xg+ Xe X5 X, —. ...
Nous devons avoir de plus

=MF,= . 4+ -;— MG,

ol =
=

= ONF, % - éonGm

ol -

Nous ferons G, = o, ce qui conduit a

Fi=X,— X Xo+ X, X, Xy—...= X, (1— Fs),
<I5) Fz:Xz—-Xng—i—XngXg—-...,
F3=(I—X1)(I—Fg).

Les fonctions F,, Fs, F; ne sont déierminées, c’est-a-dire 'une
d’entre elles ne prend la valeur 1, que lorsque la fonction F, est elle-
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méme déterminée. Le premier coup serta déterminer X, ; il faut ensuite
en moyenne deux coups pour déterminer F,. Il faut donc compter en
moyenne {rots coups pour déterminer quelle éventualité doit apparaitre.

1.2.2.2. Cas général (Intervention des probabilités a priori et a
posteriori). — Passons maintenant a quelques considérations sur le cas
général. Il faut remarquer que le probléme que nous cherchons a traiter
n’est autre qu'un probléme de probabilités des causes, au sens de Bayes.
Appelons en effet

El) EL‘) cry En

les éventualités que nous cherchons a faire apparaitre, a partir des
résultats du tirage, par l'intermédiaire des fonctions Fy, Fo, ..., F,.
L’événement E; peut s’écrire

(16) . Ekz{Fk'—"I},
avec
(17) Prob {Fr=1} = p;.

L’événcment E; est donc /¢, au sens le plus classique, aux variables X,
X3, ..+, Xn. Supposons les F; choisies par un procédé quelconque et
voyons quelles sont les conséquences de I'apparition de la valeur X,.
Si X;=o les événements E;, qui avaient les probabilités p, a priori,
prennent les probabilités @ posterior: p,. Si X;=1, ils prennent les
probabilités @ posteriori p;. Les relations entre probabilités a priors et
probabilités a posteriori sont
Y Ry SN 25 3

Supposons maintenant que, parmi tous les choix possibles de systemes
de fonctions F, le choix qui conduise au nombre moyen minimum de
coups nécessaires corresponde 4 un nombre moyen

K(Pl) P ooy Pﬂ>‘

Ce nombre moyen minimum est bien une fonction des p; (nous
laissons de c6té pour P'instant les difficultés relatives a I'existence des
fonctions F permettant effectivement d’atteindre ce nombre moyen
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minimum). D’apres ce que nous avons vu sur l'interprétatiou de la
valeur de X,, la fonction K doit satisfaire a la relation fonctionnelle

1 . , , , ’ . ” ” "
(19) K(pi, p2, oo, pr) =1+ El\’lm[[\(p“p?, con P)+=ROPY, Py, o PO

Dans cette équation, il faut entendre que le minimum, dans le second
membre, est pris parmi tous les systetmes de p) et p) satisfaisant aux
équations (18).

1.3. Détermination du nombre moyen de tirage i probabilité épour
obtenir un tirage avec probabilités { p;|. — Pour éviter la difficulté
relative au cas ou I'on n’est pas sir que la borne inférieure des nombres
moyens de coups nécessaires est alleinte pour un choix convenable
des F, nous allons supposer que les p; sont de la forme

u:
Pr=ox

les r; étant des entiers (ainsi que N). Nous supposerons de plus que,
pour la formation des Fy, on s’en tient au procédé suivant :

La suite des N premiers tirages peut prendre 2~ formes différentes.
Parmi ces 2" formes, nous en affecterons r, a Ey, ro a E,, .. S rad K,
Cela revient a dire que F, est égale & 1 sur r, suites, et a zéro sur
les 2¥—r, autres, que F, est égale & 1 sur r, suites, et a zéro sur
les 2¥—r, autres, etc. Nous sommes ainsi certains qu'au bout de
N coups tout est terminé, et que le rang d’un des événements E; est
déterminé. Il se peut naturellement que la détermination ait lieu avant
que les N coups aient été tirés. Comme nous raisonnons sur un nombre
fini de cas, et que les manidres de choisir des groupes de ry, 1, ...
suites sont elles-mémes en nombre fini, le nombre moyen minimum de
coups & tirer est un nombre bien défini, que nous appellerons

Ky (ps, p2s - o5 Pr)-

Examinons maintenant U'influence de Papparition de X;. La connais-
sance de la valeur de X, revient a isoler 2 suites parmi les 2V pos-
sibles. Les probabilités p), p) sont donc de la forme
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el nous avons
P

L’équation (19) prend alors la forme
1 . - ! ’ U s " " "
(20)  KN(Py; oy ooy p) =14 S Min { Ky (P, Py ooy Pu) + Baa (P P25 s Pr) -

L’équation (20) montre comment la fonction Ky peut se calculer par
récurrence. Nous allons voir qu’elle permet d’encadrer Ky entre des
valeurs limites Pexprimant simplement en fonction des py.

Nous allons tout d’abord indiquer une borne inférieure de Ky. Nous
utiliserons pour cela I'inégalité

(21) Zp,l log +2p log——>22pklool)———zlog>

qui est une conséquence immédiale des relations (18).
Nous allons montrer que

I I
(22) Ky (p1; P2 ~~;Pn)é5‘ggzpklogﬁ'
Pour N =1, I'inégalité (22) (qui peut se réduire a I'égalité) est évi-
dente. Supposons-la démontrée pour toutes les valeurs de l'indice

inférieures ou égales a N—1.
Nous déduisons de (20)

I ; 1 ” 1
Kn(pi, P2y ooy Pa) D1+ 2log2[zpk logp—k +Zpk log;),—l,c],

ce qui, en tenant comple de (21), conduit immédiatement a (22). Nous

allons maintenant chercher une borne supérieure de Ky. Nous allons
d’abord particulariser davantage la forme des p;, en supposant que
les r; sont des puissances de 2

1.3.1. CAS PARTICULIER OU LES p)j SONT DES PUISSANCES NEGATIVES DE EX
— Si les ry sont des puissances de 2, les p; sont de la forme

(23) Pe= s

Pexposant m pouvant varier d’'un p;a un autre. Les F; peuvent alors
étre pris de la forme

(24) Fi=Y(Yse...Ypm  (Yi=X;0u 1—X;).
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Les fonctions F; sont des produits de m facteurs, le /*™° facteur étant
égal a X; ou 1—X;. Nous remarquons tout d’abord qu’une telle forme

assure
(25) MF = p;.

Il nous faut vérifier que l'on peut astreindre ces fonctions a la

Zszl.

Nous allons pour cela procéder par récurrence. Soit M le plus grand

condition

des m. Certains des p; ont pour valeur 2~™. Ceux des p; qui ont cette
valeur sont forcément en nombre pair. Si en effet ces p, élaient en
nombre impair, I'égalité

p

‘_‘Pk=1

multipliée par 2%, conduirait & une égalité entre un nombre impair a
gauche et un nombre pair a droite. Groupons deux par deux les p; égaux
a 2™, et convenons d’affecter a deux p, d’une méme paire des fonc-
tions F de la forme

Y, Y. .. Yyo: Xy,

Y, Y. Yy (1 — X)),

c’est-d-dire ne différant que par le dernier facteur. Nous voyons que si
nous savons former les fonctions F, de la forme assignée, pour un sys-
teme de p; de la forme 2~ avec m =M —1, nous saurons en déduire
des fonctions F, également de la forme assignée, pour des py de la forme
27" avec m < M. Soit en effet un tel systéme de probabilités, ordonnées
suivant un ordre de grandeur non croissant :

Pi>pe>. > pp=2"N
Conservons les p;> 2™ et groupons deux par deux les p, égaux

a 27, lesquels sont forcément en nombre pair comme nous I’avons vu.
Nous obtenons un systéme de probabilités

Pixph>...x pio=ot-M,

En appelant
F,, F,, ..., F|



74 J. A. VILLE.

les fonctions F associées aux probabités p), fonclions que nous savons
former par hypothese, si nous posons

Fy=F} pour A=1, 2, ..., 2s—n;
Fir=XuF, » k=n—oh—1, t=s—h (bhLn—s—1);
Fk=(l—Xp()F'l » k=n—2ah, t=s—n

nous obtiendrons un systéme de fonction F, associées aux py, et de
la forme assignée.

Comme nous savons former ces fonctions I pour M =1, nous avons
dans le procédé indiqué une méthode permettant de les former dans
tous les cas ou les p; sont de la forme 27,

Etant donné une telle fonction F, on n’est certain qu’elle est égale a 1
qu'au bout de m tirages, m élant le nombre des facteurs intervenant
dans la fonction.

Le nombre moyen de coups nécessaires pour déterminer une éventua-
lité se trouve donc étre égal, pour ce choix des fonctions F, &

E m.o2—m,

c’est-a-dire a

1 1
log2 Zpk lot’p,{

Nous reconnaissons la valeur minimum de K. Nous en concluons que
pour les p; de la forme envisagée, nous avons exactement

! . RN 1
26 K oy aen = — log —-
(26) (P1s P2 » Pn) logzﬂpk bpk
1.3.2. Cas OU LES p/ SONT DES MULTIPLES ENTIERS DE PUISSANCES NEGATIVES
pE 2. — Revenons maintenant au cas ou les p; sont de la forme

r=rr.2—N ri entier).
p

On peut mettre ces p; sous la forme

Pk =2 Gkh)
h
les gz étant de la forme 277, et les g/ affectés & un méme py étant tous
différents entre euz.
Substituons au systeme des p; le systéme des gu. Si nous savons
former les fonctions F relatives au systéme des p, nous saurons former
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un systeme de fonction F relatives aux p;. En appelant F,,;, la fonction
affectée a ¢, il nous suffira de poser

Fk=2 Fin.
h

Ce systteme de F n’est peut étre pas le plus avantageux en ce qui
concerne la réduction maximum du nombre moyen de coups nécessaires.
Mais son existence nous permet d’écrire a coup sur :

Ka({pa})=Kn({qrn}),

en représentant par |{p;| I'ensemble des p; et par {gu | I'ensemble
des gm. Explicitons cette inégalit¢, en tenant compte des résultats
précédemment acquis; il vient

(27) Kx(tpe)) = 55 gzzqu g—-——
kh

Séparons dans le second membre 'expression

I
8 = E log —.
(28) ?(pi) - gknlog 7in

La valeur numérique de cette expression dépend uniquement de la
valeur numérique de p;, c’est pourquoi nous la considérons comme la
valeur prise pour ¢ = p; par une certaine fonction que nous allons
étudier.

Supposons p; << ; Si nous doublons la valeur de Pr tous les g se

trouvent doublés, d’ou
R 1
o(2pr) =2 2qkn log% =29(pk) — 2pi loga.
La fonction ¢(¢) satisfait donc a I’équation fonctionnelle
(29) e(2t) =29(2)—2tlog2 <t<§>,

étant entendu que ¢ ne prend que des valeurs de la forme r. 2= (r entier).
Faisons le changement de variable et de fonction

p— e-—ulng‘.” QJ(U) —_ ?_(12 .
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L’équation (29) devient
U(u—1)=Y(u)— log>
ou, en introduisant une nouvelle variable ¢ :
0=1u—I,
Y(p +1)=Y(v)+loga.
La fonction ¢(v), dans son domaine d’existence, est donc de la
forme
(30) b(v)=vloga+c(v),
o(¢) étant une fonction périodique de ¢, de période 1.

L'équation (29) montre que ¢(¢) est entitrement déterminée par les
valeurs qu’elle prend dans U'intervalle

(31) §<t<1.

L’6quation (30) montre que §(¢) est également déterminée par les
valeurs qu’elle prend dans I'intervalle correspondant

— 1< ¢ <o.

Dans l'intervalle (31), le développement binaire de ¢ est constitué par
des termes de la forme 27, tous différents, et ¢(t) est de la forme

E o—m 10g2m.

¢(¢) est donc bornée supérieurement par 'expression obtenue en pre-
nant fous les termes |possibles de la forme 2=™; nous pouvons donc
écrire

o(1) <2 o~ Jogam = loga 2 5’% = 2log2.

m=—1 m=1

Nous en déduisons pour ¢ (¢) I'inégalité

2 log2
t

Y(v)y=rvloga +o(v) < (—1<v <o)
et pour p(¢) l’inégalité
o(v) <<—2£ — v) log2 = (2¢+2— v)loga.

Dans V'intervalle considéré, le second membre de I'inégalité ci-dessus
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est croissant; donc il est au plus égal a la valeur qu’il prend pour ¢ = o,
et nous avons ainsi
e(v) <4loga;

p étant périodique, l'inégalité que nous venons de trouver est valable
quel que soit ¢. Nous pouvons donc écrire

Y(v) < vloga + 4loga
et également
Y(u) <(u-+4)loga,
o logpl I
2(p) <Pl°c2[4 - @] = dplogz+plog_-

Revenons 4 (27); nous déduisons de I'inégalité précédente :
(Sl 4 ! L.
(32) Kn(1pe} < 6+ o X prlog oo
1.3.3. Cas pes pj QuELcoNQuEs. — Dans le cas ou les pPi sont quel-
conques, on peut tout d’abord montrer sans peine que
K(p1, p2y .y pn) < n.

Pour cela, on peut procéder par récurrence. Supposons l'inégalité
démontrée pour tous les entiers inférieurs & n. Nous pouvons toujours
substituer, aux 7 probabilités pi, 7 -+ 1 probabilités p, telles que

!
P1=rph, cevs  PR=DPhy  Phaa= Phis + Phaio,
Phv2= Phis) ceey  Pn=Pnir;

! ’ ! ’ I
Pi+.ooF+Phrot =Phist- o+ Ppyg = 5"
Il en résulte évidemment que
K(p1- p2y o5 pr) 2 K(PY, Py oy Prsa)-
Par ailleurs, un premier tirage nous permet de choisir entre les deux
groupes de p}, d’ou la relation
U ! ’ l 1 r U ’
K(Pi: P25« ooy Pn-H) <1+ E [K(2P17 LS} 2Ph+1)+ K(th+2y sy 2Pny )]
Sauf dans le cas ot = 2, on peut, en modifiant au besoin la numé-
rotation des py, faire en sorte que .

h4+1<n et n—h<n.

INSTITUT HENRI POINCARE. — X1v, IL 6
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Comme pour n= 2, on sait déja que K = 2, les inégalités ci-dessus
montrent bien que K < n dans tous les cas.

Ceci étant établi, revenons aux Pi, et approchons-les inférieurement
par des p;, de la forme envisagée en 1.3 . 2.

Posons

Les pj sont également de la forme envisagée en 1.3 . 5.
Nous avons alors
Pr=Ppi+ Qg

Procédons d’abord au tirage des probabilités
Ppiy, Pps, ..., Ppa Q.

Si I'événement de probabilité P se produit, c’est-d-dire une des
n premidres éventualités, nous pourrons conclure a 'apparition d’une
des éventualités primitivement considérées. Si c’est 'événement de pro-
babilité Q, il faudra entreprendre un nouveau tirage. Ceci montre que

K(pi; ps, - .., pr) < PK(Ppy, PPy, ..., Pp,, Q)
+QK(917 g2 -y qﬂ)

—_ 1
<Pp, logﬁ +...+Qlog-(3>+4P+nQ.

=
= log2

Cette derniere inégalité étant vraie quel que soit ordre de 'approxi-
mation faite, il en résulte a la limite

I 1
K(ps, p2y «oos pn) £ log22])k logﬁ -+ 4.

Cette inégalité peut sans doute étre resserrée, mais elle suffit pour
I’établissement des résultats que nous avons en vue.
L’inégalité (32) montre que I'expression

I 1
(P} = oy P18 5

représente une valeur approchée du nombre moyen de coups néces-

saires pour obtenir, & partir d’un étalon de probabilité ;, un tirage avec
les probabilités ({ pi}).
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Cette valeur approchée peut étre considérée comme une valeur
limite; nous allons montrer dans quel sens.

Précisons le résultat déja obtenu :

L’étalon de probabilité nous fournit une suite des valeurs :

X1, Xo ooy Xomy ... (Xpm=o0 ou 1).

Nous en déduisons une suite de valeurs :
Yi, Yo, .o, Yo, ... (Yn=1,2, ..., n);

de maniére que
Prob {Y,, =k} = p;.

Y, sera déterminé par une suite
X17 Xg, ey Xp,‘ 5
Y. par une suite
Xporty Xz ooy Xy

et ainsi de suite. Nous avons montré que I'on peut déterminer la loi de
formation des Y; de maniére que

I g} =M fpef =... L4+ ({prt)

La correspondance entre les X et les Y est telle que 'on détermine
les Y un par un. Mais nous pourrions déterminer les Y par couples.
Cela revient & substituer aux p; (en nombre ) les »* probabilités de la
forme p; ps.

Pour déterminer le premier couple Y,, Y,, il nous faudrait alors pro-

céder aux tirages de
X1, Xg, ey Xvi.;

Pour déterminer le deuxiéme couple Y3, Y, il nous faudrait procéder
aux tirages de

X\oﬁ—j, e le_{._y’
et ainsi de suite. Nous aurions alors
Mfvif =M v} =...Z4+8[{prpa}],

de sorte que le nombre moyen de coups nécessaires pour déterminer
un Y serait au plus

2+ %[ {papa}]
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Nous représentons conventionnellement par {p.p;} I'ensemble des
n? probabilités associés & deux Y consécutifs. On montre sans peine que

&[{pxpnt]=22[{pi}];

de sorte que si nous admettons que l'on puisse déterminer les Y par
groupes de deux, on pourra opérer de maniére que le nombre moyen de
tirages sur les X nécessaires pour détenir un Y soit au plus de

2+ [ {pr}]

Nous pouvons aller plus loin dans la voie amorcée au paragraphe pré-
cédent. Nous pouvons supposer que 'on détermine les événements de
probabilité p, par groupes de v événements consécutifs et indépendants.
Le nombre minimum de coups nécessaire en moyenne pour déterminer
un événement sera alors

1
K[ (e )]

en désignant par {p.}’ I'ensemble des n’ probabilités associées & une
suite de v tirages indépendants, les probabilités associées a chaque tirage
étant les p;. On vérifie sans peine que

.

gl {pei]=v&[Ipeil;
de sorte que le nombre moyen de coups nécessaires pour déterminer un
événement pourra étre amené, par un choix convenable de I'interpréta-

tion & donner aux résultats du tirage émanant de P'étalon considéré tout
a fait au début, entre les limites

[ {pe)], e[ {pri]+ S

Si 'on suppose maintenant que I'on peut prendre v suffisamment
grand, on voit que 'expression JC[{ p}] peut étre considéré comme le
nombre moyen de coups nécessaires ponr déterminer un événement
parmi n événements de probabilités { p;}.

Exemple. — Pour montrer la nature du résultat qui vient d’étre
établi, nous allons considérer un exemple : soient les 10 probabilités

P1, P2, .oy P10y

associées a 10 événements incompatibles. Procéder a une suite de
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tirages indépendants, avec ces probabilités, revient a former une suite
de variables indépendantes :

(33) Xy, Xoy oony Xy,

chacune de ces variables pouvant prendre les valeurs de 0 a g; d’une
maniere précise, nous devons avoir quel que soit m :

(34) Prob{X,=o0}=p;, Prob{X,=1}=p,, ..., Prob{X, =9} =pi.

La suite des X,, peut étre considérée comme la suite des décimales
du développement décimal d’'un nombre réel X compris entre o et 1.
Nous faisons abstraction des difficultés qui peuvent apparaitre si X est
un nombre rationnel & dénominateur de la forme d’une puissance de 10,
auquel cas deux suites de X, peuvent correspondre a un méme X.
Dans ces conditions, tirer au hasard les m premiers termes de la suite
(33) revient a tirer au hasard X, sur le segment (o, 1), avec une distri-
bution de probabilités convenablement choisie, et déterminer, par une
loi précise, les valeurs des m premieres décimales du développement
de X.

Supposons maintenant que nous ne disposions d’aucun appareil pour
procéder au tirage de X, mais que nous possédions I'étalon de probabi-
lités auquel il a déja été fait allusion; cet étalon peut nous fournir la
- suite de variables indépendantes :

Y, Yo oot Ym, ...,
avec

Prob | Y=o ="Prob{Y,=1}="-

Les Y,, déterminent un nombre

Y =2 Y,,.0mm

et, réciproquement, sauf en ce qui concerne les Y rationnels 4 dénomi-
nateur puissance de 2, la donnée de Y détermine les Y,,.

Pour déterminer les X,, a partir des Y,,, nous pouvons lier X et Y
par une relation fonctionnelle

(35) X =f(Y)

respectant la loi de probabilité a laquelle satisfont les X,,. Nous enten-
dons par 1a que si U'on prend Y au hasard dans Uintervalle (o,1), avec
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densité de probabilité uniforme, que I'on calcule £(Y) et qu'on déter-
mine ces décimales, cette suite de décimales sera constituée par des
variables indépendantes satisfaisant a (34).

Attachons-nous maintenant aux m premiéres décimales :

(36) X;, Xop oo, X
et procédons au tirage des Y, :
(37) Yl) Y‘la cr Yn~

Les n premiers termes de (37) ne permettent de calculer Y qu’avec
unc certaine approximation, a savoir a 2~ prés. De cette valeur appro-
chée de Y, nous ne pouvons calculer X, d’aprés (35), qu’avec une
certaine approximation ; et nous ne pourrons par conséquent calculer
qu'un certain nombre des premiéres décimales (35). Ce nombre peut
étre éventuellement nul. Soit

(38) N[Y;, Ye, ..., Y,]

le’'nombre des décimales X; que I'on peut calculer a partir de Y4, Yo, .. .,
Y,. Ce nombre dépend non seulement de n, mais encore des valeurs
prises par Yy, Y,, ..., Y,. Nous devrons poursuivre le tirage jusqu’a
ce que N > m, pour que la suite (36) soit définie.

Les raisonnements faits plus haut nous montrent que si 'on pose

10
I 1
3 H= — log —
(39) “’g?,;,m € o
et si 'on donne un nombre ¢ arbitrairement petit, on pourra choisir m
et la fonction f(Y) de maniere que le nombre moyen de Y; nécessaires
pour déterminer les X; de la suite (36) soit compris entre

mH et m(H-+e¢).

Considérons le graphique dressé de la maniére suivante :

On procéde au tirage des Y, et, pour toute valeur entiére 7, on marque
le point ayant pour abscisse ¢ et pour ordonnée le nombre des déci-
males de X déterminées par Yy, Ys, ..., Y;; en joignant tous ces
points, on obtient une ligne brisée. Il résulte des considérations précé-
dentes que Pon peut choisir la relation entre X et Y de maniére que
cette ligne brisée ait, avec probabilité 1, la direction de pente ; comme

H
direction asymptotique.
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Pour un trés grand nomdre de tirages, nous voyons que N valeurs
des Y; détermineront des valeurs des X; dont le nombre sera de 'ordre

N . N . X
de o La suite des ﬁpremléres valeurs des Y; peut prendre 2~ formes

différentes; la suite des ;‘\i’ premiéres valeurs des X; peut prendre

i
10" formes différentes. Comme les formes que peut prendre la suite

des X; se déduisent des formes prises par la suite des Y;, et par consé-

quent ne peuvent étre plus nombreuses, nous sommes amenés a penser
N
que parmi les 10" formes théoriguement possibles de la suite des pre-

miers X;, il n’y en a eu en réalité que 2~ qui sont pratiquement possibles.
Nous allons montrer dans ce qui suit ce qu’il faut entendre par la.

1.4. Notion de diversité et de nombre d’événements pratiquement

possibles. — 1.4.1. — DIVERSITE D'UN SYSTEME D’EVENEMENTS. —— Soit un
systtme de n événements incompatibles de probabilités pi, p2, ..., pa.
Posons

logp =—2Pilog1)u
(40) .
(loga):= Wpillogup)  (s>1)

et soit ¢ un nombre positif arbitraire. Considérons les p; tels que

(logpp:)* > k2(logs)*  (k>1).

O L1 . X
La somme Zp,- de ces p; est au plus égale & ;- Si nous prenons

_-\/;, sz<53

nous voyons que dans un tirage au sort des événements considérés, il y
aura une probabilité au moins égale 4 1— ¢ pour que 'événement qui
apparait, soit un événement dont la probabilité p; d’apparition satis-

fasse a I'inégalité
(logs)*

(logupi )< -——
Cette égalité est équivalente a la double inégalité

I < N __1 N .
(41) - <pi< " [log-'c_ Elog s, -:>1]
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I existe donc, parmi les p; donnés, un certain groupe de p; dont la
somme est au moins égale & 1—¢, et qui satisfait & (41). Il est facile de
limiter le nombre de ces p;. Ils sont en nombre au plus égal a tu. S’ils
étaient plus nombreux, d’aprés (41), leur somme dépasserait 'unité.

Nous pouvons encore dire : p et ¢ étant définies par les égalités (4o0),
et 7 étant un nombre positif plus grand que 1, si 'on considére, parmi
les » événements possibles, les ut plus probables, la somme des proba-
bilités affectées & ces événements sera au moins égale a

) loga\?
() ' (eg2)

Si 7 est voisin de 1 et si la quantité (42) est également voisine de 1,
nous voyons que . peut étre considéré comme le nombre d’événements
pratiquement possibles parmi les événements considérés, parce que la
probabilité correspondant aux 7 — p événements les moins probables
est pratiquement négligeable.

Le nombre p sera appelé la « diversité » du systéme d’événements
considéré. ,

Nous allons voir que dans le cas d’épreuves répétées, les conditions
envisagées ci-dessus sont respectées.

Reprenons les n événements considérés. Supposons que I'on procede
a N épreuves indépendantes; nous avons maintenant affaire & n" événe-
ments. Si la diversité du systéme des » événements était p., la diversité
du systeme des n" événements sera pN. On vérifie en effet que

—-sz,pi,pis -iv piglogpipi- .. pi,=Nlogp.

Si nous appelons 7y la quantité, analogue a o, relative aux nouveaux
événements, nous voyons que

(logen)2= N(logo)2.

Donnons-nous une valeur de t, aussi voisine de 1 que nous voudrons;
nous allons montrer que dans le décompte des événements prati-
quement possibles, parmi les »" événements théoriquement possibles,
on peut admettre, pour N suffisamment grand, que chaque épreuve ne
donne lieu qu’a pr éventualités différentes. Cela revient en effet a dire
que les N épreuves donnent lieu a (pr)¥ éventualités différentes. Or, si
nous évaluons la somme des probabilités relatives aux (u7)¥ événements
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les plus probables parmi les " événements possibles nous obtenons une
quantité bornée inférieurement par une expression de la forme (42),
avec la condition que (logo)? doit étre multiplié par N et logr sgale-
ment par N. La probabilité en question est donc au moins égale a

1 (loga
(43) — ()

Elle tend vers 1 lorsque N tend vers U'infini.

La diversité p d'un systéme pouvant prendre n états de proba-
bilités ps, p2, . . ., pa, étant définie par la premiere des équations (40),
il est facile de vérifier que p. < n, 'égalité p = n n’étant réalisée que si

“toutes les probabilités p; sont égales entre elles.

p est une évaluation du nombre d’états que peut pratiquement prendre
le systéme, au sens que nous avons précisé plus haut. Cela tient essen-
M ) q p p

. . I .
tiellement au fait que o est la moyenne géométrique pondérée des pro-
babilités p;; i est donc une probabilité moyenne. On congoit que !’in-

verse d’une probabilité moyenne puisse étre considérée comme un
nombre d’états conventionnel. Nous allons voir pourquoi I'inverse de la
probabilité moyenne géométrique est une notion plus utile que-I'inverse
de probabilités moyennes d’une autre nature.

Examinons par exemple ce qui se passe quand on considére la
moyenne harmonique des p;, moyenne pondérée avec les poids p;.
Cette moyenne 2 est définie par

=Zpl—’;l =n.

L’inverse de A donne le nombre 7 lui-méme, ce qui n’apprend rien

]

de nouveau. Passons 4 la moyenne arithmétique, toujours pondérée;
son inverse est défini par

N

T =Ypipi= YD} %2<pz— ;'>+ .

Nous constatons que v << n. Donc v peut éire considéré comme un
nombre d’états possibles. Reste a calculer la probabilité attachée aux v
étals les plus probables du systeme. Il nous faut considérer pour cela la

s‘-’=2])1 <]Ji— s>2)

quantité s définie par
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caractérisant la dispersion des probabilités autour de la valeur
1

moyenne _ -

Les probabilités telles que

(pz—-i)'<e=’ (e> o)

§2
ont une somme au plus égale a = -
s-

., . I
Les probabilités au moins égales & - —¢ ont donc une somme au
moins égale a
s3

l—-g»

et les états admetlant de telles probabilités sont en nombre égal au

plus a

1—ve

Nous pouvons donc dire que si nous considérons les vz états les plus
probables (>1), la somme des probabilités correspondantes est au
moins égale a

$2y212

(44) P=l—_’c——-—l)2.

Cette probabilité est trés voisine de 1 si s est petit, et dans ce cas on
peut considérer vr comme une borne du nombre d’états pratiquement
possibles.

v, 7, s étant donnés, nous allons voir comment varie P lorsque 1'on
considére au lieu d’un seul systéme a n états, N systémes semblables,
indépendants; le systeme total a " états possibles, avec un nombre égal
de probabilités de la forme

p,', piw ey p[:‘.

Dans le cas od N = 2, si nous appelons v, la nouvelle valeur de v,
nous voyons sans peine que

En appelant s, la nouvelle valeur de s, nous voyons que

2

< |-

S

1919

1 1\2 1
=Zplp] (PIP]— \E) = (32+ ;2-) —_ ‘ﬁ, (32\'2 2:(52\/2—!)2— I.

\
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Si nous appelons vy et sy les grandeurs relatives aux N systémes, nous

aurons ainsi
(syvy )= (8292 - 1N —1,

et I'expression (44) sera remplacée par

1— ( - >?[(s‘-’v2+ HN—1].

T —I

Nous ne pouvons plus conclure, comme nous I'avions fait plus haut,
que la probabilité en question tend vers 1 lorsque N augmente indé-
finiment.

1.4.2. DIVERSITE DE PLUSIEURS SYSTEMES INDEPENDANTS. — Pour montrer
que la notion de diversité d’un systéme que nous avons adoptée corres-
pond bien a la notion de nombre d’états pratiquement possibles pour le
sysléme, nous poserons les définitions suivantes :

Etant donné N systémes indépendants Sy, S, . . ., Sy pouvant prendre
chacun un certain nombre d’états, nous appellerons produit de ces
systémes, et nous représenterons par

pt

le systéme dont chaque é€lat est caractérisé par le fait que S, est dans un

/2]

1S2....5x})

2 i

étal déterminé, S, dans un état déterminé, etc., et ainsi de suite.
Si Sy, Sy, ..., Sy sont susceptibles de ny, na, ..., ny états respecti-

vement, Z sera susceptible de ny, n, ..., ny états.
Si les systdmes S; sont tous de méme structure et qu’on puisse par

conséquent poser S;= S, nous appellerons Z la puissance N'*¢ de S,

D=8y

Etant donné un systéme S quelconque, nous appellerons

et nous écrirons

ne(8)  (e>o0)

le nombre minimum des états, que peut prendre S, tel que la somme
des probabilités affectées a ces états, soit au moins égale & 1 —-e.
Considérons maintenant 'expression

[n] { SNV
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Lorsque N tend vers 'infini, cette expression tend vers une limite,
indépendante de ¢, qui n’est autre que la diversité du systéme S telle
qu’elle a été définie plus haut.

1.4.3. DIVERSITE D’UNE SUITE DE SYSTEMES LIES EN CHAINE. — Soit une
suite de systémes

pouvant chacun prendre deux états, que nous représenterons par les
symboles o et 1. Nous admettons que ces systémes sont liés en chaine
simple de Markov, c’est-d-dire que les probabilités p;;, probabilité
que S, soit dans I'état j quand le systéme S, est dans I'état 7, sont
bien définies, et indépendantes des états pris par les systémes S,_j,
Sp_a, - ... Nous supposerons de plus que ces probabilités sont indépen-
dantes du rang n considéré, ou encore que la chaine est a liaisons
constantes.

Nous supposerons que les probabilités que S; soit dans les états o et 1
sont des nombres p, et p, tels que

Po= PooPo+ ProP1

-+ = -+ =1I).
P1= Po1Po~+ p11p (poo~+ po1 = pro—+ py1=1)

Dans cette hypothese, on vérifie que les probabilités pour qu’un sys-
t2me S; de rang quelconque soit dans les états o ou 1 sont également
Po et yZu

Le systéme Z constitué par le produit des n premiers systémes S;

n
est un systéme susceptible de 2" états. Sa diversité est p,, dont le loga-
rithme est de la forme

H, = logu, = —2 P, logP,,
en appelant P, une des 2” probabilités attachées aux 2" états possibles.
En séparant parmi les 2” suites possibles celles qui se terminent par un

zéro, et celles qui se terminent par un 1, nous décomposons H, en une
somme de deux termes :

H,=H® + HD = _Epw logP‘n‘”—Z P{1 log P4,

Nous appelons P{’ la probabilité d’une suite quelconque de n états
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dont le dernier est zéro, P’ se définit d’une manitre analogue; ces
probabilités satisfont, quel que soit 7, a

Zp(no)=170, 21351“—_—]71-

Les probabilités P! ont forcément une des deux formes
P poe ou PIL, pio
tandis que les probabilités P\’ ont une des deux formes
P por ou P pyy.
Nous en déduisons

H{ = poo HyZ) ~+ proH{y — popoo logpeo— pi1pio logpio,
H{P = py HY + pot HIY, — pypay logpis — popor logpos,
H, = H,—1— po(poologpoo+ poi logpor) — p1(p1o logpio+ pi1 logpir),

et, par conséquent, l'expression générale de H,, qui peut se mettre
facilement sous la forme

n=(n—1)Hy— (n—2)H,.
Ezemple. — Prenons un exemple numérique. Supposons que

_ _ 2 _ _ I,
Po1~—-}710—§’ POO—PU—37

d’ou 'on déduit sans peine

N | =
.

po = Pi =
Nous obtenons
1 1 2 2
H,,=Hn_1—(§log§+§log§>, H,=log2;

_2(n-1)

pp=2.37"1.9 ¥~ (1,89)n.

Les systémes liés suivant la loi considérée ont donc une diversité
moyenne de 1,89. Pour n trés grand, on pourra considérer que le
nombre d’états pratiquement possibles est non pas 27, mais par
exemple (1,9)".

1.4.4. RELATION ENTRE LA DIVERSITE ET LA FREQUENCE D’APPARITION D’UN
EVENEMENT DANS UNE SUITE DE TIRAGES. — Nous allons voir quelle relation
existe entre la diversité d’une suite de tirages et la fréquence d’appa-
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rition d'un résultat dans cette suite. Examinons d’abord une suite de
tirages indépendants, pouvant donner lieu chacun a deux résultats, avec
probabilités p et ¢. Nous représenterons symboliquement par 1 et o les
résultats de chaque tirage.

La diversité d'une suite de n tirages est donnée par la formule

logy =—n(plogp + glogq).

‘Les suites contenant np fois le résultat 1 et ng fois le résultat zéro
sont en nombre v tel que (1)
n!

_np!nq!.

On vérifie facilement, par application de la formule de Stirling, que

. I
,!!_—"L - logv = logu,
de sorte que pour évaluer 'ordre de grandeur du nombre des suites
pratiquement possibles, on peut se contenter de considérer les suites
contenant exactement np fois un des résultats et ng fois autre (1).
Pour étendre la portée du résultat que nous venons de trouver, consi-
dérons le cas de la chaine de Markov envisagée plus haut. Les proba-

bilités des groupements.
00 oI 10 II

sont respectivement
(45) Poo = popoo, Poy = Pyo = popor= p1p1o, Py1= pypan.

Cherchons d’abord le nombre N(a, 3, v, 8) de suites dans lesquelles
les groupements 0o, o1, 10, 11 se présentent exactement «, 3, v, 6 fois
respectivement. De telles suites contiennent « + 8 + v + ¢ ++ 1 termes;

nous appellerons
N007 NO’!; Nio, Nll

les nombres respectifs de ces suites dontles premiers termes sont 0, 0, 1, 1
et les derniers termes o, 1, 0, 1 respectivement.
Nous avons évidemment

Noo(a, {37 1, 8) = Noo(a —1, 187 Y, 8) =+ Noa(a, pa Y—1,8),
Noi(«, 8, v, 8) = Noo(o, 8 —1, v, 8) + Nos(a, B, ¥, 8 —1),
Nio(2, 3’ 1, 8) = Ny(a—1, B, v, 8) + Nui (o, B) Y—1,38),
Nia(a, p: Y, 8) = Nio(a, ﬁ“ly Y, 8) + Nug(o, 8,7, 8 —1).

(') Si np et ng ne sont pas entiers, on leur substituera les entiers les plus voisins,
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Si nous ne nous attachons qu’au dernier terme, et que nous désignions
par No, Ny les nombres de suites se terminant par o ou 1, nous obtenons

NO(“) ﬁ: ¥, 8) = No(a—1, pa Y, 6) + Ni(a, B) Y —1, 8),
Ni(a, B: Y, 8) = No(a, p_la Y, 6) + Ny (a, {37 e 3 —1).

On déduit de ces deux derniéres relations

N(«, B, v, 8)=N(a—1, 1/37 ¥y 6) + N(a, ?‘: Y, 8 —1)

+N(z, B—1,7—1,8) —N(z—1, 4,7, 8 —1).

Une solution de cette équation est
N (a+B)!I(y+d)!
N(a, lg, Y, 6)= W

Ce n’est pas la la valeur exacte de N(«, 3, v, d); mais on peut montrer
que c’est une valeur asymptotique suffisamment approchée pour que le
calcul de

. 1

3211 ;logNr
pOllI‘
a+B+y+8=n—1,
(1 ~ nPyy, v~ nPy, 3 ~ nPgy, 8§~ nPu)

soit correct. La limite que 'on trouve est

H,—H,,

H, et H, étant les valeurs définies au paragraphe 1.4.3. Nous voyons
donc que, pour une chaine de Markov comme pour le cas de Bernoulli,
la diversité du systeme étudié peut se calculer en décomptant les suites
des résultats pour lesquelles les répétitions des groupes de deux résul-
tats consécutifs sont, & une unité pres, le produit de la probabilité par
le nombre d’épreuves.

Examinons le cas d’un tirage de Poisson; les épreuves sont indépen-
dantes comme dans le cas de Bernoulli, mais la probabilité d’un
résultat donné peut varier d’'une épreuve a une autre. Soient

P11y, P2, ooy Pn

la suite des probabilités associées; aux différents tirages symbolisant
toujours par 1 et o les deux résultats possibles, nous savons que dans »
épreuves la répétition du résultat 1 sera de la forme
n
2 pr+ K y/n,

k=1
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K étant un nombre d’ordre zéro par rapport a n considéré comme infi-
niment grand principal. Posons

n
~
r = Pk

k=1
Le nombre des suites de résultats possibles ne sera pas de I'ordre

n!
de 1

On montre en effet que la diversité du systeme a 2" états possibles,
correspondant aux tirages considérés est donnée, sous des conditions
trés générales, par la formule

logu = ——2(101: log pi+ qiloggs),
k=1
c’est-a-dire que la probabilité accumulée sur les p(1+¢)* suites les
plus probables tend vers 1 lorsque n tend vers I'infini. D’autre part,

. . 1
uand 7 tend vers l'infini, le rapport =2 tend en général vers une
q ) PP 8
logv

limite inférieure a 1.

1.4.5. UTILITE DE LA NOTION DE PROBABILITE MOYENNE. — Nous avons
vu dans ce qui précéde que pour décompter le nombre d’états pratique-
ment possibles pour un systéme, il était utile de recourir a la notion de
probabilité moyenne, au sens de moyenne géométrique. Nous allons
maintenant voir si cette notion de probabilité moyenne peut servir a
d’autres buts.

Soit un systéme pouvant prendre » états, avec probabilités

P1y P2y .-ey Pon.

Deux des probléemes fondamentaux qui se posenta propos de ce systéme
sont les suivants :

1° Avant tirage, quels sont les élats que I'on peut exclure comme
étant de probabilité négligeable ?

2° Aprés tirage, dans quelle mesure peut-on considérer que le résultat
du tirage est satisfaisant, c’est-a-dire compatible avec 'hypothese faite
sur les valeurs numériques des p;?

La diversité p du systtme joue évidemment un role dans ces deux
questions; les états non exclus seront en nombre de l'ordre de 1, dans
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la réponse a 1°; de méme, les états dont l'apparition sera considérée
comme satisfaisante, en réponse a 2°, seront en nombre égal a p. 1l
semble naturel, si 'on fait une théorie unitaire, de penser a prendre les
mémes états pour former les deux ensembles :

1 Ftats prévus.

»° Litats dont apparition confirme Ihypothése faite sur les proba-
bilités.

Sil'on se donne la probabilité 1 — e accumulée sur ces états, on peut,
entre autres conventions, choisir pour ces états :

a. soit les états les plus probables;
b. soit les états dont la probabilité est la plus voisine de la probabilité

I
moyenne ; .

Chacune des deux conventions ci-dessus conduit 4 un nombre d’états,
choisis, de l'ordre de p. Pour le premier probleme (prévision), il
semble normal de choisir les états les plus probables; mais pour le
deuxiéme probléme, il apparait préférable de choisir les états dont la

probabilité est la plus voisine de ;I Un exemple simple le prouve :

Soit un tirage a pile ou face, de 1000 coups, avec une piece pour
laquelle les probabilités de pile et face sont respectivement 0,499
et 0,501. Le cas le plus probable correspond a 'apparition de 1000 fois
face; cela n’empéche que si ce cas se produit, I'observateur aura des
doutes trés forts sur hypothése relative aux valeurs 0,499 et 0,501
pour les probabilités de pile et face. Cette situation paradoxale, de
refuser vertu confirmatoire a un résultat qui est pourtant le plus pro-
bable, tient a ce que 'on ne peut s’empécher de chercher a vérifier en
méme temps la valeur de la probabilité et 'indépendance des coups, et
le fait de voir apparaitre 1000 fois le méme coté de la piece semble un
argument trés fort contre I'indépendance. Un logicien pourrait soutenir
que les 1000 tirages, dans le cas d’indépendance, peuvent prendre
21000 formes différentes, et que puisque la plus probable est apparue, il
y a lieu d’étre satisfait. Cet argument est peut-étre bon, mais il est cer-
tain qu’il ne convaincra personne. Il y a la un fait psychologique qu’il
est bon de fouiller. Il est incontestable que ce que I'on reproche a ce
résultat comportant 1000 faces, c’est d’étre trop probable pour étre bon.
L’hypothese est trop vérifiée pour que cette survérification n’ait pas

INSTITUT HENRI POINCARE. — XIV, II. 7
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une cause plus forte que le simple excés de o,501 sur 0,499, par
exemple une liaison entre les événements, ou un truquage. 1l est non
moins incontestable que reprocher a un résultat d’étre trop probable,
si on ne lui reproche gue cela, est d’une logique douteuse. Si nous
réfléchissons plus avant, nous voyons que nous reprochons au résultat
des 1000 faces, non seulement d’étre le plus probable, mais encore
d’étre le seul a jouir de cette propriété, ce qui lui confere un caractere
trés exceptionnel. Une fois ce point établi, nous pouvons passer 4 un
autre exemple moins direct, mais plus simple parce que ne faisant pas
intervenir de tirages successifs ni par conséquent de considérations
d’indépendance.

Considérons g1 événements incompatibles, dont un a la probabi-
lité 0,1, les go autres ayant chacun pour probabilité o,01. Nous appel-
lerons E I’événement de probabilité 0,1 et F un quelconque des go autres
événements. Supposons que nous fassions une expérience. L’hypothese
relative aux valeurs des probabilités sera-t-elle mieux vérifiée si c’est E
qui apparait, ou un des F'? Si'on s’attache a la probabilité maximum,
c’est évidemment E qui apporte meilleure confirmation. Mais si nous
groupons tous les I en un événement &, il est évident que c’est I'appa-
rition de & qui apporte une confirmation supérieure a celle apportée
par Papparition de E. L’apparition d'un F, étant donnée la structure du
systéme des g1 probabilités supposées, doit jouir du méme privilege
que l'apparition de &; en d’autres termes : on ne peut pas reprocher
d un F de n’avoir que 0,01 comme probabilité, parce qu’ils sont go a
avoir cette méme probabilité. Si I'on adopte cette seconde attitude, on
est amené & considérer comme confirmant ’hypothese I'apparition d’un
événement ayant une probabilité voisine de la probabilité moyenne,
laquelle est ici trés voisine de o,01.

Dans le cas général, on est conduit a appliquer la régle suivante :

Si une hypothese attribue a » éventualités incompatibles les proba-
bilités

Py, P ooy Py
on considdrera que 'apparition de I'éventualité de rang 7 (et par consé-
quent de probabilit¢ p;) apporte a cette hypothése une confirmation

dont P'évaluation numérique est

.
k=Y pilogppy— (loguper  (logu =— 3, pilogp:)-
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La valeur moyenne de la confirmation a attendre est

Epikiz 0.

Avec cette régle, on voit que ce sont les éventualités de probabilité la

plus voisine de i qui apportent la meilleure vérification.

CHAPITRE 1I.
THEORIE DES JEUX.

2.1. Habitude et habileté d’un joueur, d’aprés E. Borel. Egalité de
von Neumann.

2.1.1. DEScRrIPTION PROBABILISTE D'UNE HABILETE. — La théorie des
jeux s’est longtemps limitée aux jeux de hasard pur, tels le jeu de dés.
A cetle théorie des jeux de hasard pur se rattachent les calculs condui-
sant a 'évaluation des probabilités afférentes aux diverses compositions
d’une donne, & la répartition des cartes entre les différentes mains. De
cette théorie relevent également les calculs des partis (au sens introduit
par Pascal), les considérations sur la ruine des joueurs, etc. Ce sont la
des questions classiques sur lesquelles nous ne reviendrons pas ici. Ces
questions sont justiciables le plus souvent de 'analyse combinatoire.

La théorie des jeux de hasard pur est évidemment un simple chapitre
de la théorie générale des jeux, puisque dans la plupart des jeux inter-
viennent des tactiques variant avec les habitudes et 'habileté des
joueurs. On peut se demander si les éléments « habitude » et « habi-
leté » sont descriptibles en termes de probabilité. En ce qui concerne
I'habitude, nous avons la une notion qui se préte trés bien au calcul des
probabilités; en ce qui concerne I’habileté, cela est moins évident. Le
probléme a ét¢ clairement posé, pour la premiére fois, par M. Emile
Borel. ’

L’argumentation qui rattache I’habileté a des notions de probabilité
est la suivante :

Supposons que deux joueurs A et B jouent a un jeu de cartes quel-
conque, et que ce soit & A & prendre la premitre initiative (jouer une
carte, faire une déclaration, miser, etc.). Avant que A prenne celie
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initiative, B peut se faire une idée des différentes probabilités attachées
aux jeux que A peut avoir en mains. CG’est une question de probabilités
classiques. Aprés que A a pris une initiative, B, s’il connaissait les habi-
tudes de A, pourrait modifier en conséquence ses estimations de proba-
bilités. En effet, si A est bon joueur, il n’a pas pris cette initiative
gratuitement; s’il pose une carte, ce n’est pas n'importe quelle carte de
son jeu. B se trouve donc en face d’un probleme de probabilités @ pos-
teriord, qu’il saurail résoudre, toujours d’aprés des méthodes classiques,
s’il connaissait les probabilités a priori attachées aux réactions de A,
c’est-a-dire, plus simplement, les habitudes de A. Les habitudes de A
peuvent se représenter par un certain nombre de probabilités py, pi, ...;
celles de B par des probabilités py, py, .... Pour un spectateur qui
connaitrait ces probabilités, le comportement de A et B serait assimi-
lable au comportement de deux robots équipés chacun d’un dispositif
interne de tirage au sort. Ce tirage au sort est celui qui est apparent
lorsqu’un joueur hésite avant de prendre une décision. Pour ce specta-
teur, 'espérance mathématique de A serait une fonction déterminée
des py, ps, et des probabilités P attachées aux distributions de cartes :
so1t

(1) Ga=F(pas Ps -5 P> Py -5 P P50

L’habileté de A consistera a choisir des p, rendant G, maximum;
celle de B consistera a choisir les p; de maniére a rendre G, minimum.
M. Emile Borel a précisé davantage encore cetle notion d’habileté.
Supposons que A connaisse les pg; il pourra donner a G, la valeur
(2) MaxF = I( ps)
P

A
en choisissant les p, de maniére a rendre F' maximum, les p; restant
constants. Ce maximum I est fonction des py. Pour se défendre contre
cette maximisation de Gy, B, a supposer qu’il ait pu calculer I, pourra
rendre I minimum. Soit I, ce minimum :

(3) Iy = MinI( pg).
Py
Nous voyons que A, s’il est en face d’'un joueur B infiniment habile,

pourra étre mis par ce joueur dans une position telle que, quelle que
sott son attitude & lur, A, il ait son espérance bornée par I'inégalité

(4) GAéIo.
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L’argumentation peut'se renverser. Si B connait les p,, 1l pourra
donner a G, la valeur
A
MinF = J(PA ).
Py
A, a supposer qu’il connaisse J(p,), pourra choisir les p, tels
que J( p,) soit maximum : soit

Jo= MaxJ(pa)
Pa

ce maximum. A pourra donc, et cela quoi que fasse B, s’assurer une
espérance minimum Jo, et par conséquent assurer

(5) GAéJo.

Si A agit de maniére & assurer (5), et B de maniére & assurer (4) le
gain de A sera compris entre I, et Jo :

(6) Joz Ga < 1o

L’intervalle (Jo, Iy) est donc un intervalle ou I’habileté des joueurs
peut amener Gy. Si G, < Jo, A est un maladroit. Si G, > I, c’est B qui
est maladroit.

Il restait, dans la théorie de M. Borel, une incertitude sur l'inter-
valle (Jo, Io), et sur la qualification des joueurs selon I'endroit ou G, se
plagait dans cet intervalle. Les exemples schématiques traités par
M. Borel montraient toujours que Jo = Io, mais cela n’était pas suffisant
pour en conclure que Iy=17J,. La démonstration de cette égalité est due
a M. von Neumann.

Cette démonstration a été simplifiée par la suite. Nous reviendrons
plus loin sur la portée de la démonstration, et allons appliquer ce théo-
réme a un jeu de tactique pure.

2.1.2. VERIFICATION DE L'EGALITE DE VON NEUMANN SUR UN JEU DE TAC-
TiQUE PURE. — Considérons deux joueurs d’échecs, A et B. Nous sup-
posons que A a les blancs, et joue le premier. A a a sa disposition un
certain nombre, trés grand, de tactiques :
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Nous entendons par tactique une régle de jeu trés stricte, qui ne
laisse aucune initiative au joueur qui 'emploie, et qui lui dicte sa
conduite dans toutes les circonstances créées par 'adversaire. La scule
initiative laissée 2 A et B est donc de choisir, avant 'engagement de la
partie, une tactique. Ensuite, ils sont censés s’y tenir. Théoriquement,
ce choix préliminaire et unique est équivalent & la suite des choix tels
qu’ils se pratiquent en réalité en cours de partie. Supposons que le
nombre de coups a jouer soit limité; si la tactique a; de A s’oppose a la
tactique b; de B, le résultat final sera soit le gain de A, le gain de B,
soit une partie nulle. Nous représenterons ce résultat par a;;, avec la
convention que «;;=1, —1 ou o représentent respectivement les trois
1ssues envisagées.

Si A choisit les tactiques a; avec les probabilités p;, et B les tac-
tiques b; avec les probabilités ¢;, la probabilité, pour A, de gagner la
partie, de perdre, ou d’aboutir & une partie nulle, sera, selon le cas :

s I+ a;; o I— Qjj 5
et pigy Xay—"tpig; P (—ah)pigy

Si A cherche a maximiser la différence entre la probabilité de gagner
et la probabilité de perdre, il cherchera a rendre maximum

Ga =Z“z‘/m9/»

B de son co6té cherchera a rendre cette méme expression minimum.
Nous nous trouvons formellement dans un cas particulier du jeu envi-
sagé a propos de la théorie de M. Emile Borel. Nous allons vérifier sur
ce cas particulier que :
Max Min Gy = Min Max Gj.
Py 7 P

Nous constaterons que pour ce cas particulier, la valeur commune
des expressions ci-dessus ne peut étre que 1, — 1 ou o, c’est-a-dire que
théoriquement, entre joueurs suffisamment habiles la partie est jouée
d’avance. A est forcément gagnant s’il est assez adroit, ou forcément
perdant, si B est suffisamment adroit, a moins que A ou B ne puissent
se réfugier dans la partie nulle. Nous nous hatons de dire que 'on a pu
démontrer que les seules valeurs possibles étaient 1, — 1 ou 0, mais que
la détermination de celle de ces valeurs qui apparait effectivement est
encore au-dessus des possibilités actuelles du calcul.
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Pour conduire la démonstration, nous emploierons les notations sui-
vantes :

X, représentera le coup joué par A au 2°°™° coup. Ysiy4 représentera
le coup joué par B au 2/ 1™ coup. Les X etles Y peuvent étre des
nombres entiers, sil’on convient d'un code représentant en nombre les
différents coups possibles. Un exemple de chiffrement est le suivant :

X est un nombre pouvant aller de 0 a 212 —1,
X peut se mettre sous la forme

X =202+ 2’

Z' et 2" étant deux nombres pouvant aller de zéro a 26— 1. On inter-
pretera X comme le coup consistant a prendre la piece située dans la
case numérotée ' pour la mettre dans la case numeérotée z”.

Une partie de 2M coups sera représentée par une suite

(7) Xo, Yl, X‘z, Y:;, ey X2L—2, Yonm—1.

Inversement, toute suite de la forme (7) représentera une partie, si
nous convenons que le premier nombre de cette suite correspondant &
un coup impossible (parce que la premiére case est vide, ou que le coup
contredit les régles) a pour effet, s’il existe de faire perdre la partie a
celui qui s’est rendu coupable de cette impossibilité, et que les coups
suivants ne sont pas joués.

Dans ces conditions, a toute suite (7) nous pouvons associer un
nombre égal & 1, —1 ou o selon que la partie est acquise a A, a B, ou
est nulle. Nous définissons ainsi une fonction a 2M arguments entiers

(8) FQM(X()7 Yl, cey YgM_l)

qui ne peut prendre que les valeurs 1, —1 ou o.

Considérons maintenant des fonctions a un nombre moindre d’argu-
ments, de la forme F,(X,, Yy, ...) ne dépendant, en ce qui concerne
les fonctions d’indice », que des n premiers termes de la suite (7).
Astreignons ces fonctions aux relations de récurrence :

Fop (XO, Yl, ey Y?n.—l) = NiaXF-zn+1(X0, Yl; ey Y2u—1, Xm),
(9 - ,
) F-:n+1(X0, Yl) ey X'.‘n.) =‘I[V[m F2n+2(xo, Yy, .. o Yonir).
sn-+1

Pour obtenir la valeur de F,,, on consideére la fonction Fs,q sup-
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posée déja formée. On donne aux 27, premiers arguments de Fapyy les
valeurs pour lesquelles on veut calculer F,,. Fa.,y dépend encore
d’un (27 + 1)*™° argument X,,. On choisit pour valeur de Fs, la plus
grande des valeurs que prend Fs,.4, quand on fait varier le (2n + 1)*m®
argument, les 27 premiers restant fixes.

Les fonctions Fa, 1 sont déterminées d’une maniére analogue. Nous
poserons de plus

(10) Fo= MaxF,(Xy).
xo

Fay élant une fonction bien déterminée, nous pouvons en déduire suc-
cessivement Foy s, Fay_» et nous parviendrons enfin jusqu'a Fy qui est
un nombre. Fyy ne pouvant prendre que les valeurs 1, —1 ou o, il en
sera de méme de toutes les fonctions de la suite

(II) Fo, F1(X0), F-z(Xo, Yi), ceey FgM(Xo, ceny Yz)[._1).

Ces fonctions jouissent de la propriété suivante :

A peut agir de maniére que la suite (11) ne soit pas décroissante.
B peut agir de maniére que la suite (11) ne soil pas croissante.

En effet, A a la disposition des X, et B celle des Y. Si dans la
suite (11) on est arrivé & la fonction F,,, la premiere des égalités (g)
montre que A, dont c’est le tour de jouer, peut choisir X,, tel que

F2n+1 = F'Zn.-

Donc A peut maintenir la valeur de Fs,, mais ne peut 'augmenter.
Si A se trompe, la valeur de Fa,., devient inférieure a celle de Fs,.
On voit de méme que dans le passage de an_H a Fa,10, B peut main-
tenir la valeur de Fs,.4, sans pouvoir la diminuer.

Ceci étant montré, il en résulte que si Fo=1, A peut jouer de
maniére & gagner la partie, cn empéchant la suite (11) de décroitre.
Si Fy=—1, B peut gagner la partie, en empéchant la suite de croitre.
Enfin, si Fo=o0, A et B peuvent jouer de maniére que la partie soit
nulle. D’une maniére plus précisc : A peut jouer de manidre que la
partie soit nulle ou gagnée par lui, et B peut jouer de manitre que la
partie soit nulle ou gagnée par lui. Si A et B sont infiniment habiles, la
partie sera donc finalement nulle. En revenant au théoréme général,
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nous voyons qu’il se vérifie bien pour le cas du jeu d’échecs que l'on a

Max Min Gy = Min Max G,
Poq 7
et que l'on peut obtenir cette égalité sans procéder & un tirage au sort,
c’est-d-dire avec des p tous nuls sauf un, et des ¢ tous nuls sauf un.

2.1.3. OBJECTION A LA DEFINITION DU JOUEUR INFINIMENT HABILE. INTER-
VENTION DU NOMBRE DE COUPS DE LA PARTIE. — Nous allons voir maintenant
que le résultat précis établi ci-dessus ne suffit pas & faire une théorie
exhaustive du jeu d’échecs. Supposons en effet que nous ayons construit
une machine qui puisse calculer toutes les fonctions F, et qui permette
par conséquent de construire un automate joueur d’échecs, en théorie
infiniment habile. Supposons de plus que la partie soit théoriquement
gagnée d’avance par les blancs. Comme notre automate est infiniment
habile, il doit pouvoir jouer correctement en prenant la position défa-
vorable des noirs, et, bien qu’il soit théoriquement perdant, 'énorme
avantage qu’il a de connaitre enti¢rement la théorie du jeu doit lui per-
mettre de vaincre tous les joueurs « ordinaires » qu’on peut lui opposer.
Ceci étant posé, nous voyons tout de suite que la théorie que nous avons
étudiée ne nous permet pas de spécifier sans ambiguité la conduite de
cet automate. En effet, la régle de jeu pour 'automate consiste, puisqu’il
a la position B, a ne jamais faire d’opération qui augmente un terme de
la suite (11). Si donc, tout au moins dans les premiers coups, A est
parvenu a se maintenir sur la valeur 1, valeur maximum, B n’a absolu-
~ment aucune régle & suivre. Il peut jouer n’importe quoi. Il n’y a rien
de paradoxal la dedans. En effet, les fonctions F correspondent a I’hypo-
thése que A a en face de lui un joueur infiniment habile. Si donc dés le
premier coup, B est déja perdant, il ne se défend méme pas. Cela est
absurde, puisque tout joueur réel finira par faire une faute; B doit jouer
de maniére & ne pas comprometire ses chances lorsque cette faute se
produira. Il existe un moyen simple, mais un peu artificiel, de rétablir
la situation. On observe d’abord que la définition des fonctions F sub-
siste méme si F,y a un champ de variation plus étendu que 1, —1
ou o. De méme subsiste la propriété fondamentale pour la suite (11) de
pouvoir étre maintenue non décroissante par A, non croissante par B.
La seule modification qui intervient est que les fonctions F ont alors
un champ de variation plus grand.
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Au lieu d’attribuer a F,y les valeurs + 1, —1 ou o, nous attribuerons
& Foy la valeur 2M —nsi A a gagné au bout de n coups, et n—2M —1
si B a gagné au bout de n coups. Si A a gagné au (2M —1)®"° coup,
Foy est bien égal a 1; si B a gagné au aM"®™® coup, F,y est égal a —1.
Si la partie est nulle, F,y reste égale a zéro. Nous établissons ainsi une
hiérarchie entre les différentes valeurs de F,y, en attribuant une valeur
plus grande aux parties gagnées rapidement.

St donc Fo=2M—p, ce qui signifie que A peut gagner en u coups
au plus, et que Fy=aM — 1, ce qui signifie que A n’a pas fait de faute
au premier coup, B pourra maintenir F, a la valeur 2M —p, ce qui
entraine que la défense de B est correcte, puisqu’il recule sa défaite
théorique jusqu’a la derniere limite. Au cours du jeu, A fera certaine-
ment des fautes ayant pour effet d’augmenter ., c’est-a-dire de diminuer
les F, et B aura toujours, en suivant la régle dictée par les égalités (9),
une réaction « habile ». _

Nous voyons que I’étude d’un jeu, méme théoriquement compléte-
ment déterminé comme le jeu d’échecs, laisse un certain arbitraire, qui
s’est manifesté ici par la pondération choisie pour les valeurs de F,y.

2.1.4. DemonstraTION DE L'EGALITE DE vOoN NEumany. — Nous allons
maintenant revenir au théoréme de von Neumann. Si deux joueurs A
et B peuvent choisir des tactiques :

t, &y ..., In pour Aj;
t'“ tl‘z’ ey t’m » Bj

et si la tactique ¢; opposée a la tactique tl'. asssure a A ‘I'espérance a;;,
Pespérance de A, si les tactiques ¢; sont choisies par lut avec les proba-
bilités p; et les tactiques ¢ par B avec les probabilités ¢;, sera

(12) K(p; 9) =Z°¢i/m9/~

B peut astreindre K ( p, ¢) a I'inégalité

K(p, g) = Max MinK(p, ¢) = L.
14 q

Cela signifie qu’il existe un systéme de nombres ¢; tels que
g q y qi q

(13) Eai;p@;_é To,
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quels que soient les p;. Posons
(14) Bi="Y 9.

Les m formes B3;, aux variables ¢, sont telles que, quelles que soient
les valeurs attribuées aux ¢;, il existe toujours au moins une des formes
qui satisfait 'inégalité

(15) Bix o,

S’il n’en était pas ainsi, on pourrait déterminer un nombre ¢ et un

systtme de valeurs des ¢;, soient ¢/, tels que, pour ces valeurs des g,
on ait, quel que soit 7 :

$i = Ip— €.

Si B adopte ce systtme de valeurs des g;, il pourra astreindre K
a 'inégalite
K(p, g)=lo—¢,

ce qui est en contradiction avec la définition de I,.

Revenons maintenant aux inégalités (15). On peut montrer que si,
quels que soient les g;, une au moins des formes B satisfait a (15), il
existe une combinaison linéaire des B; :

H=Y b <)\,~;0, in:I),

telle que, quels que soient les ¢;, on ait
(16) Hx I

Supposons que A adopte des valeurs des A; pour les p;. Nous voyons
que A pourra astreindre K a I'inégalité

K>
et cela quoi que fasse B. Il en résulte évidemment que
(17) Max Min K(p, ¢) = Min MaxK(p, ¢) = I.
P Poq
2.2. Calcul des probabilités a attribuer aux tactiques. — Appelons ;i
un systéme des valeurs des p; permettant a A d’assurer I'inégalité

K(p;, 9)> I.
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Un tel systéme de valeurs est tel que la forme linéaire, en ¢;, K(p, ¢),
satisfait &

(18) K(p, ¢)> L.

Nous savons par ailleurs que B peut choisir les ¢; de manidre que la

forme K (p, ¢) aux variables p; satisfasse a
K(p, 5) < Io.

Nous pouvons donc compléter 'inégalité (18) par I'égalits
(19) K(p, ¢) =T,

Iy est donc le minimum, efectivement atteint, de la forme K (p, q)
aux variables ¢. Or, une forme linéaire, quand les variables qui y figu-
rent varient dans un domaine, ne peut atteindre son minimum que dans
des conditions tres particulieres. Considérons en effet le systeme des g;.
Parmi ces g;, certains peuvent étre nuls, d’autres sont différents de zéro.
Donnons a ceux des g; qui sont différents de zéro des accroissements
infiniment petits, de somme nulle. Nous aurons

(20) F3K(§,§>=E°‘Uf3iaﬁ7jé0 <2 39'—1'=0)
]

comme il résulte de (18) et (19). Les dg; sont complétement arbitraires
a part la condition d’étre de somme nulle, et d’étre infiniment petits.
Nous pouvons les prendre par exemple de la forme

(21) 8§j=q—i[2aij;i_K(;7 3)]8&

1

Cette forme assure que seuls les ¢; positifs ont un accroissement, et
que la somme des accroissements est nulle.
Nous déduisons de (20) et (21) :

1 (8¢,)
(22) 0K = —X > 0.
StE q;

Nous en déduisons, puisque le signe de 6¢ est arbitraire, que les 8g;
définis par (21) sont tous nuls, c’est-a-dire que, quel que soit j, nous
avons

(23) 5,[Zai/ﬁz—K(ﬁ,§)] =o.

i
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2.2.1. ELIMINATION DES TACTIQUES ERRONNEES. — La forme des équa-
tions (23) montre qu’il estimportant de déterminer les ¢; nuls. Il y a en
général plusieurs systémes de ¢; possibles. Nous appellerons tactique
erronnée pour B toute tactique ¢ telle que le g; correspondant soit nul
quelle que soit la manitre dont les ¢; sont déterminés de manidre

a assurer
K(p,q) =T

Remarquons que s’il existe deux systemes distincts de g;, ¢' et ¢’, le
systéme ¢ -+ p.g" constitué par les valeurs 14’ + p.j, avec

Ao, w0, A+p=I
est un systéme possible de ¢;, puisque
K(p,2q'+1q") =2K(p, ¢') +uK(p, ¢') < 1o,

Si A et p. sont positifs, seuls sont nuls dans ¢’ 4 pg" les g; qui sont nuls
a la fois dans ¢' et ¢". Nous voyons ainsi que si 'on sait déterminer les
tactiques erronnées de B, on sait qu’il existe un systéme de ¢; tel que
tous les g; correspondant a des tactiques non erronnées soient différents
de zéro. Ce systéme ¢; n’est pas forcément unique, mais il est le plus
étendu possible, c’est-a-dire que le nombre des ¢; différents de zéro
y est maximum. Nous voyons également que si deux systémes sont le
plus étendus possibles, ce sont les ¢g; de mémes indices qui sont nuls
dons les deux systtmes, a savoir ceux correspondant aux tactiques
erronnées. Revenons a (23). Nous voyons que ces équations peuvent étre
relatives au systéme de ¢; le plus étendu possible, c’est-a-dire qu'il peut
s’écrire
(24) 2 aijpi=H

i
pour tous les j correspondant a des tactiques non erronées (de B) ; pour
les tactiques erronnées nous aurons

(25) zaijqi>H.
Nous déduisons immédiatement de (24) que

H= K(;7 5) = I.

Nous constatons que la recherche des p; et des g; peut se décomposer
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en deux stades. Le premier stade consiste a déterminer les fausses tacti-
ques, qui sont entachées de fautes de jeu proprement dites. Ceci revient
a déterminer les pi etles g; qui sont nécessairement nuls. Le deuxiéme
stade consiste a déterminer les valeurs de p; et g;. Ceci constitue la partie
psychologique de I’étude. Supposons maintenant que nous ayons affaire
a des joueurs connaissant parfaitement la technique du jeu, c’est-a-dire
qui n’emploient aucune fausse tactique. La lutte entre les deux joueurs
se place sur le plan psychologique. Les équations déterminant les p;
et ¢; sont alors, puisque les fausses tactiques sont éliminées :

Zai,pi= H’ quel que soit j,

(26) !
Eail-qj:}]” » » » L.

On constate facilement queles équations (26) ont pour conséquence
(27) H' = H"= I,

ce qui entraine que ces équations, considérées comme des équations
pi, ¢, H', H', ont une solution unique en H' et H’, avec de plus I'éga-
lité (27). Les équations de la premiére ligne dans (26) ont donc, & elles
seules, une solution unique en H'. Ceci montre que dans I’hypothese
ot les fausses tactiques sont éliminées, le joueur A, pour s’assurer le
gain Iy, doit résoudre le systéme constitué par la premiére ligne (26).
Supposons qu’il I'ait fait, et ait déterminé les p; correspondants. Nous

voyons alors que
K(P: 9) =T

quelles que soient les probabilités ¢;. Nous constatons qu’une fois le jeu
ramené A une lutte purement psychologique, le fait pour un joueur de se
prémunir contre une perte par un choix convenable de son attitude
psychologique lui interdit par cela méme de tirer parti des fautes psycho-
logiques possibles de son adversaire. Il ne pourra tirer parti que de ses
fautes tactiques.

9.2.2. DETERMINATION DES PROBABILITES. — 2.2.2.1. Méthode disconti-
nue. — Le probleme de la détermination des p; se raméne & celui de la
résolution des inégalités
(28) /l,-=2ai/~pi; H,

13
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H étant le plus grand possible. Si les «;;sont donnés par leurs valeurs
numériques, on peut résoudre le systeme (28) de la maniére suivante.
On commence par l'écrire

(29) ]L/—Héo, pPi>o.

Si dans les inégalités (29) on remplace p, par 1 —py—...—pn_4, 0N
obtient de nouvelles inégalités; si 'on met en évidence dans ces inéga-
lités qui contiennent p, cette valeur py, on obtient des inégalités ayant
une des trois formes

(30) ik, <l m>o;

k, I, m ne dépendantpas de p,. Du systéme (30), on passe aux inégalités
de la forme

(31) Ik, m> o,

étant entendu qu'il y a autant d’inégalités >~ k dans (31) qu’il y a des
couples /, k dans (30). Dans (31) l'inconnue p, a ¢té éliminée. On
élimine ensuile p,, p;, ..., p,; il reste en fin de compte une condition
pour H, de la forme

A<H<B,
A et B ne dépendant que des z;;. Nous savons a priori que A —— oo ;
en effet, en prenant H suffisamment grand négatif, on est certain que
les inégalités (28) ont une solution. Nous arrivons enfin & une condition
de la forme

H— B(a).

Comme le joueur A cherche a rendre H maximum, il adoptera

(32) H = B(a).

_H étant ainsi déterminé, les inégalités obtenues au cours de 1’élimina-
tion de pi, ps, ..., p, donnent des limites possibles pour les p;.
Ce processus n’est évidemment applicable qu’en théorie, parce qu'il
fait intervenir un nombre énorme d’inégalités.

2.2.2.2. — Méthode utilisant un systeme d’équations différentielles.
— M. von Neumann a imaginé un procédé de détermination des p;
faisant appel a des ¢quations différentielles; ce procédé suppose le jeu
symétrique, ce qui se traduit par

(33) 2ij=+ A= 0.
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Posons
1
(34) o= {1 Al —hy]

et faisons varier les p;, en fonction d’un parametre ¢, de maniére a satis-
faire a

dp; O
(35) —d’%=¢x—pi9, §?=}_,*-:>~{~
Les équations (35) ont pour conséquence

Si nous partons de conditions initiales telles que

Pi>0, ZP:':I,

ces conditions seront respectées au cours de la variation. En ce qui
concerne la somme des p;, cela est évident. En ce qui concerne le signe
des p;, on voit que si p;= o I'équation (35) donne

dpi
€ ="

ce qui montre que p; ne peut traverser la valeur zéro.
Posons maintenant

(36) e= 2 9.

Un calcul simple montre que, tenu compte de (33) nous avons

dd dp;
ar =—Z°‘iii°j<d—]; —?z‘) =+?2°‘iipi°?i,

if
ad
(37) i =92’L/"P/‘=~?2|hjlf?ié0‘

Pour établir les relations (37), nous avons tenu compte du fait que
ej=>0,  [hj+]h;jle;=o0.
Nous pouvons déduire de (37)

dd 1 '
(38) = eih— k) =—¢%,

d’ot il résulte que @ tend vers zéro quand ¢ tend vers I'infini. Tous les ¢;



QUELQUES ASPECTS NOUVEAUX DE LA THEORIE DES PROBABILITES. 109

tendent vers zéro, ce qui n’est possible que si toutes les formes %; tendent
vers des limites non négatives. On peut déduire du comportement, a la
limite, des p;, un systeme de p; tels que

Z“i/ITié() quel que soit J.

Comme par raison de symétrie nous avons ici Iy = o, nous avons bien
résolu le probleme de la recherche des p;.

2.2.2.3. Passage d’un jeu asymétrique ¢ un jeu symétrique. —
Considérons d’abord le jeu dit de la pierre, du papier et du ciseau (nous
dirons briévement jeu P. P. C.) qui peut se ramener au schéma suivant:

Le joueur A peut prendre une des attitudes «, B, v. Le joueur B
peut prendre une des attitudes «, 8, y (les mémes). Si A et B prennent
la méme attitude, la partie est nulle. Sinon, les regles sont :

« gagne 3 et rapporte ¢ ;

ﬁ » ooy » a;

"" » a » b B

Dans le jeu classique P. P. C. « est le ciseau, 8 le papier, ety la pierre.
Le ciseau coupe le papier, qui couvre la pierre, qui casse le ciseau.
@, b, c ont méme valeur. Dans le cas général, si A choisit «, 8, y avec
les probabilités p, g, r, ses espérances mathématiques si B choisit «, 3,
Y sont respectivement

rb—gqgc, pec— ra, qga — pb.
Les inégalités
rb—gec>H, pc—ra>H, ga—pb>H

ont pour conséquence
H(p+¢+r)y=H<Lo.

La valeur maximum de H est nulle, ce qui conduit &

a b c
—_— q=—> g
a+b+c a-+ b+ c

p= R

On peut, en faisant appel a la théorie du jeu P. P. C. ramener tout
Jeu asymétrique d un jeu symétrique. Soit en effet un jeu J asymétrique
ou le gain d’un joueur est

K(p, ¢) =Z %jpig;

INSTITUT HENRI POINCARE. — XIV, IL 8
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s’il adopte les probabilités p;, son adversaire adoptant les probabilités ¢;.
Nous dirons que le premier joueur a la position P, le second joueur la
position Q. Soit maintenant une somme S plus grande que la valeur
absolue d’un quelconque des a;;. Supposons que deux joueurs A et
B jouent au jeu suivant : A et B choisissent les positions o, 3, v. Les
conventions sont les suivantes :

3 gagne a et rapporte S;

e » o » S ;

x » @ » S .

De plus, dans ce dernier cas, celui des joueurs A ou B qui prend la
position « joue le jeuJ avec la position P, I'autre joue avec la position Q.

L’attitude de A sera définie par les probabilités Py, P,, P de choisir «,
B, 1, par les probabilités p;, p; de choisir la tactique n° 7 s’il est en
position P ou Q. L’attitude de B sera définie par les probabilités analo-
gues Qh Qi" Q37 9}7 qlil'

Le gain moyen de A sera ainsi :
(39) 3 =P1Q:[S + K(p', ¢)] —P1Qs8S

+ Py Qi[—S —K(¢", p")] + P2Q:S + P3(Q— Q) S.

Le nouveau jeu ainsi défini est évidemment symétrique. Les proba-

bilités choisies par B sont
Q:9, Qs Qugi

Le jeu étant symétrique, le choix optimum des probabilités pour A
sera tel que les coefficients de ces probabilités dans J€ soient non néga-
tifs. En ce qui concerne le coefficient de Q3, cela nous donne

(40) P,— P, > o.

P, et P, ne peuvent s’annuler en méme temps ; (39) montre en effet
que dans ce cas '
a3 =P;(QU—Qs)S,
et que par conséquent B peut gagner. L'inégalité (4o) montre que P, est
alors forcément positif.
P, ne peut étre nul, puisque si P;=o0 on obtient avec Q=1 :

3 =P [—S—K(g", p)I<o  (8>]ay])

Enfin, P, ne peut étre nul, puisque pour Q.= 1, nous obtiendrions

alors
96 =—P3S <o.
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Le joueur A doit donc choisir trois probabilités Py, P,, P, positives.

zaijm:hi, Zaiip:§=ki;

.

K(p, )= high K¢ )= kgl
i i

Posons maintenant :

d’ou

Les conditions 4 réaliser par A sont

PyS — Py[S + k> o,
Pq[S—*—hl‘]——PqSéO,
(Ps—Py)S>o0

et nous avons vu que Py, Py, P; sont positifs. Il en résulte que
by~ k; quels que soient i et .
Nous voyons donc que si 'on sait calculer les p;, g;, dans un jeu

symétrique, on saura, en se ramenant a un tel jeu, déterminer pour un
jeu asymétrique des p; et des g; tels que )

(41) 2 ail-}iiéz % G quels que soient et j.
i J

Posons
A= M_inz aijﬁi,
7
¥ —_—
= Mﬁ“‘}.‘ %P
D’apras (41), nous avons A > u. Si le joueur en position P choisit les
probabilités p;, il est certain de gagner au moins 1. Nous avons ainsi :

Max MinK(p, ¢) > ).
P q

Si le joueur en position Q choisit les probabilités ¢i, 1l peut astrein-
dre K a étre au plus égal a p; d’ou

Min MaxK(p, ¢) < u.
P g
Nous voyons ainsi que

Max MinK(p, ¢) > Min Max K(p, ¢).
poq roq

Comme on sait @ priori que

Max MinK(p, ¢) < Min Max K(p, ¢),
Poq roa
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il en résulte forcément I’égalité, ce qui d’une part démontre le théo-
réme fondamental, et d’autre part montre que les p; et g; calculés sont
bien les p; et ¢; cherchés.

2.3. Jeu a trois partenaires. — Le résultat fondamental de la théorie
des jeux & deux partenaires est que lorsque la régle d’un jeu est définie,
ainsi que les probabilités des différentes circonstances pouvant dépendre
du hasard, la « valeur » d’une position, supposée occupée par un joueur
infiniment habile, est bien déterminée. En effet, pour ce joueur, cette
position est définie par les «;; envisagés plus haut, ¢’est-a-dire que les
coefficients de la forme K (p, ¢). Pour son adversaire, la forme corres-
pondante est — K (p, ¢) la valeur des positions des deux joueurs est,
respectivement

Max Min K (p, ¢),
P q9

Max Min [— K(p, ¢9)].
roq

La somme de ces valeurs est bien nulle.

Considérons maintenant un jeu & trois joueurs. Les probabilités que
peut choisir A seront symbolisées par p, celles choisies par B seront
appelées ¢, celles choisies par G appelées r.

Les espérances de A, B, C seront de la forme

-
Alp, g, 1) =Z Qijk Pig Tk

(42) {B(py g, r) =, B pid; i

CG(p,p, 1) =2 Yijk Piq;Tk-

Nous sommes tentés de définir une valeur minimum du jeu de A de
la maniére suivante. Si les p sont donnés, il existe une valeur minimum

de A :

(43) %li?A(p) g 7)

qui dépend des p. Si le joueur A rend cette quantité maximum, il
obtiendra une valeur minimum de son espérance :

(44) A = Max MinA(p, ¢, 7).
Pqr
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A peut choisir les p de maniere que, quoi que fassent B et C, A réalise
I'inégalité

(45) A(p, ¢, r)>A.

Supposons maintenant que B et G se concertent de maniére a faire
perdre a A le maximum. IIs peuvent choisir ¢ et r de maniére a atteindre
le minimum

(46) ‘A = Min Max A(p, ¢, 7).
q,r P

Nous ne sommes plus assurés que A = A. 1l n’en serait immédiate-

ment ainsi que si les joueurs B et C pouvaient se comporter comme un
seul joueur, c’est-a-dire choisir non les produits g;r;, mais des proba-
bilités liées P ;. Or, choisir de telles probabilités revient évidemment
a se communiquer leurs intentions au cours du jeu ; c’est une tricherie
manifeste. Si les joueurs B et C, sans se concerter autrement que se
liguer contre A, ne se mettent pas d’accord a I'avance sur la conduite
a tenir, il peut leur étre difficile d’astreindre A a I'inégalité

A<A.

2.3.1. Erupe p’uN exempLE sivpie. — Un exemple trés simple montrera
la nature de cette difficulté. Il existe un jeu se jouant a trois ou chacun
des trois partenaires pose une piéce de monnaie. Celui dont la piece
présente un coté différent des deux autres ramasse le tout. Si les pieees
sont posées sur le méme co6té, la partie est nulle.

On voit facilement que A (p, ¢, r) est de la forme

(47) A(p, g, r)=2(p1qera~+ p2qiri) — (a7 + qa 7).

Cherchons le maximum de A, ¢ et r étant donnés. Quand p, varie
de o0 a 1, A varie entre '

2gars— (@11 gqary)
ZQ17'1—(91"2+ qz"l);
Nous avons donc

*

Max A = 2Max { gsrs, @171} — @172 — ¢ar1.
P

Nous pouvons écrire cette expression sous la forme équivalente :

(48) Max A = q27a+ @171+ | @ara— qir| — q1ra— gary.
p



114 J. A. VILLE.

Si B et G sont décidés a jouer contre A, et cherchent chacun de leur
cOté & minimiser celle expression, supposée calculée par chacun d’eux,
ils sont assez embarrassés. Si B savart que C a choisi r, = o, il lui suf-
firait de prendre ¢, = o pour que A =— 1, c’est-a-dire pour donner
4 (48) sa valeur minimum. Mais si B ignore la valeur r, choisie par C, il
ne peut rendre (48) minimum.En effet, si B considére r, comme un
paramétre inconnu, il constate que A est une fonction de ¢, prenant les
valeurs suivantes :

pour g1 =o0: A=ry—ry;
(49) «© gi=Tut A =—(ri—r)?;
« gr=1: A=r—r.

Pour les valeurs intermédiaires de ¢4, A est une fonction linéaire
de gi. Le choix le plus défavorable pour A est ainsi

I ri—re
R S
2 |ri—ry

9=

00| -

ce qui peut s’écrire d’une fagon symétrique :

(50) Gr—qp= =

[ra—ri|

Supposons que G admette que B fasse ce raisonnement. L’espérance
de A ne dépend plus que du choix de C. C calcule alors le résultat de
la substitution de (50) dans (48), ce qui conduit &

L+ | ry—ry|

(51) A=— L

Il peut donc étre admis que G, sachant que B est disposé a I'aider,
choisisse r; et r, tels que

(52) |ri—rs|=1.

B peut donc compter sur I'égalité (52). Mais cetle égalité ne lui
permet pas, a elle seule, de déterminer ¢;. Dans le cas particulier qui
nous occupe, B pourra dés le premier coup connaitre le choix de G, et
par conséquent agir. Mais nous voyons que nous sortons du cadre de
la théorie géuérale d’apres laquelle on cherche a déterminer les proba-
bilités avant le début de la partie.

2.3.2. EXPLOITATION D'UNE SITUATION PAR DEUX INDIVIDUS. — Les diffi-
cultés apparues dans le cas de trois joueurs apparaissent presque au



QUELQUES ASPECTS NOUVEAUX DE LA THEORIE DES PROBABILITES. 115

méme degré quand deux individus ont a exploiter une situation. Soient A
et B pouvant prendre différentes attitudes devant une situation. Si A
prend 'attitude 7 et B I'attitude 7, leurs gains seront respectivement aj;
et Bij. L’ « entente », pour A et B, sera de choisir et j de maniére a
rendre maximum
aij=+ Bij

et ensuite, de se répartir au mieux cette somme. La difficulté vient de
ce que les régles de répartition dépendent essentiellement de ce qui se
passerait st A et B ne s'entendaient pas. La structure des deux
tableaux [a«;;] et [Bi;] décrit la force économique respective de A et B,
c’est-a-dire la maniere dont ils sont armés pour exploiter la situation,
non seulement vis-a-vis du miliecu extérieur, mais encore vis-a-vis I'un
I'autre. Si A veut fixer son attitude vis-a-vis de B, il peut lui dire :

Si vous choisissez la position j, je choisirai la position ¢ avec la
probabilité p;;. B peut répondre de la méme maniére, en proposant
des gij. On voit que cette maniére d’aborder la question pose de graves
difficultés, parce que les pj; et les gi; ne peuvent conduire & un choix

des p; et des g; que si le rapport % est le quotient d’une fonction de ¢
. o

par une fonction de j.

On doit se contenter, méme dans une question aussi simple, de poser
des régles conventionnelles. Si au lieu de chercher 8 maximiser A (p, ¢),
le partenaire A cherche & maximiser la différence

Alp, ) — B, 9)

c’est-a-dire s’il cherche a gagner plus que B, et si B de son coté en fait
autant, c’est-a-dire s’il cherche 4 maximiser

B(P) (]) - A(P: q);

nous nous retrouvons dans les conditions du théoréme fondamental.
Il existe une valeur bien déterminée de

A= M;ax M;n[A(P, 7)—B(p, 9)]

dont la définition est symétrique par rapport a A et B. Ce nombre peut
étre défini comme mesurant la supériorité économique de A sur B (5’1l
est positif). '

Soit p, ¢ le systtme des probabilités (ou un ‘des systémes de proba-
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bilités ) attachés a la réalisation de A. Parmi tous les systémes possibles,
il se peut qu’il y en ait certains qui donnent des valeurs différentes a
A(p, q) et, par conséquent a B(p, g), puisque la différence est cons-
tante. Un premier pas de collaboration entre A et B sera de choisir le
systeme (p, ¢ ) maximisant B(p, q). Dans cette recherche, les intéréts

de A et B sont concordants. Soient A et B les valeurs ainsi obtenues.
Nous avons certainement

A +B Lo = Max(oc,-/—v— gij)-
i

Un second pas vers 'entente serait de choisir la position 7 et la posi-
tion j conduisant a «, et a se répartir « en donnant

-+ aA

N4

N R

3

S >

a B.

VR
I

La situation commune est ainsi utilisée au mieux, et I'on respecte
I'inégalité des positions économiques de A et B. Si B refuse cette
convention, A peut user de représailles en adoptant les probabilités p,
ce qui a pour effet d’entrainer

A—BxA,
A+B<La,
B <= z - é.
2 2
De méme B peut user de représailles envers A, si A refuse la transac-
tion. La transaction proposée semble donc raisonnable; mais la théorie

que nous venons d’esquisser reste muette sur le prix dont se payent
les représailles, parce que les quantités A et B ne sont définies que dans

le cas ot une premidre collaboration est supposée entre A et B. Sil'on
~admet que la victime d’une mesure de représailles réagit en minimisant
Peffet des représailles sur lui-méme, cet effet, pour A, sera évidemment :
LA

— —A.
2

N R

13

Il en serait autrement si A réagissait & une mesure de représailles en
maximisant Peffet de cette mesure sur B.
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CHAPITRE III.
THEORIE DES SIGNAUX.

Nous définirons un signal comme une énergie qui se propage, depuis
un émetteur jusqu’a un récepteur, et est susceptible de se présenter
sous un grand nombre de formes différentes. Chacune de ces formes
constitue un message. Par exemple, un signal sonore est constitué par
une onde sonore, qui peut varier de forme, de durée, d’intensiié;
I'émetteur peut étre un organe vocal, un haut parleur; le récepteur peut
étre une oreille, un microphone.

3.1. Systéme de transmission dont ’émetteur et le récepteur com-
portent chacun un nombre fini de positions. — Dans ce qui suit, nous
ne traiterons que de signaux électriques, la plupart des probléemes de
transmissions pouvant se ramener a I'étude de tels signaux. Le schéma
de transmission le plus élémentaire est alors le suivant :

Un transmetteur, ou émetteur, est manceuvré d’une maniére quel-
conque; nous assimilons cette manceuvre au positionnement d’une clé
a n positions. Le récepteur est lié a ’émetteur par une ligne de trans-
mission. Nous assimilons sa réaction, aux messages recus, au mouve-
ment d’une aiguille pouvant se placer devant » graduations. Le systéme
de transmission est en principe spécifié de maniére que sila clé du
transmetteur est dans la position 7, 'aiguille du récepteur se mette sur
la position i. Le signal lui-méme est le courant passant dans la ligne.
La position dela clé du transmetteur est le message transmds, la position
de I'aiguille est le message recu.

Si l'on suppose les appareils parfaits, le nombre de signaux distincts
possibles est bien égal a n. Si les appareils sont imparfaits, le nombre
des signaux distincts est réduit. Nous allons examiner dans quelle pro-
portion.

3.1.1. Cas ou L'EMETTEUR ET LE RECEPTEUR SONT TOUS DEUX A 7 POSI-
TIONS. — Supposons que, le transmetteur étant a n positions, le récepteur
soit & n positions; supposons de plus que les défauts du systémes soient
tels que sil’on place le transmetteur sur la position 7, la probabilité pour
que le récepteur se place sur la position j soit p;;. Le tableau des p;;
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caraclérise entidrement la qualité du systéme. Ce tableau, a premiére
vue, ne peut pas étre quelconque. Si I'agent récepteur interpréte le
message re¢u j comme étant effectivement le message transmis j, cette
interprétation ne se justifie que si

pij=py  (E#£)),
c’est-a-dire si, parmi les différentes positions du récepteur correspondant

4 une position donnée du transmetteur, la plus probable est la position
correcte.

3.1.2. Gas Ou L’EMETTEUR EST A 7 POSITIONS ET DE LE RECEPTEUR A M
posiTioNs. — Plagons-nous dans le cas plus général ou il n’y a pas
correspondance entre le nombre n des positions du transmetteur et le
nombre m des positions du récepteur. Le tableau des p;; est alors un
tableau rectangulaire. Supposons que I'on tire au hasard une position du
transmetteur. La probabilité pour que le transmetteur soit sur la position
7 et le récepteur sur la position  est alors

1 p—
(1) S Piy= 0
La probabilité a posteriori pour que, sile récepteur est sur la posi-
tion j, le message envoyé ait été le message ¢ est par conséquent

7] N\ I L
(2) qij = 9/', q;j Zi‘”l/ nzi,l’t/‘

La transmission parfaite correspond au cas ol tous les ¢;; associés a
un méme indice j sont nuls sauf un. Cela exige que tous les w;;associés
a un méme indice j soient nuls sauf un, et qu’il en soit de méme des p;;.
Le nombre des messages que 'on peut transmettre est alors le nombre
des indices ¢ pour lesquels p;;>> 0. Ce nombre est égal a n. En effet,
chaque position du transmetteur correspond & au moins une position du
récepteur, et chaque position du récepteur donne une indication sans
ambiguité. On peut exprimer ce nombre 7 par une expression analytique
fonction des ;;.

Cetle expression analytique nous sera utile par la suite. Remarquons
que pour j constant, g;; ne peut étre égal par hypothése qu’a o ou 1;
donc

2?:‘/‘ logg:j=o,
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et, par conséquent :
.
(3) Z%ilogqt‘i=0
. .
Considérons maintenant I'expression
— H(Z)) =2_u;i/ logai,-.
i
Elle peut s’écrire
Y 0i(logg;+ogq,))
ij

ou encore

29i/41/(logq/+ loggij).
i

D’aprés ce qui a ét¢ remarqué, la sommation par rapport a ¢ nous

conduit &
(4 © H(w)=—Yg;logq;.
j
Posons
1
Pi= n
el
H(p) =—2pi logp;,  H(g) =—29/ logg;.
Nous obtenons 'expression de logn : .
(5) logn =H(p)+H(g) — H(v).

3.1.3. DEFINITION DU NOMBRE DE MESSAGES TRANSMIS ET DU NOMBRE DE
MESSAGES A L'ENTREE. — Généralisons encore les considérations du para-
graphe précédent. Supposons les p;; quelconques, et associons des
probabilités p; aux messages a I'entrée.

Supposons pour un instant que I'on convienne d’appeler nombre de
messages {ransmis a travers un systéme caractérisé par le tableau p;;,
quand les probabilités des positions du manipulateur sont p; et que par
conséquent les positions du récepteur ont les probabilités

9= X\ Pipijy

le nombre dont le logarithme est

(6) I=H(p)+ H(g)—H(w).
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Nous reconnaissons en I la quantité qui était égale a logn dans le
paragraphe précédent. '

Convenons, de plus, d’appeler nombre des messages a l'entrée le
nombre dont le logarithme est H(p) et nombre de messages a la sortie
le nombre dont le logarithme est H(g). Nous allons voir que ces con-
ventions sont cohérentes avec les résultats relatifs a la transmission
parfaite.

Nous avons en effet les résultats suivants :
1. Le nombre des messages a l'entrée est au plus égal au nombre

de positions du transmetteur. 1l n’est égal & ce nombre que si tous
les p; sont égaux.

Ce résultat est une conséquence de I'inégalité

—Epilogp,»é logn.

i=1 "
2. Le nombre des messages transmis est au plus égal au nombre
des messages a Uentrée.

Cette proposition est une conséquence de I'inégalité

H(w)> H(g)
qui peut s’écrire

— W
— » w;jlog
ij

i > 0.
i

Cette inégalité est évidente, puisque w;; < q;.

3. Le nombre des messages transmis est au plus égal au nombre
des messages & la sortie.

Cette proposition n’est pas distincte de la précédente, étant donnée
la symétrie de I.

4. Le nombre des messages transmis est toujours positif (ou nul).

Cette proposition est une conséquence de I'inégalité

w,;; log 21
Z'w” logpiq/ > o.
U

Les quatre résultats qui précédent sont vrais quels que soient les p;
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et les p;;. Nous allons maintenant en venir a la condition de transmission
parfaite.

5. La condition nécessaire et suffisante pour que la transmission
soit parfaite est que le nombre des messages transmis soit égal au
nombre de messages a Uentrée.

Cette proposition est une conséquence immédiate de la proposition 2.
L’égalité entre H(w) ct H(g) ne peut avoir lieu que si w;; ne peut
prendre que les valeurs zéro ou g;. Il en résulte bien que lorsque ;= o,
le message recu de rang j a une interprétation unique. Tout message
présenté au transmetteur est donc transmis correctement. Le nombre
maximum des messages que l'on peut transmettre s’obtient en faisant
tous les p; égaux. On retombe sur les résultats notés plus haut.

3.2. Conséquences de la définition dunombre de messages transmis. —
3.2.1. NOMBRE MAXIMUM DE MEssAGES TRANsMissiBLES. — Nous allons voir
maintenant ou conduit la définition (6). Le nombre I est fonction des
probabilités p;; nous supposerons que on peut choisir ces probabilités.
Les p;; sont supposés fixes. Il se peut que la transmission soit parfaite
pour certaines valeurs des p; et ne le soit plus pour d’autres. Gherchons
a déterminer les p; de maniére a rendre I maximum; puisque les p;;
sont supposés fixes, I ne dépend que des p;.

Supposons que nous ayons choisi les p; de manidre que I soit maxi-
mum. Donnons aux p; des accroissements de la forme

8]),': ki_Pi 8t,

les k; étant des constantes finies. Les ¢; subissent des accroissements

de la forme
8q;=h;q;dt,

les %; étant des constantes finies. Pour qu’il n’en soit pas ainsi, il
faudrait que nous ayons a la fois

qi=2piipi=0, 8q1~=2pij3pi¢0.
i i

Cela est impossible parce que les p;; et les p; étant non négatifs,
'égalité ¢;= o n’est possible que si les n égalités

PijpPi=0 (t=1,2, ..., 0n)
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ont lieu; comme seuls subissent des accroissements ceux des Di qm ne
sont pas nuls, il est impossible que 1'on ait

gj=o, 8g; # o.

Nous en déduisons que pour les systémes d’accroissements considérés,
[ est une fonction différentiable. Nous obtenons alors :

(7) BI_Z[Z])UIOG*]BP,

Dans I'équation (7) interviennent seuls les crochets pous lesquels
pi>>o. On voit alors qu’ils ont tous une valeur bien déterminée.
Supposons en effet que pour un de ces crochets on ait

PP que p

gj=o.

Il en résulte que p;;= o, puisque

9i=ZPi/Pi> Pipij

et nous pouvons donc écrire

pijlog ]q)—f =o,

j
en convenant que
ologo =o.

Dans I'équation (7), les coefficients des dp; sont positifs ou nuls.
Nous pouvons écrire

(8) 3l =2Jg8p,~, Jixo.
Nous remarquons par ailleurs que

(9) 2Pi1i= L

Si par conséquent nous choisissons les dp; de la forme
(10) Spi=p;(J;—1I)8¢ (3t > o),

nous respectons la condition

et nous avons
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Le maximum est ainsi forcément atteint pour des p; satisfaisant aux
équations

(11) piJi—I)=0 (i=1,2, ..., n)

Supposons que les équations (11) admettent une solution { p; | cons-
tituée par des probabilités toutes positives. Nous allons voir que nous

avons effectivement atteint le maximum de I. Appelons L Ji, qj, les
grandeurs relatives a la solution du systéme

Ji=1

et soient p;, ¢;, I, J; les grandeurs analogues relatives a un systéme
quelconque. Nous aurons

(12) T—-I=2(Z)Ji—pih) =2Pi(jz’—1i>
=2PiPi/ log & =Zq,~ logZ .. 0.
Les équations (11) sont de la forme
Zpu‘ logg; =2Pii logpij—1  (pi> o).
j i

Ce sont des équations linéaires par rapport aux inconnues logg;.
Dans le second membre figure une quantité I inconnue. Posons

lOgI:k, 7‘q1='zl
Nous sommes ramenés au systeme

(13) Epz/ logz/'=2pii logpi;

j - j

aux inconnues logz;. Seules seront admissibles les solutions telles que
si’on pose

Z;
- yi
9=

DI
o
on obtienne un systéme de valeurs des ¢; tel que le systdme

Dppi=q,
i



124 J. A. VILLE.

aux inconnues p; admette une solution positive. Comme nous savons
que de toute maniére I a un maximum que 'on peut atteindre, le
systtme (12) a toujours des solutions admissibles, aprés suppression
éventuelle de certaines équations (correspondant a des p; nuls).

3.2.2. NOMBRE MAXIMUM DE MESSAGES TRANSMISSIBLES POUR UN NOMBRE
DONNE DE MESSAGES A L'ENTREE. — Il peut étre intéressant de chercher le
maximum de I quand on s’impose une valeur de H(p). Revenons a
I'expression (7). Donnons aux p; des accroissements de la forme

(14) 3pi=pi[Ji— I+ u(logp;+ H)] 3t
La condition Zp;: 1 est satisfaite. La condition H(p) = const. est
vérifiée si .
2 logp: sz-=2 piJilogp;+ HI + HZpi(logW— Hzy =0
est satisfaite, ce qni nous fixe la valeur de p. : '
—EPi logpi(Ji—1)

(15) =
Zm(logpz)‘-’— H?

Avec ces accroissemenls, nous voyons que

=1 (@),
Pi ot
Donc le maximum de I, 4 H(p) constant, n’est obtenu que si les dp;
sont nuls, c’est-a-dire si

(16) Ji=T1—y(logp;+ H) (pour p;> o).

Les équation (16) et (15) définissent les p; de maniére a maximiser I,
a H constant. Supposons que les p; soient toujours ainsi définis, et
Jfaisons varier H(p).

Nous obtiendrons en différentiant (16), les relations auxquelles satis-
font les dp; :

(17) 8J ;= o — du(logpi—+ H)—p"p—m — udH.
i

Par ailleurs, nous avons toujours, quelle que soit la maniére dont
varient les dp; (pourvu que les p; nuls le restent) :

ol = 82 J,-pi=2 1,5ps
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Zpi&,i: 0.

Cette dernidre équation permet de tirer de (17) la relation
(18) o = 3 — udH.

La variation de I avec H, étant entendu que pour unc valeur H de
H(p), I est rendu maximum, est donc régie par I'équation

31
(19) 5H ™

Il existe une valeur de H(p) pour laquelle I est maximum; c’est celle
qui correspond & la recherche du maximum abolu de I. Soit H cette

valeur. Pour H < H, nous avons, au moins dans un certain domaine

oL

° <3

<1
w est donc positif et nous avons, dans ce domaine

b
m(H—I):I—;J.}»o,

ce qui montre que pour H < H, Pexces des messages a 'entrée sur les
messages lransmis (excés exprimé par H—T) est une fonction croissante
de H. En d’autres termes, si 'on diminue H, on rapproche [ de H. Il y
a donc intérét a faire un sacrifice sur H, parce que 'on réduit moins le
nombre des messages transmis que le nombre des messages présentés.
On améliore ainsi la transmission, puisque l'incertitude sur la significa-
tion des messages recus provient en partie de I'exceés du nombre des
messages 4 I'entrée sur le nombre des messages transmis. Les régles a
suivre pour améliorer la transmission apparaissent sur la formule (12),
d’ou il résulte que
(20) I=T——-Zg,~1001~/~
9
Pour diminuer H(p) sans beaucoup diminuer I, il faut modifier les
pi de maniere a avoir une forte variation de H(p) et une faible variation
des g;.
Supposons par exemple que le systéme de transmission soit symé-
trique par rapport aux différentes positions du transmetteur, c’est-a-dire,

INSTITUT HENRI POINCARE. — XIV, II. 9
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lorsqu’on passe d’une valeur de ¢ a une autre, les m nombres p;; ne
changent pas de valeur mais s’échangent simplement.
Si de plus le tableau des p;; est symétrique, et que par conséquent
m =n, le systtme (13) admet la solution
Pi=4q;j= '

Le nombre positif
h==> pijlogpy
j

est bien défini, puisque la somme qui le définit est indépendante de <.
La valeur maximum de I est dans ces conditions

I=logn—h.

Pour toute autre valeur des p;, nous avons

I =-—2 gilogg;—h
j
¢t par conséquent

H(p)—1 =-—Apilogp,--—2 gjlogg;— h.
i j

Si nous pouvons modifier les p; de maniere a obtenir I'égalité

H(p)=logn—+A

et cela sans beaucoup modifier les ¢;, de maniere que

—Z g;logg;=logn —z¢,
nous aurons obtenu
I=H(p)—e,
c’est-a-dire que nous aurons une transmission presque parfaite.

Dans la technique des transmissions, on constate effectivement que si
un transmetteur a n posilions, et qu’un récepteur a m positions est
aclionné par ce transmetteur a travers un systéme pouvant introduire
des erreurs, si I'on calcule, d’apres les regles indiquées ci-dessus, la
valeur maxima de I, et qu’ensuite on réduise le nombre des positions

X

du transmetteur & un nombre inférieur a 1, ces positions étant naturel-
lement choisies au mieux, le systéme de transmission devient tel que les
erreurs sont considérablement diminuées, c’est-a-dire que P'on peut
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associer avec une grande certitude a chaque position du récepteur une
position du transmetteur. L’inverse n’a naturellement pas lieu; a chaque
position du transmetteur correspondent plusieurs positions du récep-
teur. Le choix effectif des positions du transmetteur a conserver pose
de difficiles problémes d’analyse combinatoire que nous ne pouvons
traiter ici.

3.3. — Application de la définition du nombre de messages transmis
a la théorie de l'observation indirecte d’une variable aléatoire. —
3.3.1. OBSERVATION INDIRECTE D'UNE VARIARLE ALEATOIRE A L’AIDE D UNE
AUTRE VARIABLE ALEATOIRE OBSERVABLE DIRECTEMENT. — Nous allons appli-
quer la notion de nombre de messages transmis au probleme de 'obser-
vation indirecte d’une variable aléatoire. Soit X une variable aléatoire,
de densité de distribution p(z), qui n’est pas observable directement.
Nous supposons qu’'un observateur ne peut mesurer que la valeur z
d’une variable aléatoire Z liée a X. Cette liaison est caractérisée par la
distribution conditionnelle de Z lorsque X est connue. Nous suppose-
rons que cette distribution peut se représenter par la densité p(z; z).

La distribution marginale de Z est alors (en densité)

¢(3) = [p(a)p(e; 5) da.

Assimilons les différentes valeurs de X aux différentes positions d’un
transmetteur, les différentes valeurs de Z aux différentes positions d’un
récepteur. Nous obtenons en

(21) t= [ ppe; 10s 2 a4y,

le logarithme du nombre que nous avons appelé nombre de messages
transmis, et que nous appellerons ici « nombre des valeurs de X discer-
nables par observation de Z ».

Une propriété importante de I est la suivante :

I reste invariant par tous changements de variable (monotones) effectué
séparément sur X et Z.

En d’autres termes, si 'on pose

X'=/(X), Z'=g(),

J et g étant deux fonctions a dérivée de signe constant, le nombre I

9.
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relatif a X' observé a travers 7' est le méme que le nombre I relatif a X
et Z. Cette propriété de I se démontre en faisant les changements de
variables classiques dans I'intégrale définissant I.

Silon fait intervenir la distribution conditionnelle de X connaissant Z,

soit
. p(z)p(z; z)
(1(.‘7 ‘5)_ q(z)
on peut écrire I sous la forme
(22) l——fq(z)q(z x)looq((’ f)a’ z dz.

3.3.2. CaS OU LA VARIABLE OBSERVEE DIRECTEMENT NE PEUT PRENDRE QUE
7 VALEURS DISTINCTES. — Si Z ne peut prendre que n valeurs distinctes,
la probabilité de la j**™¢ valeur quand x est connue étant

(23) | 0 (2); [2 (,:,(x):,].

nous avons, pour la probabilité de cette j'*™¢ valeur quand z est inconnue
(probabilité marginale) :

(24) gr= [ p(2)0;(2) da.
La distribution conditionnelle de z quand z est connue devient alors
(25) pia) = EL2Loule)
q;

et nous pouvons mettre p(z) sous la forme

(26) po)=Xapia) | [oit@rde=1]:
j

L’expression I s’écrit alors
p
(27) f——zfdx[qm/(ﬁ)log '(m)]'

Si l'on forme la différence

~Z g;logg;—1,

on constate qu’on peut l'écrire

. P(x)
(28) ijdxp;(x)q; log L350
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Il apparait sous cette forme qu’il s’agit d’une expression essentielle-
ment positive (ou nulle). Nous avons donc
(29) Ié—Z q;l0gg;.
Le signe « égal » n’a lieu que si
pile)p(z) —q;pj(2)] = o,

c’est-a-dire si en tous les points ou p;(z) > o, p;(z) est proportionnelle
a p(r). Il en résulte que

wj(z)=0 ou 1,

c’est-a-dire qu’il y a correspondance univoque de X vers Z, ou encore
que I'on a une relation fonctionnelle entre Z et X :

(30) L= f(X).

Dans ces conditions, I est maximum lorsque les p; sont tous égaux.
Les indices j ne sont alors autres que les indices de n ensembles équi-
probables, disjoints, découpés dans le champ de variation de X.

3.3.3. OBSERVATION D'UNE VARIABLE ALEATOIRE X PAR L’ INTERMEDIAIRE
D'UNE VARIABLE 7 VUE ELLE-MEME A TRAVERS UNE VARIABLE T OBSERVABLE
DIRECTEMENT. — Nous allons voir maintenant comment se modifie 1
lorsque I'on suppose connue la valeur ¢ d’une variable T liée a X par
I'intermédiaire de Z. Nous entendons parla que la densité de probabilité
lige de X, Z, T est de la forme

(31) r(t)r(t; z)q(z; ).

Nous avons alors |

(32) g(2)= [r()r(es )a

La loi liant z et z reste

(33) 9(2)q(z; ) = p(z)p(x; z).

La distribution (31) peut encore s’écrire

(34) p(z)p(z; z)p(z;2)

En intégrant (34) et (31) par rapport & z, nous obtenons

(33) g(&)e(z; t)=r(t)r(t; z).
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Nous pouvons donc, pour définir la liaison de T avec X et Z, nous
donner arbitrairement p(z; ¢). Supposons cette fonction choisie. Si la
valeur ¢ de T est connue, la fonction de distribution de X n’est plus
p(z) mais

_ Pz, 1)
(36) pu(z)= 0N

P(z, t) étant la densité de probabilité liée de X et T :
P, 0) = r‘(z)fr(r; 3)q(z; ) ds
=p(@) [p(as 2)e(z; ) ds.

Reportons-nous a la formule (22) définissant I quand X est vue a
travers Z. La quantité analogue J relative a X vue a travers T sera

_{ o Pu®)
(37) J _/ r(2) pi(x)log 1) dz dt.

Cette quantité J est au plus égale a I. Nous avons en effet
38 I—J=f (23 0)dzdt [ q(z; 2)log LE ) dp~ o,
(38) 9()e (35 ) dadt [ (33 2)log LoD dr s 0

Supposons que T ne puisse prendre que n valeurs entieres, et que
T = k ait lieu si Z se trouve dans un domaine ;. Nous supposons les
domaines & disjoints. Dans ce cas, la probabilité que T = k et que X,
Z soient dans des intervalles dz, dz est de la forme

(39) r(k)r(k; 5)q(z; @) da dz.
Ceci peut encore s’écrire
(40) ple)p(e; 2)o(z; k) de ds,

avec
9(z)e(z; k)= r(k)r(k; 2),

(41) q(z):Zr(l{)r(k;z).
k

La probabilité r (k) s’obtient en intégrant ¢(z) dans le domaine L.
En effet p(z; k) est égal a 1 dans ce domaine, a zéro en dehors. Nous

avons ainsi

4) r(k; z)= IQEIZ(; pour z dans Q;

r(k; z)=o0 pour z en dehors de Q.

'
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Il en résulte évidemment que

r(k) :‘/g;, q(z)dsz.
k

Nous obtenons pour la loi liée de X et T :
Pz, k)= r(k)j"r(k; 3)q(z; x)dz =fq(z)q(z; z)ds
et par conséquent, pour la distribution de X quand T est connue

[ aterq(zs oyds
(o )

kaQ(Z)dz

p(@) =X, r(k) pr(=).

k

(43) pr(z)=

Nous vérifions que

Nous pouvons écrire encore

pee) =B [ pws 51z = oo,

de sorte que J prend la forme

(44 ==y r(/c)log;-(/c)+2fp(x>ak(x)1ogak(x)dx.
k

Rendre J maximum pose des problémes difficiles. On peut voir sur (44)
que puisque o (z) <1, J sera toujours au plus égal & —Zr(k) logr (k).

Nous pouvons nous imposer comme condition que tous les r (k) soient
égaux. Dans ce cas nous aurons

(45) J=logn+2fp(x)ak(x)logak(x)dx
k

et nous aurons a4 déterminer les domaines Q, tels que

1

f q(z)ds= -
Qk n

et que l'intégrale figurant au second membre de (43) soit maximum
(c’est-adire que sa valeur absolue soit minimum).

Exzemple. — Pour voir a quoi correspond cette recherche du maximum
de J, considérons un exemple.
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Soit X une variable normale, et U une autre variable normale in;lé-
pendante de X. Supposons que nous ayons
Z=X+1,
que Z, X, U soient centrées, que X et U aient pour variances s et g*.

La variance de Z est alors s2 + o2.
Nous avons

I _(:—.1').2
plr; 3) = ——e %,
ay2m
d’ou
logp(z; 2) =— ;‘T;-—logc Var.
De méme
logg(z) =— m:_;_-‘—;s —log /(s2+ a2) 2 7.

Nous en déduisons, d’aprés la formule (2) définissant I, que

i :Iog‘/s.‘:‘,_,c: = log% +log‘/1+ :—;,

de sorte que si o est petit devant s, le nombre de valeurs de X discernables

a travers Z est de Z ; ce nombre est le quotient de la dispersion de X par
I'erreur quadratique moyenne o de 'observation.

Supposons maintenant que nous voulions déterminer J, c’est-a-dire
déterminer les valeurs de X discernables a travers une variable T ne
pouvant prendre que 7 valeurs, et elle-méme liée 2 X par 'intermédiaire
de Z. Lier a Z une variable T ne pouvant prendre que n valeurs
distinctes revient & mettre ¢(z) sous la forme

q(3)=irqu(z) [qu(z)a’z= ]

k=
Supposons que n = 2. Nous pouvons définir la liaison entre Z et T par
deux fonctions p; (z), p2(z) telles que

pr(z)+p(2)=1, p(3)>0, p(3)>0.
Nous aurons alors la décomposition

q(2) =riq:1(3) + r:qs(zs),
avec

n= e e)ds  rge) =) w0
re= [ gD a)ds  rga(s)=g()0(2).
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La fonction de distribution de X quand T =1 sera
pi(x) =fq,(.z)q(z; z)dzs = ri]fm(z)P(x; z)ds,
P(x; =) étant la loi liant X et Z. De méme, si T = 2, nous aurons
pr(2) = () P(@; 5)ds.

Nous avons naturellement
ripi(x)+rp:(x)= plr).

La quantité J a alors pour expression :

o &) o oy loe 22
J _rljp,(x)logp(x) d.l?-—%—l_] [_(x)logp(x) dx.

Modifions légérement p; () en lui ajoutant, dans un intervalle infini-
ment petit A, situé autour du point £, une quantité ¢ telle que

o1 (E)+e>0, pa(E)—e>o0.
Nous aurons alors
8ry = cAq(8), Sro=—20r,

Bpi(e) = D[P, O —pi(2) 20

[ i@y tos e ar = £ [0, 6 —pi(2)g(8los B dr,

5 = eAq(E)f [pj(a:)logll’;((x)) — p» (x)logl’z(( ))] dx

+5Af[t’<x,z>—1»1<f>9<5>]‘°gp<( >)d”

—ea [[P(e, )= (@) g ()10 gD e

- sAf P (z, E)logpig ;dx
Nous voyons que si py () = p2(2), nous ne pouvons pas faire varier J
d’une quantité de Pordre de ¢A par le procédé indiqué. Mais nous savons
alors que J = o et a atteint son minimum. Le maximum sera donc atleint
en général lorsque l'opération indiquée sera impossible, c’est-a-dire
lorsque L'on aura toujours soit ps (3) = 0, soit p1(5) =1 et que de plus
la quantité

fP(.z' E)logplg ;dx
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sera du signe de py (£) — ps (£),c’est-a-dire positive ou nulle si p, &) =r,
négative ou nulle si p; (¥) = o.
Si dans l'exemple considéré, on il s’agit de variables normales,
nous prenons
p1(3)=1 pour z <o,
pi(z)=o0 » >0,

nous aurons évidemment pour py(z) et p,(z) deux fonctions de z
symétriques, telles que

pi(z) = p2(— ).

Comme P(z, £) est symétrique en 2, nous aurons par conséquent
J P(z, &) logpi(x)dx =fP(x, E)logpi (=) dax.

Nous sommes dans les conditions du maximum.
Si ¢ est petit, nous avons a peu prés

pi(x)=2p(x) pour z <o,
pi(z) =0 » x>0,

de sorte que J atteint presque sa valeur maximum loga.

La recherche du maximum de J présente un grand intérét théorique.
Nous avons vu en effet que lorsqu’on cherchait a lier X et Z le plus
fortement possible, Z étant astreint & ne prendre que n valeurs, on était
amené 4 associer ces n valeurs & n régions, équiprobables, de domaine
ol variait X. Mais rien ne nous indiquait comment découper ces
régions : rien ne nous imposait de prendre n intervalles consécutifs

luté6t que 7 ensembles tout a fait quelconques (a part d’étre de
p q q q P

mesure % dans la densité de probabilité considérée). Nous établissions

ainsi une relation fonctionnelle entre X et Z, de la forme

Z =f(X),
de maniére que

Prob {7 =1} =T,

mais, cette relation fonctionnelle étant choisie d’aprés une regle ne
faisant intervenir que des densités de probabilité, nous n’avions aucun
moyen de lui associer une continuité quelconque.
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Si au contraire nous ne découpons pas en domaines équiprobables
le domaine de X, mais le domaine de Z, supposé liée a X, avec
la condition que la fonction

T =09(Z)

T

satisfaisant a
Prob {T =4k} = -
n

soit le plus fortement liée a X (et non plus a Z), nous sommes amenés
a choisir parmi tous les découpages possibles. A une valeur de T
correspondent des valeurs de Z et de X qui sont fortement liées, et par
conséquent nous respectons une certaine continuité. On peut donner
une figuration géométrique aux considérations qui préceédent.

1 2 . 3 Y .

¥ Rl T

-+
-

Fig. 1.

Soit X une variable a densité de probabilité uniforme dans
le segment (0, 1). Si nous voulons « représenter » cette variable par un
) J P p
parameétre prenant quatre valeurs, nous pouvons partager le segment en
quatre parties égales, et les numéroter de 1 a 4 (fig. 1). Si Pon donne
la valeur du parametre, il en résultera que nous connaitrons la position

p q p
de X avec une précision quatre fois plus grande puisque X ne sera
inconnue que sur une longueur de 0,25 au lieu de Détre sur un
segment 1. Si nous partageons le segment en quatre ensembles numé-
rotés de 1 a 4, par exemple selon la figure 2 :

|112i3;u|]42|31411I2L3I’+l1|2|3|l‘|

—

Fig. 2.

la donnée du parametre nous donnera un renseignement de méme
valeur, du point de vue auquel nous nous sommes placés.

Supposons maintenant que nous étudions X par I'intermédiaire d’une
autre variable Z, et que le point X, Z puisse occuper au hasard
une position quelconque dans la bande diagonale d’un carré, comme
il est représenté sur la figure 3. Cherchons maintenant & définir
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une fonction a valeurs entieres de Z, prenant seulement quatre valeurs
distinctes, de maniére que la donnée de cette fonction réduise au maxi-
mum le champ de variation de X. Nous voyons qu'une subdivision
du type indiqué sur la figure 1 donne une réduction plus grande
qu'une subdivision du type indiqué sur la figure 2. Donc, le fait
d’observer une variable X a travers une variable Z permet de distinguer,
parmi les différentes manieres de partager en cellules équiprobables
le champ de variation de Z certains modes optimum quant a 'observa-
tion de X. Il y a donc la ouverte une voie pour donner une approxi-
mation de X par une variable aléatoire susceptible de valeurs discrates.
La définition de cette approximation, il faut le noter, reste invariante
par transformation biunivoque de X et Z (considérés séparément)

—_—
z

Fig. 3.

ne touchant pas a la liaison entre X et Z. En effet, les calculs qui ménent
a cette approximation ne font intervenir que des rapports de densité
de probabilité qui restent eux-mémes invariants.

.3.3.4. APPROXIMATION D'UNE VARIABLE ALEATOIRE. LIMITE DE LA PRECISION
NECESSAIRE A LA RECEPTION D’UNE INFORMATION. — Si la voie que nous avons
esquissée dans ce qui précéde pour approcher une variable par une série
de valeurs discrétes n’était applicable qu’a des variables aléatoires,
on pourrait penser, avec raison, qu’il y a la beaucoup d’efforts dépensés
pour un probléme qui admet d’autres solutions plus simples et aussi
satisfaisantes. Par exemple on peut approcher une variable aléatoire en
numérotant ses centiles. Le numéro du centile est une variable aléatoire
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liée a la variable considérée, et qui, dans la pratique, jouerait & peu
prés le méme role que toute variable définie par le procédé ci-dessus
exposé, pourvu que la liaison entre X et Z ne soit pas choisie trop
compliquée. Mais la voie que nous avons indiquée s’applique a
un élément abstrait quelconque, pour lequel on peut définir une densité
de probabilité.

Reprenons en effet les considérations faites plus haut, en désignant
par X, Z deux points dans des espaces a un nombre quelconque
de dimensions, et par dz, dz les mesures des éléments de volume dans
ces espaces. Nous pourrons, dans des conditions assez générales, définir
des densités de probabilités lides :

plx)px; 2)=q(z2)q(s;2)
et définir le nombre de valeurs de X discernables a travers 7 comme
le nombre dont le logarithme est

(X, Z):fp(.):)j)(.t; z)log%dzd:.

Si la valeur de Z est connue, la fonction de distribution de X a pour
densité ¢(z; ). Si la valeur de Z n’est pas connue exactement, on sait
seulement que Z est dans un domaine w, la densité de X devient

Jaoratzi )
Py(r) =2

La substitution de q(z; x) a p(x) constitue une information. Celle
de P,(z) a p(z) constitue une information de qualité moindre;
cette derniére information est d’autant plus précise que  est plus petit.
On comprend facilement qu’il existe un degré, dans la diminution de o,
o la valeur de I'information n’augmente plus beaucoup quand on fait
tendre o vers zéro. En effet, on a pour limite de Py, () une distribution
q(z; z) qui reste une distribution aléatoire. Il est intéressant de savoir
jusqu’ot il faut aller dans le partage du domaine de variation de Z, en
cellules @, pour arriver a un point ou un partage plus fin n’est plus
« payant ». On peut reconnaitre la la généralisation immédiate
du probléme de la recherche de la variable T étudié plus haut. Comme
des considérations trop générales dans ce domaine nous entraineraient
trop loin, nous allons traiter un exemple concret.
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3.4. APPLICATION DE LA THEORIE DE SIGNAUX A L'ETUDE DE LA SIGNIFICATION
DES SPECTRES DE SIGNAL ET DE BRUIT. — Remarquons que si une variable Z,
a travers laquelle on observe X, est de la.forme

Z=X+A,

A étant indépendante de X, on peut mettre I sous la forme

1= [ p(@)p(ws ) loglUi a,

avet
p(z;3)=r(z—z)=r(u);

d’oti on tire sans peine
I=—fq(z)logq(z)dz +fr(u)logr(u)du.

Cette remarque s’applique, mutatis mutandis, lorsque X et Z sont
des vecteurs aléatoires & un nombre quelconque de coordonnées.

Soit maintenant X (¢) une fonction aléatoire, observable a travers
une fonction aléatoire Z(¢) de la forme

Z(t) = X(t)+ A(2),

A(t) étant une fonction aléatoire indépendante de X (¢). Nous sommes
dans le champ d’application de la remarque précédente.
Supposons X(¢) et A(¢) stationnaires, et considérons une suite

—
d’instants &, ¢y, ..., ¢,. Nous appellerons X le vecteur de coordonnées
X(t1), X(¢t2), ..., X(ta). Ce vecteur est aléatoire & n dimensions.

> > . —
Nous définirons également Z et A de la méme maniére. Appelant do

>
I'élément de volume dans I'espace décrit par A, cherchons a évaluer
)= ——-fr(Z) logr(R) da.

>
Supposons que A(¢) soit une fonction aléatoire gaussienne : r(/.\) est
la densité de probabilité d’une distribution gaussienne a » dimensions,
laquelle est de la forme

wIJO

vv|-a

Al 1 )
en appelant [p;;] la matrice formée avec les valeurs moyennes

pij= IMA(E) A(L)).
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A est une constante ne dépendant que du nombre de dimensions,
Q est une forme quadratique par rapport aux variables A(¢;). Cetle
forme quadratique est de la forme

ﬁ *
Q(A:A)) =2‘ pij A,

la matrice p;; étant inverse de la matrice des p;;.
L’expression J peut donc s’écrire :

J=-—logA+§log]p,~,~}+9‘l’L§,

le signe J1U désignant la valeur moyenne. Nous avons évidemment
MQ =Z Pf/?z’/=292}9/1= n,
i ij

1 n
J=—1logA + Elog|c,~/~|+ 5

.Si nous faisons intervenir maintenant
rij= OMZ,Z;= NZ(t;) L(¢;)
nous obtiendrons pour I 'expression

o S
I'=logiry|— logipil
Les termes en A et n ont disparu. Il nous reste a évaluer les déter-
minants intervenant dans l’expression de J. Supposons les instants ¢; en
progression arithmétique. Comme les p;; (et les r;;) ne dépendent que

de la différence ¢;— t;, nous pouvons écrire

Po P11 P2
|Pi/'|=‘P| Po P1 ... |

avec
pr=OMA(L)A(Z + kb),

6 étant ’écartement de deux ¢; consécutifs.
On obtient une valeur approchée du déterminant p;; en lui substituant
un déterminant circulant. Nous supposerons pour cela n impair.

n=92m-+1
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et substituerons a |p;;| le déterminant circulant défini par les nombres
Pmy Pm—ty «vry P1y PO, eery Pme
1l est connu que la valeur d’un tel déterminant est
n=1 o i

[IFen, o= =,
k=0

avec

F(w)=pm+pmaro+...+ QoM . | p 2,

Considérons Pexpression

n—1

°(f) = OEPk—m exp | —anif(k— m)hj.

k=0

Nous pouvons exprimer F () sous la forme

F(w)= wm%?(;%),
I

i+ ()

ce qui nous conduit & I'expression approchée suivante pour log[p;;] :

F(uy(‘) = wmk

n—1

1 VA
lOg[Pi/'] = nloga +210g?(ﬂ‘>'
k=0 N

>
En ce qui concerne la variable 7, nous aurons un calcul analogue
a faire. Posant

n—1

V() =0 rmexp | — 25if(k—m)b ],
k=0 .

nous obtiendrons

n—1
I k
log[rij] = nloga +210gq;<m>
k=0

et par conséquent

n—1 n—1
1= Dtost(15) — 5 Does(75)

k=0 k=0

Laissant inchangées les valeurs ¢, et ¢,, faisons tendre 7 vers U'infini.
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Nous supposerons par exemple que ¢, =0, t,=T; nous voyons alors

que si nous posons
r(u)=OMZ(t)L(t+ u),
e(u) = IMA(L) A(f + u),

o(f) et Y(f) ont les limites :

1) =3

+

()= [ e(w)e=mirndu,
T

)

lvl -

V() ._f i(u)e—M’f’ltizé

et que

- kS
Tro e “"<2) .
= (+(x)

Si maintenant nous faisons tendre T vers I'infini, nous voyons que

L), )
Tl'_"l f (f)

Nous pouvons encore transformer cette formule en tenant compte de

la forme de Z. Faisons intervenir .
R(u) = IMX(¢)X(t+u):

Nous aurons évidemment
r(u)=¢(u)+ R(u)
et, en posant
O(f)= [ e™ifeR(u)du,

fimg= 5 g[S | =

Nous pouvons ainsi, si nous considérons des observations durant

il nous vient

des temps assez longs, dire que la fonction X (¢), observée a travers Z(¢),
si elle est observée pendant T unités de temps, est susceptible de prendre
un nombre de formes discernables dont le logarithme est uT. Si donc
cette fonction X () est chargée de porter un message, et qu’elle soit
couverte par un bruit A(¢) on pourra transmettre, pendant T secondes,
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un nombre de messages de 'ordre de e#". Pour voir 4 quoi correspond
ce chifire, comparons un syst¢me de transmission utilisant la fonction
X(¢t) [avec le bruit A(¢)] & un systéme de transmission télégraphique
envoyant & cadence de » par seconde, des signaux susceptibles de deux
polarités.

Dans le systéme télégraphique pris comme étalon, un message
de durée T est susceptible de 2" formes différentes. Donc la fonction
X (t) est analogue a un pareil systéme si

VT — epT,

c’est-a-dire si

log2

Nous pouvons conclure en disant que si une fonction X(¢) a une
fonction de corrélation r(¢) dont le spectre est ®(f), et si elle est
couverte par un bruit dont la fonction de corrélation a le spectre ¢ (f),
celte fonction peut étre assimilée, du point de vue du nombre de formes
discernables a travers le bruit, 4 un systéme télégraphique envoyant
des sighaux bivalents a raison de

1 @
YV o= - f lOgg
2 0

signaux pendant I'unité de temps.

Q(f)
I+ _?(f) daf
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