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Sur certains exemples
de décomposition en arithmétique
des lois de probabilité.

Par

M. Daniel DUGUE.

1. Dans un article précédent j’ai déja exposé certaines méthodes pré-
* sentant des résultats fondamentaux de P'arithmétique des lois de proba-
bilité comme des théorémes de convexité. Je voudrais indiquer
maintenant quelques aspects des décompositions dans le semi-corps des
variables aléatoires. Les théorémes de base dans cette recherche sont
les théorémes de Raikoff, Lévy-Cramer et ceux surla représentation
des lois indéfiniment divisibles donnés par M. Paul Lévy. De maniére
plus ou moins détournée tous ces résultats se rattachent au fait que :

La seule décomposition possible de e* en produit de fonctions ana-
lytiques & coefficients tous positifs ou nuls est €= e**(%, > o).

J’ajoute que la démonstration trés simple de ce résultat donnée par

- exemple par M. Paul Lévy dans Arithmétique des lois de probabilité

(Journal de Mathématiques, 1938) peut s’étendre de la fagon
suivante :

La seule décomposition possible de e en produit de fonctions
appartenant & des classes déterminées par leurs dérivées & Uorigine

(fonctions quasi-anaytiques) et dont toutes les dérivées sont positives
ou nulles est e» ev=,



160 : °  D. DUGUE.

On sait qu’il y a une trentaine d’années M. Borel avait émis 1’hypo-
thése que toute fonction quasi analytique a dérivées toutes positives en
un point était analytique. Ge théoréme a été démontré récemment par
M. Thgger Bang. Le deuxiéme énoncé n’est donc que la réunion du
premier et du théoréme de Thoger Bang. Néanmoins on peut I’établir
sans faire appel au résultat général sur les fonctions quasi analyliques.

En effet si fg=e*, f et g étant indéfiniment dérivables en o et
J(0)=g(o) =1 ce que I'on peut toujours supposer, le fait que toules
les dérivées soient positives ou nulles entraine que f*)(0) et gl* (o)

dar ez
dzn /5
équivoque par la suite de leurs dérivées a I'origine f(z) et g(z) sont

sontinférieures a < >~ =1 Si donc f et g sont détermindes Sans

des fonctions entiéres d’ordre inférieur ou égal & 'unité. Leur produit
ne pouvant pas s’annuler elles n’ont pas de zéros el par conséquent

J(z)=ers,  g(z)=ess..

On ne pourrait aller au dela et se contenter comme hypothése pour f
et g de I'indéfinie dérivabilité sur un segment toutes les dérivées en zéro

- - 1
.. . . Az -5
étant positives. Il est facile de voir en effet que ——— et ev= <l —e © )

I—e

“ont toutes leurs dérivées positives en zéro.

2. Ces théorémes d’unicité de décomposition pour les lois fonda-
mentales étant obtenus on peut se poser pour arithmétique du semi-
corps les mémes questions que pour I'arithmétique des entiers. Le but
de cet article est de signaler un certain nombre de différences entre les
deux domaines. Dés le début des faits nouveaux apparaissent.

M. Khintchine a le premier signalé qu’on pouvait construire deux
fonctions caractéristiques g, et ¢, telles que ¢, = g2, 91 =10¢,, Y et O
étant deux fonctions caractéristiques différentes. 11 en résulte que X,
et X, étant deux variables ayant pour fonction caractéristique ¢, et ¢,
leur différence a une répartition complétement indéterminée puisqu’elle
peut avoir comme fonction caractéristique a0 (a+p=1,x et 3> 0). -

L’¢quation X, = X, + X (X, et X étantindépendantes) a une infinité
de solutions en X.

L’exemple donné est le suivant (nous adoptons la forme de fonction
caractéristique de M. Paul Lévy) :
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¢a=1—| 5| pour | 2{ <1 et o pour | 2|1 ce qui peut s’écrire :

2 T 1—cosw
Pa= = ————coszx du.
kg 0 x-

0=1—]z]| pour|z| <1 et périodique de période 2, donc :

6=

(SRR

~+-
4
+Zm005(2n+l)ﬂz.
0 !

@2 et 0 ne sont définis que pour 3 réel.
La deuxiéme forme de ¢, et 6 montre qu’il s’agit bien de fonctions
caractéristiques. En prenant ¢ = ¢, on voit que

Uos= ¢3= 920 quel que soit z.

Bien enlendu un tel résultat n’est possible que si ¢, 0, ¢, ne sont pas
analytiques a l'origine. En effet si elles I'étaient en ce point elles le
seraient sur tout 'axe Oz. Or $9,= 0y, ne peut avoir lieu que si
¢ —0=o0 ou gy=o0. L’analyticité des fonctions entrainerait que ces
égalités aient lieu partout. Le résultat serait naturellement le méme si
I'on substituait quasi-analyticité a analyticilé :

Par conséquent. s¢ la variable X a tous ses moments d’ordre pair
tels que 2——1——1 diverge la décomposition de X en deux compo-

(Map )*
santes dont l'une est Y ne peut avoir lieu que d’une maniére unique.

3. M. Paul Lévy a indiqué deux décompositions de la variable de
probabilité uniforme comprise entre —1 et + 1 en deux variables indé-
pendantes X,, X, et X, X/, X, étant indécomposable et n’étant com-
posante ni de X/ ni de X),. Il suffit de remarquer que

. .8 . 2 .23 L 23
. sin — sin — —i L
sin s ¥4 2 3( e +14+e
= cOos — = - ’
g4 3 z 3
2 3

cosg est une fonction caractéristique indécomposable (l’ale’aloire corres-
i 1 1 . . .
pondante ne prend que deux valeurs et — ;) et il est facile de voir

LR
s 5

qu’elle n’est composante ni de

(variable homogéne dont le champ

ol b
o



162 D. DUGUE.

23
2¢€08 5 —+1

.. 2 . 3 . .
de variation est §> ni de — (dont 'aléatoire prend les valeurs
2 2
— Zyo0etz ). De méme
3 3
. a3 23 n—
. sSin — I+ 2¢€08S— —+...-+ 2COS b4
Sz _ n n : si n est impair
sz L n ' P
n
et !
. 32T ( z 3z n—i )
. sin — 21 €c0S — + COS — —...-+ COS j<4
SIn 2 n n n n . . .
= sl n est pair.
z | n

AR

Donc quel que soit 2 on a une décomposition de la variable initiale en
. . . . sinz
une variable homogéne et une variable discontinue. — a donc une

infinité de diviseurs bien que n’étant pas indéfiniment divisible (c’est-
a-dire pouvant étre considérée comme la somme d’une infinité d’aléa-
toires infiniment petites). Ces diviseurs dépendent d’un parameétre dis-
continu n. La premiére loi de Laplace donne un exemple de loi ayant
une infinité de diviseurs dépendant d’un paramétre continu et qui n’est
pas indéfiniment divisible. Cette loi qui a pour fonction de probabilité
1

I+ ¢2

composantes de fonction caractéristique HI_ = el 1:- = —%

tion de la loi de répartition élémentaire e~ pour z > o et o pour z << 0
. A .

-+ it

’ . | . P .
élémentaire e 1 a pour fonction caractéristique « Elle admet deux

est la fone- -

et - est lafonction caractéristique dela variable opposée. Toutes deux

admettent une infinité de diviseurs. I_I 7 admet pour diviseur toute

fonction de la forme II—_)‘l.;t (2 quelconque inférieur a 1). En effet
’égalité '

1—Ait -+ 1— )

1—it | 1—1ut

L — hit
montre que

est la fonction caractéristique attachée a la loi de
probabilité totale F(z) =o0 pour z <<oet1— (1 —21)e™® pour x>0

(application a la loi de la variable certaine égale a zéro et a la loi de
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fonction caractéristique —— de la deuxiéme opération du semi-corps

. . \
des aldatoires avec A et 1 — A comme coefficients ) Or

I I— At I

1—it  1—it 1—Ahit

. . o . . I
montre que la variable de fonction caractéristique .— a pour compo-

sante une variable homothétique dans le rapport A (fonction caractéris-

)zt
1— it

. I
thue PR

D’autre part
I

) et la variable de fonction caractérlsthuc

it n’est pas une fonction caractéristique de loi indé-

. C .. I . e L. .
finiment divisible car ———— (« non entier) devrait étre caractéristique

(1—1t)>
ce qui n’est pas le cas.

M. Paul Lévy a généralisé sa remarque en se posant la question
suivante : Existe-t-il deux aléatoires toutes deux indécomposables X,
et X, telles que la somme X, + X, puisse étre décomposée en d’autres
éléments X/ et X, ? Voici I'exemple le plus simple que l'on puisse
fournir de cette éventualité : -

1— 38
1—23

=14+54+...+ 3= 1+22+5)(1+35) = (1+ 3%) (1 + 5 + 3?).

Donc si l'on considére ces polynomes comme des fonctions généra-
trices (au sens de Laplace) les aléatloires qui leur correspondent sont
‘indécomposables (on ne peut décomposer aucun de ces polynomes en
produit de polynomes a coefficients positifs). Par conséquent si X, et Xg
correspondent & 1+ 52+ 5* et 143, X, a 14-3% et X, a1+ 54 352
on a X, + X, = X/ + X, toutes les variables ¢tant indécomposables. On
peut de méme trouver des variables indécomposables X telle que la
somme de deux variables de méme loi se décompose en deux variables
X, et X, différentes de X. Dans une Note aux Comptes rendus de
I’ Académie des Sciences j’ai indiqué un exemple de fonctions généra-
trices donnant lieu a cette particularité :

G(z)=1+23+522+1253+152*= (1— 5+ 532) (1+ 33 + 33?),

G(3)=(1+3z+3282)[1+ 5+ 832+ 1753+ 2824+ 4525+ 7528,

G(z) estévidemment indécomposable car toutes les racines de G(z) = o
sont imaginaires et la seule décomposition possible en facteurs du second

INSTITUT HENRI POINCARE. — XII, HI 12
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degré a coefficients réels est celle indiquée ou un coefficient est négatif;
les deux facteursne sont donc pasfonctions génératrices. Nous donnerons
plus loin au paragraphe 4 un exemple d'un fait analogue ou les aléatoires
ont une répartition continue et non discontinue comme c’est le cas ici.

Dans le méme ordre d’idées considérons la somme d’une quantité
aléatoire normale et d’une variable prenant les valeurs —1 et —+1

c2e2
P P . - -
chacune avec la probabilité 5 Sa fonction caractéristique este  * cos¢.

cos¢ esl indécomposable. En écrivant

- ¢ — t !
_ows ote x/zcos; +1 a3 \/20055-—-1
e *cost=e —_— e 2 _—_— (6} + 53 = o2).

V2 +1 Vo2 —1

On voit que le premier facteur est sirement une fonction caractéristique.
La transformée de Laplace du second facteur sera

a?

— 1
203 o —
_— Wae ”?.'chia——l]‘
Vaoro, V2 —1l 203

. 1 .. . .
Si donc o} > Tous 1 deuxiéme facteur est une fonction caractéris-
419
tique. Il suffit donc pour cela que o2 soit supérieur a cette quantité.
O"lé o242
Dans cecas e * cost admetune autre décomposition que cost ete *

oy N
V2cos— +1 ot
- .. e 9 . = .
cost ne divise ici ni ——=———mie * |. Gette variable est connue
A Va+1
en stalistique sous le nom de courbe a deux bosses que I'on explique
_par le mélange de deux populations dans laquelle deux variables gaus-

siennes de méme écarl type ont deux valeurs moyennes différentes (c’est
Gt )

la décomposition évidente e * et cost). On voit par l’existence d’une
seconde décomposition que cette explication n’est pas la seule possible.
Cel ensemble d’exemples montre combien le semi-corps des aléatoires
est différent de larithmétique des entiers méme dans les premiers

théorémes sur la divisibilité. Les deux paragraphes suivants vont encore
accentuer la différence.

4. On peut placer auprés de ces exemples des résultats analogues
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concernant des lois indéfiniment divisibles. Examinons tout d’abord le
cas des lois de Gauss-Laplace et de Poisson. Aprés les résultats connus
sur leur décomposabilité on pouvait se demander si deux variables ne
pouvant étre décomposées en deux lois dont I'une est de Gauss-Laplace
ou de Poisson.(non susceptibles de « déflation » pour employer la
terminologie de M. Fisher) pouvaient avoir une somme susceptible
d’étre décomposée en une variable de Gauss-Laplace (ou de Poisson) et
une autre variable. C’est ce que M. R. A. Fisher a appelé le probléme
de la déflation.
Considérons 'expression

Fii
(E) -~ e **[acosat+bceost—c]|  [(a, b, c)> 0],

c’est la transformée de Laplace de I'expression

(r+2)2 02 (r—2)2a2 (r—+1)ra2 (r—1)2a2 xr?ol

’ 1 al — 3 - 3 b( — S - 3 e

(E)T_‘ —\e * +e 2 +\e - —ce °
2% L€

x? o2

Y oz

e 2 _%
= ——-—-—_—[ae—m’chzxa?—l—be 2 chzat—c]|" -

Jom

Le minimum de 'expression entre parenthéses sera atteint pour & = o.

Supposons que

o
2

(e) ae"?“’+be~‘——c=o,

ce qui est possible si I'équation
ey - Taut+bu—c=o
/

a une racine inférieure a I'unité. (E') sera constamment positif ou nul
et (E) sera la fonction caractéristique d’une aléatoire ayant une proba-
bilité ¢lémentaire nulle en 2 = o et qui par conséquent n’aura aucune
composante gaussienne (ne sera pas susceptible de déflation).

‘La somme de deux telles aléatoires aura comme fonction caracté-
ristique : '

"

—a[%‘l cos 4t + ab cos 3¢ + £)—2—_()4—iccos.21-1—b(a—zc)cost—o—% —+ b; —l—c?]. ‘
Si b2 — fjac > o0 et a> 2c¢ la parenthése sera une fonction caractéris-
tique. Par conséquent la somme des deux aléatoires sera dans ce cas
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susceptible de déflation. [a@ > 2¢ entraine que I'équation (€') ait une
racine inférieure a 1].
a

Les lois de probabilité élémentaire Ke * 227 (— o0 < 2 <<+ ) (lois

du y) peuvent étre utilisées dans le méme but. Prenons par exemple
12

p =1. Lafonction caractéristique correspondante sera (1 — ¢2) e *. Une
telle variable aléatoire est indécomposable. Elle ne peut en effet subir
aucune déflation puisque en zéro la probabilité élémentaire est nulle.

Par conséquent en vertu des résultats classiques ses seules composantes
q q PK
~!t!
possibles auraient pour fonction caractéristique (1—¢t)e * ou
ke

(1 +¢)e * etlon vérifie facilement que la transformée de Laplace de
celte expression n’est pas une loi de probabilité élémentaire.
On a donc ici un exemple de loi absolument continue et indécom-

posable. X, et X, étant deux aléatoires indépendantes de fonction carac-
e
téristique (1 — ¢2) e *, considérons maintenant la variable a X+ X,,

« et 3 étant deux quantités positives certaines comprises entre o et 1 et
telles que 4 32=1; sa fonction caractéristique (c) sera

(22480 : &

5

(¢) (1—a22)(1— 322 e o =(a—+af2t)e 2,

Pour que cette variable soit susceptible de déflation il faut et il suffit
‘ Azg?

que (1— >+ a?B2t')e * soit caractéristique pour certaines valeurs
de A << 1. Ce qui revient a écrire que le polynome en z :
, { q poly

9 (49 ‘a‘z@? 9 v I ailp)?
a3yt + (1—6 e >x-+ (1—— e +.3T>

est constamment positif. La discussion ne présente aucune difficulté.

St a?B2< -II—) on doit prendre A?>> 6a*(3* ce qui est toujours possible.

. agal 1 .
Sia*8*> —; on doit prendre
. 60(2@2
S 1
I+‘/6a-ﬁ'— 5

En particulier si o> = 32— é, on doit prendre A2 > -Zf et la somme des

A2>

deux variables indécomposables peut subir une déflation d’écart type -
2
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C’est le cas auquel nous avons fait allusion au paragraphe 3.
La variable résiduelle, une fois la déflation maximum opérée est

évidemment indécomposable; car si elle 1’était, on en déduirait que
«zee tha

(1—a2t2)e * ou (1—B2¢2)e * sont susceptibles de déflation ce

qui n’est pas le cas.
12

£l

(¢) (1—t2+1‘lﬁ?t“)e-‘

a donc les trois diviseurs

s Bree A%
)

1— a2 e—T, 1—822)e 1— 24 a232¢k)e  ?
i ) h

(A ayant la valeur minimum) qui sont indécomposables.

Signalons les deux faits suivants que 'on peut constater dés qu’une
décomposition en éléments indécomposables est possible de deux
maniéres :

1° Bien que premiers entre eux les diviseurs ont un produit

(1+A?) 2
>

(1— 24 a2P2¢4 )2 e ?

qui n’est pas diviseur de (¢).
o2

2

2° Bien que premiers entre eux les deux éléments (1—a2f2)e *
Az 4

et (1 — 2 +a?B2¢*)  * sontdiviseursde (1 — 2+ a*$%¢*) e * quin’est

pas égal a leur produit multiplié par une fonction caractéristique (le

plus petit multiple commun n’est pas égal au produit divisé par le plus

grand commun diviseur).

Des exemples‘de faits analogues relatifs & la loi de Poisson ont été
donnés par M. Paul Lévy dans son Mémoire Sur les exponentielles de
polynomes.

La somme de deuzx variables indécomposables convenablement
choisies peut étre décomposée en une somme de trois lois de Potsson.

Les autres lois indéfiniment divisibles ont des diviseurs dépendant
d’une infinité de paramétres. Des faits du genre de ceux exposés jusqu’a
présent sont tout a fait normaux. J'ai donné en particulier (C..R. Acad.
Sec., 1941) un exemple de décomposition de loi de Cauchy en une



168 . D. DUGUE.

somme de deux lois différentes en m’appuyant sur des résultats de
M. Polya.

3. Enfin pour terminer nous allons indiquer quelques résultats d’une
nature différente mais également « paradoxaux » sur les lois indéfini-
-ment divisibles. ‘

A T'intérieur du semi-corps des aléatoires appelon&semi-groupe élé-
mentaire tout semi-groupe d’aléatoires dont les fonctions caractéristiques
sont toutes des fonctions caractéristiques de la forme [¢(¢)]*.
L’ensemble E des o est évidemment clos par rapport a I'addition (si
‘ay €E et ay € E| ay+ a, € E). Deux sortes de semi-groupes élémentaires
s’'imposent par leur évidence : -

1° o(¢) fonction caractéristique quelconque et E l’ensemble des
entiers positifs ou nuls; o

2° ¢(t) fonclion caracléfistique de loi indéfiniment divisible. et E
Pensemble de tous les nombres positifs ou nuls. ‘

Il en existe d’autres ce qui renforce encore les différences signalées
jusqu’ici. Montrons tout d’abord que 'on peut trouver ¢(¢) non carac-
téristique (dans ’exemple que nous allons donner ce sera non généra—‘
trice) et telle que toutes ses puissances le soient; on a en effet

H(z) =1+ 25— 22+ 353+ 3zt

qui n’est pas génératrice puisqu’un coefficient est négatif. En revanche

H2(z) =14 42+ 252+ 228+ 195+ 655+ 326+ 1837+ g 28.
et X
H3(z) =1+ 6% + 922+ 533+ 362*+ 605% + 8206+ 8137
~+ 11728 + 97 3%+ H4 510 + 8124+ 27512

le sont. L’ensemble des nombres ap 4 3¢ (p et ¢ élant des entiers
positifs ou nuls) est évidemment constitué par zéro et tous les nombres
enliers supérieurs a 1 (1 étant exclu). De plus E ne contiendra aucun
autre nombre. A

En effet H(s) a une puissance « non entiére ne peut pas étre généra-
trice car H(5) n’a pas de zéro sur Iaxe réel positif [ sans quoi ce zéro
serait aussi zéro de H2(z) ce qui est impossible H? ayant tous ses
coefficients positifs]. H*(z) (« non entier) a pour seuls points singu-
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liers les zéros de H(z) et n’a donc pas de points singuliers sur I'axe réel
positif. Ce fait est incompatible en vertu du théoréme de Pringsheim
avec le fait que H*(z) ait tous ses coefficients positifs.

De cet exemple on peut déduire un semi-groupe ¢lémentaire ot E est
I'ensemble de tous les nombres supérieurs ou égaux a «, et ¢(¢) la
fonction caractéristique d’une loi qui n’est pas indéfiniment divisible.

En effet "/ (« > 0) va étre développable en une série dont tous les
coefficients sont positifs sauf peut-étre le coefficient de £2. Pour que ce

. . cep . a? oy
coefficient soit positif il suffit d’écrire que —— ' est positif ou nul
pour z =0 ce qui est réalis¢ si et seulement si & > ;

On peut se¢ demander si le fait d’étre fermé et clos par rapport a
I'addition suffit pour qu’un ensemble puisse étre considéré comme un
ensemble E. Il est facile de trouver une fonction ¢(z) telle que E soit

. . 1
I'ensemble des multiples de «. Prenons ¢(z) =P (2)* P(z) étant un

polynome & coefficients tous positifs. Pour que o(5)” soit génératrice
il faut et suffit que % soit un entier et par conséquent que m = kx

(k étant un entier). On ne connait pas jusqu’a présent d’exemples ou E
est ensemble m -+ no, m et n étant tous les entiers et « irralionnel.

.. .3
De méme qu’on ne sait si ’ensemble % =Zm =, 1 <Zm et plus généra-
4

lement un ensemble comportant des lacunes peut étre considéré
comme un ensemble E.
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