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Lennuple projectif et I'unification
des théories de I'électromagnétisme
de Weyl et de Veblen-Hoffmann.

par

Richard L. INGRAHAM.

Université de Harvard.

1. Introduction. — En 1929, H. Weyl a présenté une théorie cova-
riante (non quantique) de I'électron qui se réduisait, dans le cas spécial
de la relativité restreinte, a la théorie de Dirac avec spineurs a deux com-
posantes (*). Un des traits les plus frappants de cette théorie était
Iintroduction trés naturelle des potentiels électromagnétiques qui -
devaient caractériser le changement arbitraire de phase permis au
spinéur déplacé par parallélisme dans un systéme de coordonnées
déterminé. La théorie unitaire correspondante de I’électron, de 1’élec-
tromagnétisme et de la gravitation (relativité einsteinienne) est en fait
obtenue sans unification formelle par la simple addition ad hoc des
lagrangiens auxquels s’ajoutent les termes d’interaction suggérés par
I'expérience entre les éléments de Dirac et ceux de Maxwell. Le tout
satisfait 4 l'invariance bien connue de « jauge-phase » par rapport i la

. 7)% . . .
transformation ¢ —{ e, f,— fp,— 57 00 ¢ et f, sont respectivement

les potentiels électronique et électromagnétique. L’invariance par rap-
port a ce groupe suggérait & Weyl que I’électromagnétisme est étroi-
tement lié en premier lieu a la matiére et non pas a la gravitation.

(1) H. WeyL, Elektron und Gravitation (Zeits. f. Physik., 56, 1929, p. 330). Ce
Mémoire sera désigné désqrmais par EUG.

INSTITUT HENRI POINCARE, — X1, III. 10
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Au contrai:'e, la théorie a cinq dimensions initiale de Kaluza, amé-
liorée et étendue par O. Klein, a été fondée en 1930 par Veéblen et
Hoffmann () comme une authentique théorie 4 quatre dimensions ou la
géomeétrie sous-jacente est projective au lieu d’étre affine. Le tenseur
projectif fondamental avec ses 14 composantes indépendantes fournit
donc, en sus des potentiels de gravitation, quatre fonctions susceptibles
de jouer le role des potentiels électromagnétiques. On a pu en tirer la
relativité einsteinienne jointe a une théorie maxwellienne covariante
des équations de champs sans termes anomals. Celte « relativité projec-
tive » était alors une réussite en ce qui concerne la gravitation et I’élec-
tromagnétisme. Elle a montré que I'électromagnétisme et la gravitation
pouvaient éire également concus comme parties d’une méme entité
étroitément lides entre elles. Les objections contre cette théorie sem-
 blaient pour la plupart dirigées contre le caractére pseudo-cing-dimen-
sionnel prété a I'univers par I'introduction de tenseurs a 5" composantes.
En fait, cette nature cing-dimensionnelle est illusoire, puisque dans la
géométrie projective de Veblen-Hoffmann z° n’est pas une véritable
coordonnée dans le sens ou les quatre autres le sont et entre toujours
dans les tenseurs projectifs par un facteur e™' (correspondant au fait
que la « transformation de facteur » n’est pas une véritable transfor-
mation de coordonnées). L'espace-temps reste quadridimensionnel; la
géométrie fondamentale ne fait que s’élargir de Paffine au projecti‘f, le
groupe projectifayant le groupe affine comme sous-groupe. Il me semble
que U'on doive tenter de s’en tenir au caractére quadridimensionnel de
I'univers, mais permettre un élargissement progressif de la géométrie
fondamentale au fur et a mesure de l’accroissement du nombre de
champs a unifier. Il n’y a pas de connexion nécessaire entre la dimen-
sion d’unc variété et le type de sa géométrie.

L’introduction de I'électromagnétisme a la maniére de Weyl aussi
bien qu’a celle de Veblen-Hoffman sont si naturelles et convaincantes
qu'il est désagréable d’avoir a choisir entre elles. Le point de vue adopté
dans ce Mémoire est que cela n’est pas nécessaire; les deux théories
admettant une unification telle que les potentiels éléctromagnétiques
introduits des deux facons constiluent un seul et méme vecteur.

Ce Mémoire doit, par suite, poursuivre plusieurs fins. La théorie de

(*) O. VeLEN and B. HoFruaNN, Projective Relativity (Phys. Rev., 36, 1930, p. 810).
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Weyl, exprimée au moyen’de I'ennuple orthogonal, doit étre rendue
projective. Et il faudra exprimer la théorie de Veblen-Hoffmann, qui
part d’un tenseur symétrique fondamental, en termes d’ennuple ortho-
gonal, l'introduction d’un tel ennuple étant nécessaire dans une théorie
qui comprend des spineurs et des tenseurs. C’est a ces conditions qu’on
pourra effectuer (partiellement) l'unification. Comme résultat acces-
soire, on montrera que le tenseur de Riemann qui joue un réle fonda-
mental dans les théories purement tensorielles ne semble pas pouvoir
étre employé de fagon analogue dans la théorie de 1'¢lectron de Weyl.

Jadopterai ici le formalisme de la géométrie projective de Veblen-
Hoffmann, de préférence au formalisme équivalent mais plus symétrique
de Van Dantzig et Pauli, en termes de « coordonnées homogénes »; cela
permet en effet une comparaison facile avec le travail de Veblen et
Hoffmann.

2. L’ennuple orthogonal affine. — Cette premiére partie du Mémoire
est consacrée a rendre projective la théorie de 1'électron de Weyl
exprimée au moyen de spineurs & deux composantes; le lecteur est prié
de se reporter au Mémoire de Weyl pour une présentation plus compléte
de la théorie de 'ennuple affine et son emploi dans la théorie électron-
plus-gravitation. Nous rappellerons briévement les parties indispen-
sables a I'intelligence du présent Mémoire.

On part d’une variété affine a quatre dimensions et d’un ennuple
affine (« systéme local des' coordonnées de Lorentz »), c'est-
a-dire de quatre champs vectoriels linéairement indépendants
eP(a)(p=1,...,4,a=1,...,4),o0u pindique la composante contra- ‘
" variante et « indique le vecteur (*). Introduisons les mineurs norma-
lisés e, (o) qui satisfont a

(2.1) er(a)ep(3) =28(23), er(a) e (x) =87,

(3) Dans ce Mémoire on se servira des conventions d’indices suivantes :

Ty @y Gy Ty &y ¥y Yy o..=0, ..., 4 (indices projectifs);

m, n,p,q, ... =1, ..., 4 (indices affines);

a B, 7, 8 ... =1, ..., 4 (indices tensoriels de Lorentz);
a, b,c, ... =1, 2, (indices spinoricls);

Ly ke =1, 2, 3.

On adopte également la convention habituelle de sommation pour les indices muets.
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Ceux-ci définissent les systémes de coordonnées par rapport aux-
quels on mesure les coordonnées de Lorentz dans les espaces locaux;
une transformation de Lorentz en un point effectuc une rotation de
I'ennuple en ce point (*).

La condition

(2.2) ep(2) = gpge’(2),
introduit une métrique et il en résulte :
(2.3) gpg=-ep(a)ey(a).

L’cnnuple devient un ennuple orthogonal.

Comme on le verra, cet ennuple est lc lien entre les tenscurs affines
généralement covariants et les spineurs a deux composantes, qui four-
nissent une représentation du groupe propre de Lorentz

(2.4) t(a)=a(aB)2() [£(y)unvecteurde Lorentz;|a(af)|=-+1],

mais pas du groupe affine homogéne plus général au point P

’

, ax'7
(2.5) 1= 5o,

[xP est un « systéme général de coordonnées »; a savoir, quatre fonc-

tions réelles continues quelconques qui servent a distinguer entre eux

oy . ox'q .
les différents points, et telles que l ml # o], au moyen de la connexion

(2.6) ¢ S(a)y =v(a),

\
ou Y et J* sontrespectivement le spineur et son conjugué complexe, S(1),
S(2), S(3) les matrices de Pauli et S(4) = < la matrice-unité; ¢(a)se
transforme comme un vecteur vis-a-vis du groupe restreint de Lorentz
pour une transformation du spineur. Ensuite, si 'on définit la trans-
formation d’'un vecteur affine général t» a son vecteur de Lorentz
respectif £( ) '

(2.7) tr=t(a)er(a),

(#) En introduisant ic¢ = z(4 ) on se sert de la métrique de Lorentz

8(aB)=1 (a=B); =0 (x#B)
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on tire de I’équation (2. 1) 'autre régle de permutation des indices
(2.8) t(a)=ep(a)tr

et il résulte que celle-ci fournit une correspondance biunivoque entre la
classe de tous les tenseurs affines en un point donné et la classe de tous
les tenseurs de Lorentz en ce point.

3. La géométrie projective. — Prenons comme géométrie fondamen-
tale la géomsétrie projective; nous emploierons les tenseurs projectifs
a 5" composantes (n =1, 2, ...). Par rapport au produit direct des
deux groupes

(B.1a) x'rP=fr(z, ..., z4); x'0= g0 (transformation d’espace-temps)
et
(3.16) xP=uxr, z'0= 20+ logp(xt, ..., z%) (tranformation de facteur),
le tenseur projectit Tf::=e""T7:" (01‘1 T?:: sont des fonctions
de z', ..., z* seulement) se transforme selon

’ Y10 B
s ‘ Tpcf".' = e oTp'T.'.. ’

-2) ~ dxT az'c .
Oil _:lwo'... = e e e [ :“.[7" 5, T =0, .uuy /l'I (3).
[ Jze ozT T L

Remarquons que la transformation de facteur se distingue de la trans--
formation d’espace-temps en ce que 2°, qui se trouve dans le facteur e’,

est remplacé par 2 de sorte que le tenseur dans le nouveau systéme est

oY, en sus des transformations classiques aux

dz~ . ..
~—-- Ceci correspond au fait que z° entre
ox'c - P q

toujours sous la forme spéciale d’un facteur e¥’, ce qui estune propriété

multiplié¢ par e¥'¢f=

. . . d0z'o
coefficients différentiels —(%_— et

invariante par rapport a (3.1). N s’appelle I'index. z° n’a donc pas le
caractére d’une coordonnée d’espace-temps dans une variété ordinaire
a cinq dimensions, et les tenseurs projectifs ne se conduisent pas comme
les tenseurs affines dans un espace & cinq dimensions par rapport a un
sous-groupe spécial (3.1) du groupe affine général a cing variables.

4. L’ennuple orthogonal projectif. — Considérons le tenseur cova—
riant symétrique fondamental d’ordre », d’index zéro, yor, avec les abré-
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viations et restrictions suivantes imposées dans « la relativité projec-
tive » de Veblen-Hoffmann

(4'1) : Emn= Ymn, Om= Yom, Yoo=1I.
Puis
(4.2) Yot = Sor+ $c P

et g5 est un tenseur affine (c’est-a-dire g5,—=0); ¢, est un vecteur cova-
riant projectif avec 9o =1 (). Ces restrictions sont bien entendu inva-
riantes par rapport a (3.1). Supposons identifiés g, el la métrique
donnée dans le paragraphe 2. . _

Nous élargissons '’ennuple affine donné dans la section II en y ajou-
tant une composante nulle ¢°(«) et nous exigeons que

(4.3) Yoz €®(a) e*(f) = 3(af),

ce qui implique que e’(a) a Pindex zéro, et

(4.4) grn e () en(B) + g5 €%() oz €%([8) = 3(ap).

Selon (4.1), le premier terme du premier membre est égal a o(«f3) de
sorte que e9(«) doit satisfaire a la condition *
(4.5) ose9(a) =0, ou  e¥(a)-+ onen(a)=o.

En définissant le tenseur de Lorentz correspondant a la partie affine ¢,

de 9,, o(a) = ope™(a) conformément a (2.8), on a une équation qui
définit e (o)

(4.6) () =—g(a)

Il est important de constater que (4.6) est une définition projectivement
covariante parce qu’elle peut s’écrire sous la forme cpceé(oc) = o, forme
sous laquelle elle I'est évidemment.

Nous élevons et abaissons tous les indices avec yq: et Y%, ce dernier
tenseur étant constitué par les mineurs normalisés du premier. De (4.5)

découle
(4.7) eo(%) = Yor €%(a) =gz e%(x) =0,
(%) Par conséquent, selon une transformation de facteur ¢,-> ¢, — —ﬁ—logp, ce qui

dzm,
peut s’interpréter comme une transformation de jauge si l'on identifie les ¢, et les
potentiels électromagnétiques.
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de sorte que e;(a) est un vecteur affine; et puisqu’on a

(4.8) em(a)=7Tmre™ (@)= (gme+ gm¢z)€* () = gmr €™ (2) = gmn e™(2),

-

en(a) est précisément défini comme dans la section II. On a les régles
analogues a (2.1)

(%.9) eo(a)es(n) =gk,  ep(«)ey(B)=23(ap).
La dérniére série d’équations ne fait que répéter (4.3), et I'on déduit
de (4.2) que
(4.10) gr=3 gil=o, gh=—on
Il est utile de constater que l'inverse de (4.3) est
(4.11) . &or= es(x) ex(a).
Quant aux convegtions permettant de déplacer les indices, on a
comme équation qui définit £(a)
(4.12) te=t(a)ef(a) -+ tooP.
Puisque ¢P= 0%, pourp=r1, ..., 4 cette équation répéte simplement (2.7);

pour p = o elle se réduil cependant i une identité,
Par contraction avec e,([3), il vient en faisant appel & (4.5) et (4.7)

(%.13) t(a) =t ey(a)=1trep(a),

c¢’est-a-dire ¢( ) a exactement la valeur (2.8) trouvée antérieurement.
L’équation (4.12) montre que e?(«) fournit un homomorphisme entre
la classe de tous les vecteurs projectifs en un point, et la classe de tous
les vecteurs de Lorentz : deux vecteurs ¢? et ¢ qui ont la méme partie
affine correspondent au méme vecteur ¢(a). '

8. Le spineur projectif. — Imaginons le spineur ordinaire a deux
.composantes Y, (°) (a =1, 2), pourvu d’un index N, c’est-d-dire rem-
plagous ¢ par 'y, Cette nouvelle quantité géométrique. (désormais:
désignée seulement par ¢) se transforme non seulement par le groupe
du spineur ordinaire '

(8.1) 4> ¢ = AL[A une matrice 2 % 2, [dét. Al=1],

() Nous allons désormais supprimer en général les indices spinoriels,
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mais aussi par la transformation de facteur (3.1 4), selon
(5.2) b > = eNlogpd,

c’est-a-dire, le groupe de ¢ est le produit direct du groupe unimodu-
laire linéaire par la transformation de facteur. ¢ doit étre invariant par
rapport a la transformation d’espace-temps (3.1 @). Plus loin nous
démontrerons qu’il est commode de choisir un index imaginaire N = - ¢;
cela signifie que dans une transformation de facteur la phase de ¢
s’accroit simplement de logp (1*).

6. Le déplacement parallsle de I'ennuple projectif. — H. Weyl. a
caractéris¢ le déplacement paralléle de Pennuple orthogonal affine de P
a P’ en déterminant la rotation infinitésimale de Lorentz par laquelle
I'ennuple déplacé parallélement de P a P’ se déduit de I'ennuple lui-
méme en P’. Puisqu’on exige que la longueur soit conservée, la
connexion affine résulte simplement de la coniexion riemannienne.
Nous allons déterminer ces quantités pour le déplacement paralléle de
de 'ennuple projectif.

Ecrivons
(6.1) Se(B; Py —ef(3; P)=do(fy)er(y),
(6.2) Sfe(B; P)y—e?(B; P)=—T4Pes(8; P)der,

ou f¢(; P') est 'ennuple déplacé parallélement en P';

S do(fpr)=—do(13),

la rotation infinitésimale de Lorentz; II, la connexion linéaire projec-
tive. La premiére équation exprime que les vecteurs paralléles.en P’ ont
légérement pivoté par une transformation de Lorentz a partir de leurs
valeurs en P’; la deuxiéme équation définit de la maniére habituelle les
vecteurs paralléles en P’ a ’aide de ceux attachés a P-et des dz?. Nous
supposons & o(fy) = 0,(8Y) dz?, donc une dépendance linéaire des dz¢.
Mais puisque les ef(a) ont I'index zéro, on a e?(B; P') =ef(B; P) et
Ion doit exiger f?(B3; P')=¢r(B; P) ou P et P’ ne différent que de
dz® = 2" — z°. Posons alors '

(6.3) on(B1) = o.

On a par suited o(By) = 0, (By) dz™. Mais (6.1) pourp =1, ..., 4 ne
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sonl autres que les équations de Weyl pour les om(By); 1’équation
pour p = o est identiquement satisfaite en vertu des quatre premiéres.
En soustrayant on en tire une expression pour la différentielle

covariante :

(6.4) d et () + lgeh €0( ) dat=— 0,,(By) da™ eP ().

Puisque o e#(8) = o, il vient T, e7(§) = o. D'aprés (6.1) et (6.4),
on obtient donc que les 0,,(fy) sont déterminés exaclement comme par

Weyl; en particulier .

A

(6.5) o(r; ag) = = {[e(w), e(1I(B)+[e(), e(B(«)—[e(B) e()] (1)},

ou
(6.6) o(v; 28) = og(aB) ed(y) = o0,(aB)er ()
et |

| | ] s
(6:7) [eta e(@r= L0 2 ) — 258 )
et

[e(a), e(3)(v)=[e(a), e(B)fe e, (¥)

Ceci est établi en détail dans ’Appendice 1.

De (6.4) il résulte que
(68)  (mper()) 63+ Motz ex(5) e5(x) = — o(x3 £1) eF(1).

Si. nous multiplions par e?(f8), et ajoutons avec p <>, le second
membre s’annule a cause de I'antisymétrie de o(x; By) en 3, y et I'on
obtient une équation pour IL. Le calcul détaillé est donné dans I’Appen-
dice 1; nous nous bornerons ici & en donner le résultat :

(6.9) | Wy e—T7y = grllogy+ 970 £y — 24 llo g7

- v v
ou I',y - sont les symboles de Christoffel des v, le signe — ou \~ sous
une paire d’indices, représente respectivement la partie symétrique ou
antisymétrique, et les indices de IT et T sont abaissés a 'aide des yg-.
Nous avons ainsi obtenu un systéme d’équations linéaires pour les II; et
nous constatons que Il =2 I' en général. Dans I’Appendice 1 on étudiera
les circonstances dans lesquelles cette égalité peut exister. L’¢qua-

~e
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tion (6.g) montre que Il est d'index zéro, puisque T et ¢; le sont
également. :

7. La dérivée covariante du spineur projectif. — Puisque le spineur ¢
est maintenant un spineur projectif, c’est-a-dire défini par rapport au
groupe (3.1 b) en sus du groupe (5.1), il faut étendre la définition de
la dérivée covariante du spineur donnée par Weyl pour qu’elle ait une
signification projective. Le déplacement paralléle de ¢ est déterminé
partiellement par le fait que ¢*S(a)d est un vecteur de Lorentz et
les o(a;PBy) qui fixent complétement le déplacement paralléle des
vecteurs ont é1é détérminés dans le paragraphe 6. Cependant, cette
spécification reste incompléte puisqu’un changement arbitraire de phase
de ¥ peut s’ajouter [ ce qui préserverait ¢*S(a)].

Dans EUG, la dérivée covariante du spineur ¢ était définie ainsi :
/' est le spineur déplacé parallélement en P/, lequel doit se transformer
comme § en P; pour que d¢(P)=1{¢'— ¢(P) soit une différentielle

covariante, on posait -

(1.4) V—¢(P') =dE.{,
ou .
(7.2) AE = oy (23) A(48) dam = B, dam

est la transformation du spineur en P’ induite par la rotation dc
Lorentz d o(af) en P'. Ainsi qu’il est bien connu, il s’ensuit que

(7.3) A(23)=— 2~1L;S(1), A(or) = 2LL.S(I) (7) (eyclique).

- " . .
Ensuite, en remplacant ¢(P’") par ¢(P) 4 %d@:’“, on arrivait a la

différentielle covariante

(7.4) W=lpdor=( o2 + B, )b dar (%),

(") Les S(a) sont les matrices de Pauli :

S(x)=<? :’>’ S(z):(? _;i>’ 5(3)=<; _j,)’ s(4)=il=i<; ?)

(%) A remarquer que dE.¢ n’est pas un spineur et &) =o ne définit pas le dépla-
cement paralléle. I1 convient aussi de remarquer que E; est proportionnel & o,=o et
par conséquent E; est un vecteur affine avec l'index .
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ce qui définissait la dérivée covariante ¢,. Plus tard, pour se rendre
compte du changement infinitésimal de phase de ¢ permis par un dépla-
cement paralléle, le terme i df=if, dz? s’est introduil de la facon
suivante : :

(7.5) Y —Y(P) = dE.& -+ idf . .

N

Cela meéne a la dérivée covariante modifiée
(7.6) Oy= (-2 wif,+E,).4
. Yp= oxP 14 Pl

Constatons que nous pouvons parvenir a la dérivée covariante projec-
tive en définissant

- : - J . -
(7.7) !p3!p=d"p=<m+‘f1’+EP>-q‘a Yo=0;

on le vérifie simplement en remarquant l'invariance de « jauge-phase »

o R : 228 .
de Y, parrapporta y — ¢ e, f,— fp— Sor? ¢ar celle-cin’est autre que le
résultat sur ¢, de la transformation de facteur avec logp=12. Par la
nous avons rendu projectif f, en définissant fo=1 et f, d’index zéro.
Y, comme défini ci-dessus est en effet un vecteur covariant projectif
d’index +-¢. Une différentielle covariante projective d’'index +- ¢ peut
~ alors se définir en posant 6y = U, dz¢. Nous écrivons J, en fonction de

ses composantes de Lorentz de la maniére suivante :

(1.8) 4(x) =y 08 (3) = b em(x) = | em(a) g + Bw) + 0 (=) (-,

-

ou nous faisons de nouveau une exception a la notation habituelle en
posant f (&)= fi e™(2), [bien que f(«) ne soit aucunement invariante
projectivement] conformément a la convention préalable du sens de
¢(a)==9mem(a). Le fait que y,, défini par (7.7), n'a pas une forme
évidemment invariante résulte de la nature particuliére de la transfor-
mation de facteur.

8. Les lois naturelles. — Weyl définit sa densité d’action électro-
nique M ainsi

(8.1) fem = §* S(a)d(a),

ou g = |e”(a)|. Il définit, en outre Y («) par (7.8) sans le terme f(a);
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mais il Pajoute plus tard pour rendre compte du changement de phase
du spineur par déplacement paralléle. Dans le cadre affine, dans lequel
le groupe est simplement celui des transformations d’espace-temps, le
groupe « jauge—Phase » '

(8:2) Y Yed, fm—>fm——d—‘;"7l

est surajouté..

Un des buts de ce Mémoire est de parvenir au méme résultat (8.1),
ce qui, comme on sait, rend compte justement du spin i de I’électron et

se réduit a la théorie de Pirac dans le cas de la relativité restreinte.
mais d’y parvenir en montrant qu’elle s’obtient plus naturellement dans
le cadre de la géométrie projective. Définissons pour cela comme partie
de notre densité d’action totale, m :

(8.3) tem = ¢* S(=)¢(=),

ou e=|e’(a)| et Y(«) est la dérivée covariante projective donnée
par (7.8). Le second membre est alors un invariant projectif d’index
zéro, c’est-a-dire un invariant affine. Comme le montre (7.7), si lon
procéde projectivement, on est amené a une dérivée covariante lelle que
la composante d’indice zéro est nulle (Yp="0). En effet m, donnée
par (8.3) n’est autre que laction modifiée de Weyl: On a donc
démontré qu’en généralisant les résultats de Weyl a la géométrie pro-
jective et en formant U'invariant projectif d’action analogue, on parvient
exactement au méme résultat. Le groupe (8.2) peut étre laissé main-
‘tenant de coté comme groupe distinct; ce n'est que la substitution
effectuée par une transformation de facteur, pour laquelle tout notre
formalisme est automatiquement'invariant. ,
Essayons maintenant d’exprimer la relativité projective de Veblen-
" Hoffinann au moyen des e?(a). Soit Bs: le tenseur ordinaire de Ricci
(tenseur de Riemann contracté une fois) des v;,; B=B, .77 et 1, g, les
déterminants de leurs lenseurs respectifs; on a

8.4) BfBg%(dx)=6fB7%(dx)
= (B (seer¥) (d) = [ Tpatyes ()

__;_/‘(I‘P”:_ 0p9:T)yZ 8 Y07 (dz)  [(dz) = da' dz® da? dz],
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I Py
IFpe=Bg;— 5 Yp¢B et = PpeyeT,

de sorte que les lois naturelles sont

(8.5) For— ¢pp:l =0,
Puisque
(8.6) 17T — 979t = g7t = e%(a) e™(«)

et 9*=207, on a

dyor

(8.7) Ter(a)

= 8%, e7(2) + 6% eT(a).
Alors, en variant les ef (), i

(8.8) szg?(dx)=f(Fac—— 2p9l)

X [8%5 €*(a) + 87 e“(a)]g%S ef(a)(dx)

et puisque ¢ge®(a) = o, on arrive aux lois:

(8.9) zfrp(a‘)ﬁep(a)g%(dx)=o,
soit »
. (8.10) Ip(a)= I‘Po-ea(yoc)=o,

Multiplions (8.10) par e;(«); on oblient
(8.11) Ppgg0c=Tpg(80;— 85 9¢) =Tpr— Lpode= 0.

Pour p=—o0 ceci donne I'y;=T,9;. Au contraire, en contractant la
seconde équation de (8.11) en p et 7, on voit que d’aprés ces équations
de champ, on a I'=Ty,. En portant alors I'c;=I'¢: en (8. 11) on obtient

(8.12) , Tor—gp9:L =0,

c’est-a-dire précisément (8.5). En procédant dans I'autre sens on trouve
que (8. 12) implique (8. 10), de sorte que ces deux maniéres d’exprimer
les lois fondamentales sont équivalentes.

En définissant la dérivée covariante du spineur, nous avons montré au
paragraphe 7 que f}, restait arbilraire; en raison de cela, nous pouvons
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maintenfnt choisir f,= ¢p et par conséquent f(a)=o(a) ().
Puisque 9 (o) =—e’(a), (7.8) peut maintenant s’écrire (1°),

(8.13) '[(a)=[—e°(a)£—; —|—e"l(1)(—)%+E(a)].L}).

Avec cette identification, nous sommes enfin en état de formuler les
lois naturelles sous une forme trés concise

(8.14) 'afL(dx)=o,
ou ‘ |
(8.15) L=k L4 S(a)4() + Bg?,

‘ou () est donné par (8.13), &k est une constante dimensionnelle

1 . .
convenable, Bg* est exprimée en fonction des ef («) au moyen de (8.6),
et les e?(a), ainsi que les ¢, " sont les seules quantités a faire varier.
En faisant varier les e?(a), on a

(8'16) . Lg(2)=tp(2)+20p(x)g* =0,

ou 'on définit ‘
(8.17) o fo 8@ U@ (@) = [0 era) (o).

Les équations (8.16) sont les équations de champ de la gravitation et
de lélectromagnétisme en présence de matiére; elles sont au nombre
de 20. Le nombre des équations algébriquemeént indépendantes se
réduit & 14 en vertu de.

(8.18) : L(f) =L(=3),

oo L(y8)=0DL,(d)ef(y) (symétrie imposée par Iinvariance du

(°) Il ne s’agit pas bien entendu de nécessité mathématique pour ce choix;
cependant, lorsque les lois naturelles ont été écrites, la physique exige que f,=o,
soient égaux aux potentiels électromagnétiques.

(1) L’anomalie apparente du signe du terme — e“(a)% est en effet due a la nature

particuliére de la transformation de facteur. En effet, [e?(a) 0—;—9 -+ E(a)].up n’est pas

un tenseur, comme on le voit en lui faisant subir une transformation de facteur.
L’hypothése que ¢ est d’index — i n'aide pas non plus. Voir cependant note ('°).
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lagrangien vis-a-vis des rotations arbitraires de Lorentz en chaque point
de l'univers ou la rotation peut étre une fonction variable du point
envisagé ('!). Pour comprendre ceci, envisageons la rotation de Lorentz
def(a) =a(aB)ef(B) ou a est une fonction ponctuelle. Alors

(8.19) o= [ Ly(x) a(ag) er(f) (do)

(8.18) résulte directement de Pantisymétrie de a(«f2). Quand on mani-
pule L,(a)=o0 [en utilisant les conventions (4.9) a (4.13) pour
déplacer les indices] en vue de transformer indice « en un indice
tensoriel ordinaire, il vient selon les remarques finales du paragraphe 4,
que L, reste indéterminée. L’hypothése L= L, implique donc que
Lg.=L, (1?) et il ne reste que L, d’indéterminée. Les équations de
champ sont telles qu’il existe entre elles une identité algébrique qui
laisse indéterminée Liy,. Il nous reste donc 14 équations. Bien entendu,
I'invariance de l'intégrale d’action vis-a-vis des transformations d’espace-
. temps nous fournit en outre quatre identités différentielles de la facon
bien connue (1?). '

Si 'on manipule les équations de champs (8.16) exactement comme
on le faisaitavec la partie de la relativité projective (8. 10) jusqu’a (8. 12),
il résulte que

(8.20) Lgc:—o3:L=o. ¢

Puisque g,,=e,(x)e,(a), on a g =

1
ep(a) |2 = = de §0rte qu’on

peut enlever le facteur 83; on a
(8.21) Lo(a)=¢5(2) +20(a) =0
de (8.16), ou ¢,(x)=et,(«), et les équations correspondantes

de (8.20).

Dans le cas du tenseur projectif symétrique T;., Tyr=o0 est équiva-

('*) Ceci s’oppose au « parallélisme lointain » d’Einstein, ou le formalisme ne doit
¢tre invariant que par rapport a des rotations de Lorentz qui sont les mémes pour
tous les points d’univers.

(*?) Puisqu'on a déja I',, = I'_, cette symétrie ne sert qu’a déterminer po.

(") Voir EUG pour une discussion détaillée.
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lente aux équations affines T7? = o, T? = o, Ty, = 0; nous pouvons alors
écrire comme ensemble équivalent d’équations de champ.

(8.22 a)’ : Lr7 = tP74- 2TP7 = o,
(8.220) : Li=#+ 2T =o,
(8.22 ¢) ’ Loo—L = o.

En faisant appel a la décomposition de I'’7 et I’} donnée par Veblen-
Hoffmann, celles-ci s’écrivent :

(8.23 @) . RI"I—%gP'/R—I—zSI”/q—ét/"l:o,
(8.23 b) SPT e %t{; =o,

.ou l'on a omis la derniére équation, qui est une conséquence algébrique’
des deux premiéres-("*). Ici R?7 est le tenseur ordinaire de Ricci de la
métrique affine g,,4, R = g77R,, 577 est le tenseur d’énergie de Maxwell

: ; dor _ 9%p
covariant foxjmev avec les fpr= -2 — 12

au moyen des g*¢; le ; dans (8.230) représenté la dérivation cova-

et ou les indices ont été élevés

riante par rapport aux gp,. )
¢1 joue le role du tenseur d’énergie matériel. II a été calculé explici-

tement dans EUG. Il contient des termes qui correspondent au spiné

et il se réduit au tenseur d’énergie de Dirac habituel pour le cas de la
relativité restreinte | c’est-a-dire les e?(a) constants avec le choix
e'(1)=e?(2) =e*(3) =1, e*(4) = — ¢]. Nous allons calculer 7 parce
qu’il est simple. De (8.13) et (8.15), on tire

JL

(8.24) to(a)Esm =—k{*S(a)d=—ks(a).

Ensuite, d’aprés (4.12), on a
(8.25) - th=1ty(a)er(a)=—ker(a)s(a)=— ks,

de sorte que (8.23 b) donne

(8.26) : oPr, = é—l-s/',

la relation attendue entre le quadrivecteur courant et la divergence du

(1) L=Lety, = Len g, + Ly,
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champ électromagnétique. Ainsi s’achéve l'analyse des équations
L,(a)=0o.
En faisant varier ¢*, on obtient

(8.27) $(a) () = 8(a) en(a) (a7 + T 9m+ En).d=o.

Les dérivées partielles et les potentiels ¢, y entrent par la combinaison
attendue; en outre, 'apparition des e () et E,. caractérise une théorie
généralement covariante. Pour le cas de la relativité restreinte avec le
choix des e™(a) ci-dessus mentionné et en tenant compte de E,,=o, il

vient

(8.28) Sﬁ<d—% +i<pp>.q.l=0,

ou S¥=S(i) (i =1, 2, 3), St= %S(é): I, et les 27 sont des coordon-

nées réelles de Lorentz. Commeille faut dans une théorie qui comprend
la relativité générale, il n’y a pas de terme proportionnel & la masse de
I’électron.

Quand on fait les intégrations partielles usuelles, en vue de faire
varier ), plusieurs caractéristiques nouvelles apparaissent par rapport
au cas de la relativité restreinte et qui proviennent du fait que les e ()
ne sont pas des constantes. Pour les détails, voir EUG.

9. Vue rétrospective. — Ce Mémoire ne parvient pas a 'unification
compléte des trois champs ainsi qu’en témoigne la nécessité de former
la somme de deux parties distinctes pour batir le lagrangien total (8. 15).
L’électromagnétisme et la gravitatidn sont complétement intégrés dans
la seconde partie de celui-ci, mais 'action de la matiére reste distincte.
I1 serait désirable bien entendu, d’exprimer les e? (), ¢, et J* comme
parties d’une seule entité géométrique dont la trace donnerait la densité -
lagrangienne (et cela pourrait peut-étre remédier au fait que le terme
masse de I'électron manque aux équations de champs matériels ). Comme
étape préliminaire on aurait pu espérer que 'action de la matiére pour-
rait étre formée au moyen du tenseur de courbure de I'espace spinoriel
défini a I’aide de la dérivée covariante spinorielle développée dans le
paragraphe 7, de méme que I’action de la relativité projective a été batie
a partir du tenseur projectif de courbure. Mais elle ne I'est pas, ainsi

INSTITUT HENRI POINCARE. — XII, IIL, 11
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qu’il est démontré dans I'Appendice 2. Par conséquent, il semble
indiqué de remplacer le tenseur de courbure par un autre tenseur plus
mmportant pour la construction des lagrangiens de théories unitaires
faisant appel a des entités géométriques plus compliquées que celles que
nous avons rencontrées jusqu’é présent.

‘A Pactif du bilan, il faut noter que la théorie dans sa forme actuelle
est considérablement plus unifiée que ne l’était la théorie du Mémoire
cité de Weyl; celle-ci ¢tait caractérisée, par la simple addition des trois
lagrangiens (plusles termes convenables de couplage bien entendu). Au
moyen de l'introduction de I'ennuple orthogonal projectif, les potentiels
électromagnétiques introduisent non seulement le changement de
phase du spineur par le déplacement paralléle (conformément & Weyl),
mais aussi les composantes (0 p) d’un tenseur symétrique fondamental
(conformément a Kaluza, Veblen et Hoffmann). Ils sont étroitement
liés a la gravitation, car ils constituent la composante nulle de ’ennuple
projectif e?(«) dont les e”(a) représentent la gravitation, et sont éga-
lement liés au spineur projectif permettant 'existence d’une dérivée
projectivement covariante. ’

On voit ainsi que : .

1° Au lieu des quatre champs indépendants g,q, fp, ¥ et J*, il y en a
actuellement trois : eP(«), ¢ et §* (spineurs projectifs);

2° Le lagrangien se compose actuellement de denx parties distinctes
au lieu de trois;

3° L’ancien formalisme était invariant par rapport aux transforma-
tions d’espace-temps, aux rotations de Lorentz, (fonctions variables
da point d’univers), et par rapport a la transformation de « jauge-
phase » de § et f,. Dans le nouveau formalisme, les transformations
sont : celles du groupe projectif (3.1) et les rotations (variables) de
Lorentz.

'

En ce qui concerne l'avenir, il sera probablement nécessaire d'intro-
duire des entités géométriques plus complexes et d’élargir la géométrie
fondamentale. MM. Veblen et Hoffmann ont étudié le cas ot 'on écarte
la restriction de y5: a I'index zéro; cela fournit un champ supplémen-
taire, c’est-a-dire un scalaire projectif d’index non nul. Ils ont ainsi
obtenu (?) une sorte d’équation de méson scalaire; et dans un article
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suivant ('*), Hoffmann a développé une théorie (méson vectoriel-plus-
gravitation). On s’est borné a un univers a quatre dimensions. Cepen-
dant, la théorie se heurtait soit a des difficultés d’interprétation, soit a
des termes anomals ou bien aux deux. Plus tard (1¢), Hoffmann a
élargi la géométrie fondamentale en créant la « similarity geometry »,
forme restreinte de la géométrie conforme qui, malheureusement,
ne contient plus la géométrie projective; celle-ci permet encore ’'emploi
d’un tenseur fondamental d’index zéro (toujours avec un univers a quatre
dimensions), et permet d’aboutir a la construction d’une théorie gravi-
tation-électromagnétisme-méson vectoriel. Le présent mémoire montre
qu’une théorie gravitation-électromagnélisme-électron peut étre cons-
truite dans le cadre de la géométrie projective, mais que l'unification
finale y fait défaut. Sil'on veut développer une théorie correcte des trois
champs cités et de I’électron, il semble probable qu’il‘sera nécessaire
d’unifier formellement le spineur { et un tenseur conforme fondamental
Se:(9, 7=0, ..., D), et élargir encore une fois la géométrie de maniére
a y englober la géométrie conforme (7).

APPENDICE .
DETERMINATION DE LA CONNEXION AFFINE.

A cause de la symétrie de Il ;¢ en 7, £ il résulte de (6.8) que

(At.1) [e(B) e(a)]p={o(B; ar) + 0 (% 1B) | ef(7),
ou [e(B), e («)]¢ est défini par (6.7). En multipliant par e,(8), on a
(At.2) [e(B); e (2)](8) =0(f; ad) + 0 (a; 30).

(*) B. HorrMANN, The Vector Meson Field and Projective Relativity ( Phys. Rey.,
72, 1947, p. 458). ‘

(%) B. HorrvaNnN, The Gravitational, Electromagnetic, and Vector Meson Fields
and the Similarity Geometry (Phys. Rev., 13, 1948, p. 30). :

(17) Note sur deux nouveaux travaux : lauteur a développé une théorie gravitation-
électromagnétisme-méson vectoriel complétement conforme, en partant d’une variété
.six dimensions pourvue de métrique et de parallélisme. On y trouve pour la premiére
fois des modifications des lois classiques. Relativité ordinaire et projective y sont
englobées. Tout récemment, il a réussi & construire une «relativité spinorielle » dans
le cadre des « espaces-spin » locaux a huit dimensions associés uniquement en chaque
point de la variété sous-jacente aux espaces euclidiens locaux A six dimensions en ces
points. La théorie de Dirac plus la «relativité conforme » ci-dessus mentionnée résultent
des équations de champ, qui sont « les plus simples cencevables » ; c’est-d-dire, qui ont
la forme des équations de champ de la relativité générale.
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Celle-cia donc la solution (6.5) pourleso(v; a@)'. D’aprés o,(a) =0,
o (a; By) détermine comp_létement 0,(By); on a

(A1.3) 0 (BY); op(Br)=ep(a)o(e; Br),  oo(Py) =o.
On constate qu’en effet seuls les t% apparaissent dans les [e(«), e(B)]°
/4

puisque ep(a) est d’index zéro, et qu'on a [e(B), e(a)] (8) =1[e(B),
e (a))rey(d) d’aprés e,(«) = o; par conséquent, aucune quantité d’indice
zéro n’apparait plus dans le second membre de (6.5) et les o (y; «f3) se
révélent identiques aux composantes de la connexion affine introduites
en EUG.

Afin de déterminer II, on multiplie (6.8) par e?((3) et ensuite pour
éliminer on utilise la symétrie gauche de o («; By) par rapport aux
deux derniers indices. Puisque g97= e(a)e(a), on obtient

P)

(A1.4) ( ng +gcrllrgp+gptﬂ,;.u) eb(a) = o.
La quantité entre parentheses s’annule pour £ = o en tenant compte de
II)(j era) = o; ceci implique
(A1.5) .45 + £971L gP+gPTﬂ t0=0

dxz T T )
une identité pour £ = o. Si y,4; était apparu, au lieu de £°%, nous aurions
les solutions bien connues des symboles de Christoffel pour II. En
remplacant g°° par y9*— 0] et en abaissanl les indices p, o, puis en
permutant circulairement et en résolvant de la fagon bien connue, on

obtient la solution (6.9).

. J 4
Le champ électromagnétique Joo= 5 05— 559, est un lenseur

affine (fo,= 0); nous allons établir le théoréme intéressant suivant :

Pour quel1 =T zlfaul et il suffit que le champ electromagnetzque
s'annule.

En substituant pour g¢° dans (A 1.5), on a directement

(A1.6) %—% —+ YOT P + P71 0 — OGIIDEP—'

II =T implique que les trois premiers termes sont nuls; par conséquent

(A1.7) Iozf = o.
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En outre

(A1.8) o=n05,p=rog.p=é<‘g%+%yop_ %})séﬁp.

Pour établir le caractére suffisant de 'énoncé si fy.(= fpq) =0, on
peut parvenir & ¢, = o par une transformation de facteur. Les équations
(6.9) montrent alors que Il =T dans ces coordonnées. Mais Il =T est
une équation projectivement covariante et vaut par conséquent dans
n’importe quel systéme de coordonnées, ce qui compléte la démonstra-
tion. En particulier, on voit que si I =T, la théorie présentée dans le
paragraphe 8 se réduit simplement a la théorie électron plus relativité
générale.

APPENDICE 1I.
LE TENSEUR DE RIEMANN SPINORIEL.

Dans EUG on dérive une expression pour le tenseur de Riemann ordi-
naire en fonction des quantités o,(«3), c’est-a-dire le tenseur qui carac-
térise la rotation, a partir de sa position initiale, subie par I'ennuple
déplacé paralléelement autour d’un petit élément de surface. Dans la
représentation mixte ol o, v sont des indices tensoriels ordinaires et
2, 3 des indices tensoriels de Lorentz cette expression s’écrit :

(A20)  Pro(ed) = 50 0(33) — 52z 05(0B) + 09(s7) 05(x) — 0(s1) 05(15).
dx° Jdz"

Nous I'avons écrit avec les indices ¢, 7 parce que celte méme expression

est notre tenseur de Riemann projectif. Cependant, en tenant compte du

fait que les 0,(«B) sont d’index zéro et 0,(af3) = o, il résulte que Py,

est affine. :

Puisque le tenseur de Riemann ci-dessus est affine et ne contient que
des quantités affines et puisque le lagrangien de la matiére, formé au
moyen de quantités projectives, est finalement simplement affine et ne
comprend que le spineur affine et sa dérivée covariante affine modifiée,
il suffira dans la suite de rester dans le cadre de la théorie affine et
d’utiliser les seules quantités définies dans EUG. Considérons, alors les
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formules (6.1) et (7.5) qui définissent I'ennuple et le spineur déplacés
parallélement, soit

(A2.2) F(P')—e(P)=do.e(P),
et
(A2.3) Y~ (P') = di .4 = (dE -+ i df).4,

ou l'on a écrit (6.1) symboliquement pour rendre évidente sa ressem-
blance formelle avec (7.5). Par conséquent, si ’on fait les correspon-
dances e<>{ et do<>dE/, on peut transcrire directemént pour le
spineur, 'analyse de EUG du déplacement paralléle de e (o). On obtient

ainsi
£

1
(A2.4) Y11= 5 Spg- 42877,

ot A77 est I'élément de surface (dardzt— dz1dz”) et Ui, iy sont les
spineurs déplacés parallélement en P’, diamétralement opposé de P dans
le «rectangle» infinitésimal, ¢, s’étant déplacé de P a P’ le long d’une
paire de cotés voisins et ¢, le long de Pautre paire. Cela définitle
tenseur de courbure spinoriel S,, (dans une représentation mixte),
puisque celui-ci doit avoir exactement la forme (A 2.1) avec la corres-
pondance do < dE' :

v P 9 -, ) , N ,
(A 2.5) S,,,,al'=(m—pE'(I((lb)——d—x;Ep(“b—)‘*'E/z<ac)El/(Cb)”‘Ev(“C)E/}(Cb)

(a,b=1,2) (%)

Puisque {j, et Jj, sont, toutes les deux, des quantités qui se transforment
en spineurs dans P, (A2.4) montre que S,, doit avoir deux indices
non pointés et que son second indice doit se trouver dans la position
contravariante (le b élevé). Les indices spinoriels s’élévent et s’abaissent
de la maniére suivante.:

(A2.6) ba = gably, Yo = e43 92,
ol .
(A27) ()= °, ;), <cab>=(‘;’ e ),' soit (22)=—i5(2).

Il est bien connu qu’un spineur symétrique du deuxiéme rang a deux
indices non pointés correspond & un tenseur complexe de Lorentz du



L’ENNUPLE PROJECTIF. 153

deuxiéme rang, « self-dual » antisymétrique (1*). G(af) =—G(Ba)
s'appelle « self-dual » si G (28) = G"(«3), ou )

(A2.8) GX(a3) ==+

é 0a8y5 G (79)

définit deux possibilités Gi («f2) pour le tenseur dual. 4,3+ est la quantité
antisymétrique égale a —1 si («, B, v, 8) est une permutation paire de
(1, 2, 3, 4) et égale a —1 si la permutation est impaire. Dans la nota-
tion précédente, les indices de Lorentz contravariants el covarianls ne
sont pas distingués les uns des autres parce que nous employons la
métrique de Lorentz d (a). Sil'on pose

(A2.9) - G(r2)=ky, ... (cyclique)

et si g, est le spineur, la coprespondance est la suivante
S 1 i i
(A2.x0) k=7 (gn+gn) ki=2(gn—gn)  F=—2(gn+ )

ott G (aB) est self-dual avec le signe moins dans (A2.8). Cela peﬁt‘
s’écrire briévement

(A2.11) G(a3) = M(aB).g > =Trace M (a3).g,
ou

M(af&);—M(ﬁa), M(12)=M(43), ... (cyclique)
et

(A2.12) M(m):_%so), M(23) = £ 5(3), M(31)=—%S(4).

4
La formule (A2.11) donne donc sous une forme concise les compo-
santes du tenseur G en fonction du spineur g correspondant et des
matrices de Pauli.
Lorsqu’on considére un spineur avec un indice élevé A,%, le tenseur
correspondant H est donné par

(A2.13) H(aB)=¢ M(aB).0.h>=—i¢ M(23).S(2).h >

ol ¢ représente &4, conformément 4 (A 2.11) et aux conventions pour
I'élévation et I'abaissement des indices (A 2.6) et (A2.7). Mais cela

('®) Voir, par exemple, LAPoRTE and UHLENBECK, Phys. Rev., 37, 1931, p. 1380,
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peut se simplifier en faisant appel a I’'algébre des matrices de Pauli :

':S(i)S(j):—S(j)S(i)=iS(/€)v
(A2.14) 3 S(A)S)= S)S4)=1S()) } (cyclique)
(iJJ.)k=I>273) ).
En posant
M'(aB) =—iM (a3).5.(2),
on déduit de (A 2.12)

PoeeN ot . i
(A2.15) /(i) = M'(4 k) = (= 1)k S (k)

(i, j, k cyclique; k& non somm¢),
et (A.13)dit que :
(A2.16) - H(aB) = M (af).fe .

On est actuellement en état de transformer les indices spinoriels du
tenseur de Riemann spinoriel en indices tensoriels de Lorentz et de la
en indices tensoriels ordinaires, a 'aide des ¢”(«) afin de former I'inva- -
riant de courbure. Sy,(ab), donné par le second membre de (A 2.5),
est un spineur dont I'indice b est en effet élevé, c’est-a-dire un spineur
du type %,”. Ainsi nous pouvons tout simplement appliquer (A 2.16)
pour obtenir ses composantes de Lorentz : -

(A 2.17) S=8,,(aB)er(a)er(B) =er(a)er () M'(af).Spy >

En utilisant la symétrie gauche de M'(«f) ena, 5 etdeS,; en p, ¢, la
définition de S,; (A 2.5) et les expressions pour les M'(af) (A2.15),
cela peut s’écrire, aprés un calcul simple, comme suit

(A2.18) S= gkz:i[(eq, P Vit (7, eP )x] (— 1)’€<S(I<).<mip -+ E;,).E;,>,

ou nous introduisons, pour la commodité, les « commutateurs »

(e7, er) =et(i)er(j) —el1(j)er (i)

(e7, eP r=e7(4)erP(k)—er(k)er(4) } - (&7, K eyclique).

(A2.19) {
Le pas final consiste a évaluer le { > en faisant appel & la dépen-
dance de E), et E,.E| d’avec les matrices de Pauli. La symétrie gauche
en p, g des commutateurs ci-dessus fail qu’il n’est pas nécessaire -
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d’évaluer que E,.E, —E .E =E,.E,—E,.E,, Ensuite, en tenant
compte des définitions (7.2) et (7.3), on peut écrire

3
, 1 . .
(A2.20) Ep=— 22 an(/)8 (1) +¢uS (4)
j=1
et
. 3
I 1 :
(A221) E,.E 5—2 gm;, 4n)iS(J)

ou l'on a introduit le tenseur self-dual antisymétrique
gm(ap) = 079(“ B)+o0n(aB)

[défini avec +-1 dans la définition (A 2.8)].

On a posé qm (k) = qn(i)), (i, J, k, cyclique) comme &’ habltude et
le commultateur a été défini comme ci-dessus. D’aprés I'algébre des
matrices de Pauli gt‘les régles suivantes qui en sont des conséquences :

(A2.22) (S(k)>=0, <(S(H>=i{I>=2i,
on trouve aisément

(A 2.23) CS () By > == = gu(k) 2= igm(k)
et

(A2.26) < S (k)(Ep By — B EL) > =— i (gmy gu)ie

En portant dans (A 2.18) on obtient enfin
) :
(A 2.25) S = %E[(e", emYp—+ (e, em)](— 1)k

[d:z:n gm(k)— ()x"l qg(k)+(QM7 qn)k]"

Tel est 'invariant de courbure désiré.
Comparons (A2.18) avec le lagrangien employé effectivement dans
le paragraphe 8

(A2.26)  Lu= 'S (2) (o) = 4 e () S (a ) (o R ARY

La différence la plus frappante (celle qui montre immédiatement
que S ne convient pas comme lagrangien) est le fait que S ne comprend
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point ¢ ou J*, A cette situation il n’y a pas de reméde, car il n’existe pas
de méthode permettant de former un invariant fonction de S, et des ¢,
¢* seuls. Cela saute aux yeux si I'on remarque que Sy, correspond a un
tenseur de Loreniz du deuxi¢me rang alors que les §, §* correspondent
a un vecteur de Lorentz au moyen de la combinaison ¢*S (2)¢. Par
conséquent, n'importe quel tenseur formé en multipliant S,, et ¢, ¢*

(en combinaisons numériques convenables) aurait trois indices de
Lorentz en sus des deux indices tensoriels ordinaires p, ¢; et en contrac-
tant, il y aurait ioujours un indice qui resterait. Au contraire, en

éliminant le E/, de la combinaison (()%p- + E’,) .E, qui se présente dans

le tenseur de courbure, on a une quantité + E), qui se comporte

d P
comme un vecleur covariant ordinaire; ensuite aprés multiplicalion
interne par ¢*S (a) ye”(«) qui est un autre vecteur, on obtlent un inva-
riant L. On voit ainsi la raison fondamentale pour laquelle on ne peut
pas se servir du tenseur de courbure de 'espace spinoriel pour batir un
lagrangien de maniére analogue a ce qu’on fait dans les théories ne com-
prenant que des quantités purement tensorielles (17).

APPENDICE IILI.
LA CONNEXION SPINORIELLE INTEGRABLE.

Nous ajoutons plusieurs remarques concernant certaines ressemblances
entre la présente théorie et 'ancienne géométrie invariante de j Jauge, de
Weyl.

De (A2.4) et (A2.5) on tire qu'une condition nécessaire pour que
la- connexion spinorielle soit « intégrable » c’est que S,y=o0 (ce qui
définit le terme « intégrable »), soit

dJ J
(A3.1) 5o En— 575 Em+ (Emy Ep) = o,
ot ( ) est le commutateur ordinaire. En se servant des résultats de

I’Appendice II, cela peut s’écrire

3
(83.2) — L[ 55 00— 525 2n () +(am 4 | SGI+ FunS (§) =0,

j=1
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Les S () sont linéairément indépendants : si F () sont des fonctions
quelconques,
(A3.3) F(a)S(a)=0

i

_ implique F (8)=o. Cela se voit facilement en multipliant (A3.3) par
'S(B) et prenant la trace. Par conséquent, on a les conditions
d’intégrabilité :

J . J . ‘
(A34) WQR(J)«—WQHI(J)“'(QIU an)j'_zo§ fz_nn=0'

On voit qu’il faut que le champ électromagnétique s’annule, et qu'il
existe des conditions supplémentaires ‘pour les 0,, («f3).

Dans I'ancienne géométrie de Weyl toute équation douée de sens
physique devait étre invariante par rapport aux changements d’étalon :

J
(A3.5) Epg> ¢ 8pay  Im>Im— 51080,
(p fonction ponctuelle réelle).

La condition nécessaire et suffisante pour que cette géométrie se
réduise 4 la géométrie riemanienne (c’est-a-dire que la 10ngueur se
conserve dans un déplacement paralléle) était que fn,= o. La théorie
de Weyl a été abandonnée lorsqu’on s’est rendu comple que Pexpé-
rience n’était pas en accord avec une géomélrie qui exigeait qu’une
transformation conforme de la métrique accompagne toujours la trans-
formation de « jauge » des potentiels électromagnétiques.

La présente théorie projective évite ce défaut puisque

&pa>8&pq  quand ¢p > ?m—%mlog@
(oo est affine et d'index zéro). Le spineur ¢ joue maintenant le réle de
la métrique de I'ancienne théorie, avec la différence que ¢ subit une
transformation « conforme » avec un facteur complexe de module unité :

- selon la transformation de facteur gm—>gpm— 'd—xdﬁ logp, on a - Y eilosp(19),

(1) Il semble convenable de modifier la définition du spineur projectif afin de
parvenir & la forme désirable de la dérivée covariante ¢'(a)

(8.13) L{z’(a)zge?(a)a—%—kE(a)%.c’g.
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La connexion affine tensorielle ordinaire conserve la longueur des
vecteurs affines par déplacement paralléle, que le champ électromagné-
tique s’annule ou non; f,,= o fait maintenant partie du critére pour
que la connexion spinorielle soit intégrable. On voit en particulier que
si la théorie donnde dans le paragraphe 8 doit étre une théorie de I'dlec-
tromagnétisme non banal, la connexion spinorielle ne saurait étre
intégrable.

" Dans ce but, on remplace (5.2) par

(5.2) > ¢ = e—Nloged,

c’est-3-dirc pour une transformation de facteur on remplace tout simplement 29 dans
le facteur eNx® par 2y —logp; ce faisant on multiplic le spineur par P—IN, au lieu
de gN¥. Et en méme temps on pose N =—i au lieu de —+i. Ce nest que sous la
forme (8.13)" que la théorie de Weyl est rendue correctement projective.




