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Problémes de Calcul des Probabilités
relatifs 2 des systémes téléphoniques
sans possibilité d’attente.

par

F. POLLACZEK.

INTRODUCTION.

Dans ce qui suit, différents problémes de Calcul des Probabilités
concernant un groupe de s> 1 lignes téléphoniques ou sont refusés les
appels qui trouvent toutes les s lignes occupées, sont traités dans des
hypothéses trés générales au moyen de la méthode des variables
aléatoires.
~ Nous considérons aussi bien des groupes ot un appel admis n’influence
ciue la seule ligne qu’il occupe, que des groupes ou cet appel bloque
pendant une certaine période (en général aléatoire) toutes les lignes’
libres. '

Dans chacun de ces deux cas, la solution de tous les problémes
étudiés revient a la résolution d’un seul systéme de s équations inté-
grales linéaires dont les deuxiémes membres sont des fonctions données
qui varient selon la nature du probléme. Ces systémes d’équations
intégrales sont résolus ici dans certaines hypothéses concernanl une
fonction donnée qui figure dans tous leurs noyaux; ensuite, leurs
solutions permettent de calculer les probabilités cherchées.

Lors de la premiére application de cette méthode aux problémes les
plus simples relatifs a des groupes de lignes sans possibilité d’attente et
sans blocage (%), des calculs assez étendus avaient été nécessaires pour

(') Losung eines geometrischen Walrscheinlichkeitsproblems (Math. Zeitschr.,
t. 35, 1932, p. 230). .
INSTITUT HENRI POINCARE, — XII, II. 5
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o

établir le systéme d’équations intégrales auquel ces problémes se
raménent en dernier lieu. Depuis, un calcul opérationnel exposé dans
un Mémoire précédent (?) a permis d’abréger considérablement le passage
des problémes de probabilité aux systémes d’équations intégrales qui
leur correspondent, et a facilit¢ I'application de notre théorie a des
problémes plus complexes.

Un abrégé de notre méthode ainsi que lexphcatnon des notations
utilisées se trouvent dans le premier Chapitre d’un autre Mémoire (*)
qui traite des problémes concernant des groupes de lignes avec possibi-
lit¢ d’attente. Ce Chapitre ainsi que le mémoire A seront considérés ici
comme connus et nous y renverrons fréquemment.

CHAPITRE L
GENERALITES; PROBABILITES A UN GROUPE DE LIGNES
SANS BLOCAGE.

Les raisonnements qui aboutissaient aux formules R, (13) et (15),
peuvent étre généralisés de la maniére suivante :

Soient E I'ensemble de points (Xy, ..., Xu; Ty, ..., Tn_y) définis
par les inégalités

(1) 00X L Xo L. . X, L%, ol Ty<m» (v=1,...,n-—1)

(®) Application d’opérateurs intégro-combinatoires dans la théorie des intégrales
multiples de Dirichlet (Ann. Inst. H. Poincaré, t. 11, 1g94g, p- 113-133). Ce Mémoire
sera désigné, dans ce qui suit, par la lettre A. — Mentionnons que toutes les formules
de A, Chap. 2, 3, 4, restent valables pour des fonctions f, (3, ..., 3,; &, ..., §;) non
symétriques en %, ..., §;, et pour des f(5,,...,5,; 5) non symétriques en 3, ..., 5,
pourvu que la notation des indices 1’, ..., %" [combinaisons A &4 A des nombres 1, ..., n]
y soit choisie de maniére que 1’ << 2'<{... < ¥ '

Rectifions d’autre part que pour étendre la validité des formules A, (39) et (45) a des

fonctions de la forme f (5, ..., 5;) + O <! ) [A, (42b)], il faut admettre les conditions
supplémentaires suivantes :
1 z,Zo(v=r1, ..., n);
~Y x5y
20 Pintégrale ¢/, ..., Che * Jo(545 -, 3;) existe pour toutes les valeurs réelles des ,.

(3) Réduction de différents problémes concernant la probabilité d’attente au
téléphone, & la résolution de systémes d’équations intégrales ( Ann. Inst. Poincaré,
t. 11, 1949, p. 135-173). Ce Mémoire sera désigné ici par la lettre R.
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et &, (m=1,..., n) le sous-ensemble de E ou le m'*™ appel satisfait
a une certaine condition & (par exemple, d’étre traité sans attente).
Désignons par ym(X,, Ty; &) la fonction caractéristique (f. c.), au sens
de la théorie des ensembles, de &,,; donc

ym=1 sur &, et =o sur E—§&,,.

De maniére générale; on a pour la probabilité de 'événement (de la
condition) &

» ~ 1 ‘
(2a) Py= ;2 IM(Lm)s

m=1

\

ot MU (ym) désigne la valeur probable de y,,.
Mais lorsque x,. ne dépend effectivement que des variables X, ..., X,,;
Ty, ..., Ty, la probabilité de & s’avére égale, dans I’hypothése

‘ dzx \
1 — —
(2 5) Prob{x<Xm<x+da:’_—§, Prob{t<Tm<t+dt}—af/(t)

(m=1,...,n),
é .
~ (n—1)! 1 el’®
(3) PX——T—(z"i)ZLK.WQZ(p’Z)deZ’

ou nous avons posé

®

(8) y(p,2)= Y =t ey

m=1 , .
= 2 Zm'—if df(t1). . .f (]f(tm_.1)f dxif dx‘_). .o

m=1 v ¢ 0 1

= MY (Zyy oooy Xy iy oo oy b)) Ay, (F).

Tm—1

Dans (3), C, est une paralléle a 'axe imaginaire, située a droite de
cet axe et parcourue de bas en haut, et K, un cercle autour de 'origine,
de rayon |z| <<R(C,) et parcouru dans le sens positif; f(¢) est une
fonction de répartition pour laquelle nous admettrons plus loin

. I i0-+40 dq
par s(t—r7,,) = — eq(t—Tm) 7’ on reviendrait

(*) En remplagant ici g -

o

aux formules R, (13) et (15).
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[équ. (18a)] une hypothése restrictive. Les considérations faites
a la fin de R (Chap. 1) montrent que dans le domaine |z| <<R(p),
®,, est une fonction holomorphe des variables complexes p et z quiy
satisfait a 'inégalité '

5 D (p, s '4—-1—-—' pour |z <R .

Nous déterminerons les probabilités p de divers événements & qui-
peuvent se produire dans un groupe de s> 1 lignes téléphoniques sans
possibilité d’attente, en calculant leurs f. c. y,. et les fonctions @,
correspondantes; ensuite il y aura lieu de faire tendre n, dans I'équa-
tion (3), vers l'infini, dans ’hypothése que
(b) "’(:;: = const.

Calculons d’abord, pour un syst¢tme donné de valeurs X,=uz,,
T,=¢ (v=1,2,...),1a f. ¢c. s, de 'événement : aboutissement du
m'*™® appel. La fonction

(7) S @ts ooy Ty Uiy oo bnmt) (m=1,....n)

sera donc par définition =1 dans le cas ou le mitme appel aboutit, et
=o s’il est refusé; dans nos hypothéses, il est évident que s, ne
dépend que des 2m — 1 variables indiquées dans (7).

Notons que le v*" appel (v=1, 2, ...) sera terminé a l'instant
Zy—+s,t, et considérons U'instant [voir pour les notations suivantes A,
(3a), (3b) et (4)]:

(8) max)  (x, -+ s,1,).
V=1, ..., m—1

Si le m'*™ appel arrive avant cet instant, il trouvera évidemment
toutes les s lignes occupées et sera par conséquent refusé; par contre,
si_ zm est plus grand que la quantité (8), le m'*™° appel trouvera au
moins une ligne libre et sera acheminé.

On a donc

Sm=s[xmn— max(®)  (&,+ sy2,)]
) v=1, ..., m—1

ou

Q@) sm(@iy ooy Zms Ly oeny bipmr) =5 :nin(-‘) 1L(xm-— Zy—Syly) (m=1,2,...).
V=1, ..., m—

Nous sommes convenu (A, Chap. 1) de poser, pour 1.=m <3, le



PROBLEMES DE CALCUL DES PROBABILITES. . 61

symbole min'" égal a 1; en admettant la formule (ga) encore

V=1, m—1

pour 1 =~ m s, on suppose donc que-
(90) Sm=1 (m=1,....8)

c’est-a-dire qu’au début, les s lignes sont supposées libres.

Calcul de la fonction ., (p, 5) pour ym=-Smn. -— Afin de déterminer
maintenant la probabilité p pour qu’un appel quelconque aboutisse,
il faut introduire la f. c. de cet événement, laquelle est précisément s,
dans (3) et (4). Pour calculer par récurrence les coefficients de la
série (4), posons ‘

(lf) a) Jm,o = e /m YA

~

(10 b) J,n’,:f df(z,,,_i>f7Jm,i_ldzm_w (i=1,...,m—1);
0 PO .

on tire de la

(ll) ‘I)/(])? ;):23711~1f 'Jm.mwl(/«’rlt

0
m=1

La fonction s, [équ. (ga)] peut étre représentée sous forme d’une
somme d’intégrales multiples de Fourier grice aux formules A, (13)
et (24a), ou p, m, x, seront respectivement remplacés par s —1, m — 1,

&y —— 2, — Sy L,; pour la quantité (10a) on obtient ainsi

hne—-1

(12) Tmo="TH1 expl — pxy—+ E By (@ — ay— syt,)

V=1
Posons maintenant

n

(13) =y = exp ——.px,,,ﬂ—kz :‘,(.L‘,l+[—:zf‘,—-svt‘,) (n=1,2,...)

V=1
et admettons que pour un indice > 1, on ait déja démontré la formule

s—1 m—i m—i
7,5—1 ‘l
m i—1 = 2 T,n i Tm—i fh ( Ceey T2ty E z.,>
N 1

v=0 N :-1

3]

(14)
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ou les fonciions Sizap (81, ..., & y) sont symétriques en 3y, ..., 5
ainsi qu’holomorphes en zy, ..., &, y; nous supposons en outre que
les f;_, ) satisfont a I'inégalité

Gi—t

| fiman(Z15 oo 2n5 )| < T

(15) s . .
pour R(p—y)>c, R(z)<i[R(p)—c]  (/=1,000)

¢ étant une constante arbitraire telle que o < ¢ <<R(p), et C ne dépen-
" dant que de c.
En comparant les équations (14) et (12), on trouve les relations
3

pP—=r

(16) Sor(zn oo y) = (h=0,...,5s—1),

o9 étant le symbole de Kronecker.

En effectuant dans (13) les opérations indiquées dans (10b), on
obtient, compte tenu de ce que s, ne peut prendre que les valeurs 1 et o,
les relations :

n

o P "2 By P —“Z Sy
i 1
et .

fwdf(tn)fwﬂrzdxzz—o—i:——71_;;-1——[1—0-5,,(8(——@,)—1)]
0 Xn
’ P_sz .
1

[pw R (,, _2>> ]

” Ty Tp—
f TndZp = PR Conl SNPE Yy S, —2—1—[_I+sn(e“‘5n’n—1)]

(17)

Nous avons posé ici
(18 a) s(z)=fwe“df(t), dou s(o)=fwdf(t)=1’;

nous supposons que cette intégrale converge pour s=co>o0, el
comme, pour simplifier, la durée moyenne d’une communication sera
prise pour unité de temps, nous avons en outre

(186) s’(o)=fwt'df(t):1.
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Pour démontrer que J,; peut encore étre représenté sous la
forme (14), introduisons cette expression dans le deuxiéme membre
de (10b); comme les variables réelles 2, et ¢, ne figurent que dans le
facteur Tm—i, 1 vient alors, grace a (17),

s—1 m—i

g - Tl.s—!_ . = . N -
mi= i T fimi | S e 300 Zy

r=o0 1

(19) > [I—"Sm—i(s(—'zm_i)——l)]

4 m—1i
R <p — Z z, | >o0

1

Appliquons maintenant la formule A, (33) qui est valable en raison
des propriétés admises ici pourles f;_, 3, eny remplacant 1 et n par s — 1
et m — i; compte tenu de (18 @), on a alors ‘

$—1

Tpi= ¥ T ey
m.i— m-—i—1 ¢ m—i—\
h=o0
m—i—t -\

> fi’*i,)\ Byt eeey BN E:v)
. 1

. m—i—1
A io—0

. ,
(»0) — / Simtpert| 20n ooy B0 6 Z Zy+{

AT .
—iw—0 1

><‘ [I+ Sm-—i(€<— C)_I>]%;

m—i—  \

R{ p— 2 z;~)>o

1 J

ou nous avons posé, conformément a A (31),

s—1 ~

- .
(21) fi—l.s(zl. .-«~53-;)")=‘—2 Z ‘fi—l,7.,(5|'- ‘-'azl';y)'
=0 1. . A'=1
Grace a I'inégalité (15), on a

. Ve —_—i—
fa—0 m—i—1

. d
f .fi'—l-,\ld—l(Zl; ceey B G Z Zy+§ TC =0
o

1

m—i—1

pour R{ p — Z zy—35) >0,

1
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de sorte que (20) prend la forme

s—1
: A,s—1
(22) Imi= E / Tn{s_l‘_q T m—i—
A=0
m—i—1i
x fi—l,x<zu, s BN E zv> :
1
. 1 (=0 —1
(YT i Z

1

m—i—1
X fictdt § By eeey 3 8 2 Sy+1 d?;].

Compte tenu de la signification des grandeurs sm_; [(9a)] et
Tm—i_s [(13)], nous sommes en mesure d’appliquer ici la formule A, (45),
ou py =, n, 2, f seront respectivement remplacés pars—1, m—i—1,
Zm_i— Ly— Sylyy fi_s\+1; ON obtient ainsi

§—1 i
Jm,i=2 Tﬁ{s_‘iii”m—l—l
A=0
m—i—1
= fl-_l,)\(zy, e BN 2 zv>
1
R i .
. I e(—¢)—1

(23) T o

iw

v
Xfi—l:)\—!—l(zl': cees SN c; 25‘I+ ZA) dc]
1 /

/ T om—i—1 A
[RK — 2 z\,>> o, R(p —sz>>o]. i
1 1

Donc, J,,,; peut aussi étre représenté sous la forme (14), en posant

(P =) 13(505 -5 25 ) = fim10 (515 o5 55 »)
1 f” e(—¢)—1
YT S

—iw

. A
(24) < X fit3+1 <Zl, ceey B C;sz—%)dl

1

A -
R(p—y)>o,R<p—2z{>>o_';k=o,...,s—x;i=1,2,...].
1

’
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Cette formule montre que les f;, possédent encore les propriétés
admises pour les Jfiz1,. et qu’'en choisissant la constante C de maniére
‘appropriée, ils satisfont aussi a 'inégalité (13).

Donc, pour | z| suffisamment petit, les séries de Taylor :

®

(25) + Fy(Z, .. s 305 Y5 Py s)=2ziﬁ,)\(za, cnasyip) (A=0,...,8)

i=0

convergent, et en ajoutant les équations (24) [ou (21)], multipliées
respectivement par 3¢, on obtient pour les &;, a I'aide de (16), les
équations intégrales

P—=5=0)F (3 0y 55 ))

. A N
in »
s [T=0—1 0
_—gm.f' Pl e 4 §:~,+: dr -+ 5

(26 a) i

/o
[R(p—,:——y)>o, R(p—sz)>o; h=o0, ...:.s—l]
N 1

§—1 $

(26 6) Fo(515 .00, :s;.v)=—~2 2 Fr(Br ooy S5 YY)

r=0 1,..., =1

Comme les deuxiémes membres de (26 a) sont indépendants de y,
on peut poser

. .
(+7) (51, s 355 P 3)—“—;;‘:;,9)\(51, cey B3Py E)

(A=0,...,5),

les G, ainsi que les f; ;. el les &5, étant symétriques en 34, ..., 5.
A T'aide des notations '

- lo 07 R
. 3 —0—1 51y veen 3
£y (uy;3)=16(31. ... 33)+ P H :) Ui (51 - L3 C)d’;

—i= =

8 o
(28) [R( —s~2z\,—:>> 0; h=0, ..., S-—I],
1 N

ﬁs<u‘1)= 2 l‘t)‘(Zy, ey Z‘,\l); ..

A=0 1,...,N=1

s H
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ot les u) sont supposés symétriques en 54, ..., 5, les équations (26 a),
(26 b) prennent alors la forme '

(29) £yGy D=0 (=0, s—1)  E(G)=o.
Pour i =m, la formule (14) devient [voir A, (23)] :
(30) Tmmr=p e fu—ro(0)  [R(p)> o,
et en portant cette expression dans (11) on a, grice aux notations (25)
et (27),

_ N Go(p, 2)
3 [N ,3)= m=1f 10 =Fy(o; p, 5) = =—~——~=.
(31) (p, ) Ez I (0)=Fo(0; p, 5) .

m=1

Posons maintenant

— 3

n\_(n—D! 1 er® _
(32) sz,.(u(p, ‘)’%)—T (”i)‘zfc,, A Z,—l—(ﬁu@,z}dpdé

d’ou résulte en particulier, pour # = C = const.,

C n
(33) Q, (c, %) =C.
A Vaide de cette notation, on obtient pour la probabilité p d’aboutis-
sement d'un appel, donnée par les équations (3), (4) (= sm) et(31),

n
(34) Chma(laig)
Ainsi, le calcul de p se raméne a celui de G, (p, 5) et cette fonction
est déterminée par le systéme d’équations intégrales linéaires (29),
[voir (28)] dont nous étudierons plus loin la solution pour des deuxiémes
membres donnés de maniére arbitraire. )

Détermination’ des probabilités i)(,. — Considérons maintenant les
positions que le point z,, peut prendre par rapport a la suite croissante

max(e+1){z, +sy¢t,) (a=s.s—1,...,0)
vV=1,...,m—1
A linstant x,,, tout au plus s communications peuvent étre en cours;
? b

on a donc

Zpm > - max+i(z,+ s,t,)
v=1,...,m—1
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ou

(35) s mins+t)(z,, — 2, —s,1,) =1.
v=1,.,m—1

Supposons maintenant que

max(e+)(z,+s,t,) < &, < maxi® (z,4s,t,) (oL a Ls);

v=1,...,m—1 V=1, .. ,m—1 . :
dans ce cas, exactement ¢ lignes seront occupées a linstant z,,, et

b b

comme la f. ¢. des nombres z, qui satisfont a Pinégalité a <2 << b,
ests(z—a)—s(x—>b),ona

Sma=5 minlet(z,, — 2z, —s,f,)—s min@) (2, — x,— s,t,)
(36) ' v=1,...,m—1 V=1, m—1

(a=o0, ..., s; sminl®) = o)

pour la f. ¢. s,, , de I'événement : le m'*me appel trouve exactement a
lignes occupées.

En substituant, dans (4), s;x,. pour y., on obtient la probabilité p,
pour qu’un appel quelconque trouve exactement a lignes occupées, le
calcul de @( p, z) s’effectuant comme précédemment.

Pour o < a <s-—1, an a d’abord [voir A, (11) et (13)]

m—1

(37) Sma(@y, 1) = (31— SEZ) exp ¥ sy(@n— 2, — 3,8,

v=1
m—1

= R%_; exp sz(xm — Zy—8y¢y);

v=1

en utilisant ensuite la formule A, (26 d) o n et x seront remplacés
respectivement par m —1 et @, on obtient a I'aide de la notation (13)
la formule

s—1 "

A N A
(38a) Timo= e PTmsyq =Z(—I)A-a<a>‘T’A'i1—1zm—l [(a): C?‘]’

A=a
_qui est de la forme (14), avec

I
—

By aen s )= (—1)—aC§
(38b) fo,)\( 1) rz)u‘.}) (—n) C)P

(A=o0,...,s—1;0ZLaLs—1).

La suite du calcul de ®(p, 5) reste inchangée sauf que, les équa-
tions (38b) se substituant a (16), le terme 03 qui figurait dans les
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deuxiémes membres de (26 a) et (29) doit étre remplacé par (— 1) C4.
En désignant par G, , les fonctions qui correspondent aux G, [(27)],
on trouve ainsi, 4 'aide des notations (28) el (32),

(39) | 1;a=9n(904,a(]?>5);%>- (a:o, "'3‘3—1)7
G.o,q étant déterminé par les équations

(40)  B(Gya; 3)=(—1)aC (h=o0, ..., s—1); £(Gya) = 0.

§—1 s—1
Comme —PeCl=20Y, on a ¥ Goa= conformément a
’ I X o, 09

a=0 a=0 ]

Pidentité évidente

s—1

2];11=];.

n=0

Calcul du trafic écoulé en moyenné par le groh‘pe. — La durée des
communications écoulées dans un cas particulier

Xy= =z, T,=1¢, (v=1.....1)

"

du lancement de » appels estZsmtm. Comme s, [équ.(9a)] ne
: m=1

dépend pas dela variable ¢,, et que M (tn) =1 [en vertu de (18b)], on
obtient pour la valeur probable de cette somme, a 'aide de (2a), ‘

Zon(smtm) =2:)xz(sm):m(tm) = 2311(5,,1) = np.
3 1 N 1
Par conséquent, la durée des communications écoulées (en moyenne)
par unité de temps, ¢’est-a-dire, le trafic écoulé en moyenne, est égale a

(41a)

De la méme: maniére, on voit que la partie du trafic correspondant
aux appels qui satisfont a4 une certaine condition &, de f. c. y (par
exemple, la condition de trouver toutes les s lignes occupées), est égale,
en moyenne, a ‘ ‘

(41b) & Pr
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CHAPITRE II.

BLOCAGE TEMPORAIRE DE TOUTES LES LIGNES LIBRES
' PAR LE DERNIER APPEL ADMIS.

Considérons maintenant un groupe de s>.2 lignes avec blocage
temporaire. Nous comprenons par la un régime ou chaque appel ache-
miné bloque pendant un certain temps @, appelé période d’orientation,
toutes les lignes libres du groupe, y compris la sienne; en général,
@ sera une grandeur aleatoire de distribution connue. Seront refusés les
appels qui trouvent toutes les s lignes occupées ou qui trouvent les
lignes libres du groupe bloquées par le dernier appel admis.

Nous attribuons maintenant au v®™ appel, outre son instant
d’arrivée X, et sa durée de communication T,, une période d’orien-
tation @, et, F(¢, ) désignant une fonction de distribution a deux
variables données, nous admelttons que

Prob{.fz<X\,<x+dw}= -l-

(42) ) 3
A F(¢,8) (%).

Prob{t<T\,<t+‘dt;0<ev<e+d0>__

Nous posons en outre
(43) (=, ,:z)zf / el dF(1,0),  donc :(0,0)=1,
[ 0 ‘

en admetiant que, ¢ désignant une constante positive, cette intégrale
converge pour R(z,) <c, R(z;) <ec. '

Calculons a nouveau, pour un choix particulier X,,_.J,V, Ty=t,,
0,=10, des variables aléatoires, laf. c. s, de'événement : aboutissement
du m*™® appel. :

Dans le cas ou s,=1, le v*"° appel occupera dés Pinstant z, -0,
une ligne du groupe. En considérant alors cette ligne comme virtuel-
lement occupée depuis 'instant z,, ct concluant comme au premier
Chapitre, on voit que

(44) s minl (xm—-xv—s,(tv-l—f) )) (m=1,2,...)

N=1,...,/n—1

estla f. c. de ’événement suivant : a 'instant d’arrivée 2, du m™™* appel,

(%) Ici et dans la suite, d®F(t, 0) signifie d,dyF (¢, 0).
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une ligne au moins est libre (c’est-a-dire, ni réellement ni virtuel-
lement occupée); rappelons que pour 1 =~ m s, le symbole (44) sera
par définition égal a 1.

Mais afin que le groupe soit accessible, en outre la période d’orien-
tation du dernier appel précédent qui a été admis, doit étre révolue a
linstant z,. En raison de la signification des s,, cette condition peut
étre exprimée sous la forme x,,> max (2,4 s,0,); done,

—=1,...,m—1
(45) s minll)  (z,,—'zy— sy0,)
v=1,...,m—1
est la f. c. de I'événement : a l'instant z,,, le groupe n’est pas bloqué.
Comme la f. ¢. de I'intersection de deux ensembles est égale au
produit de leurs f. c., s,, est le produit des f. c. (44) et (45), donc

(46) s;p=s min® (x,,l—w\,—'sv(t‘,-a—()\,))s minit) (2, — z,— s,0,).
X V=1,...,m—1 ) vV=1,...,m—1

De méme,

() sw=s,_ mint) (zn—a—s(h+0)[1—s _ mint) (@n—z—s0))
estla f. c..de Pévénement : a Pinstant Zm, le groupe est bloqué, une
ligne au moins n’étant ni réellement ni virtuellement occupée.

A T'aide des raisonnements qui nous ont conduit a la formule (36),
on montre ensuite que ‘

Sim,a= [ 3 min(a+1) (x,,l—— xy— sy(ty—+ BV))
v=1,....,m—1
— s min(® (xm——~ 2y — sy(ty+ 0\,))]
(48 a) v=1,...,m—1
xs  min®  (z,—zy— s,0,)
V=1, ...,m—1

(q=0: ey S),

et
[ Sy = [ s min(a+2) (xm—~x,,— sy(ty—+ 0‘,))
v=1,...,m—1
—s  minla+) (xm—— Zy— sy( by ov))]
(48 b) ) vY=1,...,m—1
x[1—s minl) (z,— xy—sy8,)]
v=1,...,m—1
(a=o0, ..., s—1)

sont respectivement les f. c. des événements : le .m!*™¢ appel trouve
exactement a lignes réellement occupées, le groupe étant accessible
(ou bloqué).
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Les probabilités correspondant i ces f. c. satisfont aux équations (3)

et (4) sous condition d’y remplacer les opérations .[w...df(tv)

par[ ‘fo ... dF2)(¢,,0,); pour calculer par récurrence la fonc-

tion @, (p, 5) qui correspond a une f. c. quelconque y,,, on posera donc
maintenant

(/49 a) JIII,U = eV TmY in,
Jm,i =f f dl g(tm——i; em—-i)‘/‘ Jm,z'-l dxm—i—H
(49b6) . o o Hm—i
(i=1, ..., m—1)

et 'équation (11) reste toujours valable.

Calcul de la fonction @, (p, z) pour la f. c. (46). — Déterminons a
nouveau la probabilité p pour qu’un appel quelconque aboutisse; on a
alors y,, =s,, et en représentant les deux facteurs du deuxiéme membre
de (46) a I'aide de A, (13) et (24 a), on obtient

m-—1

(50) Imo= e Tyt (2) exp W5y (@m— a— su(ty+ 0,))
‘ v=1
m—1

< ThY (8) exp D L(@n— 2y—s,0y),
V=1
ou les opérateurs T(z) et T(f) se rapportent respectivement aux
variables z1, ..., 5y et Ly, . oL, Ly
Dans le cas présent de blocage temporaire, nous posons

n

- .
(51)  mu=7,(3y, &) =exp |:—1)x,l+1+2‘5\,<x,,+1—— Zy— $y(ty =+ 0‘,))

v=—i
—I—ZCV (Xt — 2y— 5\)ev)]

V=1
ct
s—1
o= 3, Tt (T ()
A=0
m—i ’ m—i
Y
(52) P <p —Z(:w'— ’C.v)>fz_1;k <zy, cees S0 Z(:--H— lv)>
V=1 v=1

[R(}? —2_(5v+ C})) > 0]7
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en admettant pour les fonctions fi_y ) (%4, ..., %; ¥) les mémes pro-
priétés que précédemment; grace a (50),la derniére formule est valable
pour { =1, avec les valeurs (16) des fy .

Au lieu de (17), nous obtenons maintenant, a I'aide de la notation

(43), la relation

' » = a . !
f f AF (lay 0) [ 7n
. ) 0 X

= ”7"/1~~~l [I -+ 571(£("" ~"/17 "J/L—'Cn)—I)J
(23) / p-—Z(,:v—!—Z_.,)
1

. [R<P —i(:«,+C~,)>>0:|

qui nous permet d’effectuer dans J,, ;—, les opérations indiquées
dans (49 b); il vient ainsi

s—1 . m—i
T =ZT‘;;1;1(5>T95;-<c>zm_,‘_1fi_1,~,‘<zu, ey o (s c\,>>
» =0 : V=1
(54) { =< [I d Sm—i<3(— Sm—iy ™ Sm—i— Z.m-—i)‘"’)]
m—i
QU
[R<P —Z(Zv+ Zv)) > 0] .
1
. ' A
Appliquons a cette expression, considérée en tant que somme de la
s—1 . o
forme 2'1’,’;;17’(;)!}")‘(51,, cevy By 5ty -y Bm_i), la formule A, (33)
=0
(en y utilisant la lettre £ au lieu de ¢), et tenons compte de ce que
[voir A, (9), (11) et (24a)] ,

m-—i

(0 = 880 = [ [ 600 = T8 s (9 Cnmi?),

v=1
avec
Cmi(l) = — L dc'""i;
m—i(s) = gy t.m—i

—i% 49
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en écrivant Cy et ¢ au lieu de C,—i(¢) et &, _;, nous obtenons alors
s—1

It = DT () T9 (0 Gt i
A=0

m—i—1
< {fz-i,x <Zl'7 i X (B C»)+C> [1+ st (20, —0)—1)]

1

(55)

/

i —0 m—i—1
I

— 577 fi—n,).+1<2u,-~7 2k 2 (B +8)+E+1
. 1

—in—0

- X [H-Sm—i(&(—i, ——E—C)—l)]%},

Ji1,s étant donné par 'équation (21).
Grace a (15), on a

m—i—1 4 m—t—1 .
. |
cgf,-_1,>(z1,...,z>.; > <zv+cv>+_:> =fi-.,~,\<z.,...,zx; > (zv+c\,)>,
1 B

1
1o —0 m—i—1
[l
f Jimot| 2y, oy 5 E Z (By+L)+E+73 %=0,
—in—0 1

de sorte que (55) prend la forme

$—1
Ima= 2 TR () T (D)t
A=0
m—i—1
X[finl,)‘<zl’: cees B0 2 (zv+Cv)>
) m—i—1
(56) + Sm—-ici(s(‘): - C) - l)fi—l,). <Z[', ceey BATS 2 (zv"‘ Cv) -+ C)
1
I ic—0
il ) (=e—E—0 )

m—i—1
Xfi—l,)\—H <zl'7 . "7 Z)"{ E; Z (ZV -+ Cv) -+ E -+ C)%] .

1

En vertu de la formule A, (45) qui sera appliquée maintenant aux
termes multipliés par s,,_;, séparément pour chacun des deux facteurs

m—i—1 m—i—1

de l’expression (46), les sommes 2 3, et Z ¢, se transforment
1

1
INSTITUT HENRI POINCARE, — XI1I, II.



74 F. POLLACZEK.
”

respectivement enzzv et en zéro, si bien que (56) devient
"

§—1

/ o
Imi= X Tty () T (D Fmeicy
A=0

m—z‘—lv
X[fi——-l,l(zl’a cees B0 Z (Z‘;+Cv)>
\ 1

N
-+ Cg(s(o, —ﬁ)—l)fi_l,)\<z1r, ceey BN 2zv+ C>
(57) { 1

i —0

) (=E—E=0—)

G
d
xfi—]))\—i-i(zl'; ey 8L E7 22v+5+c>’£—]

47

m—i—1
- [R<p—- 2 (Z~,+C~,)>> o].

Ainsi, J,,,; est transformé en une expression de la forme (52),.

o vy

les fi, étant donnés par la formule

(p—y)fin(51, -y 225 7)
= fia, 3 (81, «- 0y B3 Y)

A
=+ C;(s(o, ——Z)—I)fi_,,)\<z|, ey B33 ZZV+ C>

1

(58) el i“’_"s(—z,—g—t)—i

X

—iw—0

A
. Xfi—1,7\+l(z17 ceey B E;Ezv—l— £+ ?;)d’g‘
. . »

\ [R(p—y)>05 k=0, ..., s —1].

Dans le cas présent, les fonctions &, définies par (25), satisfont,
outre a (26 b), aux équations ‘

(p—z——y)ﬁ)\(zi, e A3 YD)

A
=zC:(e(o, —C)fl)g)\(z,, ceny B Z z\,+C>

1

27 —iw—0

. A
> %‘H(z“ cen 20 B zzv-'- 3 +C>d~2+3§f
" ‘

/

[R(p—y)>o0;h =0, ...,5s—1],
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‘dont les deuxiémes membres ne contiennent pas y. On peut donc a
nouveau introduire les fonctions Gy[(27)] grace auxquelles (59) prend
la forme

in 40

e(o, — ) — y ven
Gulan oy m) = o [ HESITL Bln oam) g
— w40
p—z——sz—’;
1
: 3 fiﬁodcfi”_of(—iri—t)—r

(60) (Zﬂil)“’ —ix+0 —iw—0 CE

.X g’)'\+1(zh)\"'7z)ns) ds+<0~2 ‘
.p—-z—sz—E—’;
1

(=0, ..., s —1),

la derniére équation (29) restant en outre valable.

I in—+0

En remplacant enfin ——f

° 27 .

—lw~0

% )

enp—z —sz eten p — z——Zz,—— £, on obtient le systéme d’équa-
i 1 1

tions intégrales

(61) Ly(Gy;2)=8) (A=o0,...,5—1), Ly(G,)=0;

... dg respectivement par les résidus

nous avons posé ici

/ A
< EZVH_},)._I
Liu;z)=| 1—z . - W.(51y 0y 3)
P""Z_EZV
: 1
; A .
s(—&,zz‘,—l-z-—p —1
z fo—0 \ 1 u)\+1(51 ceey 33 E)
(62) +m‘/ \ E 7 '\7 3] dE
—lwo—0

P—Z_EZV_E

1

A N
[R(p—z—zz\,—g>>o; A=o, ...,5—1],
1

s s
Ls(uv)EE Z uy (514, ..‘., Zy ). . .

A=0 1,...,A=1
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Les équations (11), (30) et (31) restent valables; en raison de (3), la
probabilité i) d’aboutissement d’un appel quelconque est donc a nouveau
donnée par les formules (34) et (32), Go(p, 5) étant déterminé par le
systéme d’équations intégrales (61) et (62).

Détermination des probabilités ];,, et p,. — On procédera de la méme
maniére pour déterminer la valeur probable de la f. c. sn . [(48a)],
c’est-a-dire, la probabilité p, pour qu’un appel quelconque trouve
exactement a lignes occupées, le groupe étant accessible.

En représentant le premier facteur de (48a) selon (36), (37) et (38a)
et le second facteur selon A, (13) et (24&), on obtient, a Paide de la
notation (51),

(63)  Jmp=epom sma—y—m%( ) T () T, ()i
(oL as—1)

donc, dans le cas présent, les fy, qui figurent dans (52) (pour i =1),
sont données par la formule (385) [au lieu de (16)], tandis que la suite
du calcul reste inchangée. On arrive ainsi aux équations [voir (62)

et (32)]
(64)  Ly(Gua; 2)=(—1)}=2C} (A=o0,...,5—1), Ls(Gya)=o0
(a=o0, ..., s—1),

et

(65) o= 0(Gualp 22 g)  (a=o s—),
§—1

et comme précédemment, on peut vérifier U'identité EP“ZP'
a=0

En posant enfin, dans (11) et (49a), ym=5,, [équ. (48b)], nous
obtiendrons la probabilité p/, pour qu'un appel quelconque trouve

exactement a lignes occupées, le groupe étant bloqué. A I'aide de (36),
(37), (38a), (51) etde A, (13) et (24a), on trouve dans ce cas

. S
(66) Jm,o =e-p'r'"51m,n.= Z (—'I))\—a—l(a )Tf,,i“1(z)~m_1(z O)

A=a+1 !
A ' .
- 2 (— 1) (HI)T?,;—%z)Tm L O F (3, D).
A=a4+1

(a=o0,...,s—2).
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Nous poserons ici

s—1 R
I m,i—1= Z Ths1(2) 7y (3, 0)(—1)h—a—1 <

A=a-+1

s—1

+2 T (2) T (L) mm—i(35 €)
A=0
= <P _E(Z‘I"" C‘))>fi—l,7\<zl'; ceey S0 E(Zv"* Cv)>
1 \ 1
m—i m—i )
[R(p—25v>>o,R<p— (zv+C~,)\>o;i=1, ...,m],
! 1 / .

1 \

(67)

en admettant pour les f; ,, les mémes propriétés que précédemment;
en comparant les deux derniéres formules on voit alors que les fj,; ont

la valeur (—— 1)« ( * ) .

a-+1
On trouve ensuite, a 'aide de A, (31), (33) et (45), que Popé-
ration (49b) transforme la premiére somme de (67) en ‘

s—1
N

N h I
2 Trsh (B) mm—imi (5, 0)(_‘ ket < '

a+1) m—i—1 i
h=a+1
1

s—1
(68)  { — > Tt (AT, (DFn—ii(5, C)
A =a
x(—x)’x—ﬂ—l(l*‘)cg G otk

a—+1 N :’
<P _2‘ Zy— E>
\ m

tandis que la deuxiéme somme de (67) se transforme comme I'expres-
sion (32).

Par conséquent il faut ajouter maintenant, dans le deuxiéme membre
de la 2™ formule de récurrence (58), le terme

A
(-m—a@:)cz(s:%——-@——v |#(r-Zet)=s]
P 1

1
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et dans le deuxiéme membre des M*™* équations (39), (60) et (61)
figurera [voir (43)] le termne supplémentaire

e () B SR

i=1 <p_2zv—§>
—s(—pa( P S =B
(69) { = (a—H) Ep—z—z‘zv-—g

1
=z(_,)«,\_a<2:> [I_—_EE_—}_%—_@LP_;_%&

1

(A=o0, ..., s—1).

Pour les fonctions G5, qui correspondent ici aux G [equ. (27)]
nous obtenons ainsi, a I’aide de la notation

1—e(—x, —x) |
z )

(70) o(z) =

les équations . : : ,

A .
I (G0 z) =(—1)—aC§H! +(—I)7\—“ 5tz <p< —23 —sz>

(71) 1

rA=o0,...,5—1);
Ls(Gy.) = o-
Pour en déduire la valeur de p/,, posons, dans (67), i = m; il vient
[voir (51) et A, (23)] ¢
\ Imm—1=p e Pxfn_0(0)
et en substituant ceci dans (11), on a
D(p, 5)= ) 5 fso(0) = Fa(03 p, 5) = FrallaZ),

m=1

En portant cette expression dans I'équation (3), on a, grace a (34),

o ; 0,(Ghalr, )i g)

(a=o0,...,5s—2).
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Pour obtenir ensuite la probabilité p,, espérance mathématique
de s, ,5» on a qu’a modifier legerement les derniers calculs.

Pour @ =3, il vient dans (48a), en vertu du raisonnement qui nous
a conduit a (35),

(73) s min(s-+1) (x,n— 2y — sy(t,—+ 9‘,)) =
v=1,...,m—1

Afin de représenter les Im,i—1, on remplacera donc la premiére
somme qui figure dans le deuxiéme membre de (67), par

T9:%(8) mm—i(o, C)( 2t4>

Ainsi, on obtient les formules

o0 i 5ut D),
NOP—AE(OBZ—[’) _
(75) Lo(Gvss 2) =12 —p':—z_t (h=0,...,8—1),
Li(Gvs) =o.

~ Toutes les autres probabilités étant désormais connues, on peut
enfin calculer p/_, au moyen de l’équation

—2 §—29

(76) _ pm—l—zpa pa—l—p p»—Zpa

CHAPITRE III.

CONSTRUCTION DE DIFFERENTES
FONCTIONS GENERATRICES
DE PROBABILITES.

La méthode utilisée ici permeét aussi de traiter des problémes plus
complexes. Revenant aux groupes sans blocage, cherchons par exemple '
la probabilité p/)(j =o, 1, ...) pour qu’un appel ainsi que le j**m° appel
précédent aboutissent. On obtiendra p) en substituant dans (3) et (4)
pour yn la f. c. de cet événement qui est évidemment égale & sms,_;
pbur m>j—41,etaopourm_j..



8o

Il vient donc.

(n—1)!

plj) =
(77) pY T

ou nous avons posé
@«

(78)  @UN(p, 5)=

E ZMm=j=1l e=PE¥mSy Sy _;
m=j+1

[

F. POLLACZEK.

! T i dpd
(mmﬂlﬁﬁﬁﬂi‘%ﬂpa

J=o01,...3 Q)= &;,).

1
En posant, cn outre, conformément a (10a) et (10 ),

()
Jm, 0

(79)

on a pour la série (78)

(80) ®U!

= e P¥ms,, Sm—js

MF/me»f A —
Lm—i
(l =1, ..., M — ])
d v
= m—j—1 ()
- Zmi= f Jm,/n-
m:]+1

.

Comme s,—; ne dépend pas des vgriables Zm_jity Bm_jiay oy bmejy

tm_jp1y +--y0DnQ

(81)

Jﬁrll,),l = Sm—ij,i

(pour o Zi <L),

I m,i désignant a nouveaun la quantité définie par (10a) et (10 b) pour

%m=Sm- Pour i = j, on a donc, a I'aide de (14)
m—j—1

m—j—1
\ <
rP— El 2y ) finl 35 s 005 Z Zy

1 1
.

s—1

(83) P i=sm_ ,2 Th Tt T

les valeurs initiales f, étant données par (16); en utilisant ensuite
[comme pour transformer I'équ. (22)] la formule A, (45), nous obtenons

s—1 W

J;:L)1=ZT¢;’1”V_7.1_1 Tm—j—1 sz\fj) Bty o ey B 2

A=0

(83)

Posons maintenant

§—1 m—i—1 < m—i—1
— ys— () .
8 (nlz)z 2 IT S Tm—im | P — E By fl._]',)\ Bty e euy B E By
( 4) h=o0 1 1 )

L, m—1);

(=7, ..
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- pour i =, on a alors les équations

(85) (p—y)f(f,i{(Zn,--~,zz;y)=<p—22v>f/,x<z”.~-,z>‘;2zv)

1

(h=o0,...,5—1),

tandis que pour >, les f1;; se déduisent des f{, ,, au moyen des
formules (24) et (21). On obtient donc pour les fonctions

g(,\i)(zn cey B0 Py Z)=(P—Z—‘}’)g(){) :

(86) = (==X (w25 )

V=0

()\=0, ...,S),

les équations intégrales

’ A \ i 3
L. ~
(57) £2( f,”;z):(p— E 2y )fj,)\<z1, ey B0 } zv> (A=0,...,5—1);

1/ ) 1
Bs(g'y)) =0,

dont les deuxiémes membres f;, sont déterminés par (25), (27) et (29).
;)
m—j—

Portons ensuite expression J?P = pe7

m,m—

de (84) dans I'équation (80); il vient

1,0(0) qui résulte

-1

pP—2z

(88) - @ (p, ) =F(0; p, z) = g9 (p, 2)

et en introduisant cette expression dans (77), on a [voir (32)]

(89) p(i)=Q,,[zig§)i>(p, z);%] (=0,1,...)

.

Donc, le calcul de p/) se raméne a la résolution des équations (87).
Formons maintenant, a 'aide d’une variable complexe s’ de module
suffisamment petit, les séries

3

’ ’ r; i (]
(90) T4 (21, ..., 50 p, 53 & )=zz/9§f’(51, B Py E) (=0, 9);

i=0
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en vertu des équations (87), (25) et (27), ces fonctions satisfont aux
équations

A
-3
(I‘f,”(zl, s BN Py 25 8 z) = ——Al—-g)\(zl, ce BN Py B)

(91) | v ) P—sz—z’
1

(A=10,0..,5—1);
£,(T¢) =0

et, d’autre part, on tire de (89) et (go) (pour A= 0) la relation

(92) zz’ii)(i)=9,, [I“o“(p,z; z2'); %‘];

. j=0
ainsi le calcul de la fonction génératrice des probabilités pl) est ramené
ala résolution des systémes d’équations intégrales (29) (avec 5’ au lieu
de z) et (g1).

Désignons. maintenant par p/-¥)(j,k >~ o) la probabilité pour qu’'un
appel ainsi que les j*™° et (j —+ k)me appels précédents aboutissent et
soient 5’ et 3" deux variables complexes. On obtient de la méme facon
que précédemment la formule 4

(93) 2 Zz”iz”f;;(i,k) =Q, [I‘(o‘“(p, z; 53’y 33"); %] ,
j=0 k=0
ot I'? est déterminé par les trois systémes d’équations
2 (l‘f,‘“(zh vy By Py 5335 5); 5)
)\ :

p "sz

(94a) = ———— (5, a5 p, 558 (A=0, ., 5—1);

p S
1
21 = o,
23(05) (315 o0y 393 p3 55 75 5)
A
)3
e T GG mi ) (=0 s—1);

_P _22\’__2”
1
fs(ﬂ“) =0;

(94¢c) £ (gv(zl, ey Zv; Py 35 z”) = 8‘; (A=0,...,8—1); £y(Gy)=o.

(946) ¢




PROBLEMES DE CALCUL DES PROBABILITES. .83
Finalement, nous cherchons les probabilités

PPy (J=o,1,...;0ZLa,bZs—1)

pour qu’un appel quelconque et le j**™¢ appel précédent trouvent respec-
tivement a et b lignes occupées.

La f. c. de cet événement est égale & sy, oSm—j,5 pour m>j 1 et
a o pour m = j; donc pour le calcul de 1;(,{',’,), les équations,(77) a (82)
restent valables a condition d’y reniplacer Sm et spm—; respeclivement
par s, et s, _;,; et de prendre comme valeurs initiales des /5, [équ.(82)]
les grandeurs (38 b). - :

Au licu de (82) on obtient ainsi, a I'aide de (36), la relation

.

s—1 m—j—1
. O
)y — hys—1 . .
JI{Z,'— 2 |Tm—j—1 ﬂ"l—/—l( 2 ] Ry
=0

J
A= \ 1
m—j—1
(95) X fin| B1r s B0 Z 2y
1
><[ s min(o+1) (2, j— zy— s, 1)
: v=1,...,m—j—1
—s min(6) (xm_,‘——x\,—"svt\,)],

\ V=1,...,m—j—1

qui, grace a la formule A, (45) ou p, p, ', @, seront remplacés respecti-
vement par b (ou & —1), s —1, m—j — 1, Zp_j— Ly— Sy, se trans-

forme en
. b »
) nb K, b—1 .
(96) J%),[—E[Tm—j—l - Tm—j—l] Tm—j—\ P —2 Sy
r=o0 1
”
Xfi,)\ Bl weey BYS zz‘)
-
fcom . 0b Ay b— P TR
Représentons maintenant les opérateurs T2 — Tir’t  a Paide
de A, (26¢) ol n, , p seront remplacés respectivement par m — j —1,
b, s —1, sous forme de sommes d’opérateurs TZ;}jj"_ﬂ; on a ainsi
‘ s—1 ) b » .
: g i K5 _ b—7T
(97 ) J;]Q/:Z Tmi/—jl T n—j—1 (— [)). bz (J)"—‘r 2 (p—z Zy
h=b T=0 17, ., T"=1 \ 1"

"

X fix| By ool 3on; Ez‘,
"
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En admettant pour J? (i=j, ..., m —1) Péquation (84), on a

myi

maintenant pour les £/} les relations

(98)  (P—I)Fh(50 -y 05 0)

A

b i T\

AT | N

=(_I))‘—bzc)\_¢ 2‘ <P _zzv>fj,r(zl': ooy BT 25v>;
t=0 1y T =1 1" p 1

par contre, les f{2({ =1, 2, ...) se déduisent des . »aumoyende (24)
et (21).

La suite du calcul reste inchangée sauf que les deuxiémes membres
des équations (87) et (91) doivent étre modifiés conformément a (98).

On obtient ainsi pour la fonction génératrice des ﬁgj,, la formule

©

(99) ZZ'/'ﬁEI,’F Qn [Fo;a,b(p, z; 22); %],

j=0
T'o.q,» 6tant déterminé par les équations
25 (I\,;a)b(zl, ey, B0 Py 35 8); z)
) A P "‘ZZV :
\— b__ 1’ .
= (=0 bEC)‘—?E 2 '_‘—:"-—g”?)“(zl'a <oy BT Py z")
T=0 1',...,2'=1P _zzv_z, ’
B 1

(A=0,...,s—1);
£5(Tviap) =0, !

(100)  {

tandis que les G, . salisfont aux équations (40) (avec ' au lieu de z).
Les formules (91), (92), (93), (94a—b), (99), (100), écrites
avec Ly [équ. (62)] au lieu de £, restent valables pour des systémes
avec blocage temporaire, et d’autres probabilités qu'on peut définir
pour ces systémes pourront étre calculées sans peine sur le modéle des
raisonnements de ce Chapitre. '

CHAPITRE IV.

RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS INTEGRALES
LINEAIRES.

Tous les problémes de probabilité concernant des groupes de lignes
sans blocage que nous avons traités ici nécessitent le calcul de certaines
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fonctions uo=u,(p, 5) satisfaisanl a des systémes d’équations inté-
grales de la forme '

/

. io—0
z e(— ) —1
U,)\(Z“...,A)\)—I— 2—7‘:—1’.‘ . '——Z——

—iw—0

=< u‘)~+l(517 ’\"JZ)J C)dc

(101 @) P"Z—ﬁzv—f

A
R(p—z——Ezv—§ >0, A=0,...,5—1 [,
- .

\

s s
(101 b) 2 2 W (517... ., B4) = 0,

A=0 1, ..., A"=1

=0, (81, v s B%3 P)

dont les deuxiémes membres ¢, sont supposés connus.
Admettons comme précédemment que (z) est holomorphe pour

(102 @) R(z) < co,
¢, étant une constante posilive, et soit
(102 6) ' R(p)>—co.

On montre alors au moyen de la méthode des approximations
successives que, r,>>o désignant une quantité suffisamment petite,
ces équations ont une solution unique, dont les composantes

Ur(z4y ..., 513 P, 5) sont symétriques en 3y, ..., 5, ainsi qu’holomorphes
et bornées dans le domaine

R + ¢
(103) R(z\,)é%—-0 (v=1,.., A N=0,...,8§—1);

R(p)>—cy; [z <ro, :

pourvu que les deuxiémes membres c¢; y possédent les mémes propriétés.
En particulier, u,(p, 5) fournit le prolongement analytique des
fonctions

Go(ps 3) = (p—2)F(0; p, 3) = (p— ) B(p, 2), Goa(p, &), ...
au dela du domaine R(p) > | 5] (¢).

(°) Le fait que les fonctions g,(p, z) sont holomorphes pour R(p) > |z, est mis
en évidence par la série (4).
De maniére générale, on peut montrer que pour des deuxiémes membres ¢, (3,, ..., 2,; p)
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Comme les u; sont holomorphes pour |p| et | z| assez petits, on est
en droit de poser, dans (101 @, b), p =5 (en admeltant que | z | <1);
. nous pourrons ainsi calculer la fonction u, (3, z) qui, en vertu de (131)
et de (34), (40), (65 a), etc., fournit, pour n =0, les probabilités que
nous cherchons.

Pour p = z, les équations (101 a) dont nous désignons la variable
d’intégration par z.4 au lieu de ¢, prennent, a 'aide des opérateurs ¢,
définis par

iw-—0
(106) T (5)) = —— o)t

2
274, Zy

5(zvjdz\, (v=1,...,s),

§

quelconques, holomorphes pour R(z,)<Co,.. R(z‘_,) < o (en général, non symé-

Sove
!

>
triques) et tels que les modules des quantités C)...Cjy e’ . ¢;3(3y «+., 3) soient uni-
formément bornés pour toutes les valeurs réelles des x,, les équations (ior a, b)
possédent la solution suivante :

‘ Ao A %
‘ u)‘(zl;"'557.;Pyz)=<]7—5—-25\,> Z (—1)h= Z

1 n=0 Ve, =1

(ro1¢) ¢ - Lo
O 0 O 5
\ 1

1

[xé:’<.\..< WLh; Ah=0,..., s—1J,

ou
(rord) M, (&, ooy B) = (—0)* Z z"'/ et dt,. f elaty de,
. m=0
0 @0
><f df(tHl)... /. af(t,...)
0
Xf dwl mm+?~(a"v; tV) d‘z'm+1x+n
Lm+%
(101€) M, (Byy o v vy Lugrs by oes i)
s—1
= Z Tm—pp. Torn O (875 oo ey B) L <. NZm4-p; 2 =0, .., §—1].
A=0 :
1
En majorant, a l'aide de la relation
) s—1 m
(ro1 f) o, . (z;t,) :e"'F‘”m+jJrHZ Z s mln(‘—A)(.z'm+,,+,—z —s,t,)
i VAL, .
=0 t,..., V=1
N .
2 29(Xm g1 Lyr—Svr Lvr)
> Cy...Ch e=1 €3 (Byy oney B3)y

les termes de la série (101 d), on voit que les composantes u, de la solution (|0|c) sont
holomorphes dans le domaine

(1o1g) R(z,)<o0, ..., R(z_)<o; R(p)>|zl



PROBLEMES DE CALCUL DES PROBABILITES. 87

la forme

2

1
= e (815 ey Bart) = (5L s B))

E 3y

u (31, ooy B3) — 2Ysi

(105) v=1
A+1 ]
R(Ezv <03 A=0,...,8—1
1
’ e
, 2
Effectuons ici l'opération l—lupv; comme u;,., est une fonction
v=1
symétrique des z,, on est alors en droit de remplacer, dans I'intégrale
A1 A1

. Byt RN
multiple I Iv.[a, s Wit (31, -+, Bi1a), le facteur 55,4 par g sz.

v=1 1
By

: 1
On tire ainsi de (105), a 'aide des notations

A
Uy = Zo; I I%ux(zh--.,zx)=x>¢
. v=1
(106) A .
cO=clo; I lq’vcl(zh'--;z)\)‘:c‘l.

V=1

(A=0,...,9),

les équations linéaires
(107a) w)‘—-,——lxer,:c')\ (X =o, ./..,S—I). :

Pour & (z,) = const. = C, (104) et (18 b) donnent

(108) 4,C = Ce'(0) =G,

et grace a cette formule et aux nolations (106), on déduit de (101 b) au

v=1

moyen de I'opération anv I'équation

s
(107 D) N Chay=o.
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Les s -1 équations (107 a) et (107 b) permettent de calculer les z,;

on trouve ainsi-

s—1 v

1 O 2 At
Zo= uy(z, 3) = — 2 :—y E Gyens

2Y v=0 A=0

(109)

A

io—0

—iw—0 —ix—0 ve—1

Pour ¢; = const. (A=o0, ..., s —1) on a [voir (104) et(108)] ch=ar;
donc, dans ce cas, uo(s; 5) est indépendant de &(z), c’est-a-dire, de
la fonction de distribution f(¢). '

Hypothéses particuliéres sur f(¢). — Prenons maintenant pour S
une fonction de la forme

(110) f(t)=x——2a\,e~°°v‘ R(x) >0, ..., R(an) >0; Zavzl ;
v=1 t V=1
on a alors [équ. (18 a)]

n

(111) , e(2) =Z%-

v=1

Comme alors e(—¢) n’va, dans le demi-plan gauche des ¢, que n poles
et que Ut (51, - - -y 5, ) y est borné, I'intégrale qui figure dans (101 @)

se réduit a la somme des résidus en { =—ay, ..., —%p; 0N A ainsi
n,
%l a.
wy, (31, ...,z)\)——zz . = W1 (Bry o ey Bhy — Oy)
v=1
(112) p—z——Zzu—l- %y,
’ w=1

=) (B1y -0y B2)
(A=0,...,8—1)

En substituant dans ces équations [ou us sera exprimé au moyen
de (101 b)] pour zi, ..., % toutes les combinaisons A a Aavec répétition,

A SAVOIL — Glpus + + +y — Oys, des nombres —ay, ..., —an, ON obtient un

’
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systéme de G; | _ équations linéaires, 4 déterminant non identiquement
nul, qui permet de calculer tous les u) (— ayy ..., — a)5).

Ces grandeurs sont rationnelles en p et z, si le méme vaut pour
les ¢,. Comme les deuxiémes membres de (29) et (40) sont constants,
on voit de proche en proche que pour e(s) rationnel, tous les
Gi(— ey ooy — s P, B)y ooy IV (— sy vy —ays; p, 35 &y ey 5M))
sontrationnels en p, z, 2, ', .. .; en parliculier, c’est donc le cas pour
Go(p,2), I (p, 55 ), T (p, 55 4, 8), -

Déterminons G, G q; - - -, a titre d’exemple, dans ’hypothése

(113) fy=1—e"¢, donc ¢(z)=

I—3

Dans (111) et (112), on aura alors n =1, &y = 1; en posant ensuite,
dans (112) el (101b), 533=...=5,=-—1 et en écrivant u, (p, 5) et e, (p)
au lien de w;(—1, ..., —1; p, 3) et ¢;(—1, ..., —1; p), on obtient
les équations

—“:?:_—mu)m(l’,z):%([’) (A=0,...,s—1);
(114) ’ s—1

us(p, 3) =— Y, Chun(p, 2).

\ =0

w.(p, ) — I3

Désignons par u’( p, 5) les solutions de ces équations pour

(115 a) ¢, =3} (A=0,...,s—1;0ZLaLs—1);

on trouve

A s 13
@ 1 pP—3+Vv 2 C-!l p—3Z+v
u = —I I £ - I I £ 7"
A (P) Z) @ z . S z
V=1 h=a+1 v=a4-1-
}\ -
Il —=—
— —
: . z
VY—a-+1
(115 )
s B
@:Zcul |L—_Z_+_" .
s 1 = ’
w=0 V=1
II =o(pouroLXZa); h a=0,...,5—1|,

2 v=a+1

INSTITUT HENRI POINCARE. — xIr, I, - 7
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et a aide de ces grandeurs, les solutions de (114) s’expriment par la

formule
s—1 .
* (116) - u*,\(p,z):ch(p)u({)(p,z) (h=0,...,8—1).
T=0

Comme pour @a=o, les grandeurs (115a) coincident avec les
deuxiémes membres de (29), la fonction G, ( p, z) qui figure dans (34)
est identique a u"’( p, z); on a donc, dans 'hypothése (113),

. s w —1
(117) ?’fo(p75)=l—[chf[[£lzz:—v] :
p=0

V=1
On obtiendra la fonction §, ., qui figure dans (39)-et (40), en posant,
dans (116), .= (—1)72C% et A = o; il vient ainsi, a l'aide de (115 b),

§—1 s

(1i8) Goa(p, 3)= %2(_1){_,10% 2 C‘fﬁ:——zz;v

T=0 w=T+1

De méme, les équations (g1) se réduisent dans I'hypothése (113),

pour zy==...= 3, 4 =—1, aux équations (114) avec
p—i—)\ A . , p+)\ (0) e
€= mgl\(—l,--.,—l,P,Z)=mu1 (p, 7);

en introduisant ces valeurs dans (116) (A = o), on obtient donc

s—1
. , “+x ,
(119) Y (p, z; = )—'—-‘Z 17_1?_—7—_—; ' (p, 5') ulP(p, ).
T=0

Enfin, on obtient de la méme facon pour la fonction T, , , qui figure
dans (gg) et (100), :

(120)  Loja,b(p, 55 3)

s—1 b s—1
+ < ,
= D (0 CLui(p, ) Y0 L B (i Ce i (p, ).
T=b p=0 Ti=a

* Les problémes qui concernent des groupes de lignes avec blocage
temporaire nécessitent la résolulion de systémes d’équations de la
forme [voir (62))]

-

(21 Ly(wi 3)=en(an oy 3) (=0, 0y s—1); L(w)=o. - °



PROBLEMES DE CALCUL DES PROBABILITES. 9t

Hypothése sur la forme de F (¢, 0). — Toutes les remarques d’ordre
général faites au sujet de (101a) et (1016) s'appliquent encore a ces
équations; on voit aussi que dans le cas ou F (¢, 0) est de la forme

F(t,0) =2(1 — e—ntya,(0)

v=1

[R(a1)>0; DERS) P\(an)>0;2(l~,(w) =l],

(122)

1

de sorte que la fonction €(zy, 22) [(43)] est rationnelle en 34, clles se
transforment ét se résolvent de la méme maniére que les équations (112).
Admettons, a titre d’exemple, que F (¢, 0) est le produit de la fonction
de distribution des durées de communication 1 — e~ par la fonction de
distribution (arbitraire) des périodes d’orientation g (0), donc

(123) S 0)=(a—et)g(h);
on a alors
(124) (a1, 32) = ——8(z), oi a(z)=f”ez"dg(a).

Substituons cette expression dans (62) et (121); les intégrales

N i —0
2—;;./‘ ... d se réduisent alors aux résidus en ff =—1. En posant
! —iw—0
dans (121) en oulre 3;—=...= &,=—1, nous oblenons
S(a—p—h)—1 28 (z—p—n) )
(1—z pP— 5+ A w(p, 3)— _z_—;-/j("“(})")"c'
(h=0, ..., s—1); ) -
(125) s—1
<
us(p, ) =—2‘Cs\u;k(p, z)
‘A:O .
[wn(—1, ..., —1; p, 3) =wn(p, 2); o(—1, ..., —1=aq)

Remplagons ici cy, selon (61), (64) et (70), (71), (124), par

p—z+)~+1—8(z—p—7~)]_

, 0 —_1\2Z2—a (& _ - a
(126) 3, (—nimeCl (—upme G 0,z EEE ARG P

uy(p, =) se confond alors respectivement avec Go(p, 5), Go,o(p, 5),

g'lo,a(p7 z)'
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Par exemple, on trouve ainsi pour ¢, = o) :

$

w—1
: _ 28(z—p—
90(}7’5):'31“‘)27;——— ycg’(p.——z—l—p,)l I p+v—z8(z—p V)’
v=1

— ) ek 28(z—p—V)
=1
(125) - o
\ _ I N i T p+v—3dz—p—V)
ou @ p—3 Zcf'(P z+‘u)II 38(z—p—V)
w=0 V=0

pour la fonction G,(p, 2) qui donne, en vertu de (34), la probabilité
d’aboutissement d’un appel.

CHAPITRE V.
VALEURS LIMITES DES PROBABILITES.

Examinons maintenant, dans ’hypothése

(128) = y = const.,

6l =

les valeurs de nos probabilités pour de grandes valeurs de n.

Comme nous avons pris la durée moyenne de communication
[voir (185)] pour unité de temps, la « quantité de trafic » y est égale
au nombre d’heures de communications demandées en ‘moyenne au
groupe par heure; dans les applications y peut prendre, indépen-
damment de s, n’importe quelle valeur positive. :

Pour R(p) >3], Go(p, z),' Go,a(ps %), .- sont holomorphes en p
et's [vorr (5) et (31)]. Admettons maintenant que la fonction u(p, =)
qui figure dans (32), soit holomorphe et O(1) dans le domaine

 (129) R(p)>|z|—3,

d désignant une quantité positive arbitrairement petite qui pourra varier
ave¢ | #|; on montre alors sans difficulté que

0, (u(p, 2 )

(130) = (p—=D! _1_/‘»‘* vads [d—__(em«'»u(p, Z)>] a O(e—<'n)

B 271 —5 J —z 3"
’ _\'—l"/EO)‘ P p=2

<pour%=y, n——>oo>,

¢’ désignant ici une quantité positive qui ne dépend pas de n.
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Comme développement asymptotique de cette expression, on obtient,
grice 4 la méthode du col, une série (divergente) de la forme

u(y, y)+%l -+ % ..., et en particulier on a
(131) "!i_lT:oQ"(u(P’z%y):u(y’y)’

Les calculs faits dans le précédent Chapitre montrent que dans les
hypothéses (110) [ou ('122)] sur f(¢) [ou & (¢, 0)], les fonctions G+ (p, 2),
Go,a(p» 5), - .. sont méromorphes dans un voisinage de la variété
R(p) =|%]|. Nous montrerons ailleurs que pour de tels G,(p, 5), ...,
la condition mentionnée relative au domaine (129) est satisfaite. ‘

De méme, cetle condition est satisfaite dans le cas s =1 pour lous
les ¢(z) qui sont holomorphes en 5 = o. Car, a P'aide de la formule

1 f"*’ e(—f)—1 dg _E(sz—p)—1
— )

a2zt . 14 p—3z3—¢ p—3

(28), (29), (91), (94 a-c) donnent alors

1 . _ p—=
. S A= =)
e Z;Z, — /}7’( p—3=
32y | A = e e p e (s =)
re Z;Z,,Z” = //P " /p 7 L=
P P=FT=p) P T =p) p— G =)
(s=1),
et l'on vérifie sans peine que la fonction — £ "= ¢t holomorphe
p—35e(5—p)

et O(1) dans le domaine (129). Dans tous ces cas, les relations (130)
et (131) sont donc valables.

Pour les valeurs limites des probabilités correspondanta G, (p, 2), ...,
et qui seront désignées par P =1lim p(y; n), ..., nous obtenons, grace
n—own

a (131) les expressions suivantes : -

A. Groupe de s > 1 lignes sans blocage :

s —1
(133) P=go(y,y)=‘—§[2%‘!v:|

V=0

(probabilité d’aboutissement d’un appel).
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(134) Pu=Go.aly, })—'—[2‘3/,}] (a=0,...,5)

v=0"

(probabilité pour qu'un appel trouve exactement a lignes occupées).

(135 Pl)z/_I“”( , Y31 Y5E)
Y

i=o0
Ty —1 s—1
[y
- 27 1— 3 vl
v=0 V=0
; |
| oo oo —yz+v>] YT

®=0 v=1 T=0
s—T—1
_y+T l—I »
}, Y2+ (}/ }/z+Vl) Z EV! }
vi=1 . v=0

(fonction génératrice des probabilités pour qu’un appel ainsi que
le j*m° appel précédent aboutissent).

Cette formule n’est valable que dans I'hypothése f(t)=1—e",
tandis que les expressions de P et P,, sont indépendantes [voir équ. (109)
pour ¢;= ¢;] de £(¢). ‘

En outre, on déduit de (132) les formules

1 I
= I+y 1——za(yz—y)’

( 2 ) ’ 1 I 1
' Ty, x5 s y8) = w7 s
\

g " (v, x5 %)
(136)

I+y 1—ze(yz—y) 1—35e(yz'—y)
(s=1),

valables pour tout ¢(z) qui est holomorphe en z =o.

B. Groupe de s>~ 2 lignes avec blocage, dans U'hypothése d’une
répartition exponentielle des durées de communication. — A l'aide
des notations '

/ 1 o
y@(y,y)—y+s(x+ya(0)ECulr“Hvﬁwgz_jg ,));

(137) R

a(s)= [ e dg(0),
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(34) et (127) donnent
B . v+y(1——5(—\'))
(138) P =Gulr.r) = ZIEn J/)ZCA - u[] ey m—

V=1

(probabilité d’aboutissement d’un appel).

En pratique, on utilise surtout la grandeur 1 — P qu1 est la proba-
bilité de perte d’un appel (7).

En résolvant (125) pour les quantités deuxiéme et troisiéme indiquées
dans (126), on obtient en vertu de (63), (72), (74) et (76) respectivement

$—1

S . —a 1

e G0l ) = Sy A O

$§—1

v+]’(l—5(—v))
(139) XZCF W H 5 (—)
p=r V=T+1 *
(a=0,...,5—1),
. .

l)5=1_g’0,8()/,y)= m

(probabilité pour qu'un appel trouve exactement a lignes occupées,
le groupe étant accessible)

et
P, =G0.(5,%)
B IR et
<[i?(3(;1)],_0¥1+3’(0); a=o, ...,s_2>,
P, = $ 1—6(;__.5)

@y, ) (s—1)8(1—35)
(probabilité pour qu’un appel trouve exactement « lignes occupées,
le groupe étant bloqué).

(") Dans C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 2045, nous avons désigné la probabilité
0

de perte par lim P(y; n). Dans les hypothéses g(f) =1—e b, donc §(z) = " lbz’
n—w —_—

et 0 = const. = b, donc 8(z) = ebs, b étant une constante positive, (138) se confond

respectivement avec la formule de MM. R. Leroy et E. Vaulot (C. R. Acad. Sc., t. 220,

1945, p. 84) et avec la formule de M. R. Fortet (C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 159).
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§—1

De (140), on déduit pour P’:Z P! la formule
a=0
P - s8'(0) _ v+y 1—0( )) ,
(141) w(y,y)zcé_ly @[] =y (0)P.

(probabilité pour qu’un appel arrive & un instant ol le groupe est bloqué ).

En vertu des équations (41a,b) et (128), le trafic écoulé par le
groupe est, pour n = o, ¢gal & .
(142) P
et de méme, yP, et y P sont respectivement les parties du trafic qui
sont demandées pendant que le groupe se trouve dans un état de proba-
bilité P, ou P’,.

A l'aide de (137) et (138), il vient ensuite

s—1 s§—1

(143) limyP = Ci[3(z =5 3 0L 1—[(1—0( Dl | ISR
p=0

v=1 v—-p.+1 )
x[sa'(o)EC{t_ H(I—o(—v)) 1] 3(—v) +[[o(—v)] <s.
w=0 v=1 V=41 v=1

Nous retrouvons ainsi, comme il fallait s’y attendre, la constante qui
figure dans R, (141) et (145) et dont la signification était la suivante (*):

Un groupe de s lignes avec possibilité d’attente, ot les durées de
' communications sont réparties selon (113), ne peut se trouver en état
d’équilibre statistique que lorsque le trafic imposé ns[ = y]est inférieur

a C5(3)).

(%) Dans R, équ (144), 3¢ ligne, il faut lire :

s—1

cp=—28%s L("_ H(l-——o(—v)) H B /)+p.H(:—5(—v)Ho(—v)

A=0 v=1 v=A+1 v=1




