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Généralisations de la loi de probabilité

de Laplace

par

Maurice FRECHET.

RESUME.

Deux définitions sont données pour étendre la définition classique de
la loi de probabilité de Laplace (dite aussi loi normale) concernant un
nombre aléatoire. Toutes deux s’appliquent au cas d’un élément aléa-.
toire de nature quelconque, choisi dans un espace vectoriel distancié.

Dans la premiére, X est appelé un élément aléatoire laplacien si £X
est un nombre aléatoire laplacien quelle que soit la fonctionnelle
linéaire £2X. La seconde estune définition descriptive quine présuppose
pas ce qu’est un nombre laplacien et qui est fondée sur I’extension d’un
théoréme de Serge Bernslein.

SUMMARY.

Two definitions are given for extending the classical definition of the
Laplace (or so called, normal) law of probability of a random number.
Both apply to the case of a random element of any nature whatsoever,
chosen in a distanced vectorial space.

In the first one, X is called a Laplacian random number if £X is a
laplacian random number for every linear functional £X. The second
is a descriptive definition which does not presuppose what a Laplacian
number is and is based on an extension of a theorem of Serge Bernstein.

INSTITUT HENRI POINCARE, — XII, T. 1



M. FRECHET.

i

FONCTION CARACTERISTIQUE.

Fonction caractéristique dans un espace vectoriel distancié. — Soit X
un élément aléatoire de nature quelconque choisi au hasard dans un
espace vectoriel distancié B. W. (*). Et soit £X une fonctionnelle
linéaire (2) définie sur B. W.

Par exemple, si B. W. est un espace cartésien a un nombre fini, r, de
dimensions, X ayant les coordonnées X, ..., X,, £X sera de la
forme

LX=tXi+. .o+, Xp
ou &y, ..., ¢ sont des constantes.

Dans ce cas, on appelle, depuis longtemps, fonction caractéristique
de X, la fonction

ox(Ly vy £,) = O lltXiroottrXe) = DI @1£X,

t1, ..., ¢ définissent £ et inversement; on peut donc aussi représenter
la fonction caractéristique par la notation condensée

ox[£] = oM eirx,

Cette notation ou n’intervient plus 'hypothése que B. W. estici a
r dimensions, nous invite a une extension immédiate. Quand 1’élément
aléatoire X appartient a un espace vectoriel distancié quelconque B. W,
nous appellerons (*) fonction caractéristique de X, I'expression déja
considérée ci-dessus

ox[£2] = Ol el£X

qui fait correspondre a toute fonctionnelle linéaire £2X définie sur B. W.,
un nombre réel ou complexe fini et déterminé ox[ £].

(*) Pour la définition d’un espace vectoriel distancié (donnée simultanément par
N. Wiener et Banach) voir par exemple notre ouvrage Les espaces abstraits, chez
Gauthiex-Villars, 1928, au paragraphe XIV, p. r4:. )

(?) Cest-d-dire une transformation de chaque elemcnt z de B.W. en un nombre réel
£z, qui soit distributive et continue :
CE(Z T, = BT A £ T lim LT, = Lx
Hxa—x|| >0

(3) Cette définition (ou des définitions voisines) ont été déjd proposées. par divers
auteurs. Voir, par exemple, pour le cas ou X est une fonction : Le CaM, Un instrument
d’étude des fonctions aléatoires : la fonction caractéristigne (C. R., t. 224, 1947,
P. 710-711), et pour le cas général, MU E. MouRIER, Sur Uespérance mathématique d’un
élément aléatoire dans un espace de Banach (C. R. Acad. Sc., t. 229, 1949, p. 1300-1301).
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Par exemple si B. W. est 'espace H de Hilbert, X a une suite de
coordonnées X; telle que 2X; converge et £X est de la forme

£X =t Xy,

ou la série ¢: converge. Dans ce cas, la fonction caracléristique est
aussi une fonction de la suite infinie des ¢ :

q)(t17 ta, .. ) = I eittaXi+.. +Xet.o),

Si B. W. est l'espace L, des fonctions numériques X () d’une variable
numérique z, qui sont de carré intégrable sur un intervalle fixe I, on
sait que £X est de la forme

£X =fX(.z') l(x)dz,
1

ou [(x) appartient a L, de sorte que la fonction caractéristique est
aussi une transformation de /(z) en un nombre réel ou complexe
i X{(x){(x)dx
B[l]=Me Jxe :

Si B. W. est I'espace C des fonctions numériques X () d'une variable
numeérique z continues sur un intervalle fixe I, on sait que

£X =fX(x),1L<x),
1

ou L(z) est une fonction a variation bornée. La fonction caractéristique
est alors une transformation de L(z) dans le nombre réel ou complexe
le(.r)dL(.t)
W[L]=Re" .

Considérons encore le cas ou, X étant choisi au hasard dans un espace
vectoriel distancié B. W., nous supposons que cet espace possede une
base. C'est-a-dire qu’il existe une suite dénombrable d’éléments distincts
e1, es, ..., de B. W. pour laquelle, quel que soit I’élément X de B. W.,
il lui correspond une suite et une seule de nombres X,, X,. ... tels
que

X=X1€1+ Xgeg-l—...,

cette égalité signifiant que

lim || X — X0 || =
n>o
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en posant
Xi(n) = Xl e —+...+ X,,e,,.

Toute fonctionnelle linéaire £2X définie sur B. W. étant distributive
et continue, on a

£X = lim £X0 = lim (X, £e,+. ..+ X, Le,),
n>= >0

d’ou
LX=X Ley+...+ X, Lep+...,

X, étant par hypothése complélement déterminé par X, c’est une fonc-
tionnelle de X. On démontre qu’elle est lindaire.

Notons enfin que si un espace vectoriel distancié posséde une base, il
est séparable, c’est-a-dire qu’on peut extraire de cet espace un ensemble
dénombrable N tel que tout point de P'espace soit limite d’une suite
extraite de N.

On voit que, dans le cas actuel, la fonction caractéristique de X

ox[£] = IR eteX

peut étre représentée par

ilim £X7

ox[£] = M %" = N[ lim e85 = ON Lim e!(XuLert..+X,Le,),
o Ln>w n>w
Inversion. — Quand on se donne la fonction caractéristique ox[£]

de I’élément X, on en déduit la fonction caractéristique du nombre £X
9ex(p) =M eleFX=ox[o L]

Il y a donc une seule loi de probabilité correspondante de £X, définie
par sa fonction de répartition Fe(2) au moyen de la formule connue

1— e—ixp

“+»
1
Fe(z)—Fe(0)=sov.p. [ oxlef1-—dp,

+» +C
oflv.p.f est mis pour lim f et ou la constante I (o) est déter-
—»n Cxr+ad_¢

minée par la condition F(— o ) =o.
La connaissance de la fonction

Fpe(x)=Prob[ £X < z]

quelle que soit la fonctionnelle linéaire £X contribue a la connaissance
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de la loi de probabilité de X. Car la « fonction de distribution » de X
P(e) = Prob. [X appartient a 'ensemble e de B. W.] sera connue pour
‘tout ensemble e constitué par tous les points de B. W. situé¢ d’un méme
coté du « plan » £X =z de B. W.

On sait méme qu’au moins dans les cas les plus simples (par exemple
quand U'espace B. W. est un espace euclidien & un nombre fini de dimen-
sions) la fonction caractéristique ox[ £] de X détermine complélement
la loi de probabilité de X.

On peut aller plus loin en revenant au cas ou X appartient & un
espace vectoriel distancié possédant une base.

Nous voulons démontrer que la loi de probabilité de X sera bien
déterminée par la connaissance pour toute fonctionnelle linéaire £ de
la valeur correspondante de la fonction caractéristique de X, ox [ £7].

En effet, quels que soient les nombres certains i, s, ..., ln,
Iexpression

L)X =X+ .+ X,

est évidemment une fonction linéaire de X; connaissant ¢x[£], on
connaitra en particulier

ox[£n] = M einX = I el tXurk- - +1uXa),

Or cette derniére fonction est la fonction caractéristique classique
pxm(t) = ?Xl,...,x,,(th s )
du point aléatoire X(®) de I'espace euclidien a n dimensions, Et I'on sait

que la connaissance de cette derniére détermine la fonction de réparti-
tion de X%, soit

Fu(xi, .., ) =Prob[X, < xy, ..., X<zl
Ainsi connaissant gx[ £7] pour toute fonctionnelle linéaire /7, nous savons
déterminer quel que soit 7 la fonction Fy(2s. ..., z4). Or si l'on pose
Prob[Xy < &1, - oy Xn < Zuy Xn < Zogry -] =F (&1, ooy Zny Tty - 2),
on a évidemment

F(zy, @3y ovvy Zny -..)=lmF,(2, ..., Zn).
n>»

Nous voyons bien finalement que la connaissance de ox[£], quelle
que soit la fonctionnelle L2, détermine la connaissance de la fonction de
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répartition de X mise, dans le cas actuel ou B. W. a une base, sous la
forme F(zy, ..., z,, ...).

PREMIERE DEFINITION
DES ELEMENTS ALEATOIRES LAPLACIENS.

Nombre aléatoire laplacien. — Soit X un nombre aléatoire; sa fonc-
tion de répartition est .
’ F(w):l’rob’(<x:.

On dit souvent (a tort du reste) (") que X obéit a la loi normale ou a la
loi de Gauss quand F(z) est dérivable et quand de plus sa « densité de
probabilité », F, est de la forme

(1) Fr, = esta),

ou g(z) est une fonction du second degré de z. Nous dirons que X est
un nombre aléatoire laplacien (') quand F, existe et est de la forme (1)
ou g(x) est une fonction au plus du second degré en z. Dans le cas ou
g (z) se réduil au premier degré, X est presque certainement constant
et 'on pourra considérer que dans ce cas on a affaire a une loi de
Laplace singuliére ou dégénérée. Dans les deux cas, on sait que la
fonction caractéristique de X peut étre écrite

’ ) X —(oxp &
(2) ox(t)=MeiX=¢ *,

ou X et (oy)*=IM(X —-'X)ﬂ sont la moyenne et la tluctuation de X.

Elément aléatoire laplacien. — Un point X de I'espace euclidien a
r dimensions vérifie la loi de Laplace-Bravais lorsque ses coordonnées

sont de la forme
Xp=ci XMW, .4 g X7,

(') On sait que -dans les applications (en particulier dans les phénoménes écono-
miques), on rencontre des lois de probabilités trés différentes (sans étre anormales
pour cela) de la loi des erreurs d’observation.

C’est de Moivre qui le premier a obtenu P'approximation de la loi binomiale par une
intégrale, comme, avant K. Pearson, Laplace P'avait déja rappelé. Mais c’est Laplace et
non de Moivre, qui a le premier considéré cette intégrale comme définissant la loi des
erreurs d’observation. A cette époque, comme I'a signalé E. B. Wilson, Gauss n’avait
encore que trois ans.
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ot X1 ... X" sont des nombres aléatoires laplaciens indépendants et
les ¢’ des constantes. On a alors

(3) ¢(t]7 ey tr) — N eittiXit.) = I @i (XS . .. +0XT)
PR— 72
p— i WX — 5 (on)
= O eltiX UL ei}X2, . = ¢ 5
(UXT o X7) = LU (00 (12 (6772]
= e 2

_ . ’
(6 X 40Xy — S QU ey )
=e - s

ou

ti= El/;ci_,

etou Q(¢y, ..., ¢t ) est une forme définie (ou semi-définie) positive en
tyy Loy ooy Ere
D’ailleurs
Qt1, ..., t) = SO | 2 (X0 — X0 5
=X X — o X — X[
=m{ (X, +...+t,X,) — (LX) ...+ 6X,) 12

2

)

En posant encore
£X =t Xy 4.4+t X,
on a donc
° i—é_}{ _% G}’x

(4) ox[£]=@(, ..., tr)=¢ B >
ou £X et iy sont la moyenne etla fluctuation du nombre aléatoire £X.
De sorte que £2X est un nombre aléatoire laplacien.

Nous sommes ainsi conduit a la généralisation suivante de la loi de

Laplace.

Loi de Laplace généralisée. — Nous dirons qu'un élément aléa-
toire X (de nature quelconque) choisi au hasard dans un espace
vectoriel distancié B. W. est un élément laplacien, lorsque £ X est un
nombre aléatoire vérifiant la lof de Laplace (dite aussi loi normale)
quelle que soit la fonctionnelle linéaire £X définie sur B. W. (1).

Par exemple, si 'espace B. W. se réduit a un espace euclidien C, a

(1) On pourra admettre comme cas singulier que pour certaines fonctionnelles
linéaires £X, £X soit presque certainement constant, mais il ne devra pas en étre ainsi
quelle que soit £X, ce qui aurait lieu si X lui-méme était presque sdrement constant.
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r dimensions, on devra avoir pour sa fonction caractéristique l’expres-
sion (3) qui peut aussi s’écrire
(6 Xere 4+ 4,X) — LES gy om (X — X)) (- X,)

(%) B(ty, ... 1) =e : i) '
Par excmple si 'espace B. W. se réduit a 'espace de Hilbert H, on aura
encore une expression analogue, mais avec un nombre infini de para-
métres ¢ tels que Z¢; converge.

Si B. W. se confond avec L, on aura pour sa fonction caractéristique

10 [ X (@) t(a) dw —§ 00 ; J ) — K@) t@) ax 22
Ox[l]=e 1 : :

. SiB. W. se réduit a l'espace C des fonctions continues, sa fonction
caractéristique sera

ion 'X(x)dL(x)—ém‘ '[X(x)—im]dux) /"
Y[L]=¢ . : ljr =

Propriété de la loi de Laplace généralisée. — Si X, Y sont deux élé-
ments aléatoires laplaciens indépendants choisis au hasard dans un
espace vectoriel distancié B. W. quelconque, = un élément certain de
W.B.eta, b, c trois nombres certains quelconques, alors

Z=aX+bY+cs

qui appartient aussi & B. W., est aussi un élément laplacien.
Car
(5) Ll=alX+b0L2Y +cLz.

Au second membre a, b, ¢, £z sont des nombres cerlains, £X et £Y
des nombres aléatoires laplaciens, indépendants, donc £7Z est un
nombre aléatoire laplacien, quelle que soit la transformation £Z. Des
lors Z est bien un élément laplacien.

Inversement, si Z est un élément laplacien de B. W., si a, b, ¢, 5 sont
certains (ab£0), alors, si X et Y sont indépendants ils sont aussi
laplaciens. Car le nombre 27 étant laplacien el les nombres aléatoires
£2X et £Y élant indépendants, il résulte du théoréme de Lévy-Cramér
que £X et £Y sont laplaciens quelle que soit la transformation £X
(Uune ou l'autre pouvant cependant étre un nombre presque stirement
constant pour quelque fonctionnelle particuliére 7). Dés lors X et Y
sont laplaciens ('un d’eux peut étre presque sirement constant,
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lautre étant laplacien non singulier, si Z n’est pas singulier. Si Z est
presque certainement constant, X et Y le sont aussi).

GENERALISATION D'UN THEOREME
DE SERGE BERNSTEIN.

Vers une définition descriptive de la loi de Laplace. — Nous avons
présenté plus haut une généralisation de la loi de Laplace, en partant
de la définition « constructive » classique, supposée donnée, de la loi
de Laplace pour un nombre aléatoire.

On peut considérer comme souhaitable une définition de la loi de
Laplace qui conviendrait a des éléments aléatoires de nature quelconque
comme & des nombres aléaloires; c’est-a-dire ne supposant pas, contrai-
rement a ce qui a été fait plus haut, que 'on connaisse déja la défini-
tion d’un nombre aléatoire laplacien.

C’est ce qui est rendu possible par un théoréme di a Serge Bernstein
quand on léve une restriction qu'il contenait, quand on en modifie la
forme pour en faire une définition et quand on en étend la portée,
comme nous allons le faire maintenant.

Théordme de S. Bernstein. — Serge Bernstein a démontré (') le
théoréme suivant : Pour que deux nombres aléatoires indépendants
X, Y, chacun pourvu partout d’une densité de probabilité et ayant
la méme fluctuation o* finie et = o, soient deux variables lapla-
ciennes, il faut et il suffit que X + Y et X — Y soient indépendantes.

(') En russe (avec un résumé frangais) sous le titre : Sur wune propriété caracté-
ristique de la loi de Gauss, p. 21 et 22 des Transactions of the Leningrad Poly
technic Institute, 1941.

Le théoréme de S. Bernstein est le cas particulier pour n = 2 de la proposition sui-
vante : si X, X,, ..., X, sont n» nombres aléatoires indépendants ayant méme loi de
probabilité que X, la condition nécessaire et suffisante pour que X soit laplacien est
Xi+...+ X, (X, —M, )*+. .+~ (X,—M,)?

n n
supposant I’existence d’une densité de probabilité et d’une fluctuation finie de X, la
condition nécessaire a été énoncée par Student et démontrée par R. A. Fisher, la
condition suffisante a été démontrée par R. C. GEARy, Journal Royal Statistical Soc.,
Suppl. vol. 3, puis d’une autre fagon par Lukacs, Annals Mathematical Statistics,
vol. 13, 1942.

Le cas de » >> 2 ne parait pas propre a une extension simple aux espaces vectoriels
distanciés.

et S*=

que M, = soient indépendants. En
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On peut étendre cette proposition au cas ou 'on ne suppose l'exis-
tence d’une densité de probabilité ni pour X, ni pour Y, au moyen
d’'une démonstration tout a fait différente de celle de S. Bernstein (en
ce qui concerne la condition suffisante). Ceci fait, une modification
simple des termes du théoréme permet d’en tirer une définition
« descriptive » de la loi de probabilité de Laplace, définition équivalente
a la définition « constructive » habituelle. Et cette définition descriptive
a ce grand intérét de garder un sens (grace & l'élimination de '’hypo-
thése de V'existence d’une densité de probabilité), quand X ct Y au
lieu d’étre des nombres aléaloires sont des éléments aléatoires de
nature quelconque pris au hasard dans un espace « vectoriel distancié »
de Banach-Wiener ou méme dans un espace plus général encore.

Nous avons enfin appliqué la nouvelle définition au cas ou X est un
point aléatoire de I'espace euclidien a un nombre entier de dimensions
(cas ou cette définition descriptive est équivalente & la définition cons-
tructive de Laplace-Bravais) et au cas de I'espace de Hilbert.

Extension du théoréme de Serge Bernstein. — |. Nouvelle démons-
tration de la condition suffisante. — Pour la condition suffisante, nous
n’aurons besoin ni de supposer’existence d’une densité de probabilité ni
méme de supposer les fluctuations égales. Notre démonstration ne fera
méme intervenir qu’a la fin la supposition. que les fluctuations soient
finies.

Soient donc deux nombres aléatoires indépendants X et Y TELS
seuLeMeNT d’abord, que X+ Y et X — Y soient aussi des nombres
aléatoires indépendants.

Représentons par ¢x(¢) la fonction caractéristique de X,

ox(t) = OM eitX,
Posons
2X=U~+YV,; 2Y=U—YV,
d’ou
ox(28) = 9x(8) = 9y(2) ov(£),
d’ot encore

(6) ox(22) = ox(¢) oy () 2x(¢) 9y () = [ox(8)]? ox (¥) oy (— ¢).

De la méme facon
oy(21) = 9y(t) o_y(2),
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d’ou
(7) ev(28) = [ox (O] ex(2) ex(— 1),
ox(¢) n’est jamais nul. S’il existait un nombre ¢, tel que ¢x(¢) =o, on

aurait d'abord ¢, 3£ o, puisque ¢x(0) =1.
Alors d’apres (6)

0= 2x(l) = [%(g)]@\(%) ‘PY(—;O)'

11 existerait donc un nombre £, === 2 et tel que ¢x(&)=o0 ou

2

oy(t1) = o. Par récurrence, on verrait qu’il existe ¢, =k 2% tel que
ox(ta) =0 ou gy(t,) = o.

L’une au moins des deux fonctions gx(¢) el ¢y(¢) serait nulle pour
une infinité des nombres ¢, et puisque ¢,—>0 et que toute fonction
caractéristique est continue, on aurait gx(0)=o0 ou ¢y(0)=o0, ce qui
est impossible.

Ainsi, on peut, quel que soit ¢, prendre les logarithmes [ que nous
appellerons ¢ (¢) et W(¢)] des deux fonctions ox(¢), oy(t).

Un probléme de calcul fonctionnel. — Les logarithmes §(¢), W(¢) de
ces deux fonctions sont donc deux fonctions déterminées, telles en parti-
culier que {(o)=W(o)=o0 et vérifiant le systéme d’équations
fonctionnelles

(6 bis) Y(20) =2 Y(&) = W(t) + W(—0),
(7 bis) W(22) —2W(t) = U(2)+ U(—2).

Résolvons ce probléme purement mathématique. En faisant { =o
dans S, on vérifie d’abord que 4 (o) =¥ (o) =o.
Posons
Q(t)=‘¥(l)-';‘y(t); *!J(t)—z‘l"(t)_

1(t) =

On aura en ajoutant et retranchant (6%) et (70%)

) (2(20)—22(0)= 2(t)+2(—2¢),
*) | T(2t)— 21(8) =— I(t)— I(—1).

On a d’abord

I(2t)=1(¢)—I(—1), dou I(—a2t)=I(—2)—1(z)=—1(2t);
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donc I(¢) est une fonction impaire et par suite
(9). I(2¢) =21(2).

En posant
I(t)=¢a(t)
pour ¢ 4 0, on a donc ‘
2ta(at) =2ta(l)
“et par suile, pour ¢ %o,
a(2t)=a(t).
Pour ¢ > o, posons
t=292" et m3( ) = a(2h),
on aura
m3(h) = ms(h 1)

I(t)=tn3<%i>,

ol 3 (1) est une fonction définie quel que soit A et de période égale a 1

Ainsi pour £ > o

et ot pour abréger Lu désigne le logarithme népérien de u.
Pour ¢t << o, ona

L(—
I(t):—I(—t):—(—t)ﬁ3< (1,;))
ou
Donc, quel que soit le signe de ¢t £ 0, on a
L
(10) [(z):zzg( l[:' )
Passons a 2(¢). Posons
pt)= Q;____._m*f(—”; i(t) = ~(”—<‘>—2"=’2(—” '

et portons dans (8)

p(et)y+i(2t)—a2p(t)—2i(t)=2p(t)
ou
p(28) — 4 p(2) =21(8) —i(22).

Les deux membres sont des fonctions respectivement paires el
impaires. Leur valeur commune est donc nulle.

On a d’abord
i(2t)=121i(2)
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qui se traite comme la relation (9) et donne
. _(L|¢]
l(t) = tl..«z(—LT>)

ol , (1) est une fonction de période égale a 1. D’autre part
p(2t)=4p(2),
d’ou, en posant

fi(t)zp—izﬁ pour ¢ 3o,

B2t)=53(¢)
et par suite

. Lit
g(t):.—ly( 1121> pour ¢>o,

ot (1) est de période 1.
Et puisque p(t) est paire

p(t)-_—ﬁu;(L]li! ) pour {3 o.

Ainsi

d’ou enfin

Lt
¢(t)=tzm<L[1‘;[>+t7:(IL[‘i’):
L Li¢|
(1n) W(t):tam( ]!Jtzi>+t7:,< 1142|) pour 3o,
L avec L(o)=W¥(o) =o,

ou w (%), m(A), my(A) sont trois fonctions de période 1. Les expres-
sions (11) fournissent, en prenant pour @, m, T, trois fonctions
absolument quelconques de période 1, la solution la plus générale
de (S), puisque réciproquement ces expressions vérifient (S), comme
on peut s’en assurer immédiatement.

Pour utiliser ce qui précéde dans notre probléme de Calcul des
probabilités, on pourrait penser d’abord a chercher parmi ces solutions
celles-qui sont logarithmes des fonctions caractéristiques et satisfont
ainsi a certaines conditions supplémentaires.

Mais cela n’est pas nécessaire, comme le montrera la suite.
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Soit alors Z une variable aléatoire indépendante de X et ayant la
méme loi de probabilité et T = X — Z. On aura

or(2) = ox(?) 92(— ) = ox(¥) 9x(— 1),
d’ou

2T .ILIL
(12) a(t)=e (%5 )

Soient maintenant Ty, T, ..., T, les valeurs de T dans n épreuves
indépendantes et

K, = Ty+. .:;— T, .
Vn
On a

‘ n 223y M_}.!‘ﬁ
‘Pﬁn(t)z‘?T,(ﬁ)""PT;(#):[?T({‘};)] = ( teo2 2).

Si p esL un entier positif pair, alors, quand on prend n = 27,

o (1L

(13) Prp(t) =€ . o1(8),

de sorte que K,r a une loi de probabilité, celle de T, qui est indépen-
dante de p. :

Si la fluctuation de X est finie mais nulle, X et par suite Z, sont
presque certainement égales, a une méme constante et T est presque
certainement nul, donc ¢;(¢) =1 et alors w(1) = o. D’ailleurs, dans ce
cas, X+ Y et X — Y ne peuvent étre indépendants que si Y est aussi
presque certainement égal a une constante.

Et réciproquement si X et Y sont presque certainemenl cons-
tants, X + Y et X —Y sont indépendants. On a ainsi le systéme de
solutions le plus général quand la fluctuation de X est nulle (et alors
celle de Y Test aussi). _

Si la fluctuation de X, soit, o2, est finie et non nulle, X et par suite Z
ont une méme moyenne X =7 finie et déterminée, et T = 0. On sait
qu’alors ¢g (¢) converge quand n—co vers la fonction caractéristique

d’une variable laplacienne ayant pour moyenne et fluctuations celles
de T, soit zéro et 252, Or

(14) 22(8) = o, (1) = lim 9y, (0).



GENERALISATIONS DE LA LOI DE PROBABILITE DE LAPLACE. 15

Ainsi T est elle-méme une variable laplacienne. Mais T =X —Z on
X et Z sont indépendants et ont chacun une fluctuation 425£ 0. Donc,
d’aprés le théoréme de Lévy-Cramér, X est une variable laplacienne.
D’ailleurs, le raisonnement fait pour ¢(¢) peut se répéter pour W(¢).
Mais d’aprés (13) et (14), w() est une constante > 0; comme m(A)
figure aussi dans W(¢), on voit qu’en désignant par Z, une variable
aléatoire indépendante de Y, mais avec la méme loi de probabilité, et
posant Ty =Y — Z,, on aura

or,(8) = €',
avec @ conslant et £ o.

De sorte que Ty est aussi une variable laplacienne avec la méme
fluctuation 2 o2 que T. Alors Y est aussi non seulement laplacienne mais
a la méme fluctuation que X.

On peut donner aussi la démonstration suivante. D’aprés Paul
Lévy (1), quand X a une fluctuation ¢ finie, on a
(15) log;ﬂl):iit-—i)ﬁ—)—t?s(t), avec 3i;x(1}e(t)=o.

On a donc d’aprés (3)

ix—c——j+t€(t)=n Lit] +tw Ll_tl .
P Lo L2

En remplacant ¢ par 22¢ ol p est un entier négalif

< 29p ¢ . e L
iX — 22 —+—2/'t€(2/’l)=::(l : ,>+2/)tm<IILL>,

2 Lo .2

d’ou, en faisant croitre p indéfiniment par valeurs négatives

(Bl — %
= <?> = const. = X,

et par suite

a2 Ljt
-5 +€(2/"t)=m< l[2|>'

D’ou en faisant encore tendre p vers — oo

Lj¢l 62
o] = const. =— —

Lo

(*) Voir formule (17), p. 42, dans sa Théorie de laddition des variables aléatoires,
chez Gauthier-Villars, Paris, 1937.
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et finalement

(16) ox(t) =iXt— Z 12,

Condition nécessaire. — Ici on peut conserver, sans chercher a en
étendre la validité, la démonstration de S. Bernstein. Comme elle est
rédigée en russe, rappelons-la ici. On suppose que X el Y sont des
variables laplaciennes indépendantes et, conformément au résultat précé-
dent, nous supposerons qu’elles ont méme fluctuation ¢*(5£0). Alors

elles ont chacune une moyenne finie et déterminée X, Y. Suivant la
remarque de S. Bernstein, on a

(17) MU—TOI(V-V)=m(X—=X)—Mm(Y—-Y)=o.

D’autre part il résulte des hypothéses que U=X +~YetV=X—-Y
sont comme on le sait, nécessairement aussi des variables laplaciennes.
Mais de plus, Bravais a démontré que laloi de probabilité du couple
U, V est la loi de Laplace généralisée. Et 'on sait que. dans ce cas, la
condition nécessaire et suffisante pour que U, V soient indépendantes
est que leur coefficient de corrélation linéaire soit nul, ce qui est le
cas ici d’aprés (17). Donc U et V sont indépendants.

On peut aussi donner une autre démonstratior au moyen des fonc-
tions caractéristiques.

On pose

opy(t, 1) = M elllt+¥),
D’ou _
op,v(L, 1) = M UHORFU=ON = o (£ 1) oy (. — '),

et lorsque X, Y sont deux variables laplaciennes de moyenne X, Y et

de fluctuations g2, o2
(A (et
2

9

opv(t t)= ellt+)X+i(t—1)Y ¢ 2 e
1
— _ — Z [2(0 G 2L (G — G 4 12 (G2 72
it T itV g 2 (6*+07) ( )+ (0% +67%)]
Mais puisque U, V sont, comme on le sait, dans le cas actuel, des
variables laplaciennes de fluctuations ¢"?=¢2+ ¢, on a
L= 126" - 2o

Ul ——— , wv——
ev(t)=e T oy(t)=e .
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Dés lors . :
ou,v(t ¢) = ou(&) ov(2) (8, 1),
ou '

$(¢, ') = ett'lo'2—02),

Ainsi pour qu’on ait
(18) Px4y, x—v( % ') = ox,v(?) oxy(?),

quand X et Y sont deux variables laplaciennes indépendantes, il faut et
il suffit que leurs fluctuations o? et ¢’ soient égales quand on donne X,
on pourra prendre a cet effet pour Y un nombre aléatoire indépendant
de X, mais avec la méme loi de probabilité. La condition (18) exprime
d’ailleurs que les variables aléatoires X + Yet X —Y sontindépendantes.

DEUXIEME DEFINITION
DES ELEMENTS LAPLACIENS.

Définition descriptive d’un nombre Laplacien. — Il resulte de ce qui
précéde que :

Pour qd’un nombre aléatoire X obéisse a la loi de Laplace, il
SJaut et il suffit : 1° que sa fluctuation soit finie et £ o; 2° qu’il
existe un autre nombre aléatoire Y indépendant de X et tel
que X +Y et X —Y soient indépendants. ’

Généralisation de la fluctuation. — Considérons maintenant d’abord
le cas on X (au lieu d’étre un nombre aléatoire) est un élément aléa-
toire de nature quelconque pris au hasard dans un espace distancié

complet @ (V).

Soit (7,)?=IM (X, a)?, ot a est un élément certain de 'espace M et
ou (X, a) est la distance de X et de a. Nous appelons fluctuation de X,
la borne inférieure de (o,)? quand a parcourt . -

(') Un espace @ est distancié si & tout couple d’éléments a, b de @ on peut associer
un nombre (a, b) apdelé distance de a et de b, tel que (a, b) = (b, a) > o, que (a,b)=o0
si a = b et.réciproquement, et enfin tel que (a, b) < (a, ¢) -+ (¢, b). Il est complet si
le critére de convergence de Cauchy y est valable.

INSTITUT HENRI POINCARE, — XI1I, I. ' 2
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Fluctuation nulle. — Que peut-on dire d’un élément aléatoire X dont
la fluctuation est nulle? On peut donner la réponse, en faisant usage de
I'inégalité triangulaire

VOR(X, Y) < VOR(X, Z )+ yOR(Y, Z)?

facile 4 démontrer au moyen de I'inégalité de Schwartz. Dire en effet
que la fluctuation de X est nulle, c’est dire que pour tout entier n, il
existe un élément certain a, de @ tel que

M(X, an)2< o+
Alors

2
(@ @nap) VX, @ P+ VIR(X; Gy P <

~ Dés lors, l’espaceUD étant complet, la suite des a, doit étre conver-
gente. Soit a 'élément certain de (D qui en est la limite. Ona

VIR(X, @) £ VIR(X, an )+ (a, an) < 711 +(a, an)

quel que soit n. Donc

M(X, ay=o;
la distance (X, a) est presque certainement nulle : quand la fluctuation
de X est nulle, X se réduit & un élément presque certain de (. La
réciproque est d’ailleurs évidente. Nous voyons bien maitenant la raison
et I'importance de la stipulation d’une fluctuation non nulle dans la
définition qui va suivre.

Pour généraliser la définition descriptive qui a été donnée plus
haut (p. 7) et I'étendre a des éléments aléatoires X, Y de nature
quelconque, il faut pouvoif donner un sens aux symboles X 4+ Y, X — Y,
c’est ce qu’on pourra faire en supposant non seulement que X, Y appar-
- tiennent & un espace distancié complet, mais méme que cet espace est
«vectoriel » autrement dit que X, Y apparliennent a un espace de
Banach-Wiener. ‘

Extension de la loi de Laplace 4 des éléments aléatoires de nature
quelconque. — Soit X un élément aléaloire de nature quelconque pris
au hasard dans un espace de Banach-Wiener ().

(*) La définition qui suit peut étre étendue a des espaces plus généraux encore. En
effet, observons que la condition 2° garderait un sens dans le cas plus général ou
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Nous dirons que X obéit & une loi- de Laplace étendue a B. W. si

1° sa fluctuation est finie;
2° il existe un autre élément aléatoire Y indépendant de X, pris au
hasard dans le méme espace B. W. que X et tel que X + Y et X — Y
sotent indépendants ().

[Dans le cas o X a une fluctuation nulle, X est presque certainement
égal a un élément certain de B. W. et alors il suffit de prendre pour Y
n’importe quel élément certain b de B. W. pour que X + Y et X —Y
soient indépendants. De sorte que dans ce cas la condition 2° se Lrouve
nécessairement vérifié. On considérera dans ce cas la loi de probabilité
de X comme une loi de Laplace (généralisée) singuliére. ]

Application aux vecteurs aléatoires & r dimensions. — Consi-
dérons le cas ou espace B. W. est un espace cartésien C,, & unnombre
entier r dé dimensions, c’est-a-dire ou deux éléments X, Y de cet espace
sont caraclérisés chacun par une suite ordonnée de r nombres réels
Xy, ..., X,; Yy, ..., Y, appelés leurs coordonnées, ou la distance de
ces deux éléments est

(X, Y)=.\/(X,—Y1)2+...+(X,-— Y, )

et ou, k& étant un nombre certain réel, £ X et X 4 Y ont respectivement
pour coordonnées
' KXy, ..., kX
Xi+Yy, .., Xe+ Y.

*

Les fonctions caractéristiqués de X, Y, et du couple U, V sont par
définition

?x(t) =M ei(t1X1+‘..+t,x,)7

oy(t') = O el (eYste. +iYr)

oy, v(¢, t') = M el{(tUst.. . +tUr) Vit o 02 V)]

Pespace B. W. serait remplacé par un groupe (ou la composition de deux éléments X, Y
serait représentée symboliquement sous la forme de l'addition). Pour adjoindre la
condition 1°, il suffirait de supposer que les éléments de ce groupe forment un espace
distancié complet.



20 M. FRECHET.

ou l'on désigne par ¢, ¢ les suites ordonnées de nombres certains
tyy ooyt by, ..., .. On a alors

‘PU,V( t, t') = I et{(t+]) Xut.o o (tttf) Xp] L [(E5=]) Yabou o o (tit}) Y]
=oex(¢+ ) oy(2—17).

Mais d’autre part si U et V sont indépendants, on a
2u,v(8 &) = oy(2) oy (),
. et puisque X, Y sont indépendants
%(t) =M eii‘tﬂ(X.+Y.)+...?=~ M elltiXat+e. ) N @i taYsteo) = ?x(t) ‘PY(;)'

et de méme .
ov(?) = ox(t) oy(— ),

d’ou
(19) ex(t+ ) oy (2 — 1) = ox(2) ox () ox(¥') oy (— ).
En particulier pour ¢ =¢' et pour ¢'=— ¢, on a respectivement

ex(22) = [ox(£)P oy (2) oy (—¢),
ey(28) = [‘Pr(f)]g ox(2) ox(—¢).

On a les mémes équations que plus haut [formules (1), (7)], sauf qu’ici
¢t désigne un ensemble de r nombres tiyoeny bp

On voit encore, comme plus haut, que 9x(¢), ¢y(¢) ne peuvent
s’annuler et qu’on peut, par suite, prendre leurs logarithmes W (¢), W' ().
En employant d’abord les mémes notations, on a

I(2t)=21(¢)
qu’on peut écrire .
(28, ..., 2¢)= zl(t}, ooyt
De méme
i(2t)=2i();  p(2t)=4p(2).
De sorte que :

(20)  $(29¢) = p(29t)+ i(29¢) + 1(27t) = 227 p(t) + 279 i(2) + 27 1(¢).

Avant de tirer partie de cette relation, étudions la fluctuation.
La fluctuation o2 de X est la borne inférieure de

M(X, @)= I Z(Xp— a,f)z:Zan(x,c-—ak)z,
k
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ou @, ..., a, sont les coordonnées d’un point certain a de C,. Pour
qu’elle soit finie, il faut qu’il en soit de méme des bornes inférieures o}
des MM (X — ax)?. Dans ce cas chacun des X; a une valeur moyenne X
etlon a

o‘}i = ml(xk——- Xk)‘z,

2 = Ec%.
k

Pour que ¢? soit 3£ 0, il faul que I'une au moins des fluctuations o,
soit £ o. :
Posons maintenant ) N
Zi=t, X +...+t, X,

Ce nombre aléatoire a une moyenne
Zl= t1X1+. e t,lxn.

Pour tout nombre certain ¢, ona
M(Z—e)2=M(2,—Z,)+ (Z —c)*.
Or .
M(Z—Z,) = [, (Xp— X)) ]?
=3t} 31“(,(Xk——-)_('/<)2+ 22[;&)3,‘311()(&—3(—/()()(/—)?/)
= Ztlé ci—!— 2Z¢tjrijor0),

ou ry; estle coefficient de corrélation linéaire de Xy, X;. Puisque | ryj| <1
et que les o, sont finis, on voit que IM(Z, —Z,)” est fini et égal a la
borne inférieure quand ¢ varie de M (Z,— ¢)*. Ainsi quand la fluctua-
tion o2 de X est finie, il en est de méme (pour tout systéme ¢ de valeurs
des ¢;) pour la fluctuation de Z;. Appelons cette derniére

s2(8) = M (Z,— Z,)2.

Elle ne pourrait étre nulle que si Z, était presque certainement égale

a Z,, c’est-a-dire s’il y avait entre les X; au moins une relation linéaire
a coefficients certains ¢;

- 2t Xp = const. = thXk,

ce qu'on peut exprimer en disant que s>(¢) ne peut étre nul que si le
point X restait dans un espace cartésien a4 un nombre de dimensions <<r
_et si les ¢ avaient certains systémes de valeurs correspondantes.
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On a vu que, la fluctuation de Z, étant finie,
9z,(p) = N €%

est de la forme
sy

iZ,p— = +pet, p) .
(21) vr,(p)=¢ : , o lime(t, p)=0
p>o
D’ou pour p =e?
iZi27+ 2?'/[—— s—(—;) + (¢, 21/)] = 27[i(¢) + I(t)] + 227 p(¢).

En divisant par 29 et faisant tendre ¢ vers — oo par valeurs entiéres
négatives, on trouve

i)+ 1) =il,=i(t; Xi+...+ t,X,).
Il reste en divisant encore par 2¢

_ )

5+ e, 27)=p(2)

et quand 29— o0
_sA(e)

2

p()=

s2(t)
2

D’ou finalement d’aprés (13)

H

logox(t) = 4(£) = i(2) + 1(¢) + p(t) = iZs—

_ (6K 65 — L[S0t 205t 0005
@x(t);—_eiz—sﬂ(t):e“‘ o) =3 [Blioi kEjTkj Ok /]'

D’ailleurs comme W(¢) = p(¢) -+ i(¢)—I1(t), on aura

i(6, ¥yt £,:Y,) —;[Ethi-kgtkt;rk]o-kaj]
ey(t)=e¢ : , .

D’aprés son origine, comme fluctuation de Z;, la forme quadratique

enty, ..., 1,

s2(t) = Et;ﬁa;‘:+ 28k tjrijoR0;)
n’est jamais négative, et puisque les oz ne sont pas lous nuls, elle n’est
pas identiquement nulle : ¢’est une forme semi-définie positive.

Ainsi quand un point aléatoire X dans un espace cartésiena r dimen,
sions est un point aléatoire laplacien selon notre définition, alors sa
fluctuation est définie et £ o et sa fonction caractéristique ¢x(¢) est de
la forme ’

(22) ¢x(t) = ePI+R0,
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o P(t) et R(¢) sont deux formes en (¢, - .., ¢), la premiére linéaire,

la seconde quadratique.

Supposons réciproquement que ¢x(¢) soit de cette forme et que la
fluctuation ¢2 de X soit finie. Alors comme on 'a vu plus haut, il en sera
de méme des moments du second ordre de X :

a=m(Xe—Xi)?,  rasjer=(X;—X;) (Xp—X%)
et par suite de la fluctuation de Z,, soit
52(2) = Ttjor (L) + 22 trt;rejoko;.
On aura donc d’une part

07,(p) = M et (6K +trXn) = oy (pt) = eP(PO+R(PY = PPU)+p*RO)

et d’auwre part, comme plus haut, p. 15,

1pit—1§ pRs(e) + prE(L, p)
?Z,(P)=e ’

avec lime(¢, p)=o.
p>0
D’on
=1
P(t)+pR(2) = iZi— Losi(t)+pe(t, @)

et en faisant tendre p vers zéro
P(t)=iZ,=iZt; Xy
D’ou
I
R(t)=— ;s (t)+e(5p)
et en faisant tendre p vers zéro

R(L) =— = s(t).

Ainsi quand ¢x(¢) a la forme (22), alors si la fluctuation de X est
finie, on a nécessairement

o (t) eiztk:‘.i‘k—;:[Zﬁilz—i—‘z}:rjkd‘io'ktilk]
x = .

Considérons mainlenant un autre point aléatoire Y de G, ayant une
fluctuation finie et dont la fonction caractéristique a une forme analogue
a (22), soit

oy(t) = eP(+R(),
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et par suite, d’aprés ce qui précéde, telle que les moments du second
ordre de Y soient finis et que ‘

zZzﬁk—é [Zoi i+ 2 ko oie;y]
v(t)=e ) .

En posant
?U,V(tr [’) =M ei[u,U1+...j+1;\-'1+...}7
ona
?U.v(@ t'): ‘Px(t -+ t') 9y(t — t') = eP(l+z’)+R(l+t’)+P'(t—l')+R’(l—l’)’

2u(6) = ox(t) oy () = Pl +RU+P 010,

v ()= 9x(¢) py(— 1) = PUI+REO—P 2R )
d’ou o

?U(t) ?V(t) —_ e[P(l]+P([')+P'(l)~P'(t')]+R(t)+R'(()+R(t')+R'(t'). .
D’ailleurs P et P’ étant linéaires
P(t+0)+P(t—1t')=P(t)+P()+-P(£)—P'(¢).
Donc
oy, v(t 1) = 9y(2) py (') eBl60),

K(t, )=R(t+¢)+R(t—¢)—R(2)—R'(¢) —R(&)—R'(¢)

{ 22(0’2— o) trhty —+ 22(rjkc,-ck— r}k c}c’k) (i}lk-o- tjt'k)} .

I
T2
Pour que U et V soient indépendants, il faut etil suffit (*) que eX(t:t) =1
quels que soient ¢ et ¢'. ) »

En prenant f;=1¢; =o sauf pour j =k, on voit que I'on doit avoir
o; =0 ; alors il faut que '

. S(rjpp— rik)ojok(Eith+ tkt;) = 0;
en prenant ¢;,= o sauf pour ~ = k et ¢, = o sauf pour 4 = j on aura

(rjk—rjx)sjok=o.

Il faudra donc que rjx= rj, pour ;0,52 0, ou plus simplement que pour
tout couple j 7 k

7jkS)j Ok = Tji 50k,
c'est-a-dire que les moments du second ordre de X et de Y soient les
mémes. Quand cette condition est réalisée, U et V sont indépendants.

(1) Voir p. 29.
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Or on peut toujours la réaliser en prenant par exemple, pour Y un point
aléatoire indépendant de X, mais ayant la méme loi de probabilité. La
réciproque est donc démontrée, a la fois pour notre définition descrip-
tive et pour la généralisation a C, du théoréme de S. Bernstein. Dans
celle-ci, la condition que X et Y aient la méme fluctuation est généralisée
en ce sens qu’ils aient mémes moments du second ordre.

Remarque. — Quand s(¢) peut s’annuler pour un systéme non nul
de valeurs de ¢, alors on peut supposer, sans changer laloi de probabilit¢
de X, que I'on a toujours pour ce systéme de valeurs 7,, ..., 7. de
valeurs de ¢ ‘

uXi+. o+ X,=Z,.

- Si, par exemple, 7,7 0, on aura une relation de la forme

Xp=cXi+...+ ¢, Xpy+ co,
Li=tu X+ o+ X+ (e X+ o+ ¢ Xyt + Co),
1i— 2= (X, —X,) o s (X — Xy ) = Dy
~ Alors
$2(2) = $2()) = on‘n‘j:szah 221,{;\,”,-5”,». .
s s
i<r
La forme quadratique a r variables s2(¢), sera remplacée par une forme
quadratique s*(1) & r—1 variables Ay, ..., A._;. Celle-ci sera semi-
définie positive. Si elle n’est pas définie positive elle pourra étre rem-
placée par une forme semi-définie positive & r — 2 variables, etc.

D’ailleurs, puisque s2(¢) n’est pas identiquement nulle, on voit qu’on
finira toujours par exprimer s2(¢) par une forme définie positive par
rapport a un nombre de variables < r.

En résumé, pour que X soit au sens de la définition de la p. 19, un
point laplacien choisi au hasard dans un espace cartésien C, a r dimen-
sions il faut et il suffit que sa fluctuation soit finie et que sa fonction
caractéristique soit de la forme

ox () = M el Xat. . +6 X0 = gPY+R(),

ou P(¢) et R(¢) sont deux formes en ¢, ..., ¢ la premiére linéaire,
la seconde quadratique (qui alors- sera nécessairement semi-définie
négative).
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" Remarque. — La forme R (¢) sera méme définie négative sauf dans le
cas ou X est presque certainement dans un espace carlésien a un nombre

- de dimensions inférieur a r. Et si ' est le plus petit nombre de dimen-

sions possible de ce second espace et si X', ..., X\, sont les coordonnées
de X dans cet espace C,, la fonction caractéristique correspondante

ox(¢) = ON et (UXi+. .+ X)

sera de la forme précédente

2x(#) = eVl 1),

mais R'(¢) sera définie positive si X n’est pas presque certainement
constant,

Remarque. — Nous venons de prouver que notre définition descrip-
tive de la loi de Laplace est équivalente a la définition constructive
classique, celle de Laplace-Bravais, dans le cas des éléments aléaloires
appartenant & un espace carlésien a r dimensions. '

Elle est aussi ‘équivalente dans ce méme cas a la définition nouvelle
donnée p. 7. Ce sont la deux faits qui peuvent étre considérés comme
fournissant une justification simultanée de ces trois définitions oblenue
chacune en étendant a ce cas trois propriétés distinctes des nombres
aléatoires laplaciens.

COMPARAISON DES DEUX DEFINITIONS
DES ELEMENTS LAPLACIENS DANS LE CAS GENERAL.

Nous venons de voir que les deux définitions données p. 7 et p. 19
d’un élément aléatoire laplacien sont équivalentes entre elles et ¢quiva-
lentes a la définition classique, non seulement IoI‘sque cet élément est un
nombre aléatoire, mais aussi dans le cas ou il est pris dans un espace
euclidien a un nombre fini de dimensions. Quand cet élément appartient
a un espace vectoriel distancié quelconque, nos définitions sont-elles
équivalentes ? ‘

Considérons d’abord le cas ou un élément aléatoire X pris dans un
espace vectoriel distancié B. W., serail laplacien au sens de notre
seconde définition.

X a dans B. W. une fluctuation ¢* finie, ¢’est dire que pour tout a de
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B. W., N || X — a||? est fini, or pour toute fonctionnelle linéaire, £X,
il existe, comme on sait un nombre fixe / tel que

| 2X < LI X]-

On a donc .
M(LX — LaypLBM||X—al?

Donc¢ £X a aussi une fluctuation finie.

D’autre part, il existe par hypothése un élément aléatoire Y, indépen-
dant de X, tel que X + Y et X — Y soient indépendants. Alors £X et
£Y sont indépendants et tels que £ (X + Y) et £ (X —Y) soient aussi
indépendants. Or ce sont aussi £X + £Y et £X — £Y. Donc le nombre
aléatoire £X .est laplacien (mais il se peat qu’il se réduise a une cons-
tante presque certainement). Par conséquent X est laplacien au sens de
la premiére définition.

Se peht-il que £X soit presque'certainement une constante et ceci quelle que
soit la fonctionnelle linéaire £X sans que X soit lui-méme presque certainement
constant (quand 623 o). Déja au moins dans le cas trés général ou B. W. posséde
une « base », cette circonstance exceptionnelle ne pourra se produire.

En effet, on sait que dans ce cas, 'on a X = ZX;e; pour tout X de B. W., et que
la fonctionnelle

L£LX =X

est linéaire. Pour cette fonctionnelle linéaire, X4 serait un nombre constant ay,
sauf un cas E; de probabilité nulle. Alors 'événement

E=(E;ouE;ou...)

sera aussi de probabilité nulle et s’il ne se produit pas, on aura
P p pas,

X=a1e1+...+arep+...= a,

de sorte que, contrairement a ’hypothése, X serait un élément presque certain.

Nous venons de voir que si X, appartenant & un espace vectoriel
distancié; est laplacien au sens de notre seconde définition, il est
aussi laplacien au sens de la premiére.

Inversement, supposons que X, choisi encore au hasard dans un
espace vectoriel distancié B. W. soit laplacien au sens de notre premiére
définition.

Alors £X est un nombre laplacien quelle que soit la fonctionnelle
linéaire £X. Soit alors Y un élément aléatoire de B. W. ayant la méme
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loi de probabilité que X mais indépendant de X. Alors £'Y sera
aussi nn nombre laplacien quelle que soit la fonctionnelle lindaire £Y
Posons

S

oy v[£, £]=1 ei(BU+L'V) = IR i (BX+LY+L'K—£'Y) = I ¢ (LX+£'X) IM el (LY—£'Y),

20L£ ] oy [£'] = OTL i (BX+£V) O ¢i (2= Y,

Les nombres aléatoires Z = £X, T = £Y; Z/= £'X, T'= £Y sont des

nombres laplaciens et 'on a

(23) { eu,v[£s £'] =97, 2(1) ¢7_1(1),
ou[ Loy [£] = 92(1) 91(1) 92(1) 9p(—1).

D’ailleurs Z +7/ = ﬁ’X—I—-ﬁ'iX = £"X, ou £ est aussi une fonctionnelle
linéaire. Done Z 7/ est laplacien et de méme pour T — T'. Dés lors,
les seconds membres de (23) sont

e* et ef

avec \ C

a=i(Z+L)— SM(Z+L—Z—Z)+i(T-T)— %:m(T— T—T+T)?
=iZ+T+7-T)— %:m{ [2—Z+2 -7 P+ [T—T—-T+TJ},
§=iZ—; M(Z — L) +iT — ;:m(T —T)
il — % m(z —7) —iT — %:m('r'_ T)?,
f—a=M(Z—Z)Z —=7)—Mm(T—T)(T'—T).

Cette derniére quantité est nulle puisque X et Y ayant la méme loi
de probabilité, le couple Z = £X, Z'= £'X aura la méme loi de proba-

bilité que le couple :
T=2Y, T=2£Y.

On a donc

(23 bis) ?U,v[f”:/ﬁ'] = ou[Llev[£],

quelle que soit la fonctionnelle linéaire £2, £'. Si 'on pouvait en
conclure, quel que soit I'espace vectoriel distancié B. W., que UetV
sont indépendants, on aurait bien prouvé que X est aussi laplacien au
sens de la seconde définition.
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Nous allons montrer que cela est vrai au moins dans le cas ouI'espace
B. W. a une base, de sorte que

U= 3XUiey, V =2XVie.

On sait qu’alors en appelant ¢, ¢’ deux nombres certains quelconques,
L£U=1tU; et £'V=10V; sont des fonctionnelles linéaires. Pour ces
fonctionnelles particuliéres, la relation (23) devient :

P, v; (% t') =9y, (2) ‘Pv,-(t')y

d’ou 'on déduit que Ui et V; sont indépendants. Ceci ayant lieu quels
que soient & et j, on en conclut que U et V sont indépendants.

On voit donc que nos deux nouvelles définitions des éléments aléa-
toires laplaciens sont équivalentes, au moins quand ces éléments sont
pris dans un espace vectoriel distancié possédant une base. Or on sait
que tels sont la plupart des espaces les plus utilisés en Analyse :
les espaces euclidiens a un nombre fini de dimensions, 'espace de
Hilbert, espace des fonctions continues sur un intervalle fixe I, avec
| /|| = maximum de | f (z)| sur I, etc.



