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.Quelques travaux récents
sur le mouvement brownien

par

R. FORTET.

Abréviations et symboles.

Les chiffres entre [ ] renvoient & la bibliographie
placée a la fin de cet exposé.

Abréviations.
respectivement.
variable aléatoire.
folction aléatoire.
presque strement.
en probabilité.
en moyenne quadratique.’
espérance mathématique.
écart moyen quadratique.
loi de probabilité.

fonction de corrélation (d’une fonction stationnaire d’ordre 2).
fonction spectrale (d’une fonction stationnaire d’ordre 2).

Symboles.

E[X]ou E{X)" : valeus moyenne de la v. a. X.

min(a, b)
[a]

Jo(2)
Pr[&/A]

E[X/a], E[X/Y] :

.

: plus petit des deux nombres a et b.

: partie entiére du nombre réel positif ou nul a.

S

: symbole classique de la fonction de Bessel d’ordre o.
: probabilité conditionnelle de I’événement & dans I’hypothése

ol I'événement L est réalisé.

espérance mathématique conditionnelle de la v. a. X dans

I’hypothése ot événement (L est réalisé, ou par rapport

alav.a. Y.

L3
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INTRODUCTION. .

Le texte suivant reproduit a peu prés intégralement quatre confé-
rences que j’ai prononcées, sous le titre : Quelques travauz récents
- sur le mouvement brownien, a I'Institut H. Poincaré, durant le mois
de mai 1947. Je suis heureux d’avoir ici l'occasion d’exprimer mes
remerciements au Conseil de I'Institut Poincaré, pour ’honneur qu’il .
m’a fait en m’invitant a faire ces conférences, et je tiens a y joindre
Vexpression de ma reconnaissance envers M. le professeur Kac, de
Cornell University, qui m’a beaucoup aidé dans leur préparation.

1. On appelle, a strictement parler, mouvements browniens les mou-
vements aléatoires qu’effectuent des particules en suspension dans un
fluide par suite des chocs qu’elles subissent de la part des molécules du
fluide, ces molécules étant comme on sait en perpétuelle agitation; nous
disons & strictement parler parce que Phabitude s’établit de désigner par
le méme vocable de mouvements browniens d’autres phénomeénes aléa- -
toires, de nature concréte toute différente (par exemple les phénoménes
de bruit de fond dans les circuits électriques [1, 2, 3], ou encore les
phénoménes de croissance de populations en biologie [4]) mais corres-
pondant aux mémes modéles mathématiques; ce qui, soit dit en passant,
établit 'importance capitale pour les applications des processus stochas-
tiques dont il va étre question; et si dans I'¢xposé qui va suivre notre
langage se référera en principe au mouvement brownien proprement
dit, dans un fluide suppoéé homogéne et isotrope, on ne devra pas
perdre de vue les autres champs d’application des théories en question.

Si X(¢), Y(¢), Z(t) désignent les coordonnées (cartésiennes rectan-
gulaires) a l'instant ¢ d’une particule déterminée, on est amené a les
considérer comme trois fonctions aléatoires du temps ¢, d’ailleurs
indépendantes entre elles et de méme loi de probabilité, en raison de
Pisotropie supposée du fluide et de la loi d’équipartition de Maxwell;
il était donc indiqué d’étudier d’abord isolément I'une d’entre elles,
soit X(t); c’est-a-dire, comme l'on dit, d’étudier le mouvement

brownien projeté sur oz. R
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s 2. Les schémas approchés E, S. — Or, on sait, depuis Einstein
et Smoluchovski [5, 6] qu'on traduit correctement, dans certaines
limites, restriction sur laquelle nous devrons revenir, la réalité physique
en admettant que le phénoméne posséde une cerlaine continuité et
que X(¢) est une fonction markoffienne, ce qui signifie que si
<ty ty<..<t,<r,la probabilitd P (&1, z1; tsy o5 .ovj tny Zn; T, )
que X (7) <Eétant donné que X (&) = x4, X(¢a) = Za, +.., X(ln) ==Zn,
ne dépend que de t,, Z,, 7, £ etnon de &y, z1, tay Tay -5 lnay Tna;
nous appellerons schémas E. S. les schémas obtenus conformément &
ces hypothéses; tout le probléme en ce qui les concerne repose alors
sur la considération de la probabilité de passage P (t, x;7,£) que
X(7) <t étant donné que X (¢) = z[t<<t]; Einslein et Smoluchovski

ont montré qu’alors la densité de probabilité %EE’ =U(¢, z; 7, {) satis-

fait en (7, £) 4 une équation aux dérivées partielles du type parabo-
lique : L = o; par exemple, en I'absence de champ de forces agissant sur
les particules, et en ne tenant pas compte de l'influence des parois de
I’enceinte contenant le fluide, P'équation L = o se réduit a I’équation de

la chaleur
JdU 0?
(1) i D—dgg’
ou D est une constante (& signification physique précise, d’ailleurs);
" nous appellerons schémas de Wiener-Lévy les schémas E. S. corres-
pondant a (1). '

Par ailleurs U satisfait, en (¢, z), a l'équation L*=o adjointe
de L=o. .

Ce point de vue, approffondi de Kolmogoroff [7] et Feller [8] et,
dans un esprit un peu différent, par S. Bernstein [9], a donné lieu a
une premiére méthode d’étude dont le principe est de ramener la ques-
tion au probléme classique en Analyse de I'intégration des équations
paraboliques, et qui a permis de résoudre un certain nombre de
problémes : cas ou intervient un champ de force, influence d’une paroi

réfléchissante ou absorbante, etc. (cf par exemple Smoluchovski [6],
Fortet [10]). '

Mais si I'on remarque que (1) peut s’interpréter comme signifiant
que X () est une f. a. a accroissements indépendants (et laplaciens), on
voit la possibilité d’'une seconde méthode, plus probabiliste, s’appuyant

0
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essentiellement sur la théorie de 'addition des v. a.; ce pbint de vue est
gelui auquel se référent la plupart du temps dans leurs travaux
Wiener [ 12], P. Lévy [13, 14, 15], Deeblin [ 16], Doob [ 17], obtenant

eux aussi de cette maniére de trés importants résultats.

3. Il y a cependant, toujours dans le cadre des schémas E. S.,
quelques points, nous en donnons un exemple page 184, que ni I'une ni
Pautre des deux méthodes précédentes ne semblent jusqu’a présent
aptes a résoudre aisément; c’est une des considérations qui ont incité
M. Kac a développer une troisiéme méthode dont le principe peut étre
défini comme suit : on sait depuis longtemps que les schémas
continus E. S. correspondant a une équation parabolique peuvent étre
obtenus comme limites des schémas discontiuus ou discrets, corres-
pondant, eux, a des équations aux différences finies; cette idée, qui est
I'idée directrice de Bernstein dans sa théorie des équations différentielles
stochastiques [9], n’avait par ailleurs servi jusqu’a présent, en somme,

" qu’a conduire, d’une facon -rigoureuse ou seulement heuristique
(Einstein [8], Smoluchovski [6], Polya [8]), a 'équation parabolique
régissant le schéma continu; mais Kac a eul'idée du procédé suivant :
étant donné un probléme relatif & un schéma E. S. continu, traiter
d’abord complétement le probléme cdrrespondant pour le schéma
discret, et ensuite, mais ensuite seulement, faire tendre le schéma
discrét vers le schéma continu et en déduire la solution du probléme
pour celui-ci.

La premiére parlie de cet exposé sera consacrée a cette méthode de
Kac et a montrer la richesse des résultats qu’elle a déja permis et qu’elle
pourra permettre d’obtenir.

4. Une fois achevée I'étude séparée de X (¢), Y(t), Z(t), la question
se posait de les considérer simultanément; car leur considération
simultanée conduit a des problémes, des notions et des propriétés tout
" a fait nouveaux, comme il ressort bien d’un mémoire de M. P. Lévy [15];
malgré U'importance de ce mémoire par la nature et 'abondance des

résultats qu'il contient, nous n’en parlerons pas ici, sauf sur un point
particulier (p. 5 et suiv.), pour nous consacrer a des travaux moins
connus en France. )

3. Les schémas O. U. — Comme nous l'avons déja signalé, les
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schémas E. S. ne sont, du point de vue physique, qu’une premiére

- approximation; en fait, la loi de passage P (¢, xz; 7, ¢) fournie par

I'’équation parabolique n’est acceptable que pour (v —¢) assez grand;
les raisons en sont faciles a comprendre :

a. D’abord, les rencontres d’une particule avec les molécules du
fluide ont lieu a des instants (d’ailleurs aléatoires) formant une suite
discréte; de méme les émissions spontanées d’électrons dans un circuit
se font d’une fagon discontinue; et par suite le mouvement brownien réel
comporte un libre parcours moyen non nul, et, ¢c’estun autre aspect de
la méme chose, des vitesses finies; or les schémas continus E. S. com-

~ portent un libre parcours moyen nul et corrélativement des vitesses

infinies [c’est-a-dire que X (¢) n’est pas dérivable, ni p. s., ni méme
en p.|; on retrouverait évidemment un libre parcours moyen non nul
et une vitesse presque loujours finie en adoptant, au lieu du schémaE. S.,
un schéma discret, mais on donnerait encore prise a I’objection suivante :

b. Dans le choc d’une particule et d’une molécule intervient non
seulement la position actuelle de la particule, mais aussi sa vitesse
actuelle, et par conséquent X () ne peut étre rigoureusement markof-
fienne; on ne -pourra obtenir un schéma correct qu’en acceptant de
caractériser I’état,  chaque instant, de la particule, non seulement par
sa position, mais encore par sa vitesse; on évitera par 1a méme d’aboutir
a des vitesses infinies ou inexistantes; d’importants travaux ont été
récemment publiés dans cette voie, notamment par Ornstein, Uhlenbeck,
Chandrasekkar, M"® Wang, du point de vue physique, et par Doob du
point de vue mathématique, aboutissant a un type nouveau de schémas,
que nous appellerons les schémas O. U. ('); cest a un exposé de
certains de ces travaux qu’est consacrée la deuxiéme partie de cette
rédaction. .

(') Initiales de Ornstein et Uhlenbeck.



PREMIERE PARTIE.

Un probléme posé par M. Lévy. — Dans son Mémoire : .S ur le mou-,
vement brownien plan [15], ot il se place dans le cas de 'équation (1),
1 .. \
avec D = ~ ('), ce quicorrespond &
(E—x2

U(t, 257, 8)= ﬁ e =0,

M. P. Lévy envisage le probléme suivant : la projection, sur le
plan zoy de la particule est un point aléatoire M, de coordonnées X (¢),
Y (¢) [rappelons que X (¢) et Y(¢) sont deux fonctions indépendantes |
qui, de I'instant o a Iinstant 7, parcourt un certain arc de courbe aléa-
toire G; nous appellerons L. la longueur aléatoire de la corde M, M de
cet arc G, et S; l'aire algébrique comprise entre C et cette corde. La
définition de L. ne >présente aucune difficulté; celle de S. est plus
délicate; pour U'obtenir, I'idée la plus naturelle est de partager I'inter-
valle (0, 7) en intervalles partiels par des points de division croissants
0=t << by <ty<<...<tn,<<t,=r etdeconsidérer’aire ST comprise
entre la corde M,M. et la ligne polygonale inscrite I'* ayant pour

sommets les points M, , M,, M,, ..., M M, ; U'existence de la v. a.
p 201 A to) ) Wy n?

n—1?
S% ne soulevant pas de question, on posera par définition que S; est la
limite stochastique de SZ lorsque 7 tend vers -+ oo, de telle sorte que les
différences (ti.4—t;) tendent vers zéro uniformément en ¢. Encore
faut-il que cette limite existe; il faut aussi préciser de quelle sorte de con-
vergence stochastique il s’agit; a prior: I'existence et la nature de la
limite peuvent dépendre de la maniére dont on choisit les points de
partage (¢;); M. P. Lévy a-parfaitement élucidé cette question, montrant
qu’on peut méme envisager de choisir les (¢;) au hasard dans certaines
conditions; nous renvoyons pour cela & son Mémoire, il nous suffira ici

" . . . I
(1) Etant donnée une équation du type (1), on peut toujours la ramener aucas D = 3

par un choix convenable des unités.
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d’établir rapidement que, en prenant n = 2/ (k entier); ¢;= ;L,;T, et en

faisant tendre & vers 4+ oo, la limite S; existe en m. . et méme p. s.
On peut en effet écrire que '

(2) . . Sr=22‘\

k=1

en appelant X'.aire’ comprise entre I'* et la corde M,M; et ¢ laire
comprise entre I'** et I**™", el tout revient a étudier la convergence de la
série (2); or ZF est la somme de 2~ triangles dont les aires sont des v. a.
indépendantes les unes des autres, d’e. m. nulle et d’écart moyen
quadratique égal 3 ——; de sorte que
k—+ by
oty

2
o k-2

E[st]=0, E[(2¢)]=

Il est donc clair que (2) converge en m. q.; mais elle converge
aussi p. s.; en effet, on a, d’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff,

k 1 T2
Prl 26> — 1 <—/>
- =42

2t 2*

T2 ) L, .
et —— est le terme général d’une série convergente; la conver-

—+e
9 . .

2
gence p. s. de (2) en résulte.

Ceci étant, une question toute naturelle, et dont M. P. Lévy s’est

préoccupé, est de déterminer la loi de probabilité de S; pour une

5 . . S: . .
valeur donnée quelconque de * (mals comme la loi de =" est visiblement

" indépendante de 7, on peut se borner alavaleurt= 1); M. P. Lévy a pu

faire une étude assez poussée de cette loi; cependant il n’en a pas
donné une expression explicite, de sorte que le probléme d’obtenir une
telle expression restait ouvert; les indications données par M. P. Lévy
faisaient d’ailleurs penser (comme il I’a dit lui-méme), qu’une expression
explicite simple n’existait pas; nous verrons que les travaux ultérieurs
de Kac confirment cette opinion (a cet égard les points de vue peuvent
différer suivant le but poursuivi : application avec calcul numérique
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ou probléme théorique); pour le moment, il est intéressant de retenir,
parmi les points signalés par M. P. Lévy, le suivant : '

S, étant limite p. s. de S, la loi de probabilité de S, est la limite de
la loi de probabilité de S2* (pour k —-0); or S** peut étre considérée
. comme la somme des aires des triangles M;M, M, (i=1, 2, ..., 2k),
o '

<ti= §>, ces aires étant a compter comme positives ou comme néga-
tives selon les cas; si Pon appelle n; {/A¢, avec At = ;{,;, la projection du

) —* . . . . _> .
vecteur M, M,, . sur la direction perpendiculairc au vecteur M,M,, I'aire

de MoM; M, est égale, arithméliquement, a ;Lti [0 WTt, de sorte que
I ' —
St = 521 Ly, || VAL,

m; est une v. a. laplacienne d’é6. m. q. égal a 1; cherchons la loi condi-
tionnelle de S;, lorsque les u; sont tous donnés, ce qui implique la
donnée de tous les L, ; cette loi est la limite de la loi de S condition-
nelle dans les mémes conditions; or lorsque les =; et les L, sont tous .
donnés, il n'y a, dans S, que le signe + ou — devant chaque terme
qui est aléatoire; ces signes sont d’ailleurs indépendants entre eux, et
-+ et — sont équiprobables; a la limite (pour k— -+ o) la loi condi-
tionnelle de S, est donc une loi de Laplace, autrement dit on peut poser

Si= ZA,
ot Sest Ié. q. m. conditionnel de S, et A une v. a. laplacienne d’¢. m. q.

égal a 1, ce qui implique que A est indépendante de X; de sorte que
tout revient.a chercher la loi (@ priors) de 2; or on a

= ilimZLan At (en p.).
Je dis que
1
2= en p.lf L? dr.
4J,

1 . .
En effet, lintégrale f L: dr existe, et peut étre définie comme
' 0 . .

~limite p. de ZLZ.At; orlav.a..

Bi= Y Lin} Ac— » L} At
i i
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" tend vers zéro en p. (et méme en m. ¢.); on peut écrire en effet, en

posant ]
ni = Ci)

Bk=2LZC,~ At;
donc E[Bi] = o; calculons E[B;];

_EL,,G" Az=>+22L,,L, C:Cj A,
124}

il est clair que E[ZL?CZ’ At‘~']—+o; et comme C; est indépendant

de L7, de L} et de C;, et que E(C;j)=o, il en résulte bien que
E[B};]—o0; ce qui établit le résultat annoncé; or, si X(o) =Y (o) =o,
7= X2(7) + Y2(x).

"Les fonctions X (7) et Y(r) étant indépendantes; de sorte que la loi
de S, se déduit de celle' de la v. a. :

12;;‘[ X2(z)d~ ‘

dans ’hypothése ou X (o) =o.
Ainsi se trouve posé le probléme de determmer la loi de probabilité
de I,, etplus généralement les lois de probablhté pourX (o) =odesv.a.

1 ’ 1 .
1m=f Xm(x)de - et J,,L=f | X (<) m dr,
0 0 .

dont nous désignerons par Fn (o) et G () les fonctions de répartition,

telles que

c’est-a-dire que
Fn(a)=Pr[l,<«], Gp(a)=Pr[l,<a].

En ce qui concerne I,, M. P. Lévy a étudié la loi 4 deux dimensions
[toujours dans 'hypothése X (o) = o] V

H(a, B)=Pr[X(1) <a, I, <f]

: oH. . .. .. .
et montré que K(a, B) = o satisfait a I’équation parabolique

JK JK
(4) _ K+°_‘%+(4F3—2“2)5§+T=0,
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ce qui, compte tenu de ce que H est une fonction de répartition, déter-
mine complétement H; mais on n’a pas jusqu’a présent, croyons-nous,
résolu I'équation (4). ‘ ‘ v
Fondamentalement, la difficulté de trouver les lois de probabilité
des 1, ou J,, tient a ce que I, etJ,, sont des fonctionnelles non linéaires

de X(7) (sauf1,).

6. Solution du cas pé.rticulibr de I,. — En ce qui concerne I,, Kac el
Erdés ont pu donner [19], aprés Cameron et Martin [20], une solution -
relativement directe; si I'on partage (o, 1) en n intervalles égaux par les

valeurs

n
to=o0 lhh= —) eeey ;= —» “en t,= — =1
) i I n n )

et en se placant dans 'hypothése ou X (0) = o, I, est la limite p. de

en posant
AXj—=X(t;) — X(tj~1);

les AX; sont des v. a. indépendantes, laplaciennes, d’e. m. nulles

et d’é. m. q. VI:; il suffit donc d’évaluer Ia 1. de p- de I} et de passer a
n

.. R; N
la limite pour n -+ o0 ; en posant AX ;— —L, on est ramené au probléme
p y enp J P
n

suivant; en posant

F2(a) = Pr[.’%i<ﬁm>2< ac:I [a> 0]

=1 \k=t

.

‘déterminer F7(a); les R; étant des v. a. laplaciennes indépendantes
d’e. m. nulle, d’e. q. m. égal a 1; la caractéristique

qa’l(v)=f+weiv“dF(_,'(a)=E|: Kﬁm)]

de Fj () est définie par l'intégrale n-uple
no o V +w e U 2‘ »
gn)=0m) 2 [ f exp{ 2 2( ) exp

IO
—;2‘@2 }dxl...dxn,
- .
TN

n fois 4
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dont le calcub est d’un type classique dans I'étude des lois de Laplace
a n dimensions. ‘ '
En faisant le changement de variable

j .
}’i=2wk ou Zi=Yji—Yj—, Z1= Y1,

- ' k=1

on a .
__g + e +e v c 9
w)=(m) [ [ exp ;Zn%
—® - j=2
H 1 - \
Xexp __21-—-—2— (}/]—}//_.1>2 d,}/1~'~dn'
j=2

Soit ®(y4, ..., ¥a) la forme Quadratique (définie positive)

.,

B(y1s ooy ¥u) =¥i+ R (= ¥jmt

et A sa matrice; soient s, s, ..., s, les valeurs propres de A; en opé-
rant le changement de variable qui correspond a se rapporter aux axes
de l'ellipsoide ® = const., 'intégrale devient

n + +» .
q,rz(v)=(2x)"§f f exp%;—Zsz}exp{——éZsizf}dzi“.dzn

—w .

/

7

et sous cette forme elle est immédiatement calculable et donne

ou encore

car IISj: I.

J; .

Il reste alors a calculer les s;, ce qui peut se faire lémentairement;

mais si l'on ne s’intéresse qu’a la limite pour n -, on peut se

dispenser de ce calcul ennuyeux; on vérifie assez facilement que les

éléments b, (r, s=1, 2, ..., n) de la matrice B= A~! sont donnés
par les formules : :

brs=min[r, s].
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. 1
D’autre part les quantités — sont les valeurs propres de A™*; un passage
j

a la limite justifié par une théorie de Hilbert (*) permet alors de
conclure que ’

est valeur propre de I'équation intégrale ‘

(5) f min(@, y) f(3) dy = \f(2),

. qu’on peut écrire

foxyf(,wdwr wfxlﬂy)dy = 2f(2),
d’ou Pon tire
© | @ =f Ty,
puis
Af'(x) + f(2) = o.
| (3) et (6) montrant que f(0) = f(1) = o, on en déduit que

12

hj= [;—fﬁ%r zj)]_' (J=0,1,..., +®)

On en déduit que ¢*(v) tend (uniformément sur tout intervalle fini)
vers

=

R R
‘_(v')'/'I:_!<I [(21'+I)§]2>

On reconnait au second membre le développement en produit infini de

wf=

o2(v) = )

\/cos(\/_i%)

On peut considérer que ce résultat résout d’une fagon satisfaisante le

(*) HiLsert, Grundziige einer allgemeiner Theorie der linearen Integralglu-
- chungen (référence indiquée par M. Kac).

(%) Ou il conviendrait de préciser les déterminations des radicaux, ce qui se fait
facilement en suivant le calcul de prés. -
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probléme de déterminer la loi de probabilité de I,; cependant il ne
fournit pas directement F,(«); mais Cameron et Martin [20] ont
montré que la fonction F.(a) de caractéristique ¢,(v) peut étre
représentée par la formule

-4 % 1 g —=\ 3 ,
Fa(a) = = f f (c056)~5@<_,e ’”‘> dd |u *du,
4 J 0 2

ou Y(a, b) est la dérivée partielle par rapport a a de la fonction

A

[t}

+: (2h—1)2
Y(a, 1)):2‘\_‘(——1)"6 b osin(2k—+1)a,
k=0 '

résultat compliqué, mais permettant cependant assez facilement un

calcul numérique.

7. Méthode de solution générale. — De la méthode précédente, il
convient de dégager et de retenir deux points, car ils seront évidemment
d’agplication générale : considérer I'intégrale étudiée (ici I,) comme
limite d’une somme riemannienne, dont la caractéristique est calculée
exactement; obtention, a la limite, d'une équation intégrale, dont les
valeurs propres jouent un rdle et doivent étre calculées. :

Mais le premier point donne tout de suite lieu a une difficulté, si au
lieu de I,, on prend J,, ou I, ouJ, en général pour m 3£ 2 : le calcul

de ¢n'(v):E[%2<2Rk>2], les R; étant laplaciens, est facile;
i Nk

w
A

g “-
n° j

o
%
penser qu’il deviendrait plus facile si.les R;, au lieu d’étre laplaciens,

suivaient une autre loi convenablement choisie; de fait c’est ce qui

celui de E[ J par exemple ne 'est pas : mais on peut
\

arriverait, comme nous le verrons par la suite, si les R; obéissaient a la
premiére loi de Laplace, de densité

I
— €
V2

Cette remarque a conduit tout naturellement Kac et Erdss [19] a

établir le théoréme suivant :
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Tuatortme. — Ty, T, Tr, + .., étant une suite indéfinie de v. a.
indépendantes obéissant

une méme loi quelconque de moyenne

5
a
nulle et d’e. m. q. égal & 1, les lois de probabilité des sommes
riemanniennes

n
Il?l -

1= Z ZT‘ v =

n
i=1 \k=1

ETL )

Yizt | k=1

9

tendent, lorsque n—-oo, respectivement vers les lois de I, Jn
Cest-a-dire que

lim Pr{I},<a]=F, () et . lim PrlJ}<a]=G,(a).
n>+w . n>—+w

Nous ferons la démonstration en supposant que si m* est le plus petit

entier pair > m, E{ (Tr)m* | existe, mais le théoréme est certainement

valable sous des hypothéses beaucoup plus génerales ( ).
Nous poserons

j
W; =2 Try
k=1

et 9(v) désignera la caractéristique des T, ; d’autre part, Ry, ..., R, ...
désignera toujours une suite de v. a. laplacienne de moyenne julle et
d’e. m. q. égal & 1; nous poserons

Vj:IERk;
k=1

et nous traiterons en premier lieu le cas de I” '
De Vexistence de E(T7") on déduit qu’il existe une constante C indé-
pendante de x et de v telle que I'on ait, quels que soient p et v (i << v),

m

v
ZTk ‘ éCVV—p
k=

pour m < m”.

(') Kac et Erdés n’ont- donné explicitement la démonstration que pour m=1
et m = 2; l’ex15tence de l'e. m. q. des T, est alors sufﬁsante



QUELQUES TRAVAUX RECENTS SUR LE MOUVEMENT BROWNIEN. 189

Ceci rappelé, k désignant un entier > o quelconque, posons

riz[i%] (i=1,2 ..., k)

\d
et, en supposant n > k,

k
I
Ap=14— —— Y (ri— rit) Wi
14+

n 2=
a. Nous allons montrer que Pr[|A,|>¢] tend vers zéro quel que
soit ¢, uniformément par rapport a n, si k — -+ ; en effet
k r;
I
E[|A,|]= E|W2_ Wn|.
[Adl2 5= D EIWA—Wr|

n? i=1 r=ri—4+1

En posant S, ;=W,,— W,, et en remarquant que S, ; est indépendante
de W,, on trouve

m—1

E[|Wii— Wz |] = ¥ CLE[|WHJE[| 877 (].
A=0

On sait que

ol >

E[[ W] = {VE[W,mp=Cr?,
. m— A

E[|Spi|m] < { VE[[Spim T jmhz Cmh(ri—r) *
commerZnetr;—r<n.

1l existe donc une constante C, telle que .

m—1

m—1 1
E|WE—Wi| <2Cin * (ry—r)?,

r; m—1 Ti—Ti—1, B R m—1 n %
¥ EwWi-wrlzCn s Y = lGnt <K+1> ,
rerieg+1 j=1

car r;— ri_, = % +1; il existe donc une constante C, telle que 'on ait,
quel que.soit n >k,

(7) CE[A< &,

K2
ce qui établit le résultat annoncé. .

b. Posons

Ui=——_”"_n’""—iw,~i (i=1,..., k), T
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et cherchons la loi-limite lorsque, k restant fixe, n >+, de la'v. a.

a k dimension (U,, U,, ..., Ux); pour cela nous prenons sa caractéris-
f .

tique, c’est-a-dire I'e. m. de exp izijj ; on trouve immédiatement

quecest >

k . k
e | II‘P"""’"“‘<%2W F—"T)
=1 j=1

i—1

ri—r 1 .oy, . :
comme ~———— —> 7, lorsque 7 —+ o0, la quantité (8) tend (uniformé-

ment dans toute région bornée de l'espace a k& dimensions des v;) vers

k k- 2
- 32
| Vi Vg V/c

quiestla caractéristique de lal. de p. a k& dimensions de <— ¢ ) :

kK k7 Tk
la L. de‘p. des (U,-) tend donc vers celles des (%), il en résulte que la
1. de p. de k

m
=1
B

k k
1 . m . n m
o Z,Ui""i—OWri: Z, — U
3

+14 : S
n? i=1 z=1(ri_ri_l)-

tend vers celle de

Or, si k a été pris assez grand, cette derniére 1. de p. est aussi proc;he
qu’on le veut de la 1. de p. de I,; en tenant compte de (7) le théoréme

en résulte pour les I,.
]

c. Pourles J,, la méthode est exactement la méme : le role de A, est
joué par la quantité

k
I T

Bp=1J5— oz 2(’1'— rie) | Wr ™,

n 2 i=1 .

et I'on évalue E|B,| comme on évalue E|A,|, a de trés légéres modifi-
cations prés (utiliser les inégalités de Holder).
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Remarque. — La méme méthode a peu prés permet également de
prouver [Kac et Erdos, 19] que : :

a. la 1. de p. de I"=— max W; tend lorsque n——-oo vers la L
Vnigi<n

de p. de [, = max X(7);

0<t<1

1 . e
b. lal. de p. de J;= — max|W;| tend dans les mémes conditions
ni<j<n

vers la 1. de p. de J,= max | X (7).
0< T

8. Le théoréme qui vient d’étre établi est d’abord un théoréme-limite
intéressant en lui-méme; et il serait souhaitable d’en fournir une
démonstration affranchie de I’hypothése trés probablement trop restric-
tive que E(| T |) <<+, et de I'étendre a des fonctionnelles plus
générales que I, et J,,. Et quant a notre objet actuel de déterminer les
lois de probabilité des I, et des J,,, il permet la méthode suivanté :

Raisonnons par exemple sur J,,; nous allons déterminer la 1. de p.
de J;, par sa caractéristique; d’une fagon générale, il semble plus
commode d’utiliser la caractéristique réelle (fonction génératrice de
Laplace), ¢’est-a-dire '

gn(v)=E[expi—vJ;,ﬁ§] (v> o).
Nous pouvons ‘pour cela nous donner pour les T, une loi arbitraire
(sous réserve qu’elle satisfasse aux conditions du théoréme, bien

entendu); comme il s’agit de calculer la moyenne d’une exponentielle, -
il semble indiqué de choisir une loi ayant une densité de la forme

(9) heblzl (B, g, v >0),

ce qui donne

’ -+ “+ »
n — n ) —_——
g(v)=nh f f exp —
—» —w 1
n 2
——————

n fois . .
n J m n
[ Q N
> 2‘ xr ]—-pz;xi P\ doy...dey,
j=1] k=1 j=1
v = . .
en posant u — — et en faisant le changement de variable
L+
2n -

i . n
3 Q
V1= &y, ..., )/:Zx/cy --w]’n:Z-Tk;
k=1 k=1

INSTITUT HENRI POINCARE. — XI, IV. 13
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puis en considérant le noyau

K(s, ) = he—ultl™ g=pli=sl g=ulsi™,

dont on désignera par K, (s, ¢) le p®™ itéré, on voit que
-+
(10) g’l(v)=f K, (o, t) e—¥lti™ dt;

donc si ’on considére 'équation intégrale & noyau symétrique
. i
A

(1) j_w

et si I'on désigne par }; ses valeurs propres, par fu(2) ses fonctions

propres normalisées, on voit que

“K(s, 0 f(0ydt =2/ (s)

gﬂ(‘v)=2fl(o))\7f »fl(t)é—ulil"‘ dt.
! - .

De sorte que le probléme est ramené & la détermination (explicite) des
valeurs et des fonctions propres de I'équation intégrale (9); c’est a vrai
dire un probléme extrémement difficile, et pour le moment non résolu

d’une facon générale; mais il faut remarquer :

1° Qu'il est en tout cas fort intéressant d’avoir mis en évidence la
relation existant entre les lois des probabilités cherchées et les équa-
tions intégrales (11); nous verrons plus loin qu’on est ainsi conduit &
de curieuses propriétés de certaines équations intégrales.

2° Le choix d’une loi du type (9), a semblé le plus indiqué & priori;
ceper;dant il pourrait se faire qu’un autre choix conduise en définitive &
une équation intégrale plus simple; de méme que s’il semble plas
indiqué de déterminer la 1. de p. par sa caractéristique, il vaudrait la
peine de tenter de la déterminer directement, ce qui donnerait lieu sans
doute a faire appel a des lois d’un autre type que (9). En particulier,
on peut songer a prendre pour les T, une loi discontinue simple, par
exemple '
Pr(Ti=1)=1) Pr(Ta=—1=>
: 2 2

on sera alors conduit a un systéme d’équations linéaires algébriques
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homogénes, au lieu de 1’équation intégrale (11). Nous donnerons plus
loin une application de cette idée (§ 9).

Application au cas de J,. — Dans le cas ou m =1, si 'on prend

p= \/5, v=1,do0h= = (soit la premiére loi de Laplace), on aboutit
2

7
(en remplacant ¢y/2 par ¢, s/2 par s) a I'équation intégrale
: 2 It Ll I 1]
(12) ’ %f_d e V2 emlimsie V2 f(e)dt = Mf(s),
que Kac [21] a pu étudier ('), en s’inspirant de la méthode suivie par

Juncosa (2) pour faire une étude analogue. Nous nous bornerons ici a
indiquer ses résultats : -

"Soient ry, rs, ..., 1y ... les racines positives de J;/:_,(Z') = o,
: o

et piy pay -+ -, ps, - -~ les racines positives de J';(z) = o; les valeurs
‘ a

propreé de (10) sont les nombres

’

2
(r—l—lz—)g (l=!,2,...,00>

. 2
. et aussi les nombres ——-
~ : (prue)? :
Les fonctions propres correspondantes sont resp., a un coefficient
constant prés,

u u . u u
——lt | ——=l¢] —— | =l
signJ‘/z[rle v ]e Ve et J‘/;[ple v ]e ve

u : u

d’ou résulte pour g” (v) expression
. 1 !
+o f zi(p1x) dx 2
2n .

n . T\" 0 . (2n)7
g (v)“‘22<a> ———‘———'Tz ,‘ )\_T.
=1 I— E[g J-:_(Pl)'

Il reste a passer a la limite (7 — + o) pour aboutir & G, () ; ce passage
a la limite est’ complexe, il s’appuie sur des propriétés des fonctions de

(1) Des équations intégrales trés voisines interviennent dans certaines questions de
« bruits de fond ».

(?) Juncosa, Duke Math. Journal, vol. 12, 1945, p. 465.
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Bessel, dont certaines, encore inconnues, ont di étre établies par Kac;
nous n’entrerons pas dans ce calcul, pour lequel nous renvoyons au
Mémoire original [21], nous bornant a en donner le résultat : B

1

o

lim g7(v : e " dGita)= Y asexp| — by v’
gh(v)= (a)= P

ny>—+ o
(=1

ou les b; sont les racines positives de la dérivée P’(x) de la fonction

— 3 oA b
P(z)= \/%gJ_%[L”;) ]+J%l(‘§) J;
et ou
b1
1+3f P (2)da
a|= 0 :

30.P (b1)

On pourrait, d’aprés ce résultat, faire assez facilement un calcul numé-
rique de la génératrice de Gy(«); mais Kac n’a pu mdlquer aucune
expression un peu maniable pour G (o) elle-méme.

9. Cas de I, et de J,. — Les lois de p. de I, et de J,, qui sont des
probabilités d’absorption, ont ¢été déja obtenues par divers auteurs :
Bachelier [11], P. Lévy [14], Fortet [10], Furth [22]; on sait que

si- uéo,
Fo(o) = Pr(ly<e)= \/ f -5 .
du si axo,
. ':(2[+1) ’
(13) Go(a)=Pr[Jo<a]=§Zi7j_)l S gm0y (1),

=0

I est cependant intéressant de reprendre la question par la méthode de
Kac; nous allons le faire en ce qui concerne J,, qui est moins simple
queI,; et nous adopterons pour les T la 1. de p. '

Pr(Tk=I)=Pr(T/f=—1)_—.é.

(1) Nous avons cherché si, par la méthode d’équations intégrales exposées déns(xo),(
il était possible d’obtenir une expression de G,(a) plus simple que (13); nous n’y avons
pas réussi; observons que (13) se préte aisément au calcul numérique.
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II s’agit de calculer dans ces conditions Pr [Max | Wil <a \/ﬁ], car

1<j<n
il n’est pas indiqué ici de passer par 'intermédiaire des caractéristiques;
nous allons calculer plus généralement, car cela est intéressant en soi,

P (a, b)=Pr[—aé maxW;<b] (a et b>o0),

1<j<n .
en supposant toutefois @ et b entiers; on notera la parenté de ce-probléme
de probabilités d’absorption avec certaines recherches de Wald a propos
de tests progressifs (cf. entre autres mémoires de Wald, [23]; il rentre
d’ailleurs dans le cadte de la théorie des chaines de Markoff 4 une infinité

L] : . -
dénombrable d’états possibles, ¢f. par exemple Fortet, [24]).

En appelant ¢ (s) la fonction de s qui vaut % sis==1,etosisE+1,
on peut écrire

P(a,0)=Pr[—a=zTi=b,—a=<Ti+ Ty2b,...,
— @ = Ti+TodetT, = b] = 58 (51) 5 (52)..-3 (1),

la sommation étant étendue a tous les systémes de n entiers (s, ..., s»)

tels que

—aLs1 b, . —a s+ s3L0, P —aZLSsi+ee .+ 5, L0,

soit, en posant

tj= a1+ Sa+...+ Sjy
a-+b

“‘ ~ ~N . ~
P(a,b)= 2 3 (ti—a)d (ta—t1). .8 (tn— tuer),
Ly er iyl =0 N

qui est analogue de (10); en appelant A la matrice d’ordre (@ + b +1)
dont les éléments a; sont les nombres aj = o (i — k), soit

I
2

N |-
~

SR
N

on voit que P(a, b) est la somme des éléments de la (a—+1)™me
colonne de A”; il va donc étre possible d’exprimer P (a, b) en fonction
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des valeurs propres %, et des solutions fondamentales [z}, 2}, ..., 2}, 5.1]
du systéme symbolisé par

(14) A(z)=)=.
Ici le calcul des A, et des 2% se fait facdement A étant une matrice d un

type classique (* ), on trouve
xl ; Vo o . mik

A= cos ———— xh = sin
: a+b+a TET A b+ 2 a0+
ce qui donne * - -
C ) b a-+b+1 . ; ;
a+b+2 n . ml(a+1 n
(15) P(a,b)=2127"2 Ecos" sin ~.L ) cot — ,
2. < a+b—+2 a+b+2. 2(@+ b+ 2)
=S

- Pastérique indiquant que ld sommation ne 's’étend qu’aux impairs; sil’on
fait maintenant @ = b ~.a \/n, un passage a la limite 6lémentaire conduit
bien a 'expression ci-dessus de G, (o) [en remplacant [ par (24 1)].

Au lieu de partir pour les T, avec la I. de p. discontinue ci-dessus, on
aurait pu évidemment leur attribuer une loi continue, par exemple a
densité symétrique continue p (z) avec .

(1) p(@)=p(—a). [ epl@yde=1.

—

On aurait été conduit, au lieu du systéme (14), al’ équatlon 1ntégrale a

noyau symétrique '

..a+b

o ett—s)(0dt=17(s)
(ou il n’est Iplus de raisons de supposer a et b entiers); soit, dans le cas
ota=b=qa \/;z,
) “2ay/n ’
(17) f o (t—s5)f(2) et = hf(s).
. 0

En appelant 2, les valeurs propres de (17), f:(¢)les fonctions propres
normalisées correspondantes, on en déduirait, pour la probabilité

correspondant actuellement a P (ay/n, «/n), Pexpression

i 27 fie \/70[ anl(t) dt

=1

'

() Celui que nous avons appelé komogéne fini dans notre Thése.
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(ou les A, et les f; dépendent de n); or ceci doit tendre, pour n——+-c,
vers Pexpression ci-dessus de G, («); cela donnea penser, surtout sil'on

se référe a Panalogue (15) etau cas o p() = ée"a", pbur lequel les 2; et

les f; peuvent éire calculés élémentairement, que quellé que soit la fonc-
tion continue p (z) satisfaisant aux conditions (16) (et peut étre en plus
a quelque condition faiblement restrictive), on doit avoir

. _mbk
(18) lim \j=e 3

N>t
(en supposant les A; rangés par ordre de valeurs absolues décroissantes)
et ce fait que les A, ont des limites indépendantes de p (z) est assez
curieux. Nous devons a M. Kac, cette intéressante remarque, mais ni
lui ni nous n’avons pu établir une démonstration générale de (18).



DECXIEME PARTIE.

’

10. L’équation de Langevin et les schémas O. U. — Nous avons
indiqué dans 'lntroduction qu’il y avait lieu de rechercher, pour repré-
senter le mouvement brownien, des schémas qui approchent la réalité
de plus prés que les schémas E. S.; une solution satisfaisante de ce
probléme semble étre fournie par les schémas O. U., dont nous allons
exposer la théorie.

Limitons-nous toujours au mouvement brownien projeté sur OX, en
supposant qu’il n’y a pas de champ de force et en négligeant'action des
parois (ce qui revient a supposer le fluide indéfini); nous désignerons
par V (¢) la vitesse a 'instant ¢ d’une particule P d’abscisse X (¢) et de
masse m (*); le fluide, isotrope, est supposé en équilibre mécanique et
thermique (macroscopiquement); de sorte que l'agitation de ses molé-
cules est un processus stationnaire; dans ces condilions, son action sur
P, durant un intervalle de temps (¢, ¢ + At), action qui s’opére par une
succession de chocs, est conditionnée par la vitesse de P a I'instant ¢,
mais ne dépend ni des vitesses antérieures de P, ni de ses abscisses aux
instants 7 ¢; autrement dit, V (¢) est un processus de Marko/f, qui
sera parfaitement défini si I'on détermine la probabilité de passage
Q (¢, v; 7, 4) que V(7) <A quand V (£) = v (¢ <r), et si, en outre, on
se donne la fonction de répartition Q,(v) de la vitesse a I'instant initial,
que nous supposerons étre 'instant ¢ = o0, Q,(v) désignera la fonction
de répartition de la vitesse a I'instant ¢.

En outre, la stationnarité de l’agitation moléculaire dans le fluide
entraine que Q (¢, v; 7, 1) ne dépend que de v — t (2). 4

D’autre part, la loi d’équirépartition de I'énergie de Maxwell relative
a l'agitation moléculaire entraine pour le mouvement brownien de P,
qui n’est qu’un reflet de cette agitation moléculaire, des conséquences

(') Nous prendrons 7 =1 dans les calculs suivants. )
(?) Ceci suppose que le jet, dans le fluide, des particules, ne trouble pas sensiblement
le mouvement d’agitation moléculaire.
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qui peuvent s’exprimer, en désignant par £ la constante de Boltzmann
et par T la température absolue du fluide, par 'énoncé suivant, que nous
appellerons la loi (M) :

Loi (M). — Q(t, v; 7, ) doit étre telle que, quelle que soit

Q, (v), Q.(v) tende, lorsque ¢ — oo vers la loi de Laplace d’e. m. nulle
kT
et d’g. m.q.\/ - =o¢.

Enfin, les Physiciens ont été conduits a admettre que I'action du fluide
sur P est en moyenne une résistance proportionnelle a la vitesse de P, le
coefficient de proportionnalité f (appelé coefficient de friction) étant
une constante (indépendante du temps, de X et de V) (*). On peut
préciser cela de la fagon suivante : plagons-nous dans I'’hypothése ou la
vitesse de P a une valeur initiale (pour ¢ = o) déterminée quelconque ¢;
soit F (¢) la force que le fluide appliqué a P a Pinstant ¢; dans la catégo-
rie des épreuves C ot V(o) =wv,, F(¢) est une f. a. bien déterminée;
on peut toujours poser ‘ '

F()y==/V()+AQ),

A (¢) est alors aussi sur C une f. a. bien déterminée; ceci dit, la loi
physique précédente signifie que quel que soit v :

Ec[A()V() =v]=0

E. désignant une e. m. prise sur C. :
Telles sont les conditions imposées par la Physique a Q (¢, v; 7, 4) :
il s’agit donc de trouver les probabilités de passage Q (¢, v;7h) quiy
satisfont, s’il y en a, car, en dehors de I'interprétation Physique, il p’est
pas évident que ces conditions sont compatibles.
Nous allons d’abord indiquer rapidement la méthode de Ornstein et

Uhlenbeck [1] pour répondre a cette question. Si, assimilant P a un
point matériel, on lui applique les principes de la Mécanique Classique,
on obtient '

(19) ‘;;Z’ + o= A ()

(') La constante D de (1) est égale LI

S
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C’est ce que U'on appelle équation de Langecin. Or Uhlenbeck et
Ornstein ont montré que l'on peut, & partir de 'équation de Langevin,
calculer tous les moments conditionnels de V () quand V (¢) =, et en
déduire, compte tenu de la loi (M) que Q (¢, v; 7, 1) a par rapport a A
une dérivée partielle ¢ (¢, v; 7, ) donnée par la formule ‘

1

' CD—e(z—ppup
\/Qn[l—p?(c-t)c

perf1—pr(z—0)]{’

(20) gq(t,v;t, )=

exp% -

ou l'on a posé

JOETLS \

(rappelons que nous supposons m =1).

On vérifie immédiatement que la fonction Q (¢, v; 7, 2) correspondante
satisfait a toutes les conditions voulues, autrement dit le probléme posé
admet une solution; mais il faut signaler que Uhlenbeck et Ornstein, dont
nous ne reproduirons pas ici le calcul, n’utilisent pas le fait que V{(¢)
doit étre un processus de Markoff; ils remplacent cette condition par une
hypothése sur A (¢) qu’on peut exprimer en gros ainsi : sur la catégorie
C,si|t—1|->w,les v. a. A(¢) et A (7) tendent a étre indépendantes,
ce qui du point de vue physique est évidemment admissible; mais dans
ces conditions, le calcul de Ornstein et Uhlenbeck ne permet par d’affir-
mer que la probabilité de passage définie par la formule (20) est la seule
solution du probléme tel que nous 'avons posé. ,

Nous appellerons schémas O. U. les processus de Markoff dont la
probabilité de passage est donnée par la formule (20); qui exprime que,
quand V (¢) =wv, la v. a. V(7)—p(r—¢)v est laplacienne, d’e. m.
nulle et d’e. m. q-oy/1—p2(r—1¢); dans le cas particulier oul’on pren-
drait comme loi initiale Q,(v) la loi de densité

2
Y]
e 20

(21) o ge(v)=

VZ—ﬁc’

V (¢) sera en outre stationnaire, strictement et d’ordre 2, avec pour f. c.
la fonction r () = o%exp[— f||]; elle aura alors une f. s. absolument
- continue et de densité

I
r+ -

fy =%
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<Il.est en effet bien connu que la caractéristique de la loi de Cauchy de
de densité 1—(l—l—:l':?) est e‘“"); enfin si 'on se rappelle que I'on dit

qu’une f. a. H(¢) stalionnaire d’ordre 2 est laplacienne lorsque, quels
que soient &y <ty<l...<ln, la loi de la v. a. a n dimensions [H (¢),
H(ty), ..., H(zx)] est laplamenne, on voit que I'on peut, toujours dans
le cas o1 ¢, (v) est de la forme (21), dire que V est une f. a. stationnaire
laplacienne. ‘

L’étude de V (¢), pour un schéma O. U., dans le cas général ot ¢, (v)
est quelconque, se fait trés facilement en remarquant que la f. a. V*(¢)
définie par ’

Vi =viv[5E] (o> 0,

est un schéma de Wiener-Lévy, c’est-a-dire une f. a. & accroissements
laplaciens et indépendants, I'e. m. q. de V*(¢4-7) — V*(¢) étant /7
les propriétés des schémas de Wiener-Lévy, bien connues depuis les
travaux de ces deux Auteurs (*) donnent lieu immédiatement a une
propriété corrélative pour V (¢); on voit par exemple que :

a. V (t) est p. s. une fonction continue;

b. onap.s.
V(t+At)—V (1)

=1
| Al>+0 . I ,
QG\/fAtloglog(M) .

. etc...

Etude de X () pour un schéma O. U. — Mais nous n’avons avec ce
qui précéde qu'une étude des vitesses; pour obtenir le déplacement lui-
méme X (¢), il suffit de remarquer que

(22) , (t)—X(o>+fV< ) s,

par définition méme de la vitesse; en effet, 'intégrale (22) existe p. s.,
puisque V (¢) est p. s. une fonction continue, (il s’agit d’une intégrale
de Riemann); on en déduit aisément la loi de probabilité de X (¢) : si
par exemple Q,(v) est donnée par (21), la somme riemanienne

| Zv(i)a

(1) Cf. Livy, [13, 14, 15].
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(par exemple) qui tend vers X (£) — X (o), étant sur C laplacienne, .l
en est de mg¢me de X (¢) — X (o), dont il suffit de déterminer I'e. m.
et Ue. m. q. : des calculs élémentaires donnent '

EC[X(t)—X(o)]=EC[f V(-:)d:]:f Ec¢[V ()] d5 = o,

‘ (l’inversion des signes E etf étant justifiée par le théoréme de Fubini)

et de méme,

. 7 v
2 e/t —1+ fi].

S
On constate ainsi que | X (¢) — X (o) | est, pour # petit, de ordre de [¢].
On peut ainsi déterminer les lois des couples [X (£) — X (o), V(¢)] ou
[X(t1) — X(t:), X(74) —X (72)] pour ¢, << ¢y << 73 << 74 [lois condition-
nelles pour V (o) =wv,, ou lois @ priori en se donnant g, (v), etc.]. II est

Eo[{X (¢)—X (o) }2] =

pour la suite plus intéressant de remarquer que si I'on pose
B () =/[X () =X (0)]+[V() =V (0)],
B (t) est un schéma de Wiener-Lévy.

1. Objection a la méthode de Ornstein et Uhlenbeck. — La solution

de Doob. — La facon d’opérer d'Ornstein et Uhlenbeck, pour déter-
miner Q (¢, v; T, 1), préte a une assez grave objection : l'utilisation de
I'équation de Langevin suppose Lexistence, & chaque instant, dela
dérivée %, au moins en p.: il semble méme que P'application brutale
des principes de la Mécanique newlonienne a4 un mouvement aléatoire
exige I’existence non seulement en p., mais preéque cerlaine des accélé-
rations (et donc des forces); nous avons au paragraphe 10 fait intervenir
la force F, sans soulever cette discussion, mais en réalité aux instants
des chocs et si I'on admet la théorie classique des chocs, il faut considérer
qu’il se développe des forces infinies < ce qui garde un sens et reste fini;
ce sont alors les percussions; de ce fait la f. a. V (¢) des schémas O. U.
n’est pas dérivable, méme pas en p. : il apparait une contradiction entre
les prémisses de Ornstein et Uhlenbeck et leurs ré'sultats; comme
cependant I'intérét physique des schémas O. U. en tant que représentatifs
d’un mouvement brownien, est hors de doute, il était opportun de les
justifier par une méthode plus satisfaisante:
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Deux procédés ont été proposés, tous les deux reposant au fond sur
I'idée de substituer la notion de percussion a celle de force; I'un est de-
Bernstein [26] qui remplace 'équation différentielle de Langevin par une
équation aux différences finies; alors évidemment lexistence de la

dérivée %—Y n’estplus postulée, et 'on est ramené a la méthode bien connue

des équations différentielles stochastiques (Bernstein, [9]); 'autre est
de Doob [23], et c’est celui-ci que nous allons exposer. Doob remplace
I'équation de Langevin par 'équation aux différentielles :

(23) dV + fVdi=dB(t) (1)

obtenue en multipliant (19) par dt et en remplacant A (¢) d¢ par dB (¢);
B (¢) désignant une f. a. convenable considérée comme donnée; en
I'absence d’une définition des différentielles dV et dB (1), I'équation (23)
est d’ailleurs purement symbolique; mais Doob propose de I'interpréter
de la fagon suivante : . )

Supposons que B (¢) [qui n’interviendra évidemment que par les
accroissements B (r) — B (¢), de sorte que B (o) peut rester non défini :
nous le supposerons égal a o p. s., pour simplifier I'écriture] soit telle
que, quels que soient les instants a et b et quelle que soit la fonction
(certaine) continue ¢ (¢), lintégrale stochastique '

b
f ¢ (1) dB (1),

existe, au moins en p. [comme limite en p. de sommes Stieltjes-
Riemanniennes]; ce que nous exprimerons en disant que B (¢) satisfait
ala condition (1) : par exemple, la f. a. B (¢) satisfait 4 la condition (1)
si elle est a accroissements aléatoires indépendants (2). On dira alors
qu’une f. a V (¢) est solution de I'équation (23) si :

a. V(t) est telle que, quels que soient a et b et la fonction continue
@ (t), les intégrales stochastiques Stieltes-Riemanienne et Riemanienne
b 6

[soa@ e [eVo

a

existent au moins en p.;

(1) On suppose toujours m =1.
(*) Ce que Doob appelle, avec Wiener, un processus différentiel, et M. P. Lévy une
intégrale 4 élements aléatoires indépendants.
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b. sien outre on a p. s. (quel§ que soient a,' b et la fonction ¢)
b b b
[ r@av@ s [CetoViyd= [ooyas (o)

En ce sens il est facile de résoudre (23); en effet, en prenant a = o,
b=t, o (t) =e'!, on doit avoir

4 t 2 )
AV () =— 77V (2) d 7B (1),
vfoe (=) ffoe (%) c+f0e (%)
d’ou par une intégration par partie vqui est justifiée par (a),
. 4
(24) V(t) = e=F1 V(o) + e—ftf /7B (%),
: ‘ . ‘ 0

Mais (24) ne fournit V (¢) qu’autant qu’on connait B (¢); et d’ailleurs
nous avons aussi besoin de connaitre B (¢) pour vérifier qu’elle satisfait
bien a la condition (1), condition nécessaire pour que (24) ait un sens.
Or nous ne pouvons déduire B (¢) que des conditions physiques du-
paragraphe 10; parmi celles-ci Doob n’utilise pas la condition que V (¢)
doit étre de Markoff, qui ne lui est pas commode puisqu’elle porte sur
V(¢) et non sur B(¢), et lui substitue une condition que nous appel-

“lerons hypothése (L) (*); remarquons d’abord que, bien évidemment,
B (t) doit étre considérée comme bien définie sur la catégorie C carac-
térisée par la valeur initiale v, de V (¢); mais les conditions du para-
graphe 10 n’autorisent pas a écarter a priori la possibilité que B (t)
depende de v, : lhvpothese (L) s’exprime alors ainsi :

Hypothése (L). — Le processus B (¢) est indépendant de v, ce qui,
combiné avec la siationnarjité de I'agitation moléculaire, donne tout de
suite lieu 4 la condition plus générale : les accroissements de B (¢) pour
t>. 7 sont indépendants des vitesses de P aux instants antérieurs ou
égaux a 7. En outre '’hypothése (L) entraine, toujours a cause de la
stationnarité de 'agitation moléculaire, que B (¢) est stationnaire.

En admettant I'hypothése (L), Doob démontre alors que : si la

Y

(1) Parce qu’elle remonte 2 Langevin.
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SJormule résolutoire (24) est valable, B (t) est une f. a. & accrois-
sements indépendants.

t
En effet, (24) montre tout de suite que l'intégrale f e/7dB () est:
0

indépendante des accroissements de B (7) pour 2 ¢, donc que la f. a.
1.
C(t)y= STdB (7)),
(0= era ()

est & accroissements aléatoires indépendants : sit, <<to<<...<...<ln,

litq
les intégrales / e/7dB (7) sont donc mutuellement indépendantes, et .
4 |

par suite aussi les intégrales

Lita ¢
. f e—flcl;f e/t dB () = B (ti14) — B (82),
15 i
ce qu’il fallait démontrer. .
- En tenant compte de ce que B(¢) est d’autre part stationnaire, Doob.
démontre alors que, en vertu dela loi (M), B(¢) est nécessairement un
processus de Wiener-Lévy; en effet la loi (M) signifie, compte tenu -
“dé (24), que la loi de probabilité de la v. a.

,
U,= e—ft\/.~ el dB (%)
. Yo *

tend, lorsque ¢ — + oo, vers la loi de Laplace d’e. m. nulle et d’e. m. q. o;
on peut écrire, pour n entier > o,

n—1 n—t
- . .
Unz= 2 e—fl,(n—t)l\iz E au—zki,
0 0

en posant

i)t

(
K = f el—it) dB(z), = e—fL.
i

Les v. a. K; sont mutuellement indépendantes et de méme loi de p.,
etle nombre a est < 1, quel que soit ¢; ¢ restant fixe et » tendant vers —+-co,

n—1

la loi de Za"—iKi tend vers la loi de Laplace de caractéristique e~
- .
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or, si o(v) est la caractéristique des K;, la caractéristique R(v)
n—1 ' '

de Za”—iKi est
]

R(v) = o(av) X 9(a?v) ><.'..>< o(anv),

~donc
o (av) = p(ar10) ok
st
n->—+ o, R(v)—> e 0", R(av)-» e=o%a
o(anv)—>9(0) =1,
donc

_g:<i1__1)vz
o(v)=e @ .

Les K; donc sont laplaciennes et d’e. m. nulle, et comme dans K,
¢ et ¢ sont arbitraires, on voit que plus généralement, quels que soient s

et
¢
f ef* dB(7)

est laplacienne et d’e. m. nulle; il en est donc de méme de la somme

(i+-1)¢
n

/% dB (7).

i=0 =

Or, si n—> + w, cette somme tend, p. s., vers B(¢); B(¢) est donc
laplacienne et d’e. m. nulle; son e. m. q., dont le calcul est immédiat,
est 2fKT¢: le processus B(¢) est donc univoquement déterminé par
les hypothéses faites, le processus V(¢) qui en résulte par (24) est visi-
blement le schéma O. U., qui se trouve ainsi justifié.

Signalons que dans le Mémoire dont il a été question ici [28], Doob
envisage d’autres questions dont il nesera pas parléici; en particulier il
montre que 'on obtient encore les schémas O. U. comme unique solu-
tion en substituant a la loi (M) des conditions moins restrictives (mais
de nature analogue), et il étudie sommairement les processus V(¢)
fournis par (24) lorsque le processus différentiel B(z) reléve d’une loi
stable autre que la loi de Laplace; il semble que ces processus soient
susceptibles d’applicalions intéressantes.
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12. Observations sur la méthode de Doob et principé d’'une autre
méthode. — Du travail de Doob, il faut croyons-nous retenir d’abord
son trés ingénieux procédé d’interprétation de l'équation stochas-
tique (23), qui est susceptible d’étre appliqué a de multiples problémes;
pour la question méme du mouvement brownien, telle qu'elle a 61é posée
au paragraphe 10, sa méthode a I'inconvénient de substituer a la condi-
tion que \;}(t) est de Markoff, condition dont la signification est trés
claire et dont 'admissibilité ne souléve pas de question, 'hypothése (L),
dont il n’est pas démontré qu'elle lui est équivalente, qui est beaucoup

moins claire et qui, de fait, a donné lieu a controverses; il est & remar-

quer que Ornstein et Uhlenbeck admettent explicitement au départ la
possibilité pour A(t), donc pour B(¢) de dépendre de v, et que s’ils
n’ont pas eux-mémes utilisé la condition que V(t) est de Markoff, du
“moins 'hypothése par laquelle ils ’ont remplacée, si elle n’est pas du
point de vue mathématique exprimée avec toute la rigueur peut-étre
désirable, est du moins au point de vue physique plus immédiatement -
acceptable que ’hypothése (L). ,
I nous semble possible d’établir une méthode échappant a I'inconvé-
nient précédent, et dont le principe serait le suivant : posons

bv)=Jim & [O—) QUL s £ 00,

N YOO . . ,
2a(v)__A|:n;0Itf(/\—v) & Q(, vt + AL, 2).

Nous postulons 'existence de ces limites, mais, du point de vue
physique, ce postulat ne souléve pas de difficultés, croyons-nous; le fait
" que @ et b ne dépendent que de v, et non de ¢, résulte de ce que
Q(t,v; 7, 1) ne dépend de ¢ et v que par leur différence 7—¢; nous
savons d’ailleurs que

b(v)=— fu.

L’hypothése (L) se traduirait par le fait. qﬁe a est une constante .
indépendante de ¢; mais n’ufilisons pas ’hypothése (L); on sait depuis
Kolmogoroff et Feller que, V(t) étant de Markoff

dan . . i
7Q(t7 viT, M)=q(t v; T, %)

INSTITUT HENRI FOINCARE, — XI, 1V, 14
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existe et satisfait, en 7 et A, et quels que soient ¢ et v(t<<7), &
'équation

VR
O 7 = Falatg]— S b0)g)

Toutefois ce résultatn’a été établi que moyennant certaines conditions
de régularité, qu’on peut postuler sans inconvénients, et aussi sous la
condition que b(v) reste borné lorsque |v|— + o, ce qui justement
n’est pas le cas ici; mais il ne serait pas difficile, croyons-nous, de
montrer que (25) est bien valable dans le cas actuel ou b(v) = — fv (*).

Tenons alors compte de la loi (M), qui implique que lorsque
(t—1t)—>+ o, Q(¢, v; 7, }) tend vers

. : A w

) 1 YT
Q*(t, vy %, M) = f e *%du,
ayand_. o

si 'on suppose en outre que cette convergence est telle qu’elle entraine
les convergences de

Q  2Q  »2Q  #Q
h ko a2’ s’
respectivement vers
Q0 2QT 2Qr #Q*
N dho oz o’

12
~ . ‘ . Y] ()
(25) doit alors admettre la solution g =¢ *%, pour laquelle 5? =o0;
cela exige visiblement que a soit égal a la constante fo?, et il est alors
facile de montrer que Q(¢, v; 7, A) estnécessairement de la forme (20).
Evidemment, I’hypothése que '

0Q  #2Q  2Q  #Q

N gng’ 9’ o

tendent vers )
’ ()Qt 92 Q* dQQ* r)3Q*
I oo o) Tons

dépasse la loi (M); il s’agirait donc de montrer que l'on peut se passer
de cette hypothése supplémentaire pour établir que ’égalité

¢ [l=f0'2

() Bernstein [9] et Deeblin [16] ont abordé Iétude de tels cas.
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_ est une conséquence nécessaire de la loi (M); cela ne nous semble pas

’

impossible.

11 est en tous cas intéressant de faire la remarque suwante D jai
montré [10] que pour une f. a. de Markoff V(¢) liée a une équation
parabolique du type (25) o2 @ est une constante, si on pose

B(¢) = V(tj'_V(o)~f B[V (x)] &

dans 'hypothése ot V(o) a une valeur v, donnée quelconque, B(¢) est
un schéma de Wiener-Lévy (indépendant de v,); on rejoint ainsi le
;;oint de vue de Doob; mais ma démonstration suppose | b| borné, ce
qui n’est pas le cas icioi b(v) = — fv; le travail de Doob donne donc a
penser que mon résultat peut s’étendre au cas ou |b|= o( |v|) pour
] v|—> + 0. )

13. Enoncé d’un probléme; sa résolution dans un cas simple. — La
considération du mouvement brownien tel qu’il a été défini au
paragraphe 10 et de sa solution par les schémas O. U. conduit naturel—
lement & se poser le probléme suivant :

Les f. c. des f. a. s., strictement et d’ordre 2, qui sont aussi de
Markoff, ont-elles, par rapport a la classe générale des f. c. de f. a. s.
d’ordre 2, des propriétés spéciales et peuvent-elles étre caractérisées?

Ce probléme, qui ne semble pas avoir été encore envisagé dans son
ensemble; mais I'étude des schémas (O. U.) a conduit Doob [p. 353]
a se poser un probléme plus restreint, mais qui est une premiére
approche du probléme général, et dont Iénoncé et la solution se
trouvent dans le théoréme suivant, qui a en outre 'avantage de fournir
une caractérisation des schémas O. U.

Tutorkme. — Soit V(t) une f. a. stationnaire, strictement et
d’ordre 2, et posons m =E[V(¢)], e*=E{[V(¢)—m]*} (m et o sont
alors des constantes); supposons en outre que V(t) soit de Markof,
et que, quels que soient t et = le couple [V (t), V(z)] obéisse & une loi
de Laplace (non dégénérée) & deux dimensions; alors

Ou bien (cas exceptionnel), quels que soient t,<t,<<...<tp,
V() V(t2), ..., V() sont des v. a. laplaciennes indépendantes
de. m.metde m.gq.o. ,

14,
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Ou bien (cas général) V(t) ésg une f. a. s. laplacienne et il existe
une constante > o, f telle que la f. c. r(t) de V(t) soit égale a

r(z)=c2e S0,

c’est-a-dire que V (t) est un schéma O. U. stationnaire [obtenu donc
en prenant Q,(v) selon (21)].

La démonstration est trés simple : d’abord, on ne restreint pas la
généralité en supposant m = o, ¢ =1; soit alors r(r) la f. c. de V(¢);
la densité conditionnelle de V(¢ t), quand V(¢) =v, (7>>0), est

(1 {1 D—reor '
Ver[1— r2(v)] 2 1—r*(T)
la densité a trois dimensionsde [V (¢,), V(¢2), V(¢)], pour £, <<t << ts,

est donc
I
Ver[1—r2(ta— &) [1— r2(ts— &)]
 exp 1 [x'%—zr(tg—:t.(xlxg-t-x%] 1 [m3—r£t3'—t2)x2]2 .
2 I—7r2(ta—1t) 2 1— 23—t )

Un calcul classique permet.d’en déduire r(¢; — ¢1), on trouve

r(tg—tj) = r(t3——t2) > r(tz——t1).

Cette équation fonctionnelle, compte tenu de ce que r(7) est une fonc-
tion paire et bornée [ |r(7)| =< 1] n’admet que la solution r(z) = o, qui
conduit au cas exceptionnel, etla solution r(7) =e~/(® avec > 0; mais.
J=o est a rejeter, puisque l'on a supposé que la loi du couple
[V(¢), V(r)] n’était pas dégénérée. Ceci établit le théoréme.

- 14. Extension du probléme précédent aux schémas i plusieurs
dimensions. — Un certain nombre d’applications, par exemple la théorie
*des bruits de fond dans le cas de plusieurs circuits couplés (¢f. Rice [2],
Blanc-Lapierre [ 3]; Wang, These, 1941, [1] et [2]), exige V'interven- -
tion de processus aléatoires & un nombre fini mais > 1 de dimensions;
ceci a amené Doob [27] & étendre le probléme défini au paragraphe 13,
sous sa forme restreinte, a ces schémas plus généraux; il a envisagé le
cas de schémas discrets et le cas de schémas continus; nous n’expo-
serons ici que la partie de 'son travail relative au cas continu, le cas
discret se traitant & peu prés de la méme facon et conduisant & des
résultats analogues. ‘ ’
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Nous ne nous référerons plus dorénavant systématiquement au mou-
vement brownien proprement dit et nous modifierons nos notations.
Soit &, un espace euclidien réel a n dimensions rapporté a des axes
d’origine O, X,(¢), ..., X,(¢) les coordonnées dans cet espace d’un
point aléatoire X(t) de @vn, fonction du temps ¢; X(¢) constitue un
processus a n dimensions dont nous supposerons :

a. qu’il est de Markoff;

b. qu’il est stationnaire, strictement et d’omdre 2; on supposera
q ) ‘ ; Pp
E[X;(t)]=o0(i=1, 2, ..., n) et 'on posera

"ij('f):E[Xi(t)Xj(t‘*‘T)] .

et Uon désignera par R* la matrice de corrélation, c’est-a-dire la matrice
des r;j(7); R* désignera aussi 'opération linéaire définie dans &, par la

matrice des r;;(7); on supposera d’ailleurs que R" est fonction continue

de 7 [il suffit pour cela que R soit continue pour t=o, et c’est la

condition nécessaire et suffisante pour que X(¢) soit continue en ¢

enm. q.];

c. qu’ilest laplgcien, laloi de probabilité de I'ensemble des m < n v. a.
{Xz;(h), Xy, (t2), ..o, Xi“(t,n)} (i1, oy ooy Im=1,2, ...,.0)

est donc, quels que soienl ¢, ty, ..., {n, une loi de Laplace, pouvant
étre dégénérée, a m>< n dimensions.

De tels schémas X (¢) seront dits du ¢ype M. S. L.

E[X(¢)] désignera symboliquement le pdint de &, quia pour coordon-
nées les nombres E[X;(¢)](¢ =1, 2, ..., n), E[X(¢)?] celul quia pour

coordonnées les nombres E[X;(¢)?], E[)—((—;J—)T—)

coordonnées les nombres E[X; (¢+7), Xy (¢), ..., Xn (6)]; Y (Y4, Ys, .. LY,
et Z(Zy, Z,, ..., 7,) étant deux points aléatoires de &,, Y — Z dési-
gnera le point qui a pour coordonnées les nombres Y;— Z;; E[Y —Z]
désignera la matrice d’éléments E[ Y;Z;]. 1 désignera l’opérauon 1den-
tique (ou la matrice unité) dans &,. ‘

Etant donné un processsus M. S. L. X(¢) dans &,, il est clair qu’il
existe une opération linéaire A, dite de transition, telle que

]‘celui qui a pour

- X T )
, E[—(;-(::)—z]=AT[th)] (x> 0)
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et 'on voit aisément.que

Ri=RoOA™  (t>o0)

Ceci dit, il s’agit d’étudier la structure des processus X(¢) du
type M. S. L.; a ce sujet, quelques remarques se présentent immé-
diatement :

a. Soit U une opération linéaire dans &,, admettant une réci-
proque U™; le processus ’ '
Y ()= U[X(2)]

est du type M. S. L., si X(¢) est de ce type, et réciproquement; X (¢)
et Y(¢) seront dits équivalents, pdur des raisons évidentes (!); il
revient au méme d’étudier X (¢) ou Y (¢), et cetle remarque sera cons-
tamment utilisée par la suite, un choix convenable de U permettant de
remplacer X (¢) par un processus Y () de forme plus accessible. On
remarquera que la matrice de corrélation de Y(¢) est UR*U", en dési-

gnant par U"la transposée de U tandis que sa matrice de transition -
est UATU-!.

b. Soient &, et &, deux espaces euclidiens ayant respectlvement ny
et n, dimensions, avec n,+ ny=n, et tels que &, *oit leur produzt
soit Y(¢) un point de &,,, de coordonunées Y,(¢), Ys(t), ..., Y, (¢)
dans &,,, aléatoire et fonction du temps, et formant dans &, un pro-
cessus M. S. L., soit de méme Z(¢) un point de &,, de coordonnées
Zy(t), ..., Z,(t) dans &,,, aléatoire et fonction du temps et formant
dans &,, un processus M. 8."L.; soit enfin X(¢) le point de &, de coor-
données [ Yy (2), ..., Y, (£), Zs(2), - .-, L, (t)]; siles processus Y(¢)
et Z(¢) sontindépendants, X (t) est lui-méme du type M. S. L. dans &,
et tout processus’ équivalent & X(¢) sera dit étre le produit des fac-
teurs Y (t) et Z(t) ou encore sera dit décomposable en le produit
Y ()< Z(t); ces définitions s’étendent immédiatement aux produits de
plus de deux facteurs; il sera évidemment intéressant de savoir recon-
naitre si un processus M. S. L. est décomposable ou non, et, s’il est
décomposable, de savoir en effectuer la décomposition en facteurs
indécomposables.

(') Cette notion de processus équivalents semble avoir été introduite pour la pre-
“miére fois par Kolmogoroff [28 ].
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‘¢. Un type particulier de processus M. S. L. sont ceux pour lesquels

ona v .
X(t+t)=A7[X(2)] p- s. pour tout ¢ (t> o).

On les appellera déterministes, pour des raisons évidentes. Des classes

particuliéres, auxquelles nous allons donner des noms, se découvrent

tout de suite :

Processus du type T. — Ce sont les processus déterministés i une
dimension X (¢) tels que

X(t)=o0 p.s. pour tout Z.

Processus du type T,. — Ce sont les processus délerministes & une
dimension X (¢) tels que
E[X()]=o, E[X(¢)]%0, X(¢)=X(o)

Processus du type Ty. — Ce sont les processus déterministes a deux
dimensions X (¢)[X,(¢), Xa(¢)], de la forme
X1 () = X (0) cosz8 — X4 (o) sinz8,
X3(2) = X4 (0) sintf + X,(0) costh,

ou O est une constante, avec

E[X1(0)] = E[X;s(0)] = E[X(0)Xs(0)] = 0.
- E[X}(0)] =E[X3(0)]2> o,

[Xyi(o) et X,(0) étant laplaciennes]. -
d. Etant donné un processus M. S. L., X(&)[X,(¢), ..., Xa(2)],
s’1l existe des constantes non toutes nulles A;, Xy, . ... A, telles que

n

Enxi(t) =0 p.s.pour tout f. ’

i—=1

.

X (¢) sera dit dégénéré, cela revient en somme a dire que X(¢) n’a pas
réellement n dimensions, mais seulement un nombre moindre de dimen-
sions; en effet, d'une part les processus du type T sont dégénérés, et ils
sont les seuls a ’étre parmi les processus M. S. L. a une dimension,

d’autre part la condition Exixi(t) = o revient & dire que

i

2>»zX:(z) ‘2 g EZ>‘1)‘f"ii(°) =o,
i .

El
?
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autrement dit R° est singuliére (a déterminant nul); Doob démontre
alors facilement que

Tatorime. — Tout processus M. S. L. dégénéré est le produit de
processus du type T et, éventuellement, d’un processus M. S. L. non
dégénéré. '

" Cette remarque faite, nous écarterons pour la suite le cas des pro-
cessus dégénérés.

e. Il y a une catégorie de processus M. S. L. que nous apéellerons
du type ® dont la structure est immédiate; pour les définir, remarquons
d’abord que la définition des processus de Wiener-Lévy s’étend tout
naturellement au cas de n dimensions; si G(¢) est un tel processus
(c’est donc un point de &) quels" quesoient Zy, Ls, ..y tmy G(22) — G(ty),
G(t;3)—G(ts), ..., G(tm)—G(tm_s) sont m. v. a., laplaciennes
a n dimensions chacune, indépendantes, et I'on a quels que soient ¢ et T

E[G(t+7)—G(D]=0, E{[G(t+7)—G()] [G(t+7)—G()]} ==L

Nous aurons besoin aussi de considérer des processus de Wiener-
Lévy généralisés; H(¢) est un tel processus si :

a. : H(t)— H(t), ..., H(tm)— H(tmot)

sont laplaciennes et indépendantes, comme pour un processus - de
‘Wiener-Lévy ordinaire;

b. E[H(t)—H(o)] =0, E{[H(¢)—H(o)], [H(z)—H(0)]} =D,
ou D! est une matrice dite de dispersion, nécessairement symétrique et
définie positive; on a nécessairement

E{[H(t+7)—H(0)], [H(t +7)— H(2)] } = Di+r—Dr.

Si D¢=tI, on retombe sur un processus de Wiener-Lévy ordinaire.

Ceci dit, soit Q une matrice quelconque, S une matrice symétrique
définie positive, G(¢) un processus de Wiener-Lévy; soit X(t) le
processus défini par

b ¢
(26) X(t):—f esQSdG(t_s)=+f =08 dG(z) (1).

(1) Rappelons que, étant donnée une matrice U, la matrice eU se définit comme

somme de la série convergente '

U u»
U=T4 — 4. 4 — ..
1! n!
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On suppose évidlemment que ces intégrales de Stieltjes stochastiques
convergent p. s. pour tout ¢, ce qui a lien par exemple si les valeurs
propres de Q ont toutes leur partic réelle négative : e'® tend alors
vers zéro exponentiellement lorsque s ——+ o; il est clair que X (¢) est
stationnaire et laplacien, mais on voit aussi que ' '

. t
X(t)—e<t—umx<u)=etof RS dG(s) (u< 1)

0

est indépendant de X (v) pour v < u : X(¢) est donc de Markoff. On
appellera processus du type @ un processus M. S. L. de la forme (26),
dont la matrice de transition est évidemment AT= e™, sa matrice de
corrélation étant ’

+
RT=Roe™®*  avec R =f €50 82 esQ* ds.
. 0
Un processus © non dégénéré n’est pas déterministe.

13. Théorémes de structure. — Etant donné un processus non dégé-
néré M. S. L. X(¢) dans &,, Doob remarque d’abord que I'égalité

R7= RoA®

définit AT de facon univoque; en prenant l'espérance mathématique
des deux membres de I'égalité

E[X (2 + )X (8)] = A*[X(¢)]
pour ﬁne valeur donnée quelconque de X(0), on trouve
| AC5[X (o)) = AT { AX(0)]}
donc A~ satisfait a Péquation fonctionnelle

A= AtAT (2, 7> 0).

En outre S ‘
lim Rt= lim ROA™ = Ro
, T>4+0 T>40 ‘
montre que
lim At= 1.
T>+0

Dans ces conditions, et en vertu de théorémes connus, la matrice

’
Q= lim A1

T>+0 T
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existe et est unique, et l'on a .

AT =m0,

»

Remarquons aussi que, en remplacant au besoin X (¢) par un processus
équivalent, on peut toujours supposer R=1 : alors A™, et par suite A7,
reste bornée lorsque 7—+ 0, puisqu’il en est ainsi de R*; donc les
valeurs propres de A' sont de module < 1; les valeurs propres de Q ont
donc des parties réelles négatives ou nulles.’

Doob établit alors le théoréme suivant, qui régle le cas- partlculler des
processus déterministes :

Tutorime 1. — Si X(¢) est un processus M. S. L. non dégénéré
déterministe, on a '

QRO+ R'Q*=0 et  X(t)=e®X(o0),
et X(¢) est le produit de Sacteur du type To et Ty.

En effet, compte tenu de ce que X(t) est détermlmste, on peut ,
écrire

=E[X(s+ 1), X(5s+1)]
=E{A{X(s)], X(s + ) | = A'E{X(s), X(s+ )} = AtRo A,

Or si dans 1’égalité Ro=A‘R°A**, on remplace A’ par e®, et si 'on
développe en série de puissance de ¢, le coefficient de ¢ au deuxiéme
membre doit étre nul et cela donne QR+ RoQ*=o; l’égaiité
X(t)=e"?X(o) ne fait qu'exprimer la définition des processus
déterministes. ‘
Reste  prouver que X(#) est produit de facteur des types T, et Te
Il est pour cela loisible de remplacer X(¢) par un processus équivalent :
on peut ainsi s’arranger pour que R®=1I, ce qui entraine Q + Q*=o,
autrement dit Q est une matrice symétrique gauche; plus particulié-
rement en choisissant convenablement le processus équivalent, il sera
possible d’avoir Q sous la forme éanonique réelle des matrices symé-
triques gauches : tous les éléments nuls, sauf peut—élffe des matrices du
deuxiéme ordre du type '

s ’ o 6
—6 o)’

disposées sur la diagonale .principale; le résultat s'en’ déduit alors

~

»
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facilement, les facteurs du type Ty correspondant aux matrices du

deuxiéme ordre ci-dessus; on remarque que si, dans le cas général -

[avant remplacement de X(¢) par un processus équivalent], Q n’est pas

symétrique gauche, elle est en tout cas de la forme UQ'U~", ou Q est

symétrique gauche. ' \
Doob prouve d’ailleurs que, réciproquement :

Réciprogue. — Si R° est une matrice définie posilivre quelconque
et Q une matrice telle que QR°+ RoQ*=o, il existe un pro-
cessus M. S. L. déterministe X (¢) tel que X () =¢2X(0) et dont la
matrice de corrélation R* est donnée par R"= R’ ! ?". 4

En effet R° et Q étant données conformément & I’énoncé de cette
réciproque, prenons un point aléatoire X (o) dans &,, laplacien et de
matrice de corrélation R, et soit le processus X(¢) défini par
X (t) =e!X(0); il est laplacien et de Markoff, et pour prouver qu'il
est stationnaire, il suffit alors de montrer que E[X(¢), X(¢+ )] ne
‘dépend que de 7; or

E[X(¢), X(¢+ 1)) = E[¢®X (o), ett+r>QX(o)] , ' '
= ¢RE[X (o), elt+710X (0)] = @RV e(t-+710*,

En développant le second membre par rapport a ¢ et en tenant compte
de QR+ R°Q"=o, il reste seulement R°¢™*, matrice indépendante
de ¢, ce qui prouve qué X (¢) est aussi stationnaire, et que sa matrice
de corrélation R” est bien égale a R0 7", —

'On remarque que les conditions imposées a R® et a Q par 'énoncé de
cette réciproque sont trés larges.

Mais ce théoréme 1 n’englobe pas le cas, en somme général, des
~ processus non déterministes; aussi Doob étabht—ll le théoréme 2 suivant
plus large :

Tutorime 2. — Si X(t) est un processus M. S. L. non dégénéré
~dans.&,, 1l existe deux matrices symétriques définies positives S et T,
un processus de Wiener-Lévy G(t), un point aleatotre laplacien G,
indépendant de t et de G(t), tels que

a. E(G’):O, E(G2)=I

. -+ »
b. QRI+RIQ*=—S2, QT2+ T:Q*=o, Ro:f 5052 e50* ds + T,
)

¢ ‘
c. X(2) =f elt=s10S dG(s) + eQT[G] =f el!=510S dG(s) + !X (o).

0
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- d. X(t) est déterministe si et seulement si S =o, et dans le cas
général X (t) est le produit d'un processus G et d’un processus
déterministe. '

Démonstration. — Je n’indiquerai que le principe de la démons-
tration, qui est assez longue et délicate. Si 'on pose

H(t) = e~0X (1),

on vérifie aisément que H(¢) est un processus de Wiener-Lévy géné-
ralisé, dont la matrice de dispersion D~ est égale &

D7 = e~ RO ¢—10* — RO.

La matrice QR?+4R°Q"* est symétrique et définie positive; on peut.
le voir par'exemple en remarquant que D7 a une dérivée D= égale a

D'F=— e—"0[ROQ* -+ QR0 e70,

Or on montre que D'* est nécessairement, comme D7, définie positive.
et symétrique : il en est donc de méme de QR4 R°Q".
On peut donc trouver une matrice non singuliére S, telle que la

matrice .
- U=—S;(QR+ RoQ*)S7,

soit sous une forme diagonale (des o partout sauf sur la diagonale
principale dont les éléments sont des o ou des 1); le processus H,(¢)
défini par

Hi (1) =fl Sy e dH(s),
0

est alors un processus de Wiener-Lévy généralisé dont la matrice de
dispersion est tU; il existe donc un processus de Wicner-Lévy G(t)
défini par

o
U[G(8)] = [ SiesCdH(s),
(G = [ Siedi(s)
d’ou l'on tire
. . .
H(t)—H(o):f e—s0S71 U dG(¢).
Comme H(o) = X(0), il en résulte bien

o .
X (1) =f eli—s10 571 U dG(s) + e@X (o).
0 4
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On montre que, U étant une matrice symétrique et définie positive,
on peut trouver une matrice S symétrique et définie-positive et une
matrice orthogonale K telle que S7'U =SK; en écrivant alors G(t)
au lieu de KG(¢) [KG(¢) est encore un processus de Wiener-Lévy], on
obtient 'une des formes annoncée pour X ().

D’ailleurs, on a

E {[X(#) —e®@X(0)]2} = RV— e®@R0 ¢10*,

et aussi, pour { —>—-o0
E{[X(£)—e®X(0)]2} ~ 282

I1 en résulte bien que QR°+ R°Q*=—S2.

Le fait que X(¢) est déterministe siflet seulement si S = o s’obtient
par référence au théoréme |; pour abréger, nous n’indiquons pas la
démonstration des autres points du théoréme, qui s’appuie sur certains
lemmes : signalons cependant que le facteur déterministe de X (¢) est
lié aux valeurs propres a partie réelle nulle de Q, et n’existe paé si de
telles valeurs propres n’existent pas. '

Exzemple. — G(t) désignant un processus de Wiener-Lévy a une
dimension, et Y(¢) une f. a. inconnue, admettant des dérivées stochas-
tiques des (n —1) premiers ordres : Yt (¢), Y2(¢t), ..., Yri(t), consi-
dérons I’équation aux différentielles

dYr—1(t) —a  Yn—1(8)dt — ... — a, Y(&) dt = b dG(2),

ol ay, ..., Qp, ‘b sont des constantes (b>o0). En appliquant a
cette équationt l'interprétation indiquée par Doob pour I'équation
dV + fV =dB(¢) au paragraphe 11, on est amené a la résoudre par

la formule
n n
b ! ; I QO N
—_ . phi{t—s) ) cehjtYhk—
Y(2) Afo N e dGs) + 1 Ak HtYE (o),
j=1 . Jr k=1
o Pon appelle %4, ..., 1, les n racines, supposées distinctes el a parties

réelles négatives, de I'équation
M— (@M @ W24 . .+ ap,) = 0,

ou A est le déterminant
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et ou enfin Aj est le coefficient de Af~' dans le développement de A.

Si alors on appelle X (¢) le point aléatoire de &, de coordonnées
[Y(2), Yt(¢), ..., Y»=1(2)], on voit immédiatement que X (¢) est un
processus M. S. L. non dégénéré; les matrices Q, S, T se calculent

aisément
0o o I (]
0 0‘.. o ' o o 1 ... o
S= ) Q = ) T=o
I
! . .
: o o ... ob ) A, @py . ... O
16. Processus composantes d’un processus M. S. L. — Les considé-

‘rations précédentes suggérent gn nouveau probléme, qui se rattache

d’ailleurs a la remarque b de la page 212 : soit X (¢)[X,(¢), Xa(t), ..., Xu(t)]

un processus M. S. L. dans &,, et soit &, un espace, euclidien a

ny << n dimensions; soit Y (¢) le point de coordonnées X, (¢), X, (), . . .,

X, (t): Y(¢t) estdans &, un processus stationnaire et laplacien, mais ce

n’est pas en général un processus de Markoff : c’est cependant un pro- -
cessus possédant la propriété particuliére qu’en le complétant par

X1 (8)y Xps(t), . X, (), on forme un processus (a plus de-
ny dimensions) M. S. L. : ce que nous exprimerons en disant que Y (¢)

est une composante d’un processus M. S. L.; ceci pose alors le pro-

bléeme suivant : parmi les processus stationnaires et laplaciens a

n, dimensions, caractériser ceux qui sont composantes d’un pro-

cessus M. S. L. a n dimensions (rn > ny) ().

Doob a résolu le probléme, dans le cas particulier od ny =1, par le

théoréme suivant :

Tatoreme. — Soit' Y (t) un processus stationnaire et laplacien &
une dimension; pour qu'il soit composante d’un processus M. S. L.
& n dimensions, il faut et il suffit que sa fonction spectrale F () soit

. de'la forme '

oY [ Bo(fu) Tt 4+ B 2 .
F(w)_/;w | (fu)r+ ay ()14 ... +a, 2 4u+F (),

ou : a. F*(w) est une fonction non décroissante purement discontinue,
possédant au plus » discontinuités; -

‘(1) Ce probléme semble avoir été abordé par Kolmogoroff [28] dans le langage des
suites stationnaires Hilbertiennes.

&



QUELQUES TRAVAUX RECENTS SURTLE MOUVEMENT BROWNIEN. 221

b. le dénominateur (iu)*—+ a‘(iu)’l—i—l—.‘. . -+ &, s’annule en tout -
point de discontinuité de F'(w), et le numérateur B, (iw)" '+ ...+ Bns
“posséde tous les zéros du dénominateur précédent, au moins au méme
ordre : les zéros de 'un et de I'autre sont réels, ou a partie imaginaire
. positive; les coefficients «, 3 sont réels. ,
La condition nécessaire et suffisante pour que Y (¢) soit composante
d’un processus délerministe est que les B soient tous nuls; la condition
nécessaire et suffisante pour que Y(¢) soit composante d’un pro-
cessus M. S. L. sans facteur déterministe est que F*(») soit identi-
quement nulle.

Démonstration. — Supposons donc que Y () soit la premiére coor-
donnée d’un processus M. S. L. X (¢) [ X, (¢), Xa(t), ..., Xa(t)] &
n dimensions, c’est-a-dire que Y (¢) = X,(¢); on a, en utilisant relati-
vement & X (¢) les notations habituelles,

Rt=Roe!®*  (t>o0), Ri=¢—QR" (tLo).
Rappelons qu’il existe des constantes oy, ..., a, telles que
(27) o Qr—a;Qr—t— 0y Qr—2 ..  —a,=o0,

’équation précédente s’appelant 'équation caractéristique de Q.
La dérivée v*™° R{,) de R¢ existe pour tous les ordres v; on a

Rfyy=RoQ*ve!®*  (¢x0), Ri=(—1"Q e~®R®  (¢<o).

Il résulte alors de (27) que 'on a

an)—alan_“—ang,,_‘_,)—...———a,,Rt=0 (t> O),
Rf,y+ Rl y— ...+ (—1)*»1Ri=0 (t<o).
Si donc @ désigne 'opérateur d%, on a
[(I)”—-— al@lt~l_ dg(I)n—g— P S (Zn@o]
X [®r+ oy Pr—t— . 4 (—1)"1a,P]Rt=0 (¢ qcq.),

et en particulier -

(28) [®7— oy ®n—1 — oy B2 — . — 0, 0]
> [‘b"+ a1¢"—1-—- R (—"I)"_'1 an@o]f11(t) = 0.

Or on sait que

- 1 T glwt g
F(w)=§[” = ru(t) de,

4
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[du moins aux points de continuité¢ de F(v)]. Supposons d’abord que
X (¢) n’ait pas de facteur déterministe : les valeurs caractéristiques de Q
ont toutes leur parlie réelle négative, et R?, donc ry,(¢) tend vers 0
exponenliellement lorsque [¢]—>—-oo; il én résulte que F(w) a une
dérivée continue f(w) donnée par |
ot '

f(w)y= Py elwtry, (t) dt,
et d’'une fagon générale, par intégrations par parties, et en tenant
compte des discontinuités possibles des dérivées de ry,(¢) pour t=o

1 +°°eiwt
flo)y=—— 5 —o= P ru(e)] dt
'"’11(“‘0)—"'11(’—0) I
— R (To ) —1[ r“(t)dt }

_ T+ 9)“""“(—0)+’°11(+O)—"11(—0)___[T_rf+°°(fii;_ v (6 dt

27 (iw)? 27 (fw)? 1

(28) montre alors que

[Fo)r—ai(fw)r—t —.. . — a,] ‘
' [(Fw)r 4 2y ()t L (— 1)t an] fw)= [(iw)nfa1 (iw)’l—i—...——a,ZI?f(u)

est un polynome en /v de degré (2n — 2), réel et > 0 (quand o est
réel) et qui peut par conséquent se mettre sous la forme

zpi(iw)”_i‘l ’
j=0
n—1 )
ou les racines du polynome Zﬁj(im)”‘f—‘ sont loutes réelles ou a
i=o0
partie imaginaire > o.

Si X(¢) posséde des facteurs déterministes, on peut voir que F(w)
posséde en correspondance des discontinuités; la démonstration précé-
dente continue a s’appliquer a la partie continue de F(w); si Y(¢) est
purement déterministe, ry; (¢) est une somme de fonctions trigonomé-
triques et F(w) se féfiuit a sa partie discontinue F*(w).

De ces considérations, on déduit aisément la partie directe (il faut
que...) du théoréme; Doob établit également la partie réciproque (et il
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suffit...), en s’appuyant sur des propriétés préalablement établies des
processus M. S. L. discrets; pour abréger, nous n’exposons pas cette
partie. "

Conclusion. — Nous espérons que les résultats précédents, que nous
avons extraits parmi bien d’autres du Mémoire de Doob, suffiront a
donner une juste idée du contenu de ce Mémoire, a faire comprendre
son inlérét pour de nombreuses applications, et comment il suggére
certaines recherches nouvelles. ‘
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