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Réduction de différents problémes concernant
" la probabilité d’attente au téléphone, a la

résolution de systémes d’équations inté-
, grales.

par

F. POLLACZEK.

INTRODUCTION.

Ci-aprés, nous étudions divers problémes de Calcul des Probabilités
qui se posent pour un groupe de s > 1 lignes téléphoniques ou les appels
arrivent au hasard et sont traités selon leur ordre d’arrivée, sans admettre
aucune hypothése restrictive sur la distribution de deux grandeurs
aléatoires (durées dg communication et d’orientation) qui interviennent
ici. :

Nous trouvons ainsi que la construction des différentes fonctions de
distribution (f. d. d.) des durées d’attente (4 une ou a plusieurs
variables) qu’on peut définir ici, se raméne a la résolution d’un ou plu-
sieurs systémes de s équations intégrales linéaires simultanées.

Tous ces systémes ont la méme structure, c’est-a-dire que les s opé-
rateurs lindaires qui figurent dans les premiers membres sont toujours
les mémes, tandis que les seconds membres de chaque systéme sont des
fonctions données qui dépendent des solutions du précédent systeme.

C’est en ce sens qu'on peut dire que dans sa partie essentielle, toute
la classe de problémes étudiés ici se raméne a la résolution d’un seul
systéme de s équations intégrales lindaires L (u) = ¢, dontles deuxiémes
membres ¢ sont des fonctions données, largement arbitraires a 'intérieur
d’une certaine classe de fonctions.
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Dans un mémoire antérieur (') nous avons déja traité le probléeme de
la construction de la f. d. d. (a une variable) des durées d’attente, sans
tenir compte du phénoméne de blocage; dans la premiére partie de ce
mémoire, ce probléme a été ramené a la résolution de deux systémes
d’équations intégrales linéaires, équivalentes au systéme L, tandis que
dans la seconde partie, des méthodes sont eéxposées qui permettent,

pour deux classes de fonctions e(z) :./,erL af(e) [f(¢t) étant la f.d.d.

des durées de commumcatlon] de résoudre ces equatlons au moyen
d’un nombre fini d’opérations (2).

Toutefois, nous n’étions parvenu au résultat de la premlere partie
qu’an moyen de calculs étendus qui ne s’appliqueraient que difficile-
ment & des problémes plus généraux ou plus compliqués. Pour cette
raison, nous avons récemment développé, indépendamment de toute
notion de théorie des probabilités, un calcul opérationnel qui s’applique
a certaines sommes d’intégrales multiples, elles-mémes généralisations
de l'intégrale classique de Dirichlet.

Ce calcul, que nous considérons comme connu, abrége considérable-
ment les opérations nécessaires pour déterminer les probabilités conti-
nues multidimensionnelles dont il est question ici, et facilite le passage
aux problémes plus complexes des troisiéme et quatriéme chapitres.

Dans le premier chapitre, qui est le seul a contenir des considérations
de théorie des probabilités, nous ramenons le calcul de la f.d. d. p(2)
des durées d’attente a la construclion d’une certaine fonction analytique
de trois variables complexes ®(p, z; ¢). Ensuite (Chap. II), les formules
du Mémoire A nous permettent de réduire en quelques pages le calcul
de @ a un probléme de théorie des équations intégrales linéaires; on
suppose dans ce chapilre que chaque communication commence au
moment ou la ligne a laquelle elle a droit sera devenue libre.

Dans le troisiéme chapitre, nous généralisons nos hypothéses en
supposant, pour s > 2, que chaque appel bloque pendant une certaine
« période d’orientation 6 » (répartie suivant une loi de probabilité

(') Math. Zeitschr., 38, 1934, p. 492-53~.

() Voir Ann. Inst. H. Poincaré, t. 10, 1946, p. 1-55 (2° Partie), ou ces methodes ont
été appliquées A la fonction ¢(z) = aet+(1—a)e: (o LaLi; h=2—a).

(*) Application d’opérateurs intégro-compinatoires dans la théorie des intégrales
multiples de Dirichlet, Ann. Inst. H. Poincaré, t. XI, 1949, p. 113. Ce Mémoire sera
désigné, dans ce qui suit, par la lettre A.
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donnée) toutes les lignes libres du groupe; ceci revient a admettre
qu’une communication commencera dés qu’une ligne & laquelle elle a
droit sera devenue libre et qu’en outre le blocage du groupe di a 'appel
précédent aura pris fin. Comme précédemment, le calcul de laf. d. d. p(¢)
se raméne a la résolution d’un systéme de s équations intégrales linéaires
~ non homogeénes, généralisation du systéme du Chapitre II ou, cette fois,
figurent en méme temps des intégrales doubles et des intégrales'simples.

Dans les hypothéses du premier chapitre, nous ramenons ensuite
(Chap. 1V) la construction de la fonction génératrice d'une suite de
f. d. d. a deux variables au systéme d’équations intégrales trouvé dans le
Chapitre II, et établissons cette fonction dans le cas le plus simple. Les
développements de ce chapitre s’appliquent sans modification aux pro-
blémes analogues a un nombre quelconque de variables.

Finalement, les équations intégrales du systéme avec blocage sont
résolués (Chap. V) pour la f. d. d. des durées de communication
f(t)=1—e"", laf. d. d. g(0) des périodes d’orientation étant arbi-
traire. . :

Les problémes que notre méthode permet de traiter directement, sont
du type Bernoullien, en ce sens qu’on étudie des probabilités concernant
un nombre fini n d’appels qui arrivent pendant un intervalle de temps
fini B. Afin d’embrasser aussile probléme important du type de Poisson
ou n'et G sont infinis, la densité moyenne d’appels par unité de temps
étant donnée, nous devons faire tendre n vers I'infini dans la formule

de p(t) = p(t; %) s dans ’hypothése que % = const. =c.

Dans tous les cas étudiés, ce passage a la limite revient a remplacer
. Pexpression qui figure, entre crochets, dans les équations (15), (43),

(70), (86), par

N

[(p—3)@(p, 35 q)]p=s=c;

commme, ‘toutefois, la démonstration de cette formule nécessite des
développements supplémentaires, nous la renvoyons a un autre article.

1. Résumé de la théorie de 'auteur et déduction d’une formule géné-
rale pour la f. d. d. des durées d’attente. — Selon le schéma que nous
utilisons pour traiter des problémes de probabilités qui se posent en
téléphonie, nous admettons que, pendant un intervalle de temps (o, B),
n appels arrivent au hasard & un groupe de s > 1 lignes; par hypothése,

!
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ces appels seront traités selon leur ordre d’arrivée dés qu'une des
s lignes sera devenue libre. Nous désignons par

(1) D0 sXys . 2X, 2B

les instants d’arrivée, numérotés en ordre croissant, de ces appels et
par
(2) o< Ti<o,..., 0T, <o,

leurs durées de communication. ‘

En raison de la régle de priorité admise, lous les phénoménes d’attente
seront déterminés de maniére univoque dés qu’on aura attribué aux
variables aléatoires X,, T, des valeurs particuliéres z,, ¢, selon (1) et (2)
et la durée d’attente 7, du m'*™® appel sera une fonction certaine

(3) “Tm= Tm(.L'i, ey Tms t], ceey lm_1), (O_é.%’ié. . .é‘.z'm)

des grandeurs z,(v=1, ..., m) et t,(v=1, ..., m —1) que nous éta-
blirons dans ce qui suit.

Afin d’étre en mesure de traiter des problémes de probabilité, nous
devons admettre des hypotfxéses- concernant la répartition des variables
aléatoires X, et T,; dans ce qui suit, nous admettrons les hypothéses
suivantes :

Y dzx, i
Prob {x\,< X, < &y+ dX\,} ==
(4) Prob { 1, < Ty < ¢, + dt, | = df(ty),

(v=1,...,n),

f(t) étant une fonction monotone arbitraire, donnée dans l'inter-
valle (o, ), et telle que

(5) floy=o, f(®)=1, donc fwdf(t)=1.

Donc, nous supposons que pour chaque appel, chaque instant d’arrivée
a lintérieur de l'intervalle (o, ©) est également probable, tandis que
nous admettons pour la f. d. d. f(¢) des durées de communication une
loi arbitraire (la méme pour tous les appels).

Nous prenons la durée moyenne d’une communication pour unité de
temps, de sorte que

(6) f”tdf(t)=1
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et désignons par

(7a) @)= [ etdf(e),  [R(s)<eie>o],
0

la fonction caractéristique de f(¢). En raison de (5) et (6), on a
(76) . o)=1, (o)=1;

pour simplifier nos raisonnements ultérieurs, nous supposons en outre
que I'intégrale de Stieltjes (7 @) est convergente pour R(z) <¢, ¢ étant
une constante positive arbitrairement petite. ,

Avec nos hypothéses (4), la probabilité pour que les instants
d’arrivée (1) des n appels ainsi que leurs durées de communication
solent respectivement compris entre z, et z,- dx., et entre ¢, et t, + dt,,

sera égale a H%de(tv)

v=1 " v=1 )
_ Soit maintenant &, (X,, T,) une fonction continue quelconque des
variables aléatoires X, et T,, assujetties aux conditions (1) et (2). La

valeur probable F,, de ¥, sera égale au quotient des intégrales

, f...fgmﬁdzvﬁdf(tv) et fo--fl’—l[dxvf__[df(tv),’

étendues toutes deux au domaine
(8(1) oLy L. .. L, LB,

(8b) . o<ty o (v=1,...,n)

et en rhison des formules
] 1 J & .
f dxif cizlf dz, = — f af(t,) =1 (v=r1,...,n),
0 kS Xp—y n: 0 E

on aura
= n! * ®
7, =" f df (). . f df(tn)

& J, 0

(9a) - & .
xf dxl...f Fm(x1, .., Zns 1, .., ty)dxy;
0

Tn—1

mais si nous regardons &, en outre comme une fonction aléatoire de
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l'indice m, lequel prend les valeurs ‘1, ..., n par hypothése avec la

méme probabilité ., sa valeur probable sera
n :

=

(98) E Fr= ;,nzlgw

En désignant par ¢ une variable positive, nous allons déterminer la
pyrobabilité p(t) pour que lattente d’un quelconque des n appels
soit < ¢; p(t) est donc la f. d. d. des durées d’atiente a notre groupe de
s lignes. .

Pour trouver d’abord la probabilité p,(¢) pour que l'attente du
m™*m° appel soit ¢, considérons la fonction

S(Z——Tm),

qui [voir A, équ. (3a)] est égale a 1 en tous les points (z,, &)
selon (8 @), (8 b) on I'attente du mitme appel est < ¢, et nulle ailleurs (*).
pm(t)>est évidemment égal a la valeur probable de s(¢— 7,) et en pre-
nant la moyenne des p(¢), on a la probabilité cherchée

(9¢) et =2 Nen(t) == ¥ sE—wm);

m=1 m=1

ainsi, on obtient p(¢) en posant, dans (g a), (98), Fn=s(t—1n) (*).
Mais nous pouvons aussi bien remplacer &, par la fonction
s(B—xp)s(t—1tm),

qui coincide avec s(¢ ‘——‘l'.m) dans tous les points (zi, ..., xn) du sim-
plex (8 a), domaine d’intégration des x, dans I'équation (g a), et qui

(*) Nous n’avons pas a tenir compte des multiplicités ou t,=¢>o0 car, leur
volume (2n—1) dimensionnel [voir (10)] dans l’espace des =z, et f, étant o, elles ne
contribuent pas aux probabilités en question. :

(%) s(t —r,,) présente des discontinuités, mais la' fonction

& kg

f d‘z""“f s(t—r,)dz,
R o, Xn—1
est continue en ¢, ..., £,_, ce qui permet d’utiliser, sans convention supplémentaire,

la formule (ga) ou figurent des intégrales de Stieltjes.
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s’annule a extérieur de ce simplex, car ceci nous permet de remplacer
le coté G du simplex par 0. Ainsi, il vient

\o(t) ("_‘) Zf (l/(ti)...fwdj'(t,l;t)
o i' ? f dzy. . fw s(B—z,)s(t—7tm)dx,

Xp—y

(¢>0),

[

ot lopération ,‘/w ... df (&) a é1é supprimée puisque [voir (3)]

tm(m=1, ..., n)ne dépend pas de ¢,,.
Posons maintenant [voir A (1)]
_ N S e ) L (b=t %4
(11) s(® ':r,,)s(t ~‘,,,) vy L 7 ami, eq 7 ’

ou les droites C, et Cq, situées a droite de I'axe imaginaire, seront par-
courues de bas en haut. Substituons cette expression dans (1¢) et inter-
vertissons l’ordre des intégrations réelles et complexes; alors 'opération

@

J "L ). f Af(tns) f Az ... dey,

»‘n —1

dont les variables ne figurent pas dans ,, [équ. (3)] peut étre eifectuée
immédiatement a Vaide de la formule

f e—rav dx, = -I—e—p"""—‘ . [R(p)> 0]
Xy —1 p

N

et on obtient ainsi

oty = 2=l <2,—fi)-zf%£fm,“
x[E fmd_fu.)... [jdf(z,,l_l)

) Y .

(12) =1
‘ | _drdq.
= j dz, f e P mdzx, | pr—mtig
Lm—1
(t>o0). ¢

Désignons maintenant par z une variable complexe et introduisons la

série de Taylor
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®(p,z;59) =i.z"l—"/;wzl_f(ti). ..

m=1
(13) . - -
> f Af(tmot) f dzy. .. f e—~PTm—Tm iz
' 0 0 Lm—y
[R(p)> 0, R(g)>ol,
qui converge pour | 5| <<R(p); car en raison de I'inégalité
| ePen—n| Ze=ml)  [R(p), R(g)>o0],

i Iz {m—i

le module du terme général de (13) s’avére comme RO de sorte
qu’on a
(16 1%, 359)| < gorrer Lpowr (2| <R(p); R(9)>0]

En exprimant le m"®™® coefficient de la série (13) sous forme d’une
P o~

intégrale
1 ds
27‘”‘/1;4)(1)>z! 9);,;‘

ou K. désigne un cercle, arbitrairement petit €t parcouru dans le

sens positif, autour du point 5 = o, on obtient pour la fonction (12)

n

_(r—n! )G = L (ﬁ)ln_i L
P(f)—_"@,L—um-);;ﬁ'/C‘(,‘/K‘:e’m””,q’(]’w:@ p”zZ ~ qa’pdqdz.

m=1

Or, dans I'expression

I "j £ m—1 . 1 pli_ zn . ‘l 1 I
VZE CprEt p—z  h(p—2z) prp—z
- .

3

4 .
le dernier terme peut étre supprimé, car la partie correspondante de la

fonction a intégrer; qui est holomorphe en s = o, est annulée par I'opé-

rationf ...dz. On obtient ainsi la formule
K .

z

L (n—1)! I
p(2) 2ﬂi£qeql [__i;T_ G

(18) ff o dg
. > — W (p,z;q)dpdz | XL
) . ¢ ‘K.'Z;I(P_z) (P> 9) p az ;

(t>o0),

qﬁi est valable dans I’hypotheése que 7, [équ. (3)] ne dépende que des
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variables jusqu'a z, et £ inclus. Cette formule ou les trois gran-
deurs ¢, B, n qui entrent dans la définition de p(¢), figurent de maniére
simple, réduit notre probléme au calcul d’une fonction analytique de
trois variables complexes ®(p, 5; ¢).

2. Attente 4 un groupe de lignes sans blocage. — Nous devons
maintenant construire la fonction 7, (2, ..., Tm; tiy ...y tm_y) qui
entre dans la définition de ®(p, z; ¢) [équ. (13)]. Constatons dans ce
but que le m"*™® appel aura droit a une ligne dés que m — s parmi
les m — 1 appels précédents auront pris fin. Comme I'instant d’arrivée,
la durée d’attente, la durée de communication du v"*™° appel sont res-
pectivement égaux a ., 7,, t,, cet appel prend fin a I'instant

(16) Zy—+ Ty+ Ly

-

Donc, a partir de 'instant [voir pour les notations A (4}, (5a), (5b)]

- (17) maxls)  (zy+ T+ 1),
. - V=1, ...,m—1

ou seuls s —1 parmi les m — 1 précédents appels n’étant pas encore
terminés, une ligne sera devenue libre, la communication du m'*™* appel
commencera, pourvu qu’il soit déja arrivé [ ¢’est-a-dire, pourvu que zy,
soit plus petit que 'expression (17)]; par conséquent, on a
Tm=[ maxll (xy+Ty+)—xm]|"
N

V=1,...,m—

ou

(18) Tm= maxt+t (zy+1y+t—Ty) (m=1,...,n).
v=1,...,m—1

Nous convenons de poser le symbole max %)+ pour &€~ m s égal
v=1,...,m—1

~ azéro, ce qui revient a admettre que
(19) . tm=o0  (m=1,2,...,5).

A l'aide de la formule (18) qui définit 7, par récurrence pour tous
les m, nous pourrons déterminer les coefficients de la série (13). Intro-
duisons a ce dessein les expressions

i Jm‘O = e_me—IITm,

T = ‘/omdf(ti)...f)mdf(tm_i)

@

(20)
< Axm—iiq. .. e—PEm—T"mdx,

Lm—i Lm—1
(i=1,...,m—1;m=1,2,...),

s
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¥

qui seront calculées par récurrence a 'aide de la relation

Tm—i

(21) J,,,‘i:f df(tm_i)f it Aminr (E=1,....m—1)
N [

et dont nous tirons pour ® [équ. (13)], Ia formule

(22> q)(P:z; q)=25m_1f J/n,m—ldwh
. o m=1 ! -
D’abord, nous obtenons pour &, [€équ. (20)] a 'aide de (18) et de
la formule A (15) (pour p. =s — 1, n =m —1), Uexpression
) —P Ly 2 B LTt b=y}
Imo= S5 e ' —%—
(23) ‘ ' L Z B

1
m-—1

l R(g—Ezv >0
1

En choisissant suffisamment voisins de 'axe imaginaire les chemins
d’intégration des intégrales (m —1)-uples dont S5;!, se compose, on a en

m—1
m—1 \ .
outre R{ p »~2:\, >> 0, de sorte que l’opérationf ...dxz, peut

Ly -
1 y m -1

s—1
-

étre effectuée sous le signe S; ', a aide de (21) et de la notation (7 a),

on obtient ainsi
. n—=2
Ta=Sit exp| —prp—1— Z Sy(By+ Ty+ by— L )] \
’ 1
qe(““zm—l)
X m—1 /' m—1
(»-2) (+-2-)
1 ‘ 1

En remplacant ensuile 7,,_, par 'expression (18) et en utilisant I’iden- -
tité S5 =T ' [A (24 a)), cette formule prend la forme ‘

m—1 m—q

e—Sm-1"m-1,

m—2

. 1
(24)  Jnpa=Th exp| — prm—i1— 2 By(@y+ Ty+ by— Tpi1)
‘ .

— Zp—y maxt (@, 4ty 4+l — Zp—1)
V=1,...,m—2 B

q,é'( — Zm—1 )

m—1 N m—1
ORI

1 1
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Or, grace & la formule A (49), ou u, n, z, seront remplacés par s—1,
m-—2, Z,+ 7+ t,— Tm_1, le deuxiéme membre de (24) peut étre
transformé en une somme d’intégrales de Fourier du type Th'3, et
relatives aux m — 2 variables réelles 2,4 v, t,— Zm_4.

Pour cette raison, nous admettons que pour un > 1, la formule

s—1 m—i m—i
mz—l—-zT)\c 17:m—-z< _2 Zv>fi—1,)\<zl’,---;z)\'; sz>

1 1

ait déja été démontrée; nous avons posé ici

(25)

n
(26) =,= exp [—pxn+,—2zv(wv+ Ty—+ tv—xn+,):| (n=o0,1,...)

1
et désigné par -

fi—l,o;)\(zh IERE) z);)
q9—

fi—i,)\ézh ey BhG .7) =
i—

(27) L |
+I§) (P _y)k+1fl—1,k,)\(zl,! . .,Z)\)

(A=0,..,5—1;i=1,2,...; p#q),

une forme linéaire en 7= - el —— y)'f“ (k=o, ..., t—1) dont les

coefficients sont symétrlques‘en %1y - .., %, et holomorphes et bornés
dans le dumaine

(28)  R(3)<——min[R(p)R(D]—c  (v=1, ..., }),

c étant une constante positive arbitrairement petite.
- En comparant les formules (24) et (25), on trouve pour les f, ; les
expressions suivantes :

(29) fooly)= G.T_'},)q—(—g_y)’ fo,?\(z§,~--,zx;y)= o (A=, “",S*I')‘
Pour démontrer maintenant (25) par récurrence pouri=2, ..., m—r,

effectuons-y les opérations indiquées dans (21); le facteur m,_;

INSTITUT HENRI POINCARE. — XI, III. 10
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[équ. (26)] qui seul contient les variables z, et ¢,, se transforme alors
en

(30) f df(tn‘L—z)f Tm—i Attt = Bpp—i—t ——5 S(ﬁ—bm Z)eﬁ”"' =iTm—i,
Lm—i

pP— sz

de sorte qu’on'obtient

s—1 m—i—1
(31)  Ipmui= Y Ths-texp| —pzyp_i— 2y(Zy+ Ty A+ by — T ;)
¢ .
A=0 1

v=1,...,m—i—1

m—z"
f X e(— Zm—i) fica; 2| 317, -5 805 sz

1

— Zm—;  max+  (zy+ T+ fy— x,n_i)}

Appliquant ensuite la formule A (49) (en remplacant n, p, fi
respectivement par m — i — 1, s — 1, fi 1), on a, a l'aide de (26), la

relation
s—1
Al
(32) Fmi= X Thorh T
A=0 -
iw—0
1 E(—m
= YT m—i—1

1

m—i—1
(23
1’ /

1

e Z zv;“zzv—c

m—i—1

>'<fz'—1,>\+1<zi', Y U1 2 By
, 1 '
o 2
—“Cfi—-i,)\+1<zl’5 '~')Z)\':C; sz’*_c) —C—

g

.

‘ m—i—1
¥ .
+fz_1,x<z1r, ceey BV 2 Zy y

1

ou fi_i s est donné, en vertu de A (31), par 'équation

§—1 s .
(33) fim1s (5, - ,m,y)_—V 2 Srap G mny) (=1,
)\—-o v, M=t
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.
Par conséquent, J, ; peut aussi étre exprimé sous la forme (25),
Ji. étant donné par la formule '

(P _y)fi,.)\(zly . ')«z‘l\;]‘)
1 et (=0

B .2?1 —iw—0 "
,}’_ZZV"‘c
1
k
(34) : ><|:<_}’ —sz>fi—1,)\+l(zh .. -,z)\,C;J’)

1

A
—&fimtpm <Z1, ceey B G Ezv_‘_ c>] ‘_ic_g
1

+ fim (51, « 0 B0 Y)
(h=0,...,8—1).

En introduisant ici les expressions (27) et (33) des f;_4,), on reconnait
. . 1 1 .
ue les /; 5 sontdes formeslindaires en et —(k—=o0, ..., 1
q ‘/;7) q—y (P_y)/\—f—l( ? ? )
dont les coefficients f; 4, sont symétriques en z, . .., 5, ainsi qu’holo-
morphes et bornés dans le domaine (28). En outre, les formules de

récurrence qu’on obtient ainsi pour ces coefficients, permettent de les -
évaluer dans le domaine (28) par une inégalité de la forme

| fie; 0 (51, ooy | < G

35 N .
(3%) [k=o0,...,i5h=0,...,8;i=1,2,...; C=C(R(p), R(g), ¢)].

Done, les formules (25), (27) sont encore valables. pour J, ;;
par conséquent, elles valent aussi pour ¢i=m, ce qui nous donne
[voir A (23)] la relation

(36) Jm,m—1 =p e_p't‘fmﬁl,o(o)-

En substituant cette expression dans (22), on-obtient pour la fonction
cherchée ®

(37) (P E )= X5 (o).

i=o
Nous introduisons maintenant les séries
Fi(z, oo, B Y)=F0 51, -y B Y Py Gy B) ,
par les équations

B8) Fi(an a0 = D (e @i y) (=01, ).

i=0
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Les séries en z et

~ qu ‘on obtient en substiluant ici les expres-

sions (27), convergent, umformément par rapport a tous les z, du
domaine (28), dans le domaine

(39) 5] <er, | | |<c1, a=alR(p), R(g), o)

a'l'exclusion d’un voisinage-du point y = ¢ qui est un p(‘)le simple; on
démontre ceci a I'aide de I'inégalité (35). En oulre, les formules (27)
et (33) montrent que

(40) d')\(zi,...,z)\;y)=0<l—;/-l—2>, pour y —>o (A=0,...,5).

En effectuant, dans les équations (33) et (34), l’opérationz R 18
i=1
.on obtient pour les &, a l’aide de (29), les équations intégrales

/' ' z T (=0
(p—z—y).?)\(zi,. 7Z)y}’)+-——— —_—

o }’_'sz'“' g

1

: ‘ .
(41a) i X[(}’—Zm) Frr1(z1, o008 0)
_—-CEI‘H<Z”...,Z)\7C;ZZV+C>:I%C =35}{qu

1

(A=0,...,5—1),
s

(41 b) , 2 E Fr(z1y oo, B Y)=0,
A=0 1’ .

A=1

1,

- 07 étant le symbole de Kronccker.
Gréce a I'équation

(42) @(p, 55 9) = Fo(0) = Fo(0; P, g, 2),

qui résulte de (37) et (38), la formule (15) prend la forme

(43) ,3(‘)*ﬁ7fcqeql[(n‘fz"l)'(znz>ff

d
Folo; p, g, Z)deZ] ;;

o (p

ainsi, le calcul de p(¢) est ramené a la résolution des équatlons inté-
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grales (41a), (41b) qui déterminent les fonctions &F,, dans un voisi-
: . :
nage suffisamment restreint du point z = o, de maniére univoque (°).

- 3. Etude d’un systéme avec blocage temporaire des lignes libres. —
Nous reprenons maintenant le probléme qui vient d’étre traité, en
admettant, comme précédemment, qu’a un groupe de s > 2 lignes, tous
les appels soient traités selon leur ordre d’arrivée. Mais tandis qu’aupa- -

(*) On peut généraliser la notion de durée d’attente en définissant des durées

d’attente virtuelles 7, , du mitme appel jusqu’aux instants  max(*+(x,+t,~+¢£,) ol .
v=1,...,m—1

seules, @ = o0, ..., s—r1 parmi les m —1 premiéres communications restent en cours.
On trouve

(18") 1,,,’,,=v_1ma>;(l"i‘l)+(xv+ T+ —2,) (oLaLs—1,1, =1,)
et pour le calcul des f. d. d. correspondantes
n

(g'c) L) = 2 NS5, e =e(o),

1
toutes les formules de ce chapitre restent valables, sauf (23), (29), (41a).
Au lieu de (23), nous avons maintenant [ A (15), (24a)] la relation

(23) gy =ThY e, —d

"y m—1

P
1
qui prend, & gide de A (264), la forme

s—1 .
(23") B o= [TSL‘;‘TI—% Z (——-1)"‘-“C§f_1Tz‘,f_—1‘]1ﬁ:m_‘ —Z—_l— .
r=a+1 q— z

1

Par conséquent, les valeurs initiales des fi seront données, au lieu de (29), par

e = (B9 (— e ) — T
(29") f0,7\(zn‘-"z7\;J’)—(8k+( 1) CA—1)' P—)(a—2)

(A=0,...,8—1),

de sorte que dans le second membre de (41 a), qui est égal & (p — ¥) for (5, ..y 235 ¥)

il faut ajouter maintenant le terme (—i1)*-*C{, » et c’est au moyen des équa-

tions (Zu a), (41b) modifiées ainsi, et de (43) qu’on obtient p(® ().
Les fonctions p(® (¢) —ple=1)(¢) [@ =0, ..., s —1; p~1)(¢) = o], qui se calculent au
q

moyen d’un systéme (4ra) 4 second membre (—1)*—=C¥

» sont positives et, a

P’exclusion de la premiére, décroissantes; en particulier
pl@)(+0) —ple=—1(—+o0) (a=o0,...,s—1)

est la probabilité pour qu’un appel quelconque trouve exactement a lignes occupées.
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ravant, il avait été admis que chaque communication commence au
moment ou la ligne a laquelle elle a droit sera devenue libre, nous sup-
posons mainlenant que chaque appel bloque pendant un certain lemps 0,

-appelé période d’orientation, toutes les lignes libres du groupe, y com-

pris celle qu’il occupera.

Pour cette raison, nous attribuons maintenant a chaque ~appel, en
généralisant le schéma du paragraphe 1, un instant d’arrivée X,, une
durée de communication T, et une pério de d’orientation 0, ; ces variables
aléatoires seront numérotées comme précédemment, si bien que I'on a

() 0LXie.cXne®; o< Ty<lm, 0<O,<m  (V=1,.crn—1).

Désignons par f(¢t, 0) une fonction monotone arbitraire, donnée dans
le premier quadrant et telle que

(45)  f(o,0)=o0, f(om)=1, done fwfwd(‘-’)f(t,(‘))zl,
et soit ' '

(46) = [ [Cenentansi),

sa fonction caractéristique; nous admettons que la derniére intégrale ‘
converge pour R(z) <<e, R(z:) <<¢, (¢ >0). Quant a la répartition
des variables aléatoires, nous supposons que

‘ Prob {xv< Xy < &y dx‘,} = %,
U7) 8 Prob { £,< Ty < ty+ dty; 0,< 8,< 0, dby ] dE) £(1,, 0,)
( (v=1,...,n0)

Les conclusions du chapitre I qui aboutissaient aux formules (13)
de ®(p, z; q) et (15) de p(¢) restent valables a condition de rem-

® . £ ® N i
placerf ...df{tv)parf f cnd®) f(2,0), 0T (24, ey Ty by ooy Emet)
0 0 0
par unc nouvelle fonction
(48> Tm(xly ey Ty ty ooyt 01; ey 011{-1)

que nous allons maintenant construire.
Donnons aux variables aléatoires (44) des valeurs particuliéres z,,
t,, 0,; dans le cas présent, la v**™° communication sera terminée a

Pinstant
Zy-+Ty+ By 2,
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de sorte que le m*™ appel aura droit a la ligne qui deviendra libre a
Pinstant

-

(49) "maxls) (@ Ty Oyt £y).

v=1,...,m—1

Mais dans Uhypothése présente, cette ligne ne sera accessible que dés
que le blocage du au (m -—1)®™ appel aura pris fins c’esi-a-dire, a
partir de I'instant '

(50) Zmp—1 -+ Tip—1+ 0/n—1.
La communication da m*®™® appel commencera donc & I'instant

t=max|[ maxl) (2y+Ty+ O+ 8); Tmot+ T+ 0m—1],
v=1,...,m—1

pourvu que cet appel soit déja arrivé, et par conséquent, sa durée
d’attente sera [voir A (5a), (5b)] tn= (¢ — zn)* ou

= max+[ max(t (zy+ Ty by by—Zm);
v=1,...,m—1

(51) Lt 4+ Tt == 0t — T
(m=r1,2,...); ‘ .
cette formule définit ,, par récurrence, en fonction des variables z,, ...,
T Xm bay e ey Emet Ony o ey Oy, ’
Notons qu’en utilisant (51) aussi pour m =1, on admet, en raison
de nos conventions sur le symbole max(¥*, que

(52) :  n=o.

Pour la fonction @ nous obtenons maintenant la formule

(53) ‘<1>(p,z;9>‘=2zm—ilwfwdmf(zl, 6,). ..
. m=1 0

><f f d(i)f(t,n_i,ﬂm_l)f das...
0 0 0 ~"

»
Xf e PIXm—G%m dxm

Lm—1
et de maniére analogue a (20), (21), nous posons ici

Jm,o = e—Pl‘m—t]Tm,

(54) Jm,i =f f dm)'f(tm—i; em—i)f Jm,i—t dxm——i—!—l
0 0
(

Tm—i

i=1,....m—I1;m=1,2,...),

de sorte que pour le calcul de ®, I'équation (22) reste valable.
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Grice a la formule A (17b) (n=m—1, p=s—1, n'=1,
@' =0), €™ [voir (51)] peut étre exprimé sous la forme

Sm—1

. m—1 »
e—7"m= 85, (2)Cz,,_ exp [ — Z ay(@y+ Ty + by 4+ ty—xn) V
1.

1) ; )
— &t (xm-—i + Tt + Ot —Zm )

(55) ( | _%___

= 1
q— 2 Zy—Cm—1
1

m—1
| [R<q—2 By— z;m—1>>0]-
1

Substituant ceci dans (54), et posant

B n
(56 @) n=exp| —pz,i1 —-sz.(;xv + Ty Oy ty— ZTpt1)
L 1
—Cn(@n+ T+ en'—xn+1)], "
. X - [~ n
(56 0) Ty,=exp| — pTui1 —sz(x\,+rv+ 0‘,+tv——x,,+1):|,
L 1,

nous obtenons, a I'aide de A (24 @), la formule

N — Al ) q
(57) . J"l,o = ng’ii ! .(4,..—1 Tm—1 m—1 )

q— 2 Zy— Cm—1
1

ou T% ! se rapporte aux variables d’intégration 2, ..., Zm—1.
Par conséquent, nous pouvons admetire que pour un i1, Jp iy
peut étre représenté sous la forme

s—1 m—i
: O
Imia= E T}ﬁi?iczm_;”m—i<[7 - 2 ZBy— cm-—i>

A=0 1

m—i
(58) o < : Xﬁ—i,)\<zi’7 ceey B2 Z Zy+ t.:m»i)

1
(1Lt £ m),

m—i m—z ‘
|:R<p - Z Zy— Cln—i) > o, R(Q.—Z Zy— Cm—i) > O:I’
1 . 1 ;

|
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les fi—y étant de la forme (27) et ayant les pfopriétés énoncées
dans le précédent chapitre ; pour /=1, on retrouve alors les équa-
tions (29). '

A T'aide des équatlons (56 a), (56 b) et (46), on établit la relatlon

( 59) f f df( tn—iy Om—i) [ 7‘:m—z A i1
' 0 0

v
Tm—i

e(— Zpyiy — By i — . _
=75* ) ( <m r:ly - m—i Cm l)e‘—(:'m—i""zm—i)'m—-i

A )
P— E lvzv'— Cm——i .
’ :

grace a laquelle nous obtenons pour J,,; [équ. (54)]

s—1

(60) J,,l,i=2 Ths—1Cy
r=0

$ t
Mi Hom—i Tomio1 €(— Bm—iy, — Bm—i— Cm—l)

m—i
> .fi—l,)~ (zl') ceey BN 2 zv'hCm—i> e"(zm—i"'z»z—i)":m-—i.

1

En vue de la signification de 7, ; , et t,—; [équ. (51) et (56b)], nous
pouvons utiliser ici la formule A (58), ou '
n, ou, 9(E %), Sus @y, Y
seront respectivement remplacés par

m—i—i, §$—I,

E(_E)_C)y fi—i,);: .

Ty+Ty+ b+ —Zmi, Tm—it+ T+ Ot — Ty
En tenant compte de ce qu’en vertu de (56 @), (56 5),

Fmic1 €XP[—Cn—ict (it + Tt + Uit — T—)] = i,

on obtient ainsi ‘ R ‘
s—1 . o040
(61) I z—Zrz,;H Clpsmsfmicis [ dC[Ke+ GO0 415 8)]
CA=0 — i 40
2]
_(.____

- C)[fﬁ_u(zu -.-,zx';y+?:)] Y

¥=) v tlmeimt
"
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Selon A (43 b), on posera ici .
Y ——sz’
©2) JE (a0 s @0y ) = S (B 5 D5 )
==t |
1 .
N .

. ——-——lc—f,g.m\(z“ ...,z;\;sz+§>, )
. =X av—t !

, . 1

| les symboles‘ng et (A:A—41; &) [A (34), (35)] étant expliqués par

Ke/(8)= 51 PO F = /(o)

(63) .
()‘.:)‘ +‘;E)f)~(zi) "-.) z)k;y)=f7\+1(zl, oeny By 51.}/)

et fi_s,, étant défini, en vertu de A (48), par I'équation (33).
Donc, Jm,; peut aussi étre représenté sous la forme (58); pour les fiy,
nous obtenons ainsi les formules o ’

(]7 '“.y)fi,l(zh ---:Zx;}’)
=[K5+C'5()~:)\+I;§)]5%Zf

—1':>=:+Oc_E

B0 gr e(—f —0)
A
}’-—sz——l

1

A
(64) x[(y —Zz\,)ﬁ_l,)(zh R D)

N 1

’ ‘ Iy
_ gfiﬂl,)\<z1, cen B0 sz+t>:|

(A=o0,...,5s—1),

qui montrent que ces fonctions ont toutes les propriétés admises pour
les ff;l’)\.’ .
Pour { = m, (58) se transforme [voir (56 a) et A (23)] en

(65) Imym—r= Cg, e P +%x1(p — o) frm—1,0(L0);

comme z;> 0 et qu'en vertu de (27), fm_1,0(y) est holomorphe et
borné dans le demi-plan guche, cette expression se réduit au résidu
~en {,, si bien qu’on a A nouveau )

I mm—1 =P €P% frn_1,0(0).
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En introduisant cette expression dans (22) et en définissant les fonc-
tions génératrices des fi) a nouveau par (38), on voit qu’en outre,
les équations (37), (42) et (43) restent. valables. - ‘
" Pour les fonctions F; [(38)] on tire de (64) et (29) les équations
~ intégrales ‘ o

[ (p—2)F (51, s B0 ))

P40,
—Z[K§+Cé()\:)~+x;5)]$.f .E_(___AEL_Q_

o )’_EZV—C
N 1
(66) x[<‘y——}:z;> FN(B1y ee ey 203 )

1

A
_Cﬁ)(zi, eeey B)s sz—l— §>:| Cd—cz = 8?\qzy

1

\ (h=o0,...,5—1).

A laidé de (63), ces équations prénnent la forme

(=) Fu(E, B0 )

z 2w +0 E(O,-——.C) ~

27T A

Ty =St

1

A
= l:()’ —zzv> F (31, -5 203 )
1 : |
_Cg)\<Z1, vy 303 ZZV‘FC):I%C
. ) 1

[w—0 S . _
’“(zfiﬁf_m_o%f_m S
y“Ezv—C

X .
X[(}’ "‘sz> _97)\—6—1(217 -'~>Z)\a5;.}/)
1 .
'\ 1
—tg.)‘+1<zl) ce B0 6 ZZV+C>]C(_1__CE = Sg\qjy

1

67a)
\
|

AT : (A=0,...,5—1);



!

156 : F. POLLACZEK.
en outre, on déduit de (33) I’équation

) S

(675) ' 2 2 37)\(21'7"-72_)\’;.7):.0"
A=o0 1,..., =1
!

qui définit F,. v

Ainsi, le calcul de p(¢) [équ. (43)] se raméne, dans les hypothéses de
ce chapitre, a la résolution du systéme d’équations intégrales (67 a),
(67 b); on vérifie aisément que dans le cas ou toutes les périodes d’orien-
tation @, sont nulles, donc ou £(z1, 52) =¢(21,.0) =¢(21), ces équa-
tions se confondent avec les équations (41a), (41b) du groupe de
s lignes sans blocage.

4. Construction de fonctions de distribution 4 deux variables. —
La méthode dont nous nous sommes servi permet aussi de construire
des f. d. d. a plusieurs variables. Considérons par exemplé la proba-
bilité pour que, 3 un groupe de s lignes ‘sans -blocage, les durées
d’attente du m™®™° et -du (m — j)*™° appel (j > 0) soient respective-
ment = ¢; et < t,. Gette probabilité est égale a la valeur probable de la

- fonction ‘

(68) ‘ S(t;—Tm)S(tg‘-—‘tm_j‘)

et la probabilité pour que les durées d’attente d’'un appel quelconque
et du ;™ appel précédent soient respectivement ¢, et f, est

[voir (9a), (98)]

(69) Pty ) == B, SCE—Tm) sl my);

m=j+1

en particulier, on a ainsi [voir (g ¢)]
9(0)(“, tg) = p[min(t,’, tz)]~

Au lieu de la formule (15), on a maintenant

. I .
P(I)(t1,tg)= (—2—-”7-)—2-/ feqitr(—‘htz . \
Cy Y Gy

(70) (n—1)! 1 ff e’® ) i dqidqgs
7o @, S o= M @B s [ g

T (G= Clh) Co= Ct/g):
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ou il a été posé

%

(71) PU)(p, 25 91,92) = 2 B PR G T Q)

m=j+1

Afin de calculer ces coefficients par récurrence, posons

J%) = e—PJ'm-(hTm—‘hTm—[, .
(72) 3 J%)z ——f .df( tm—l)f Jm ,i—1 d.’l,‘m_1+1
Tm—i
(i=1,..., m— 1); )

comme le facteur =7 t,,_; ne dépend pas, pouro = z'éj, des variables
d’intégration x,,_; 4 et t,_;, nous obtenons

{73) o IP =Imietn=j  (i=0,...,])

JIm,i étant donné par I'expression (25), formée avec qi au lieu de q.
Pour 7 = j nous avons ainsi, a 'aide de (20),

§—1

(74) J(/) _ZT)‘_, 1 ®m—j—1
A=o0 .

m—j—1 ‘ m—j—1
. al
< <p — E 2y ) fin <zu, ey B0 Z Zy | e—9:Tm—j.

1 1
En appliquént ensuite la formule A (43 @), (43 b), o n, ., 1, ¢ seront
: —j—t
remplacés respectivement par m — j—1, s—1, <p — 2 zv>f,~,)u

1
g2, 0n a

s—1
(75) J(I)'_ETm —j—1 Tm—j—1
h=o0
. (93]
X[(P —_}’)f]',)\(zl’, . ->Z)\’;}’)] m—i=1
: Y=Y By

1

- Posons maintenant, tout comme dans (25) et (33),

s—1 : m—i—1 : m-—i—1
(76 @) JU)'=2T)\—1—1””‘ | p— 2 z,,)fy_’], ( ey BN Z z\,>

1 1
. s—1 s
; ¢
. (76 &) fz-/s(zh"‘az)\;.y):—'z Z fl(l—)j, (315 .. s 8050)
A=0 1., N=1
E=j,..., m—I).
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En vertu de (75), on a pour lesf‘f’ f”’(zi, S asysps él, qa) les
formules

{(p PR .--,zx;y)'=’,[(p—y)ff,>\(zh cen Ay
(A=0,...,85—1);

(77)

par bontre, pous i > o, les f(lf{[)\ =o0,...,5—1] se déduisent des /', ,
au moyen des formules (34). . ‘

Pour { = m — 1, on tire de (76 @) la relation

Imes =P =S 1y0(0)

mym-1 " n—1—j,0

et de ié [voir (71), (72), (79)]

©

(78) Wpszign g = 3, it o, d —szf"’ (0)
0

m=j+1

—'50 (OvPJ 91;9235)-

Pour les fonctions génératrices des £/, & savoir les séries

(79) F (21, 0 31375 P 415 q-,,z>—2zvf (e 27) (A= 0yeess),

V=0

on obtient a nouveau les équations intégrales (41 @), (41b), le terme

non homogéne &} q étant remplacé par

’ (80) (p —y)f(()l,))\(zh --~’57\;.}/;P7 g1, 92);

et c’est  la résolution de ces équations qu’en vertu de (70) et (78), la
construction de p/) (¢, ¢,) se raméne.
Introduisons, a 'aide d’une nouvelle varlable complexe 2, les séries

F V(2050 m50)=F (50, o 8050, P91, 92 5 5)

(81) ) =2z’i.7({)(z,, e B Y P 915 92, 5)
j=0 ~
(A=0,...,5);

ces fonctions satisfont, tout comme les F 4, aux équations (41 a), (410),
-le deuxiéme membre (80) devant étre remplace {voir (77) et (38 )] par

(82) b= y)ZZIf’i—[(p — PV T3y ey 055 &N

]"'0
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" Nous obtenons donc pour les G les équations

io—0
. z c ‘_C
(p—z—y)F (21, ..., 2 N+ ————(x )

2T
y—sz—c

1

(83 a) [<y _>1_Jz"> 7\+1(Z17 cosEn, 85 ) ‘

A
—t5 ,(\:_)1<zi, e @, 0 sz-;- t>] dcﬁ

1
=[(p—y)F (31, ..., 23y, 8)]4]

(A=0,...,8s—1),

s S

(83 b) g >D G miy) =0

A=o0 1,..., N=1
ou il faut poser, en vertu de A (43 b),

(84) [(p—y)ﬁx(zlz...;Z)\;y,z’)][qzl *

.}’_EZV

1

= —‘—(]'—}/"‘92)37)\(51) CeH B3V 42 P 41, 8)

—Zz\, q2

_ ( 2z»>37)\<51>~ 72)\,25‘”1’7%: )

—-—2‘ Zy— ¢

Des équations (78) et (81), on tire la relation

(85) N (a2 @01 (p, 55 g1, g2) = F (05 p, 41, 42, 5, 25,
j=0 .

gracealaquelle on obtient pourla fonction génératrice desplV) (¢4, £,) [(70)]

la formule
2‘ 1 7 {ow+0 - iw+0

(86) Zzlip(i)(th lg): _—"f f/ edititqsly
j=0 (27:l)- ion4+0Y —iw-40

~ [(nf;l)' w7, A ==

d.
< F (05 p, 15 43, 5, 75 )dde] dgi 5
1
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ainsi, le calcul de cette fonction est ramené a la résolution des systémes
d’équations intégrales (41a), (41b) et (83a), (83b). = -
De la méme facon, on obtient la fonction génératrice des probabilités

£

PR I Al - '
pUnlil (81, by, &) = > 2{ s(t1—"m) s(fa— Tm—j,) s (I3~ Tm—ji—j,)
(87) nz:]',+j,‘+1 .

(Ju J2>0),

a savoir, la série

88) 2 Z’z”j‘z,’.’PU"j”(th by t3),

J1=0 =0

“en ajoutant dans le second membre de (86) 'opération

~+ o +0

1 dgq;

— ehsls,, 2=
270 J a0 73

eteny remplagant .V par ' (0; p, q1, ¢a, qs, 2,53, 25"); les F satis-
font aux équations (41a), (41b) avec, pour deuxiéme membre, '

[(P=7F (- 255, Py q1s 42, & 3]

Ces formules s’étendent sans modification aux fonctions génératrices
des plvP=(ty, ..., t,)(v=1, ...); de méme, on peut démontrer
qu’elles restent valables pour les groupes de lignes avec blocage tempo-
raire, a condition de remplacer les s opératgurs linéaires qui figurent.
dans les premiers membres des systémes (41a), (83 a), elc., par ceux
de (67 a).

Ezemples. — Dans différentes hypothéses sur la fonction caractéris-
tique ¢(3), la fonction &F,(o; p, ¢, z) (7) a été calculée précédemment
[loc. cit. (') (2° Partie)]; pour cette raison, nous nous bornons ici a

construire, a titre d’exemple, les fonctions ?o (y) et F(y) pour s =1
ete(z) arbltralre '

(") Par exemple, on a pour ¢, =...=¢,=1, donc pour £(z) = €7,
‘ v R
I pr—z Yy
— )
p—qy—zet p—z v__o-.’}’v—q

Fol0sp g, 5) =

ol ¥y, ..., ¥, , désignent les s racines de Péquation (p— y)*= 2 e qui sont de la
forme p + O( |z | ) pour z > o [loc. cit. (1), équ. (83), (84)]. :
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Pour s =1, (41b) et (41a) donnent respectivement

Fi(y)=—Fo(¥)

et
el C) q
(89) (P—z—y)ﬂo(y)—~2—r—l o 7 [y Fon) — ?;fTo(C)] 7=
[R(p), R(g) > o]. '

(¥) est, pour |z| sufﬁsﬁmment petit, holo-

Selon (27) et (33),
morphe et borné (a un pole de premier ordre en y = ¢ prés) a I'inté
Prenons maintenant pour y (3£ ¢) un

rieur du cercle |[p—y|=
point situé dans le demi-plan droit et en dehors de ce cercle; comme
[pour R(y)>o],

r)—1

iw—0
1 ye(=%) C) _
27i loo-—()c(-y (lc E(

(90) 27
(89) prend alors la forme
. ‘o J
(p——y—ze(——y))fd"’o(y)=‘——2—j—i s(—C)d'o(C) Cc—f-qzy
[R<y—C)>0]~

(91)
Or, le deuxiéme membre de cette équation est holomorphe dans le

Pour ¢(z) = I_I_, on a
9 9(P—Y,)+Sp—S5— S8y,
F (o — -~ -
AR p=c (P a)(ge) = :
s—1 -1
D B Y _ _P—=Y J’o $—1
s[ z H(p z—+—v)< 3 — Ci_ )] y
®=0 V=1
ou
PHSY o, S
< - $z=p p+sz+"
[loc. cit. (1), équ. (94)]-
Notons qu’entre les 5, et les fonctions Bip et Ba utilisées loc. cit. (1) [par exemple
équ. (57) et (59)], la relation suivante a lieu
2y Ky —_— z
F1(2)y - ery B2 y)Py(hz)'—(_‘)Aq[q yB7\0< Ittty ?,If‘:‘Psq;}‘)
_Ip, _1,...,z_A.£:_y.£,P—9,f)'.
3 s s’ s s s s/].
(Ah=0, .y.y $).
1

INSTITUT HENRI POINCARE. — XI, IIT
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demi-plan droit (sauf en y = g), donc holomorphe a l'intérieur du
cercle mentionné de centre p. .

Nous en concluons que dans ce cercle, & ,(y)a comme seule singu-
larité un péle de premier ordre en y—= yo(p,g), ou yo (p, 5) désigne
la seule racine de I'équation

(92a) - py—z(—y)=o
telle que
(92 D) _yq(p,z)=p+0(|zl) pour z->o.

La fonction F,(y) est donc holomorphe dans le plan fermé, a Pexclu-
sion de poles de premier ordre en y, et ¢, et a infini elle s’annule

[voir (40)] comme _5; par conséquent c’est une fonction rationnelle de

la formec( I )
9=y o=
Cette expression doit satisfaire, identiquement en y, a I'équation (g1),

'

ce qui permet de déterminer la constante ¢; on obtient ainsi-

(93) 0 o(¥ip:sq, %)

P—9—3:(—q)\qg—y vo(p,3)—y
[S=I; R(p), R(g)>o].

Passons maintenant au calcul dé F!’(y); pour s=1, les équa—
" tions (83b),(83a), (84), (93) donnent respectivement

FOp)=—F0 ()

et
) (=== [ D a0 — ] S
9.1"}’0}’ el yF&(y
= y (P—V+9°)570(J’ q2; p,q«,Z)—yq 7 PFo(o;p,q1,3")
_ ! [(p 91)(91+¢2)
P—qi— 3 (—q1) g1+ g2—y

9 (P —=y0) (Yot qz)]
Yo Yo+ qgo—Y

(ro=x0(p, 3))-

Le dernier membre de cette équation est une fonction rationnelle
de y dont les péles ¢, + qa et y,(5') 4 ¢, sont situés dans le demi-plan
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droit; donc sa solution se déduit immédiatement de celle [(93)] de
'équation (89) et 'on obtient ainsi

(95) FO(r;5p a1 425 75 F)
_ 1
T p—gi— 5 (—q1)

X[ (P—g)(gi+g:) (et )

P—i—qr—se(—qi— g\ @i+ 2=y yo(5)—y
7 (P —30(2)) (70(2) + g2)
Yo(&) p—yo(s) — g2 —ze(—x0(&) —q2)

~ - l — I .
- (yo(z’) +g2— .Vo(Z)—.Y>]

Dans les derniéres formules figure la racine yo(p, z) de l'équa-
tion (g92a). Pour p=z3, celle équation posséde évidemment la
racine y = o, et d’autre part, y,(z, z) est la seule racine de (92 a) qui
a la propriété (92 b), donc qui est O(|5|) pour z->o0; par conséquent,
on a, pour | z | suffisamment petit, la relation "

(96) yo(z, 5) =o.

Afin de trouver les limites de validité de (96), formons l'intersection
de la variété de ramification des racines de (92 a) avec la variété p = z,
y (%, 3) = o0; cette intersection est donnée par I'’équation

d o
(97) [33,(11—.,V—vZS(—y))]p:M:o;—st(o)=o,
dont la racine [voir (7 b)) est z =1.
Donc, pour 0 = z <1, le prolongement analytique de y,(p, ) satis-
* fait a (96); en outre, on lire de (92 @) et (96) le développement

]A_Iz(p'—z)+ag(z)(p—.»z)?+... (0o Lz <1),

(98)  2o(p,2)=
qui monltre que pour o =3 <1, Fo(0) et F(0), considérés en tant
que fonctions de p, ont des péles de premier ordre en p = 3.

Désignons maintenant de maniére générale par

® 1 n
(99) 'n=n[ tf(1) =< S5 =
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- le degré d’occupation du groupe de s lignes, et par
(100) #-1(q, n) = lim (p — 1) Fo(03 p, ¢, 1),
(1o01) - $0(q1, g3 m, z)= ,{Ex}r(p - "1)5?(0“(0; P> 9‘17 92 M 1%),

les résidus de F,(0) et F. (o) pour p =1, ot 0 L1 <1.
On montre (voir 'Introduction) que dans le cas présent, ou s =1,

les expressions (15) et (86) tendent, dans I’hypothése% = constl<<1,
pour 2 —>c respectivement vers
I in—+0 dq

. — to_ —~+ =
(102) P _imHe” 2—1(g, 1) 7 (0= <),
et
' I in—+0 in-+0 . d91 on
103 _ __’f. f ed1li+qaty (__” a; M, 3 — o0Lmn<1);
(193) G S #l(g1, g2 my 5)—nm (0= <)

par contre, pour 1 1, (15) et (86) tendent vers zéro.
Pour tes résidus (100) et (101) on obtient de (93) et (95), a 'aide
de (98), les formules ‘

(104) » o—1(g, ")z('_"‘)q_—T—c—aT—q);
(105) o) (q1, g25 M, 7)
= I—m [ (n—q1)(q1+q2) -
gi—n+mnze(—q1) [ n—qg1—q—ne(—g1—¢qs)
¢ (n=20) Yo+ q3) ]
Yon—yo—ga—ne(—yo—g2) ]’

[Yo= yo(m, 12)]-

Admettons par exemple comme f. d. d. des durées de communication
la fonction ’

(106) ' Jt)y=1—e,
qui est normée selon (6) et dont la fonction caractéristique [(7a)] est

I
I—23

(107) Ce(s)=

Pour cette valeur de ¢(z), on tire de (104) et (105) les expressions

(=) (+q)

(108) o—1(g, n) = Pprar—
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(1—=) (1+41)
(1 5 =
?—1(91794 "bz) (91—71)(I+91)+"]Z

' [(qi—n)(1+q1+92)_<_11(yo—n)(l+yo+q2)]
(109 @) x , : ’
I+¢g1+g2—T Jo I+J)o+¢qga—m

n—1 n—+1\2
v Co

que I'on substiluera dans (102) et (103).

En calculant ces intégrales an moyen du théoréme de Cauchy, on
obtient les formules

(109 b) limp(¢; n; n)=1—n (-0l (s=1)
n—owo
et
O .
£(t, 1) =Z o lim pU) (13, 22)
j=0
SRR S R P PR C o 1
\ _I—z[l n e—1—"¢ (=)
! - d
(110 @) xexp[-—l 2n(t1+t2)-“ (ZZ)(ti—tz)]
' I—n N2
, Xexp[_l_—__":L(z)(,,Hz)]]
pour &> is, ‘
(1106) Bty t)= £(t, 1) ([z] <1, s =1);

pour abréger, on a posé ici

- (110 ¢) d(z) = \/(1+11)2—4nzv=1+'q——z'qz+....

5. Résolution des équations intégrales du groupe avec blocage pour

I
E(Z], Z-z) =

—— ().

— Dans le cas ou, pour un systéme avec blocage, la répartition des 0,
est indépendante de celle des T\, la f. d. d. f(¢, 0) sera égale au produit
de la f. d. d. f(¢) des durées de communication et de la f. d. d. g(0)

des périodes d’orientation, donc

(111) St 0)=/(t) 5(9),
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et pour sa fonction caractémstxque (21, 52) [équ. (46)] on aura par
conséquent

e( 31, Ba) = 2(51)0(32)

\
(112) J ol (3)= . std f(t) 6(5)= v B g(0).
( ou &(3) ‘/0‘ estd f(t), 6(3) ‘/0 eNd g( }) |

Pour tout ¢(z) rationnel, d(z) étant fixé de maniére arbitraire, les
solutions des équations (67a), (67b) peuvent éire exprimées sous
forme finie en adjoignant certaines solutions d’une équation transcen-
dante.

Nous montrerons cect sur l’exemple de la f: d. d.

(113) S 0) = (1—et) g(8),

dont la fonction caractéristique est

(114) (1, 50) = — f”ezﬁdg(e)=
. 1J, 1

4

1
—_ 8(22 ).

Introduisons donc la fonction ¢(—£, — ¢) == — E d(—¢) dans (67 a);
comme &, (51, ..., 5; ¥) est holomorphe et borné pour R(z,) <o, ...,

R () <o [de méme que les fi) [équ. (27), (28)]], Pintégrale [ ax

-qui figure dans (67 @) se réduit alors au résidu en { = — 1. En y subs-
tituant en outre 5, =...= z,_y = —1 et en posant
(115) Fr(—1, )_l’y)=ﬁ(}) (=0, ...,8),

nous obtenons

(nb) (p }’)f/(}’)—z_; . 07"'"

)../.%S___/_.c._)._[( Y =+ 1) [ H(])—sf;\—«—i(s——/)]c_’_l

[u + 2 fa (y)—CfA (C—/)]

Pour obtenir maintenant le prolongement analytique des /() dans
le voisinage du point y = p, prenons pour y un nombre différent de p
et g, de partie réelle positive, | z | étant pris suffisamment petit [vozr (39)]
pour que les séries (38) convergent. On a alors

LT R(=0) d _d(—y— ) ;
?‘—ﬂ; ao+0y+)'—c : }/+;~ [R(‘y+’\_c)>0]’

v
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de sorte que les derniéres équations prennent la forme
. SN o -+ A
(117a) (P—J’—ZB(fI—>~))J“A(,V)—zv0(—y—My%mf)\u(y)
= f’”M
Toemi)  y+r—7%
< A=+ = o] L

{+1
(h=0, ..., s—1),

et en outre, on tire de (67 5) a I'aide de la notation (115) I'équation

(176) DA =0
r=0
Les coefficients des formes linéaires en f35(y) qui figurent dans les
premiers membres de ces s+| équations et dont le déterminant est
égal a '

(118)  D(y)=Ds(y; p, 3)
r—1

_ZCA(y+A)H<

L=0

s§—1
y=n) [To=r—.
v=h

sont holomorphes pour R(y) > o, et le méme vaut pour les deuxiémes
membres (4 P'exclusion du pole de premier ordre y = ¢).
Par conséquent, les produits

(119) DOIAG)  Oi=o, ),

sont eux aussi holomorphes pour R(y) > o, sauf au péle y — ¢.
L’expression (118) met en évidence que I’équation

(120) ‘ Ds(y;p,z)=o0
posséde exaclement s racines (en général simples)
(121) . yv(p, 2) (v=0, ..., s—1)

qui sont, pour |5 |->o0, de la forme p 4+ O(|z]).
Done, les seules singularités possibles des f3(y) dans le cercle de
rayon % [équ. (39)] autour du point p sont des poles simples

en yo(py ), - - -5 ¥s—1(p, 3). Comme d’autre part, la seule singularité
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des fonctions f5, a l'extérieur de ce cercle, est le pole de premier

ordre ¢ et qu’elles s’annulent a l'infini comme\;; [équ. (40)], on a
. Ve ,

®

nécessairement

5 ()= P 35 9) St
(122) D) \,éf,-y“(P’ g (h=0,...,5),
avec
(123) qu=o (=0, ...,8);

nous avons posé ici pour le moment

(124) q=1UYs-

Détermination des coefficients c,,. — Portons les expressions (122) -
dans les équations (116); les deux intégrales qui y figurent se réduisent
alors aux résidus en £ == y,,+ 4, & savoir

) - s
?cx\;fma-o 5(—10) <y+)\ . 4 )cf§=vc) o(—yy—2A)
d Mozl ) oy h—C\Py=y Yyt kL) e Ty —y

V=0 V=0

et : -

Y ;/"” (=1 (,H-z_ z .
AT y+r—t\pv—y y+r—0C)T+1

V=0

=2 B(—yy— 1) Yy h

Ch+1,9 == 3 ’
Yv—Yy Ve k41

V=0

et les équatioﬁs (116), (117 b) prennent ainsi la forme

(]7 —Y )2 G — 3 S‘ckv __8(—____2\; __k )

Yv—) A Yv—YV

V=0 v=0
(125 @) ! ' ° Y ) o
' (= Yy =) Y+ o 9
— 2 < = &
‘,_zocm’" W=y yerhHi hg—y
\ (A=0, ..., s—1),

(125 b) Z}/ :_yzc‘éc)\v=0-
SNV A
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En égalant, dans les deux membres de ces identités en y, les résidus
en y = y,, on obtient les équations

N e+ X .
(126 a) (p—y\_,—zS(—y\,—A))C)\\,———z8(—_}/\,—)\)%_’—_—10)\“’\,:5)?5\,9
(v=0, ..., §; A =0, ..., § —1I)
et
S
(126 &) ZCZ‘C)\\,:O (v=o0, ..., $).

h=0

En résolvant ces équations pour v =s, donc y,= ¢, on obtient les
relations

A —1 . -
q 0o g+h <p—q )
= 30— —(—g—n
e p—q—zﬁ(—q)[" Dg) LR\ =2 (=)

(127) . i
xHS(—q— %) ]

T=A

(A=0o0, ..., 8),
qui, avec la notation
. h—1 ' s—1
sy VA== T(EE ==y =) [ Jot—r =
o ' T=1
(h=0, ...,58),

prennent la forme

L o q o di(q) N :
(129) C”—p—q—zﬁ(—q)[a" . D(q)] (A=0, ..., $).

Pour chacune des valeurs v=—o, ..., s—1, le déterminant D(y,)
des équations (126a), (1266 ) s’annule; on a alors, en désignant par z,
un facteur commun des ¢y, ’

(130) v =dir()v)xy (h=0, ..., 8; V=0, ..., s —1I).

En substituant ces expressions dans (123), on obtient les s + 1 équa-
tions

s—1

(131) Zd)‘(‘yV)w"+p

v=0

),

q >Vt ( =
_q_zs(__q)[sA D) (h=0, ..y )

dont les s premiéres permettent de calculer les z,; en ajoutant toutes
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ces equatlons, multipliées respectivement par C!, et tenant compte de

l’idemitéZd)\(y).:D(y) [équ. (118) et 1(128)],.011 ao=o, ce qui

montre que la derniére de ces équations est une suite des autres.

Calcul de ® (p» 55 q). — Pour la fonction F,(o; p, g, z) qui figure
dans la formule (43) de p(z), on obtient [équ. (122), (124), (129), (130)]

(132) Fo(0)=fol ")_Z&

v=0
81
S‘do(,}”v) Tyt I [ do(q)]
;—i_o Y p—qg—38(—gq) D(q)
Or,
“(133) ) Zawxv—kbu:o’ (p=1, ..., n)
v=1

désignant un systéme de n équations linéaires, on peut exprlmer une
fonction linéaire des z,

(134) - CO+ch1"v>

v=t1

de la maniére suivante

’ Co+ Ecvxv———7
@Ds

o v=1
([35) ( Co €y cee Cp
b, an ... ai,

ol D= ' s 0Dy = ‘, Ayy Ip.,v_—:i,..., n
bn a, LI QAnn

Grace a cette formule, nous tirons des équations (131) pour la fonc-
tion (132) 'expression
I (D1

(136) (I)(P7S;q)=370(\0;[)7 q, :)=m@

(“)7

(%) La fonctlon Fo(y) etaut ainsi déterminée, on obtiendra (zl,y), dans I’hypo-
thése (114), en posant dans les équations (67a), (67b) z,=...= 2z, = . En procé-
dant commec ci-dessus, on voit d’abord que les produits [voir (118)]

D,(}';P» z) D;-—l(.y_zl;p’fzn 5) 3)\(21, f’, ey —-I,)/) (7‘211 vy S)
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ou l'on a posé

_ do(q) do(yo) - do(Ys—1)
- D(g) Yo Yot

d )

q—“qDLEZ—; do(yo) ... do(ys—1)

@Dy = ’
(137) (! _q(—i])ig—g—% di(ye) ... di(yse_1)
ds..
s Dz(qq)) ds_y (}’o) v ds—l(_}'x—i)

| @0 = dy(y) fpvmo....,s=1-

- Généralisations. — La méthode utilisée pour trouver ®(p, z; ¢)
dans ’hypothése (114), s’étend aisément au cas ou ¢(z) [équ. 112)] est
une fonction rationnelle a n > 1 péles simples, donc

(21, 22) = €(31)8(22) = 5(22)2% (2 %5 =1; Rar), ..., R(an) > 0> .

V=1

En substituant alors dans la 3'*™° équation (67 a) pour zy, ..., z; toutes

les C},;_, combinaisons A & A avec répétition — a,.; ..., — a;., des
s—1

quantités — ay, ..., — a5, OD 0btiendraZC§;+~A_,, = (G337 _, équations
h=0

. pour les tonctions Fy(— asy ..., —o3.) (A=o, S s—1).

Ce sont des fonctions rationnelles de y qui ont pour. péles, oulre ¢,
les Ci7._, zéros particuliers d’un déterminant Ds(y; s(z)), générali-
sation de D,(y) qui sont de la forme p + O(]z]|) pour z—o0; elles
s’obtiennent de la méme maniére que dans notre exemple, de sorte que,
comme précédemment, ® peut étre exprimé au moyen des zéros men-
tionnés. Des formules qu’on trouve ainsi, celles qui sont valables dans
le cas oue(z)a des poles multiples, se déduisent par un passage a la
limite.

sont holomorphes dans le cercle |p—yi<§— [équ. (39)]. Donc, les fonctions
: 1

Fx(3, —1, ..., —1; ¥), et en particulier F (3,; y), sont rationnelles en J; comme
poles elles ont, outre g, les zéros particuliers de D (y) et de D, (y —3z,; p—5,, 5)
qui sont, pour z—>o, de la forme p+ O( |z]), et leurs résidus se calculent comme
les cxp. En continuant ainsi, on obtient tous les #1(3,, ..., 31; ») sous forme de fonc-
tions rationnelles de y.
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Passage an = o (état d’équilibre statistique). — On voit aisément
que pour p = z, ¥ = o, la fonction D(y) [équ. (118)] s’annule, identi-
quement en z; donc, parmi les s racines (121) de I'équation (120), il en
est une, y,(p, 5), qui satisfait, pour | z | suffisamment petit, a I'équation

(138) : Yo(3, 8)=o0.

L’intersection de la variété de ramification des racines de (120) avec

la variété p = z, yo(3, 5) = o est déterminée par I’équation
- (139) ’ Dy(0; 3, z) =0,
ou

(140)  Dy(o; 3, 5) = [M]
=0

ay -
=s<f§ +a'(o)>§‘:cg_ H 1—3(—v)) II 3(—v)
k=0 v="h+1

+ Hls(—v).
V=1

Pour la racine de (139) que nous désignons par C,[d(z)], on obtient

%

s—1

(141) Ls[o(z)]—s‘_‘ ]—[1—3<—v))]—[5(—v)

[ (O)EC’_ 1—0(_v) 1] o(—v)—l—HE(—v)]
= v=h+1

Donc, pour o = 5 < C, ainsi que dans un certain voisinage du seg-
ment o =z << C,, le prolongement analytique de y,(p, z) satisfait
a (138); mais pour z > G, cette équation n’est plus valable.

Pour 0 =z<C,, p=23, les éléments d,(y,) de la premiére
colonne du déterminant @, (137) s’annulent, en vertu de (138), de
sorte que ®(p, z; ¢), considéré en tant que fonction de p, a un péle’
enp=—2z.

Pour obtenir le résidu

(142) o-1(g, 2)=[(p —2)P(p, 5; @) p=z - (0 L3 GCy)

on rempiacerzi, dans le dénominateur @, de @ [équ. (136), (139)],
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d,(yo) par [(7(;) dy[ye(p, z)]]p:; et posera partoul ailleurs p = z; ainsi,
il vient ' )

gz Dy(0; 5, 3) A

(143) ‘ ?—1(Q>z)=z—w_—g—)x2"

ou D, (0; 5, z) est donné par (140) et ou nous avons posé

dy(q)

A1=|—B&+ D(q)’ Dlyi(z )] oo dulyem (2 2] =0, ..., 5—1)
Ay =| Cu, dyly1(2, )] ., dl,t[.ys-—i(za z)] U=0, ..., s—1)
s—1 A s—1
iy (== e, [ J—a=) | I R
V=0 v=1 V=h+1
. n—1 s—1
-5,1[[(1_5(—\;)) H 8(—w
=1 v="n
(r=0, ..., s —1). '
Pour% — sn = const., (43) prend a la limite la forme
(145)  lim p(t; 1, n)
n—aw
I i +0 dq
- gL iy 4 J6(z
_ Zni[im+oe/ #—1(g, 57) (pour 0 = s = Cs[3(2)]),
o (pour sn;Cs[B(,z)]).

f

Cette formule sera démontrée ailleurs; elle montre qu’en état d’équi-.
libre statistique, le degré d’occupation n d’un groupe de s lignes avec -
blocage temporaire ne peut dépasser une limite de saturation

Ecs[a(z)] <1

qui, dans 'hypothése (113), est donnée par I'expression (141), divisée
par s.



