ANNALES DEL’I. H. P.

FELIX POLLACZEK

Sur ’application de la théorie des fonctions au calcul
de certaines probabilités continues utilisées dans la
théorie des réseaux téléphoniques

Annales de I’'l. H. P., tome 10, n° 1 (1946), p. 1-55
<http://www.numdam.org/item?id=AIHP_1946__10_1_1_0>

© Gauthier-Villars, 1946, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I'l. H. P. » implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIHP_1946__10_1_1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Sur I'application
de la théorie des fonctions
au calcul de certaines probabilités continues
utilisées dans la théorie
des réseaux téléphoniques

par

Félix POLLACZEK.

PREMIERE PARTIE.

EXPOSITION DES METHODES DE CALCUL.

1. Introduction; travaux antérieurs. — Dans ce qui suil, nous expo-
serons les méthodes de calcul empruntées a la théorie des fonctions, que
nous avous introduites pour déterminer effectivement certaines proba-
bilités contlinues qui jouent un réle fondamental dans la théorie de
I'encombrement des réseaux téléphoniques.

Cependant, avant d’entrer dans le détail de ces raisonnements, nous
avons cru utile de donner un bref exposé de la maniére, hien différente
de Ia notre, dont ces questions onl 6té traitées jusqu’a présent.

Rappelons tout d’abord que, pour des raisons d’économie, le nombre
des éléments de jonction employés pour acheminer, par exemple entre
deux centraux, un trafic téléphonique donné, est déterminé d’aprés des
raisonnements de probabilité. Depuis une quarantaine d’années environ,
les problémes de théorie des probabilités qui se sont ainsi posés ont
é1é étudiés par les techniciens; en premier lieu, il faut citer dans ce
domaine A. K. Erlang. ingénieur danois, qui a publié de nombreux
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9 FELIX POLLACZEK.

articles sur l'application du calcul des probabilités a des problemes
de trafic téléphonique [1]. Du point de vue qui nous intéresse ici, il faut
distinguer deux calégories de sysiémes téléphoniques entre lesquels
existent des différences fondamentales : 1° les systémes sans atlente
possible refusant tous les appels qui ne trouvent pas immédiatement des
jonctions libres; 2°les systémes a délai d’attente, dans lesquels les appels
n’aboutissant pas immédiatement faute de jonctions libres, peuvent
attendre jusqu’au moment ou ils pourront étre acheminés.

Erlang a étudié les deux sortes de systémes, mais ¢’est aux systémes
de la premiére catégorie, ceux sans attente, qu’ont trait les formules qui
portent son nom et dont j’indiquerai ici la démonstration afin de donner
une idée du genre de raisonnements employés par Erlang ct ses
successeurs.

Supposons donc deux points connectés par un faisceau de s lignes
téléphoniques qui soient toutes également accessibles aux appels prove-
nant au hasard d’un grand nombre de sources téléphoniques. Soit y
le nombre moyen d’appels par unité de temps, et admettons pour sim-
plifier que ceux de ces appels qui ne sont pas refusés faute de lignes libres
donnent lieu a des communications de durée 1. Erlang admet que dans
ces conditions, il s’établit un « équilibre statistique » de sorte que les
probabilités Py, Py, ..., Py pour que v=o, 1, ..., s lignes soient
occupées, sont uniquement délerminées par Uintensité de trafic y, et
ne dépendent pas du temps ¢, c’est-a-dire de linstant ¢ auquel on
examine le systéme (le faisceau de lignes.)

En imaginant un grand nombre de systemes identiques se lrouvant
dans les conditions décrites, on peut interpréter Py, Py, ..., Py comme
les nombres relatifs de ceux des systémes dans lesquels, o, 1, ..., s
lignes sont occupées a unc époque donnée. Calculons maintenant les
variations que les nombres relatifs P, subissent pendant un intervalle de
temps d¢ en vertu des lois ¢lémentaires de la théorie des probabilités, en
négligeant  toutefois toutes les variations d'ordre dr*. Or, Ia
probabilité d’un nouvel appel pendant 'intervalle d¢ est y dt, et pour un
systéme a v lignes occupées, vdi représente la probabilité pour que,
parmi les v communications en cours et de durée 1. une seule soit
terminée pendant cet intervalle; donc, le nombre relatif P, décroitra pour
ces deux raisons, de P, (ydt + vdt) pendant notre intervalle. Par contre,
P, augmentera pendant cet intervalle de P, ydt et de Py (v+1)dt,
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ces expressions représentant respectivement la diminution des nombres
relatifs des systémes a v—1 et a v+ 1 lignes occupées par suite de
nouveaux appels et de la fin de communications en cours.

Comme la variation totale de P, pendant I'intervalle considéré est
nulle en verta de 'hypothése de 'équilibre statistique, on obtlient

Po(ydt +vdt)y— D,y i — Py (v +1)dlt =o,
donc

(1) (y+)Py=yPo_ 1+ (v+1)l, (v=o0,1, ...,5; P_y="P;,=0).
En ajoutant a ces formules I'équation
(2) Po+DPy+...+Pi=1,

qui exprime le fait que la somme de toutes les probabilités est égale a
I'unité, on trouve, par un calcul élémentaire,

[v=wo0,1....;s (formules d'Erlang)].

Identifions maintenant la probabilité pour que v lignes exactement
soient occupées avec la fraction de temps pendant laquelle v lignes en
moyenne sont effectivement occupées. En particulier P devient alors’
identique a la fraction des appels qui n’aboutissent pas a une communi-
calion, donc qui sont perdus, et y P;donne le nombre des appels perdus
par unité de temps. La grandeur la plus importante de cette théorie est
la probabilité de perte P, et en pratique, quelles que soient les particu-
larités du systéme téléphonique envisagé, on s’efforce d’obtenir un P; de
P'ordre de grandeur de 10-%.

A Paide de la méthode dont nous venons de donner un exemple, Erlang
a traité divers problémes relatifs a des systémes sans attente. En ce
qui concernc les systémes a délai d’attente, il a aussi traité d’une
maniére compléte le cas d’un faisceau de s lignes également accessibles,
dans 'hypothése d’une répartition exponentielle des durées de commu-
nication, c’est-a-dire en admettant que la probabilité d’unc durée de
communicalion comprisc entre ¢ et ¢ + d¢ est égale a e~'d¢. Enfin, il a
¢tudié¢ le méme systéme dans hypothése, bien plus difficile a traiter,
d’une durée constante des communications eta établi diverses formules,
d’allure trés compliquée, valables pour des faisceaux a s=1, 2, 3 lignes.
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Quoique ses résultals alent ¢1é exposés d'une maniere a en rendre
Paccés et l'utilisation plutot difficiles, Erlang a eu un nombre considé-
rable de successcurs qui, s"appuyant surtout sur le principe de U'équilibre

. . / ey .
statistique el, en outre, sur la formule de Poisson (l’ = W /:'i”), SI-
VoL :

plifierent ses raisonnements et selforcérent de les ¢tendre aux systémes
sans altente, de structure assez compliqudée, qu’on utilise en pratique.
Sans prétendre & une énumération complétle, citons parmi les publi-
cations les plus récentes sur ce sujet celles de MM. E. (0. Molina |2],
Th., C. Fry [3], A. E. Vaulot [4] et €. W. Crommelin, [5] dont Ja
maniére de traiter ce sujel est en partic considérablement influencée par
les écrits de Erlang. Finalement il y a licn de mentionner un article de
M. A. Kolmogoroff |6] dans lequel 'auteur emploie la méthode exposée
par lui dans les Math. Annalen (1. 104, 1931, p. 415-458) pour traiter
le probléme du faisceau de s lignes dans Ubhypothése d'une distribution
exponenticlle des durées d’opération et de Uéquilibre statistique.
M. Kolmogoroff y retrouve essentiellement la solution donnée par Erlang

pour ce probleme (%).

2. Explication de la méthode de l'auteur a l'aide d'un exemple élé-
mentaire. — Je passe maintenanl @ wes propres recherches en cetie
matiére, dans lesquelles j'ai suivi des voies foncierement différentes de
celles des auteurs précités. Jai taiché d’aborder les problémes dont il
s’agil ict en descendant jusqu’aux détails élémentaires des phénomenes,
¢’est-a-dire en introduisant directemenl les 2 moments d'arrivée el
les n durées de communication d'un nombre quelconque 7 de personnes
ou d’appels. En formulant ensuite les problemes de probabilité auxquels
oun s’'intéresse ict a peu pres de la méme mnniél‘e'quc les probléemes
classiques de probabilités continues, on obtient pour les probabilités
cherchées des intégrales délinies (2n-—1)—uples diallure plutot
compliquée, étendues a des fonctions réelles de »n — 1 variables.

Toutefois, grace aux moyens que fournit 'aunalyse du domaine
complexe, et surtout a I'aide d'unc généralisation de U'intégrale classique
de Dirichlet, on parvient & surmonter les difficultés qui proviennent de

ce qu’on s’occupe des n personnes séparément ou. pour ainsi dire, des

(*) Note ajoutée le 25 janvier 1945. Eutre temps, lattente & un guichet a été traitce
par M. E. Borel [7] de maniére ¢légante & 'aide du théoreme de Bernoulli.
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détails de phénomeénes dout seules les lois macroscopiques nous
intéressent. En vevanche, cette méthode permet de traiter des problémes
bien plus généraux que ceus qu’on a su aborder jusqu’a présent. Dans
mes développements, le cas de Péquilibre statistique. quoique de
loin le plus important du point de vue de la pratique, ne se distingue
pas, en principe, d'une infinité d’autres cas également possibles, et c’est
en démontrant rigourensement que, sous certaines conditions, on peut
passer dans nos formules a la limite n = <, et qu’alors nos probabilités
ne dépendent plus du temps qu'on établit les lois de ce cas particu-
licrement intéressant. On reconnait aussi au cours de ces recherches que
les difficultés inhérentes aux problémes a délai d’atiente ne peuvent
pas etre allégées en employant a priort Ihypothése de 'équilibre
stalistique. )

Pour exposer ma méthode. je parlerai, en changeant d’image, d’un
groupe de s guichets: par exemple d’un burean de poste, fréquenté
par n personnes arrivant au hasard pendantlintervalle de tempso...T.
Admettons que loules ces personnes aient besoin de durées d’opé-
ration égales £, =1 ¢t proposons-nous de calculer les diverses pro-
babilités et espérances mathématiques de délai d’attente qu’on peut
définir ici. )

Pour illustrer les circonstances qui se présentent ici, nous poserons
d’abord s =1, n-==2: nous supposcrons donc que deux personnes
arrivent au  hasard pendant Uintervalle o...T devant un guichet,
el soient o, el 2. les moments de leurs arvivées. On obtient alors la
figure 1 ou tout point du carré représente un cas possible d’arrivée de
deux personnes devant un guichet, et 'on voit qu'il n’y a pas de délai

d’attente sauf si

ou Syl X+ ou .y

de maniére que les parties hachurées du carré, bornées respectivement
par les droites @,==z,+t, el z,=z,+ {,, représentent les cas de
délai d'attente. (On voit d’ailleurs que le probléme particulier de la
figure 1 est identique a un probléme élémentaire de la théorie des
probabilités continues, & savoir celul qui consiste & trouver la probabilité
pour que deux points pris au hasard sur un segment de droite, de
longueur T, soient séparés par une distance inférieure a ¢,.)

La figure 1 ¢tant symétrique par rapport a la diagonale z,= =, on
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peut se contenter d’envisager le seul triangle supérieur; donc, nous
admettrons dorénavant

4 , 0SSl
¢
T Dtina
&
/]
v
X, ,\sl
S0
Pl
dittiisy.
L +
"\
& oy
b
L] 0 T
¢ X
1 — Xy

Durées d’attente pour n =2, s = 1.

« ¢tant un nombre réel quelconque difiérent de zéro, nous emploirons
dans la suite les notations

A x4+ x signx =+ 1 .
(H £ ——— s(x) = »’:«T-—-ﬂ- (voir fig, 2).
) 2
x* s(r)
b S 2
0 — X 0 — X
Fig. 2 «. Fig. 2 4.

Les fonctions z* et 8(x).

alin d’écrire plus commodément les formules dont nous aurons besoin.

Avec ces nolations, on trouve pour le délai d’attente 7, de la deuxiéme
personne

(6) Te= (1‘1-0-[1—-1:2)‘"5
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et la condition pour que ce délai 7, soit inféricur & un nombre quel-
conque donné 7> o, est

[ S S I B clest-d-dire a1 —— < L,

ou encore
Sl + To— 11— /]\ =1T.

Pour trouver mainlvn:\n[la‘pmlmbilil,épg(t) pour que le délai d’attente de
ladeuxi¢me personne soit < ¢, il fautiniégrer la fonction s (¢-+2y—x1—1)

(ui est égale a 1 en dehors du trapéze borné par les droites o=z, et
29 == 2, + 1, — t, dans le triangle supérieur de la figure 1 et diviser par

I'aire de ce triangle,

N '
2
7) (1) = —l—f ’/‘I"f Sl - o 2y — 1)) dry:
0 xy

on obtient immédiatement d’aprés la figure 1

A\ 2

) . (I’__/_.—t_t> (0<t<n).
(8 pell)y=zlli l) = t ST
' 1 (11<t).

Il y a lien d'indiquer qu’ici, nous avons admis tacitement que la
probabilité ¢élémentaire pour q'u’une personne arrive pendant I'inter-

dz .
< 3 lous avons donc admis que toutes les

arrivées pendant lintervalle o...T sont également probables; on

vallez. ..z +dx est égale a

pourrait remplacer cette hypothése par une supposition plus générale,
qui entrainerait toutefois des difficultés analytiques considérables.

Si, au lieu de supposer une seule durée d’opération pour la premiére
personne, on admet plusieurs durées ¢\, 7}, ..., ayant respectivement
les probabilités p', p”, . ... pa(t) sera évidemment égal a

t

20 = ploa(t; 1)+ plea(lz th) +. .o

Nl

Admettons enfin toute une gamme de durées d’opération ¢/, de fonc-
tion de répartition f(¢'), de maniére que df(¢') soit la probabilité d’une
durée d’opération comprise entre ¢' et ¢'+- dt'; on trouve

(9) o ()= [ aate ) dp,

o

ow, la fonction non décroissante f(#') n'élant en général pas conlinue,
I'intégration doit étre concue dans le sens de Stieltjes. De plus, on a en
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vertu de l'inégalité z,> 2z, [voir (4)], respectivement pour la durée
d’attente 7, et la probabilité o,(¢) d’une attente <<t de la premiére

P(!i'.\'()nn(‘,

Si=0 et o) =1

done, en désignant par o(¢) la probabilité pour que le délai Pattente de

Pune quelconque des deux personnes soit < £, on obtient

. i t T+ 2200
(10) cllr= g A L) = e
) ) 5

Enfin, 'espérance mathématique d’un délai d’attente sera

(11) 9:/ XIYAR

hy

et en particulier dans notre exemple, avec hypothése d’une seule
durée d’opération ¢,, on oblient par un calcul élémentaire

3. Généralisation formelle & un nombre quelconque n de personnes;

introduction d’intégrales de Dirichlet. — Il s’agil maintenant d’étendre
I'analyse de Uexemple n=12, s=1, au cas général de n personnes
y p ; )
arrivant au hasard devant un groupe de s guichets et ayant toutes hesoin
de la méme durée d’opération ¢,. Nous prendrons cette durée comme
|

unité de temps, et nous poserons donc de prime abord (=1, quoique,
en conservant ¢, on puisse obtenir des formules plus homogénes.

Les moments d’arrivée z,, 2., ..., Z, de ces n personnes peuvent

? 2 H

étre représentés par les points d’un cube a n dimensions, d'aréte T, et
pour des raisons de symétrie nous pouvons nous contenter, comme dans

le cas n = 2, de supposer

(12) ol <rg

A

£, <T

c’est-a-dire d’envisager seulement un simplex & 2 dimensions, de

Tn . I .
volume =) comme domaine de variation des z,; autrement dit, nous
numérotons, dans chaque cas particulier, les n personnes suivant 'ordre
de leur arrivée. En fixant comme loi de priorité que chaque personne
soil servie suivant son ordre d’arrivée, calculons maintenant le délai
d’attente de la m'*™® personne pour m =1, 2, ..., n.
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Tout d’abord 'on a

(13) TI= Ty =L L .I= Ty =0

puisque par hypothése, les s guichets sont inoccupés au début. Quant
a7z, 4, sa valeur sera (2 -+ 1-— 2oy ) [voir Péquation (6)], car, grice
a Phypothése des durées d'opération identiques, le premier guichet sera

toujours libre avant les antres. Pour des raisons analogues, on trouve

Tea= (Lo T— Ly )", o= (Ly+1— La2.)",

et il est clair qu’avec nos hypothéses, la (s 4t yieme (a5~ 1)me etc.
personne attendra devant le premier guichet, s'il y a toutefois encom-
brement; une régle analogue vaut ponr les autres guichels.

Posons

(14 m= us+ d. ol 1<a s

comme la (us -+ @)™ personne sera toujours servie devant le a'*™°
guichet et v passera immédiatement aprés-la sortie de la (ps+a—s)"*™*

personne. on obtient pour son délai dattente la formule

(15 ," T = (s T L — )

qui, associ¢e aux équations (13), permel de calculerles 7, par récurrence.
On peut d’aillears établir la formule explicite
(16) " = Maxt [ = Ly s (=T = L e B i) Zm ]
A (m =5+ a).
ol nous avons écrit Maxt(...) ala place de [Max(...)]*; pour démon-
trer cetie formule par récurrence, on n’a qu’a l'introduire pour 7, _
dans le deuxiéme membre de 'équation (15) el a effectuer quelques
opérations élémentaires. On peut également démontrer la formule (16)
d’une autre maniére. Admettons que le dernier encombrement devant
le @™ guichet ait commencé depuisl’accés de la (/s + a)®™ personne;
avec cette supposition, 7, est égal a zy o+ (p— ') — &, et Pon voit
presque immédiatement qu’alors ce nombre est plus grand que les
autres expressions qui figurent dans le deuxiéme membre de 'équa-
tion (16). ‘
La probabilité g, (¢) d’un délai d’atlente 7, << ¢ est égale au rapport

m

. . N . n .
de la partie du simplex (12) ou t,<C¢, au volume Pl de ce simplex.
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Comme, avec la notation (3), s(¢ —7,,) sera égal a 1 dans cette partie
et & o dans le reste du simplex (en négligeant la multiplicité a n—1

dimensions ot t —7,,=0), on a

al T T T
(17) om(t) = T;f (lx,f (lxﬁ...f S(t—p) dzx,.
0 >y s

n—1

Ici, on peut immédiatement effectuer les 7 — m intégrations intérieures
par rapport a da, ..., dxp., car 7, et s(t—1,) ne dépendent que
de z,,..., zn, et Uon obtient

n! T T T — a,,)ni—m
(%) pm(t)=;r~;l-/: (lxlf dy . . f ((n_"/’,}), §(t — %) dam.
</ xy -

Mm—1

Grace a 'équation (16), on peut transformer 'expression s(¢ — 1) de
la maniére suivante :

s({ —=<y) =s[t—Max+(a, ..., ap)]=s8[t—Max(aiy, ..., ay)]
=s[{+Min(—ay, ..., —ay)|=sMin (t — a1, ..., 1 —ay),

donc,

(19) s(t—=zm) =S8 Min 1(t+.’l,'m——.l'a+\,l‘-‘—-(p.——‘l)] (m=us+ a).
V=01, h—

Avant d’introduire cette expression dans 'équation (18), nous repré-
senterons la fonction sMin(a,, ..., @ny) ot @y, ..., @n_; désignent
des nombres récls différents de zéro, par une intégrale de Fourier.

Tout d’abord, on a évidemment

(20) sMin(ap. ..., an—1) = 8(ao) s(a1)...s(an-1),

car, dans les deux hypothéses possibles, a savoir valeur positive ou
négative du plus petit des nombres a,, les deux membres de 1'équa-
tion (20) ont la méme valeur.

Prenons comme point de départ la formule classique

AR

ou C, ainsi que par la suite Gy, G, ..., C,, Gy, Cy désigne une paralléle

(21) ' s(a) =

A droite de P’axe vertical du plan des p et ou, pour a=o, f signifie
c

€+iIN
lim [ (valeur principale).

N> /g —iN
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On en déduit

n—1 n—1
. N I LIS
(22) sMin(ay, ..., dp_y) =l [ s(a,) =II - [ dp,
’ . 2mi ). Py
v=u vy=0 M
n—4%
.\:I a,py

1 4
:_—C.../“ —;—Ll——dpo..‘dpu—h

ou, le cas échéant, on doit définir une valeur principale appropriée
dans l'intégrale multiple. Représentons d’une maniére analogue a (21)

le premier facteur de U'intégrale (18), a savoir

o (N — ey )yn—m 1 e T—ry .
(23) — T = oo dp, ou T — ., >0,

_ ! 9= =i L
(1— ). 2T <:PP

et introduisons les deux derniéres expressions, compte tenu de
’équation (19), dans la formule (18) de p,,(¢); on obtient

T

oon! B
(24) om(t) = T f dry ., f dur,
1

Tm—y

<mmr LSS
o Rt Je e, Can s atad
b l‘-[P"_Pn-—"rfi

V=0

a1
_,\_“ oty = gavy— (=) 1+ pT— 2 )

PE]

> dp dpydpy ... dpy_y.

4. Réduction d’un probléme d’intégration réelle multi-dimensionnelle

i la solution d’une équation intégrale. — lci, il est loisible d’intégrer

par rapport a dx,, sous le signe d’intégration f f - / ; en n’éeri-
cprle e

vant que les facteurs qui dépendent de x,, et de p, et en déplacant la

droite d’intégration C, parallélement a elle-méme vers la .droite de
maniére que

w1
(25) Rip —Zp\, >0 (R = partie réelle),

V=0
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on obtient

e
; X % !
—_ dp —— i,
DY) . /,u»——/u 1
Cp Yl
— S I

Al .
o _\_J o b,

, v R
=4 [ dp} — ———- A

N

v M Pu-p T—p ) T

o »

1 t e — e
= )_’7./ , P ) "//"r
%Y
s Pllw/u'- l( /) ___\ /"/)

o

.
TN

la partie correspondantae v dela derniére intégraleestnulle, ce qu’on

établit en déplacant, grace a l'inégalité (25), €, vers Uinfini du demi-

plan droit des p. .

En intégrant dans Péquation (24) de la méme maniére: par rapport
PR

Nl v s p T
a dxp_yy, ..., dzm_cy, on rouve que le facteur e’

doit étre remplacé par

1 ]

By - N o
2‘ PolCm—s— T iy =T =g ) L J A S G e T
0 “
e e
1 N -
P— 2 Py
d
0

Les (p—1)s intégrations suivantes par vapport i da, ., ..., d

a1

transforment ce facteur en

[T
=S

0

/

et les a derniéres intégrations par rapport a dx,, ..., dz, remplacent

- er - , .
le facteur eP'™™*« par P—“T’ de sorte que finalement on déduit de
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'équation (24)
aos
pT+ Y pulf— =)

! o : = /, 0. dpy
(26) .G/HU) = ',TI‘T: l:)—;)uf‘x—‘/ / e / o - , Lol (\/7 r{p‘ W '::p‘L 1‘
(27 7)Y G, e, Tl g — s )
i I‘ll)v.pnﬂm @ ( P —"-P" ) (P _Z Pv) Lp __[)o)s
L] N 0 / N 0

oty enovertu de Pinégalité (29),

. R(p—po) >o.

On a ainsi réussi a ellectuer loules les intégrations réelles indiquées
dans Péquation (24). Pour faciliter les transformations qui suivent,

nous ajoutcrons dans le deuxiéme membre de l'équation (26) un

1 el . , L .
facteur — [ =——dp, quiestégala 1 pour ¢t > o (") el noussituerons G
2EES g, Py ' *

de maniére que

2=l R
.

On obtient alors, compte tenu de 'équation (14),

2
pTvr}: pol— U=

o

n! 1 /‘ /“ e dp dp, ... dpy

(28 on(t) =

llp\,.p" s /;——-‘/.,-‘p,, o P —po)s
0 \ 0

(N = us—+ ad

JDiemplagons les variables d'intégration po, ..., p, par de nouvelles
variables ¢,, ..., ¢y en posant
" uwot [T
. Q ~ "
(29) /)—}-‘[)\,z(/(,. P “:‘_/'«,:f/h p——)pvzqz. cew P—Po=qu;

0 0

grace aux inégalités (27) on reconnait ais¢ment que les domaines

. . . !
*) Comme ce facteur qui est égal a , pour { = o, tend vers 1 lorsque ¢ tend vers o

par des valeurs positives, nous obtiendrons o(o) ou P (o) & partir de cec qui précédé en
passant 2 la limite ¢ -> 4+ o dans les deuxiémes membres des ¢quations de p(¢) et P(2).
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d’intégration des nouvelles variables sont encore des paralléles a droite
de 'axe imaginaire.
En résolvant les derniéres équations par rapport aux py, on a

(30) Po=p = Qui  Pr=Quevet— Qu—y (V=120

et de la pour 'exposant dans 'équation (28),

u u "
G0 N palt— === g = pp =N == — gl ¥,
V=0 1 o
C§Cq
c...1c IC

Fig. 3.

Les chemins d'intégration des intégrales L., (32) et 1., (33).

Avec les expressions (29) et (31). la formule (28) prend la forme

. n! 1 e\ T+i—p—qal
(32) emtl) =7, (,)-,,.zf f e P g2 AP A,
2702 Je e, pli
oul'on a posé

i
5
AN

' . o e dgi....dqy
(33) fp,([h q) = (27 ) ¢, A(]", ‘..(],:'L(.f[l——(])(f/z*—71)(‘[:;"-Qg)... ([)— )

1
w=1,..: fo= ]
[ T r—y

Des équations (30) ou R(p.) > o, on déduil

R(gi—g)>0, R{g2—q1) >0, ey Rp—gqu) >0,



SUR L’APPLICATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS. 15

de sorte que dans les équations (32) et (33), les courbes d’intégra-
tion Gy, Go=0GC,, Gy, ..., G, sont situées selon la figure 3.

Avant de nous occuper du calcul des expressions (33), constalons
qu’elles satisfont a la formule de récurrence

13
B4 fori(py @) = — [ —

ey c,\A(:_(I),f;L(Py £) dt [R(E—g) >0l
e Cr> by

ou C; est une paralléle a 'axe imaginaire des £, a droite de cel axe el
du point ¢, mais a gauche du point p (voir la figure 4). Admettons
qu’on ait démontré que | £, (p, ¢)| est uniformément bornée pour

(34 R(p)>c>o, Riq) < <e, ol ¢ > o,

‘r

Fig. 4.

Chemin d’intégration et parameétres de Lintégrale 1., (347). *

I

r—4q
de I'équation (34 @), en admettant aussi R(£) < ¢/,

ce qui est certainement le cas pour fo(p, q) = - On déduit alors

. o L. eRid) Lz
./p+1\qu)<dewf(L([’y<.)|2:/0;@5‘\‘22_7:’

et comme la dernicre intégrale est finie, ce qu’on vérific sans difficulté,
Ion parvient, par récurrence, a 'inégalité suivante, valable dans le
domaine (34 b),

fulp, )1 < el
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Introduisons maintenant la fonction génératrice

(35) Fpog.z)=(p— q)}_: S Supq)

Y=0

laquelle, en vertu de la derniére inégalilé, est analytique et unifor-
mément bornée pour .

Rip)>c>o, Rig) e e T lre, e,

En vue d’élablir une équation intégrale pour & (p, ¢, 5), remplacons
q par ¢ dans les deux membres de I'équation (35), et effectuons
Popération

ebip—q) .
Fop—nc—g

on obtient, en vertu de I'équation (34 a), et en décomposant

Pu"‘:/ ) _ ! 4 1 ,
p—=30E—q) p—=i -y
3 EF(p. 5. 3 \
(36) ——.fe‘f({’,- ’( L ) itz
2EtJg, P i
= — V PO 1\.\‘__.1_ PE . A
=(p (])H‘,.J-*f e 5 ___{/)'/;“_[7, Z) dz

u=0

(p— q)z ZBHUSf 4 (pq)
B=0
=3F(p, q,5)—1.

i

La fonction  (p, Z, =) étant bornée a gauche de C;, on peut
déplacer, dans la premiére intégrale de (36), la courbe d’intégra-
s
tion vers l'infini du demi-plan gauche des §, de sorte que f se réduit
C;

aux résidus aux poles, respectivement d’ordres 1 et s, L =¢ et £ =o.

Notons que dans le voisinage de { =o

I N '
ETE— peul étre remplacé par

JoEs(t -

KN |
RN 34
Gt

V=0

donc, le résidu de la premiére intégrale de (36) au pole £=o0 est

de la forme 29—'%:) en tant que fonction de ¢.

V=0
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Par conséquent, on déduit de I'équation (36)

s
25 qu(ﬁy q) Z) aV(Pr Z)
qs + qv

v=0

= 3(}), q, 3) —1
ou

Y e, 2+ g0
(37) F(p, q,z) ==

qgs— z5ed

Or, F(p, g, 5) étant réguliére dans le voisinage de g=o, 3=0, le
numérateur du deuxiéme membre de (37) doit s’annuler pour

q = w,(3) (v=o,1,...,5—1),
ou les w,(z) sont les s racines de 'équation
(38) » wS— zSew = o

dans le voisinage de w = 0, 5 = o. Par conséquent, F(p, ¢, 5) est de la

forme

s—1

1ie— w1
(39) F(p, q, 2) = a(p, 5) \':oljs_zse'/ ’

ou le facteur a(p, z) ne dépend plus de g. Pour calculer ce facteur,
déplagons dans le premier membre de (36) la droite d’intégration
et amenons-la a gauche du point ¢ (voir la figure 4), en la laissant
toutefois & droite de I'axe imaginaire, et posons ensuite ¢ = p, ce qui
est désormais loisible puisque l'on a maintenant R(g¢—£)>o.
L’intégrale ainsi modifiée s’annulant pour ¢ = p, on obtient
I p P 5

P F(p,py5)—1, 0u

/ =P
F(p, p, 3) T p_wer

et, en posant dans I'équation (39) ¢ = p,

S
a(p, 3) = ‘}‘_—1——’;——5
] VEeY
v=0
done, finalement,
s—1
p _ P q — wv(3) )
(40) F(p, g, 2= r—=allly—)
v=0

INSTITUT HENRI POINCARE. — X, I 2z
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Exprimons maintenant f, (p, ¢) [voir I'équation (35)] comme résidu

Fp 9,5
de zp’.m
point z=—o0, on a

au point z=o. K, désignant un petit cercle autour du

v I g2)
271 Jy (p—q)aes!

dz,

fu(l’y 9) =

et en introduisant cette formule dans 'équation (32) et écrivant ¢, G, a
la place de ¢,, C,, nous obtenons

I ep(T+1)—qt e~ pps
o {0 G [ S e v o dpdads

(m=ys+ a).

5. Etablissement de la formule principale (45) et passage & la
limite n - . — De cette formule, nous passons a celle de la proba-
bilité p(¢) pour quele délai d’attente d’une quelconque des n personnes
soit << ¢t. Conformément & I'équation (10), on a

P(t)=27—1l.°m({>= ,—IlZPm(’)

m=1 m=1
et de la on obtient, en posant
(42) n=n's+a, ou 1fa’Ss,

et en écrivant, pour abréger,

_£
=P,
2
n'—1 s a’
1 [
43 p(= [ PADNTIOES ) pmam]
w=0 a=1! a=1

n'—1
—1)! piT+0—qgt
__(’llnl) (Z:Z) ff/P’:H‘P—V)Z(SEEW-'—Q’S"'&>
p=0

F(p, q, 3)dp dg dz.
Or, en désignant par {y=e * les s*™* racines de l'unité, on trouve,

compte tenu de I'équation (42),

n'—1
, en's —1 en—a’—q
s E e 4 @' en’ =5 — +as“$—s———~—+as"—a
e—1 —1
w=u ;
(.S‘ — a’) en—a' o gnts—a s

e —1 & —1

s—1

1 Rl st $
' N ;[(CLE  (6r9) = Cki—l]’
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et en introduisant cette expression ainsi que la formule (40) dans
I'équation (43), on obtient

s—1
(n—p! 1 fff AR g — wy(3)
4 )= — -
(44) P() I'n (251)3 e, Kz])n—orl([;__q) qs_zsqup_w\’(z)

s—1 =P ps _ ( _p N\ s
1 z8 e *p s (/(,/z)
EZ sp 2 \’éz»z> e p dg
k=0 &6 SP . 1> e sp .
|\ L3 [ A

En décomposant I'intégrale par rapport a dz de la maniére suivante :

s—1 §—1

VDG

et en remplacant dans chaque intégrale = par z¢;', ces s intégrales

deviennent identiques, de sorte que dans I'équation (44), lexpres-
$—1

sion - 2‘[ ] peut étre remplacée par

k=0
. L) n—s- 1
ePps— 3§ (e p oy 5z .
) - z —_—

(fp—e) 7 s

ici, on peut encore supprimer le terme TSZ-— car la partie. correspon-
e ‘p—3

dante de la fonction & intégrer est réguli¢re pour 5 =o. En remplacant,

en outre, les variables d’intégration p, ¢, z par sp, sq, sze~3, on

obtient enfin

sT
np(——i) +stp—q)+nz

_(n—1)! 1 e \m
@) o)== (zm)ajc;fcq‘gz z(p—q)

§—1
pE— 35 eslP—3) ep—z(1— 3) H q— w\,(z)
>

([7— ze[)—:)‘l qs— S eslqg—z) — wy (z)

dp dq dz,

ol maintenant les w, (z) [voir aussi P'équation (38)] sont les s racines
de I’équation

(46) ’ Wsz_ z$ esw—z) — o

dans le voisinage de w=o0, 5=0; notons que l'on a, en particu-
lier, wy(z) = 5.
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L’intégrale (45) doit étre transformée différemment selon le signe de

, . sT . . . . n__na
Pexpression - —1 qui figure dans la fonction exponentielle; or, = = =%
est le rapport entrc les durées d’opération demandées par les n per-

sonnes et 'intervalle de temps disponible devant les s guichets. En posant
n $
(47%) = F ou o=

n peut élre appelé coefficient d’utilisation ou de rendement de
notre groupe de guichets, el il est clair que la probabilité d’une durée
d’attente quelconque aura une valeur bien différente selon que n <C1,
qui est la condition du trafic ordinaire, ou n21, ce qui signifie :
formation de queue. Ici, nous n’étudierons que le cas du trafic ordi-
naire; nous supposerons donc dorénavant

(47%) : n<1I.

) . T sT 1 s
Dans I'équation (45), Pexposant - T1=g est alors positif; donc,
nous pourrons déplacer la droite C, vers 'infini du demi-plan gauche ou

. e, . . 1
la fonction a intégrer s’annule exponentiellement. L’intégrale— [ ...d
& p » grales—s J -4

se réduit ainsi a la somme des résidus aux deux péles qui sont
situés a gauche de C,, & savoir les poles p =gq et p=w,(35) = 5 (zéro
du binome p—zer~7) qui sont respectivement du premier et du
deuxiéme ordre. Notons ici que, grace au facteur p'— z'e*V™3) qui
s'annule pour p=w,(3), ..., w1 (5), les facteurs p—wy,
p— w;s_, qui figurent dans le dénominateur de la fonclion & intégrer,
ne donnent pas lieu a des poles.
. 1 -
Le résidu de 2—”/0' ..dp au pole p=q est

P

(n—1n! 1 /‘fe’/(ﬂ'—"ﬁ": e7—3(1— z) do dz
GO GrirJoJx, a0 (g—ser) 7

(n—1)! 1 /‘ e?T—n+1) dg d(z e—3)
(ST)" <2ﬁl‘)2( cyVE, (ze—=)" (q — g ef3)2

(n _ I)! 1 e (sT—n-+1) eq\ n—1 n! 1 e9sT
= THn b 2 "7 dg = ™Y 9xi n1 dg =1.
(sT) 2mtJe, 4 q (sT) 25l e, 4

Pour obtenir le résidu au péle p =z, développons la fonction

F(p)
(p—=)(p— zeP™?)

a intégrer qui est de la forme » suivant les puissances
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de p — z et prenons le coefficient de 5 - ~; on trouve

F(p)
=2 (p—zer)

= —[F(3)+(p—35)F(2) +...]

p—z
Ve oy [2p =277 (p—2) [P(p—3zer) -
> ?(P z)[ P ]p::—k ~ [ PN ]p___z—k...)
_ 1 FR)+(p—23)F (3)+...
p—2)y 1——z—(p—z)§+...
1 F'(z) 3 .
="'+p—z[1—z +2(l—z)2d(z)J+””

En effectuant ce calcul dans 'équation (45) et en remplagant T
selon ’équation (47 a) par n, on obtient

22 stiz—q) s—1

_ sin—1n)!nr 1 ’ e™ q — wy(3)
(48) P(t) =1— nn (27_1')‘2 /C‘ ‘/]; gn+l—s 3 — wy(3)
9 v=1

s—1
/1 s 1 I §—1 I dq dz
x| n|l=—1)+st+ -+ —2 -+ -+ —y
: n 2 qg—5 z— wy(3) 23 2(1—3) | g5 — z5esl9—3)

V=i

ou les w,(5) sont les s —1 racines différentes de z de I'équation (46)
dans le voisinage de w =0, 5 =o0. .

Pour n fini, le calcul de la derniére intégrale double ne présente pas
de difficultés et est simple surtout pour s = 1; contentons-nous de men-
tionner ici que 'on obtient toujours un polynome en ¢ et n, différent
selon lintervalle @ << ¢<a + 1 (a désignant un nombre entier), dans
lequel ¢ est situé.

Par contre, nous montrerons que pour les grandes valeurs de r,
Pexpression (48) peut étre développée en une série « asymptotique »,
en faisant toutefois une hypothése sur le comportement du coeffi-
cient v pour n tendant vers infini. Ici, nous admettrons que n ne varic
pas avec n,

(49) 1, = const. <1,

ce qui correspond a 'hypothése mentionnée plus haut de I’équilibre
statistique.
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L’¢quation (48), ou nous ajoutons sous le signe d’intégration [ le
K,
facteur e, est de la forme

0 nlen 1 e i=1\n 7 ( 1\ dz
o(t) =1— - Flz; - )=,
! ntooemi e\ s ' n/) s

. 1 1
ol 9<vz;—4>=—.f...dq,
n 27 /.
Cq

et dans hypothése (49), cette expression peut étre développée pour n

(50)

tendant vers l'infini, en une série asymptotiquement convergente (au sens
de Poincaré). Pour cela remarquons que 'expression

(1)

z 11

i}

esnh—1—1
)

égale a 1 sur la courbe C, indiquée sur la figure 5, est supérieure a 1 a
Pintérieur et a droite du lacet de Cy, et <1 dans le reste du plan.

Les courbes

Comme pour les grandes valeurs de r, la valeur de I'intégralé (50) est
déterminée essentiellement par la fonction (51), il convient de remplacer
noire chemin d’intégration K; (voir la figure 5) par une courbe K/, qui
appartient en général a cette derniére région, a 'exception toutefois du
point double z=mv ou la fonction (51) prend la valeur 1. Ce choix
est permis, car les seuls points de ramification de la fonction a

. . es—1
intégrer, ceux des w, (), sont situés sur la courbe ‘—z—!: 1 (C, dansla

JSig. 5) comme on le vérifie aisément, et 'on évite un pdle possible au
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point s = q en fixant préalablement R (C4)> . On voit alors que pour
" n grand, seul I’élément de K, qui passe par le point =1, contribue
d’une maniére essentielle a la valeur de 'intégrale (50); au moyen de
calculs élémentaires que nous renongons a reproduire ici, on trouve
qu’il suffit, pour établir le développement asymptotique de la for-
mule (48) ou (50), d’y remplacer s par une nouvelle variable d’inté-

gration z selon la formule
5 P
(52) ' TI——I-{—;L\/;?
puis de développer la fonction a intégrer en série de Taylor suivant les
[ 1 . , . N .
puissances de -\/—_.et d’lntegrer ensuite terme a terme deputs X —=-—o00
- :

jusqu’a z = co. En utilisant en outre la formule de Stirling

nlen
nll

1
=y2Rmn (1+ -——+...>,
121

on déduit de 'équation (50)
(53%) p(0) =1—F (5 0)+0( 1),

donc de I’équation (48),

§—1 .

b —1— (1 — ) —— estin—q) g —wy(n) n$~1dg I

3% p@)=1=sC “)zzcifces qu l]n—wV(ﬂ) t]s—nsesw—'r.)“"o n
q V=1

(R(Gy) > )

ouO <% ) désigne une série divergente de la forme

ay (t) + (lg(t)
na 2

et ou, comme dans la plupart de nos formules, f signifie la valeur
C
v

principale. Passons ici a la limite n = et remplacons ¢ par ng, on
obtient ‘

s—1

P =1 () =1— — _l_.f snti1—q) q v(n) aq
Q) ”;ﬂl.o )=1—s(1 "])27” e, e 1 — zy(1) g°— esnlg—1

(54)

V=1

[R(Cy) =1+4+0; 1 <1],

wy (1)
n

ot 'on a posé z,(n) = »y ¥y =1, ..., s —I, [voir 'équation (46)],
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de sorte que les z,(n) satisfont a I'équation

(55) 35 — esnia—1) = ¢

et en outre a la condition

(56) [zy(n)] <1 (v=1,2,..., s—1).

Pour démontrer la derniére inégalité, remarquons que pour o < n<<1,
les modules des racines w,(n) de I'équation (46) qui nous intéressent

sont approximalivement donnés par | w,(n) |~ 7 (1 — 27 sin? -?—) y d’ou

[zy(n) | =

w, (1) . TV
— NI——Z’qSln2?<I, pour o < <L1;

en prolongeant z,(n) analytiquement le long du demi-axe positif des
7, 'inégalité (56) subsiste car, hormis s =1, le module d’une racine
de I'équation (53) ne peut évidemment pas prendre la valeur 1. Comme,
d’autre part, 'équation (55) posséde exactement s — 1 racines a l'inté-
rieur du cercle d’unité, ce qu’on vérifie aisément & I’aide du théoréme
de Rouché (pour la démonstration voir par exemple loc. cit. [8], p. 76)s
les z,(n) sont déterminés d’une maniére univoque par I'inégalité (56).

6. Cas particuliers de la formule (54). — La formule limite (54)
correspond & 'hypothése de I'équilibre statistique; il y a lieu d’indiquer
toutefois que, pour I'utiliser en pratique, la condition supplémentaire

(57) n(1—n)2>1

doit étre satisfaite, car les termes a, (¢) du développement asymptotique

de I'équation (53) comportent un facteur (T;In—)w Par contre, si le

premier membre de I'inégalité (57) n’est pas grand par rapport a I'unité,
ce qui a lieu par exemple pour n =1, le développement asymptotique
de I'équation (48), ou encore le passage a la limite n = o, ne devront
plus étre faits sous la condition (4g), mais en supposant que le premier
membre de l'inégalité (57) est une grandeur constante, c’est-a-dire
indépendante de n. On posera donc ici par exemple 7 (1—m)?=2c?,

ou

(58) ‘q=1—c‘/§-
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Dans ce dernier cas c’est plutdt I'espérance mathématique de durée
d’attente 6 [voir 'équation (11)] qui nous intéresse, et 'on trouve alors
(voir par exemple loc. cit. [84], p. 80)6 =0 (y/n); en examinant, dans
Phypothése (58), la probabilité p (¢), on posera

B "
(59) T:St\/;l- ou t= -\/Tj’

et Uon développera p(¢) pour les grands n en supposant 7 constante,

@ |

.
ce qui revient & mesurer les délais d’attente a une échelle ;\/? fois plus

grande que les durées d’opération. Nous nous contentons d’indiquer
dans cet ordre d’idées, a titre d’exemple, la formule
(60) p(t)=1—e 2" -cf e—v'—2x gy + O . , - ollelo
< Vn B

(voir pour la démonstration loc. cit. [8¢], p. 742).

Par la suite, nous nous occuperons exclusivement de la formule

cup

limite (54), valable dans I’hypothése (49), et nous I’étudierons tout
d’abord dans le cas particulier d’un seul guichet (s =1) ou elle donne,
en écrivant z a la place de g,

as
s — enz—1)’

P(t)=l—(1—71)'2'% [ent(i—:) R(C;) =140
~Cg

(61) z
(s=1,n<1,t>0)

~ Le calcul de cette intégrale dépendant essentiellement du dénomina-
teur 3 — enz~1), remarquons que les racines de 'équation

(62) 3z — enl3—l = o,

autres que 3 =1, ont des parlies réelles supérieures a I'unité, ce qu’on
démontre par exemple en appliquant le théoréme de Rouché au premier
membre de cette équation pour le demi-plan R (z) <C 1. Nous désignerons
ici par z, la racine réelle différente de 1 de lI'équation (62) et
par z,, z,(v=1, 2, ...), les paires de racines imaginaires conjuguées
numérotées suivant la grandeur des parties réelles. En déplacant la
droite d’intégration C; vers l'infini du demi-plan droit, on trouve
P(t)=1—(1—n) [—e—m(%_[) +2 <e_m(zv_i) + éql_l(z_v_ﬂ)]
(63) nZEo—1 3y —I NZy— 1

v=1

(s=1, n<1, £>0);
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on a donc décomposé ainsi la probabilité P (¢) en la somme d’un terme
apériodique et d’une infinité d’oscillations amorties.

Pour établir une autre formule, déplacons dans I'équation (61) la
courbe d’intégration dans le demi-plan gauche; alors on obtient, en
tenant compte du résidu par rapport au péle 5 =1 qui est égal a — 1,

) 1 ” enitil—3z) ds
Pt)=—(1— -
&) ( D 2% Sy B enlz—1)

¥4
ou, cn développant le dénominateur en série trigonométrique,

enlz—1)(lg+1) ~

{4 —_—
I enti1—z) enviz—1) ) zli+1
= — —_ —_— ~—————— .
66) Py =—(—n = [ — | X2 = |
R(z)=—0 v=0 ] —

z
ici, [¢] désigne, comme d’habitude, le plus grand entier <¢. Dans la
$ =
formule (64), la partie correspondant au deuxiéme terme s’annule, grace
au facteur ente-"e+1=0 en déplacant le chemin d’intégration vers

Iinfini du demi-plan gauche; par contre, les intégrales correspondant a
[t]

la somme Z peuvent étre obtenues, en déplacant le chemin d’inté-
v=0 *

gration vers U'infini du demi-plan droit, comme résidus au péle z =o,

de sorte qu’on a enfin

[
(65) P(:):(x—n)Eﬂ"vT_‘)vew—w (s=1,1<1,t20).

V=0
Par exemple, on a

(1—m) ent, pour o
1— 1) ent— (1— ) n(¢ —1)enlt—1) _pour 1
Kl ) p

(66)  P(2) ={

donc, P(¢) a un point anguleux pour ¢ =1.

Revenant au cas d’un s quelconque, faisons une derniére application
de 'équation (34) au calcul de P (o), ce qui nécessite [voir la note (*)]
le passage t——+ o dans le deuxiéme membre. A ce dessein, nous
amenons, comme dans I’exemple précédent, la droite d’intégration C,
dans le demi-plan R(g)<Co, en tenant compte du résidu —1 par rapport
au péle g =1, péle unique de la fonction a intégrer dans le demi-plan
R(g)<1. En décomposant ensuite

1 1 esnig—1)
g — estlg—1) ’q_s + g — esmq-n]’
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on trouve que, pour ¢ —>—- o, la partie de I'intégrale (54) correspondant

.. . N . . 1
au deuxiéme terme disparait, tandis que la partie correspondant a

donne

(67) P(o) = s__ls(‘——"),
Ti—=m1
v=1

ou les 3,(n) satisfont aux conditions (55) et (56).

La probabilité P(0), et surtout la probabilité contraire 1 — P (o) qui
est 'analogue de la probabilité de perte mentionnée au début de cet
article dans les systémes sans attente, ont une grande importance pour
la pratique. Mais comme il est difficile d’évaluer numériquement la
formule (67), surtout pour des valeurs élevées de s et pour des coeffi-
cients de rendement » voisins de l'unité, il s’est avéré indispensable
d’ajouter a la théorie dont nous venons de donner un abrégé, un
chapitre qui traite de la transformation de la formule (67), et d’une
formule analogue pour les durées d’attente moyennes, en des expressions
susceptibles d’étre évaluées numériquement sans trop de difficultés. Or,
ona

§—1
log P(0o) = log s(1—1) —2 log[1— zy(W)]
v=1
1 35— esniz—1) ds

= — lo i
27 8 s—1 —1

YK zi=t40 z
| =] Jtz==m]

v=1

la derniére intégrale étant égale au résidu au point z =1, puisque la
fonction log. .. est réguliére a I'intérieur et sur la frontiére du cercle
unité. En y ajoutant membre 4 membre I'égalité

s—1

=] ]tz =1

1 /‘ 1
0 = — 0 bl
are,/ g fet 3 —1

qui est vérifiée par le fait que la fonction a intégrer est réguliére et de
I'ordre de grandeur de ;l; dans le voisinage du point z = oo, on obtient

la formule
1 esiz—1\ dz
(68) log P(0) = — f log(x— ’s >”_I

z_xl*‘1z|:1+0 =
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qui sert de point de départ pour les développements ultérieurs. Comme

esti(z—1)

l<x, pour1<{z{<%,

V4

on peut tout d’abord développer log(...) en série et intégrer terme a
terme, en raison de la convergence uniforme, ce qui donne la formule

o sk—1
k)u
(69) IOgP(°)=Z%[e~3nk2(82!) 1,
w=0

k=1

qui n’exige plus le calcul des racines d’une équation transcendante.

Pour trouver ensuite une valeur approchée de P (o), valable pour les
grandes valeurs de s, on n’a qu’a traiter la premiére intégrale de la série
dont nous venons de parler, d’aprés les principes indiqués lors de I'étude
de léquation (50). En supposant que n <1 est une constante, on
obtient

(70) log P(0) = — —— {1 [1+ o(si)],

I—mn s/z s
. I .
donc, a une erreur relative de I'ordre de 5 Prés,

1— P(o) v —— {ne ",
=1 \azs
Cette formule approximative devient. inutilisable dans le cas le plus
important ou, le nombre s des lignes paralléles étant grand, le coefficient
de rendement 0 tend vers I'unité, c’est-a-dire ou, pour un g;‘and faisceau
de lignes, 'on tend a approcher de I'état idéal d’une utilisation parfaite.
Pour couvrir ce cas, nous avons posé

(z1) 11=1.—b‘/

et supposant b constante, nous avons développé en série asymptotique

@

suivant \%_ I'intégrale (68) et U'intégrale analogue qu’on obtient dans
S

notre théorie pour le délai moyen d’attente ® — f tdP(t).
: o
Pour log P(0), on obtient ainsi en premiére approximation une fonc-
tion qui ne dépend plus que de b, a savoir

(72) IogP(o):;—Ir—-i /‘log(l—ez’—m)(g +O<-I—_>, ou R(C;) =—+o,
=g,

s
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et la derniére intégrale, qui se rapporte a la théorie de la fonction ¢ de
Riemann, peut aisément étre développée de diverses maniéres en série
suivant de simplgs fonctions de b. C’est ce paramétre b qui, pour les
grandes valeurs de s, évalue dans quelle mesure l'utilisation d’un
groupe de guichets, ou d’un faisceau de lignes mises en paralléle,
s’approche du cas idéal n =1.

Rappelons encore que la formule (72) a été déduite dans I'hypo-
thése de D'existence d’un équilibre statistique (n =co) et de durées
égales d’opération; pour les détails du calcul nous renvoyons a nos
publications qui contiennent aussi des graphiques des probabilités
en question. Des difficultés analytiques trés ardues devraient étre
surmontées pour établir 'analogue de la derniére formule pour le cas
d’une fonction de répartition plus générale. '

7. Sommaire des articles antérieurs de l’auteur concernant les
problémes qui se présentent dans la théorie de l’encombrement des
réseaux téléphoniques. — Nos méthodes de calcul ayant été illustrées
par les développements précédents, nous terminerons ce chapitre en
traitant sommairement de nos diverses contributions & cette partie du
Calcul des Probabilités. Tout d’abord, nous avons traité [84] le cas
d’une durée d’opération constante, £, =1, en prescrivant, comme loi de
priorité, que chaque visiteur soit servi selon 'ordre de son arrivée.
Les n visiteurs se distribuent alors, comme nous I'avons vu, selon leur
ordre d’arrivée sur les s guichets, et I'on obtient pour la durée d’attente
de la m™™° personne la formule (16), donc une fonction relativement
simple des variables z,. .

Afin d’étre & méme d’¢tudier aussi le cas général ou la répartition
des durées d’opération est donnée d’une maniére quelconque, nous
avons supposé d’abord [8¢] dans le cas général une autre loi de priorité,
a savoir que les » personnes sont toujours réparties selon 'ordre de leur
arrivée sur les s guichets de maniére que la (ps + @)™ personne soit
toujours assignée devant le @™ guichet. Evidemment, cette loi qui
se confond avec l'ancienne dans le cas particulier d’une seule durée
d’opération, comporte en général des retards supplémentaires puisque,
selon elle, une personne est obligée d’attendre jusqu'a ce que son
guichet soit devenu libre, méme si pendant ce temps un autre guichet
est inoccupé; mais avec cette loi, on obtient pour les durées d’attente
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la formule

(73) Tm = Max+ (

Ta+tat+lars+. oo+l s— Ty Xars+toys
o~ ?
Hlavest ool s— 2y, .. G s+ lp—s—Tm

ou ¢, désigne la durée d’opération de la yeme ‘personne, donc une géné-
ralisation simple de 'équation (16).

Grice a cette formule, toute la théorie peut étre établie exactement
comme dans le cas d’une seule durée d’opération. Par exemple, on
obtient comme fonction de répartition des délais d’attente en équilibre
statistique, une généralisation de la formule (54), a savoir,

s—1

‘P(t):]imp(t):l—s(l—'q)——l——. [e”ﬂ“*ﬂ g—3v(n) g
4)/ n>w 27T, c, vy

(7 1—2,(n) gs—<[sn(g—1)]

( R(C))=14+0 (1>0):

icl, e(2)= f e*df () désigne la fonction caractéristique de la fonction
o :

de répartition f(t) des durées d’opération, et les z,(n) sont les s —1
racines de I’équation

(75) z—z[sn(z—1)]=o,

qui sont situées a l'intérieur du cercle unité. Dans les derniéres
équations, on a naturellement pris, comme unité de temps, la durée
moyenne d’opération, de maniére que

(76) f tdf(r) = 1.

0
Dans le cas d’une seule durée d’opération, on a f(¢)= o pouro <<t <1,
et f({)=1 pour 1 <t < w, donc, ¢(z) = €7, ce qui nous raméne a I'équa-
tion (54). Ajoutons encore la fonction caractéristique de P(¢), a savoir,

§—1

z
— — 3 )
fwe“dP(t)= '_s(l-—n) !:_—_I[I‘*’—sns z (71]—] |
(77) « Yo II[I—ZV('Q)] i <I+ Si"l) —2(z)

V=1

\ ou z(m) =1, R(z)<o.

Cette théorie, valable pour un f(¢) quelconque, est riche en énoncés
et méne a des formules relativement simples, mais, en raison de la loi
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« injuste » de priorité que nous avons prise comme base, elle fournit
des résultats numériques trop défavorables (*).

C’est pourquoi nous avons repris ce probléme dans toute sa généra-
lité [8¢] en partant de nouveau de I'ancienne loi « juste » de priorité.
Dans ce cas, on obtient pour 7, la formule de récurrence suivante

‘ = Max¥I+ (zy+ T +ty—Tn)
(78) V=, 9 e, 1
) (M =S—+1,...,N; T4="Ty=...=T,==0),
ou Max®) a, désigne le s*™° nombre dans la suite a,, ..., a,, en

v=t, ...,
partant du haut, et ou le signe+ [voir U'équation (5)] rappelle que, le
cas échéant, ce nombre doit étre remplacé par zéro.

Donc, ici 7,, est une fonction trés compliquée des variables z, et ¢, et
dans sa définition, le signe fonctionnel Max* intervient am—+—1 fois.

Toutefois, grace a l'introduction d’intégrales généralisées n-uples de
Fourier, on pacrvient méme ici a effectuer les intégrations par rapport
aux dz, et aux df(¢,), du moins d’une maniére formelle, et a réduire
notre probléme a un probléme de I'analyse complexe, a savoir, résoudre,
dans un domaine complexe, deux systémes assez particuliers d’équations
intégrales linéaires simultanées [les équations (5) et (7) de la deuxiéme
partie de cet article].

On parvient ensuite, sous certaines hypothéses concernant les pro-
priétés analytiques des fonctions de répartition f(¢), a écrire les
solutions de ces équations intégrales sous forme finie; de cette maniére,
on peut traiter, du moins théoriquement, tous les cas ou les f(¢) sont
des fonctions en escalier, a marches d’égale largeur, c’est-a-dire
satisfaisant a une loi

v N
f(l):Zai, vhSt<(v+1)h (v=o0,1,..., N—1);

i=1

N
SO =Y a=1  (t2Nh),
1

et en outre les cas ou leg f(¢) sont données par des formules de la forme

f(t) =1 —-2 ay e—%t,

(*) Note ajoutée le 13 Avril 1946. — Récemment ( voir [4Y] et [8"]) les délais d’attente
ont ¢té étudiés en adoptant la loi du hasard comme loi de priorité, et en supposant
unc répartition exponentielle des durées de communication.
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Dans un autre article [8%], nous avons traité au moyen de notre
mélhode le systéme a s guichets sans attente possible, en supposant
une répartition arbitraire des durées virtuelles d’opération. 11 y a lieu

dans ce cas de définir une fonction Sy, (24, ..., Zm; try .., tn_y) bgale
a 1 ou a o selon que la m™™ personne est servie ou non. Pour s, on
obtient

‘ Sp=s8 Minl (z,,—2,—s¢) (m=s+1,...,n);
(79) V=0, m—1

( . 8 =Sy=...=8,=1,

donc une formule de récurrence assez compliquée. Dans cette théorie,
on cherche surtout les probabilités P, (voir 'introduction) pour que v
guichets soient occupés, et en premier lieu c’est la probabilité de
perte P; (en téléphonie : perte de communications ou loss of talks) qui
nous intéresse. P, s’exprime a l'aide des fonctions (79) de la maniére
suivante

8 n
( 0) \ T T " m=—1 .
A / Aftr)... f A f () S (@1, ooy tms).

= n.
ou §;, = T_”'f d.Z‘if
0 0 0

Xn— -

En effectuant ici les intégrations et développant le résultat asymptoti-
quement pour les grandes valeurs de 7, on obtient en premiére approxi-
mation les formules d’Erlang dont nous avons parlé au début et qui ne

dépendent pas de f(¢). Par contre, les termes suivants % —~+ %’; ...

des développements des diverses probabilités dépendent de f(¢) par
I'intermédiaire des solutions d’un cerlain systéme de s équations inté-
grales lindaires simultanées déterminé uniquemenl par f(¢); ce systéme
est difficile & traiter méme dans le cas d’une seule durée d’opération.
En outre, nous avons trait¢ suivant une méthode légérement
,modifiée [8¢] divers autres problémes de probabilités qui se posent
pour un systéme a attente et a une seule durée d’opération, et les
principaux résultats des publications [8¢] ont été résumés dans un
article [8¢] écrit surtout a P'intention des tecHniciens. Les développe-
ments, convergents et asymptotiques, de la perte de communication
et du délai moyen d’attente ont été traités dans [84]; des abaques
calculés d’aprés les formules des articles [87] se trouvent dans [8/].
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DEUXIEME PARTIE.

TRAITEMENT D’UN PROBLEME A DEUX DUREES D'OPERATION POSSIBLES.

1. Récapitulation de la théorie générale; résolution des équations
~ intégrales (5). — Nous passons maintenant a la II* partie de nos dévelop-
pements qui a pour but de traiter un exemple de la théorie générale
établie dans notre article [8°]. Dans cet article, ou l'on a admis une
répartition quelconque f(¢) des durées d’opération, nous avons ramené
le probléme de trouver la probabilité p(¢) d’un délai d’attente < ¢ devant
un groupe de s guichets, a un certain probléme d’analyse complexe
qui, moyennant certaines hypothéses sur la nature analytique de f(¢),
peut étre résolu sous forme finie. Aux deux exemples que nous y avons
traités, a savoir celui d’une répartition exponentielle, f(¢)=1—e™*, et
celui d’une séule durée d’opération, nous ajouterons ici le cas ou seules
deux durées d’opération, A et 2 A, respectivement de probabilités

a; et as=1—a, (o< ay <),

sont supposées possibles.
Dans ce cas, on a comme fonction de répartition

o (oSt<h),
(1) J(@) =1 a (<t < 2h),
1 (2h<t < »);

il s’agit donc d’une fonction en escalier qui saute de o a @, pourt =het

de a, aa, + a;=1 pour £ = 2. Prenant la durée moyenne d’opération

pour unité de temps, nous avons / tdf(t)=1, ce qui donne pour
0

la fonction (1)

1

(2) hai+ 2has=1 ou h= —————\
@+ 2as

et 'on obtient pour la fonction caractéristique

(3) «(2) =/ etdf (1) = a; eh? 4+ a, e?hz <a1+a2=1, h= ..__1._>,
0

ay -+ 2 ds

INSTITUT HENRI POINCARE. — X, L. 3
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donc un polynome du second degré en e#*, ce qui rend I'application de
notre théorie relativement aisée.
Dans [8¢], page 519, nous avons établi pour p(¢) la formule suivante

_(n—n)! 1
@) ¢()="—" Gzop

es(T—tp+stq z .
< Boy— B ] dp dq dz (¢ > o),
/C;fcq-/: Z 1 (p — 3) [p —g B Bolp) | ap g 5, )

dont les courbes d’intégration sont représentées figure 6.

o

x*

\\
.QO

—
o

N
NS>

N

Fig. 6.

Les chemins d’intégration des intégrales IL, (4), (59, (59, (7).

Boo=Boo (P, ¢, 5) et Bo(¥)=Bo(; p, ¢, 5) sont des fonctions ana-
Lytiques des variables complexes y; p, ¢, z, dont le calcul nécessite la
résolution de deux systémes d’équations intégrales linéaires simulianées.
By, fait partie d'un ensemble de s fonctions Bog, Bio(p1), Bao(p1y p2)y «-+s
Be_10(P1y - - -+ Ps—1) (dont la dépendance de p, ¢, z ne sera pas indiquée
expressément) qui satisfont au systéme d’équations intégrales
(g —2)Bro(ps, -+, PR

== (=t [+ Brs1,o(psy ors Py E) dE+ 8

= g k
P—9—¢& —2 Py
v=1

(0SksSs—1)

k
[R(C*) =—o, R<p——q——§——2pv>> 0],

(6%)
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ou I'on a posé, pour obtenir des formules plus simples

s—1

) _Z (—1)s—1—p 2 Boo(urr, ..., up).

Ici, le signe 2 désigne des sommes étendues a toutes les combinai-
1.0
sons p a4 p de s éléments 1, ..

0f=o, i #k.
On cherche les solutions, analytiques en p,, ..

(%)

Bs,o(u.,, .o

.y 8; comme d’habitude, on aposé 8! =1;

12 Ps=1 Py 45 %, du
systéme (5) dans le domaine

(6) R P—Q“zl’v>>—c' (O§k§s—l)r R(Q)>C">°y Izl(\ch

v=1
ou ¢’ est une constante telle que la fonction &(sz) soit réguliére pour
R(z)<<c’ (c’est évidemment le cas pour tout ¢/<o); ¢’ et ¢, sont deux
constantes positives dont la derniére, ¢, = ¢, (¢, "), est suffisamment

petite (1).

(') Note ajoutée le 25 janvier 1g45. — Entre temps, nous avons obtenu des formules
explicites pour les solutions B,, des équations (5%), (5%). En supposant, pour simplifier,

que
1®1=0(r)

dans Pinfini du demi-plan R(§) < 8, (8 > 0), ces formules prennent la forme suivante

f Bko(Pn o-'ypk;P; q, z)
s—1
(S——k)("—q)s—l(zqcl):— ﬁt \/C\s— I:I —zs(—s&)
=< 1 : dg, ... dE,
s—1 q (El_ (Ek Pk)sk+1 e E,—l
q—3¢ —sp+sq+sz g
59 s—1
+(z——‘I)"‘ s— 1/,, f — I_
- ”,(Ml) cx 1gq ze(—sE;)
T 1] .
i g G—p1) e Eemy— P—1y ) Ep- - By
q—ze ——sp+sq+sZE,~
| J=1
-4—58‘1.(z_,q)k_l qa_z, (0SkSs—u);
RE—p)>0;  R(pI<o; R(p—g)>o0; R(g>o.
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De méme, la fonction B,(y) appartient a un ensemble de s

fonetiond' B, (¥), Bi(p1; #)s -+ Beot (Pts + -+, ps—1;¥); qui satisfont au
systéme d’équations intégrales

(J’*—Z) Bi(p1; -+« Pk J’)—ZBk,o(Ph ey PE)
. 1 1

e(—sE) [ -+ =
p—-y—-E——Epv

270 Jeu £
V=1

(7%) k
_2ilf —-e—(:_s—g)-_k_—B,(—+1 Pl”",'pr;P_E_EPv dE

c* [ v=t

p—y—E= 2Py i

v=1

i (0LkSs—r1);

Bir (Pl; --~;10k,5;)’) dE

s—1
.
) Belun, ey e p) = D (10 Y Byuny o Ui ),
p=0 1. p :

dans le domaine (6) pour

2

(8) < C2,

¢, désignant une constante positive et suffisamment petite. En raison des
procédés qui ont été employés dans [8¢] pour établir ces deux systémes
d’équations, nous sommes sdrs & priori de I'existence, I'analycité et
Vunicité des solutions cherchées et du fait qu’elles sont des séries

o

de Taylor en z et%, de la forme Z(%)vPV(Z), de sorte que 'on a

v=1
(a) Bk(pl,...,pk;y)=0<§> pour y — » (k=o,1,...,s—1).

Dans Darticle cité, il a été établi entre autres que pour des fonctions
caractéristiques ¢(z) qui sont des polynomes en e*#, ces deux systémes
d’équations intégrales peuvent étre résolus sans recourir a des processus
infinis, et particuliérement les deux fonctions qui seules figurent dans la
formule (4) sont alors obtenues; l'une, By, par la résolution d’un
systéme d’équations algébriques linéaires, tandis que lautre, Bo(y),
s’avére comme fonction rationnelle de y et d’une partie des racines d’une
certaine équation transcendante.

Nous appliquerons maintenant les procédés indiqués dans [8¢], avec
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toutefois certaines modifications qui permettent d’abréger quelque peu les
calculs, au cas de la fonction caractéristique particuliére (3). En-essayant
de résoudre le systéme (5) par la méthode des approximations succes-
sives (en partant par exemple des valeurs approchées = o des By ), on
reconnait tout d’abord, que pour |z| suffisamment petit, ce pro-
cessus converge et que aussi bien les approximations que leurs valeurs
limites c’est-a-dire les solutions, sont des séries de Taylor en

(]0) e'hpx, eshpl’ ey eShP:—ly

etenfin que la méme propriété subsiste pour les solutions du systéme (7).

Comme By ((us, ..., us) est, en raison de P'équation (5%), une
fonction symétrique des variables u;, tous les Bi,o(p1y ..., pi) sont,
grace a I'équation (5%), symétriques en py, ..., pz; par conséquent,
leurs développements, en séries de Taylor par rapport aux e,
commenceront par les fonctions symétriques élémentaires des
grandeurs (10). On peut donc poser

k shi‘:py
(11) Bk,o(p,,...,pk)=2‘b,-k2e v (k=o,1,...,59),

i=0 1.7
ou les termes qui contiennent au moins un facteur quadra-
tique (e™)?= e>*"” sont indiqués par des points; les coefficients b;; ne

dépendent que des paramétres p, ¢, z, et les sommes Z doivent étre
E U 4

étendues a toutes les combinaisons ¢ a ¢ de & éléments. De la méme
maniére, U'on obtient pour les Bi(py, ..., pi; »)

k shizlpy
(12) Bk(p1,...,pk;y)v=2 131'1:(}’)26 L (k=o,1,...,5).
i=0 1.7

En effectuant, selon équation (5), Popération

1
T ..
P—‘]—E—Zl’v
T

dans la série qui résulte de la formule (11) pour Byes,o(py, - - -, i, £),

. dz

271 Je.

1 . . 1
f (ay e=shs + g, e—2sh2) £ +
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a savolr
(13) Bk+1,0(1)h ceey Phy £)
k shz Py k shz Py
=z bi kot Z e v+ es“‘Z bivt k1 2 e v +..
i=0 1.7 i=o0 A 4

=f(Pty oo PE) + g (pry oo, Pr) +. e,

et en déplacant C*, selon le signe de I'exposant des termes e en
question, vers I'infini des demi-plans droit ou gauche, on obtient

(q — 2) Bro(py, .-, Pk)

[{ [ lh(ipv+q—]7> ] [ 2sh<zk:p-,+q—p> ] }
=z la|e ‘¢ —1) +asle ! =1 ) f(py, - pr)
[ sh(épv+q—p> ]
+asle Mt —1] g(p1, .-, pr) +... ) + 8,

et ici chacun des termes indiqués par des points a au moins un facteur
quadratique e*".

En introduisant dans cette équation que nous divisons encore par z,
les expressions résultant des formules (11) et (13), et en égalant les coeffi-
cients des expressions

(14) S ¥ (i=o,1,..., k),

nous obtiendrons donc des équations ou ne figurent que les coefficients b;x
et b; x4 écrits dans (11) et (13), & savoir

—2z . ok
-z bir+bi k1+ asbiy ki1 — 3,{‘ 8(a1bo, i1+ Asby g 1) — 3'(‘{920@60,;&“: 2
(15) 3z 2

(f=o0,1,..., k; k=o, I,...,8—1),
ol nous avons posé, pour abréger,
(16) 8 =08(p, q) = eshla—p),

En introduisant, en outre, les développements (11) dans ’équation (5%),
et égalant les coefficients des expressions (14), on obtient les équations

$—1

(17) bu— Y (— ik Cfbu=0  (i=0,1,..., ),

k=i
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desquelles nous déduisons immédiatement, pour i = s, la relation

(18) bs = o.

»~ . N 4 +
Les formules (15) et (17) constituent un systéme de -————(S_H)‘(s 2)

. . . . s+1)(s+2) .
équations linéaires non homogeénes pour les (————)ZL———l inconnues bj.

Désignons la matrice des coefficients de ce systéme par M(g), les
mineurs de la premiére ligne de M(q) par Iy, (q) et le détermi-
nant | M(q)| par @ (q). On reconnait immédiatement que

@D(q)=®(q; p, 3)

est un polynome, a coefficients numériques, en% et @ = e*¢—7), donc
une fonction entiére de ¢ dont certains zéros nous intéresseront plus
tard.

La théorie élémentaire des équations linéaires nous fournit les

formules de résolution

b= Moo,ik (g)  Mao,ix(q; p, 2)

(19“) k= T@D) - Z0(q; P2 (i=o0,1,...,k;k=0,1,...,5)

qui nous donnent en particulier, pour i = k = o, grace a I'équation (1 1),
la fonction
qui figure dans la formule de probabilité (4).

En vue de calculer effectivement ®(g) et de préparer les développe-
ments ultérieurs, nous simplifierons le systéme des équations (15), (17) en

. . S(s+1). .
y éliminant les~(—2,—)1nconnues bix(i=o0,1,....k;k=o0,1,...,s —1).

On voit qu’en vertu de la formule (15), les b;; s’expriment par les b; 14
pourvu que 'on admette que g 3£z, hypothése qui est a la base des
transformations suivantes. En itérant cette formule s — k fois, on peut
donc exprimer les b;; en fonction des b;;; ce calcul donne

£ s—k —k—1
— 5 \ sk
(20) b= (.__q — ”> [ Clialbiiy,—3k8 ¥ ayti~
' v =0 V=0
v

g—z

5k
XZ Cs ag (a1 bp,3+agbp+,,,)—5§92a§ bo’s] -+ U

p=0
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s—k—1 v S—k—1 s—k—1
En simplifiant ici le terme Z Z: 2 z et en posant, pour
v=0 p:o p:o V:p
abréger,
(21) b, s = by,

I’on obtient ensuite

B s—k . k
— (== _ sk . afb,— asFp, | — ok 8
(a) | B (q_ ) [ch_ka,b,w b 9<2C ¢ a8 by— as bo> 5 eza‘bo] 3

v=0 p=0

(i=o,1,..., k; k=o,1,...,5s—1).

En introduisant ces expressions dans Péquation (17) et simplifiant,
nous obtenons

s—1i
S—l—VzV
ch—ia; i z)s—t biiy
v=0
(23) s-iC . " " o z L by — (—1)s—13
<q~z) 2 %0 @200 ) = % (q-Z>a g—z

(f=o0,1,...,59).

Multiplionsmaintenantla /*™ équation (23) par (—1 YT Cital ( = z)s—t,

ou k signifie un entier (0 <k <s), et sommons de ; = k jusqu’ai=s.On
) $—t .

obtient alors pour la premiére somme double Z 2: en posants v = p,
=k v=0

et introduisant Z et p comme nouveaux indices de sommation

s s—1
¥3-% 333
=k v=0 i=k i+v=i i=k p=i
gk Zk( R e e e =

4
s—p — . —
¥ (£) P03, vi-voss
i=k
° k
g\*¢ SR
> (%) agbpof= (1) ator.
o=k

f
i 0
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Pour la deuxiéme somme double a effectuer, on obtient

s s—i s—k s—p
3 -3 Sor ettt
i=k p=0 p=0 i=k
s—k
=) €8 ,ak+?bo(1— agy—k—o

p=0
s—k

Donc, on a finalement,

s—k
s—k
g (g) albr— e( Z CP_ aipak+e b, — Siaj bo> — 35 82a5 b
(24) p=0

_ (=g = ety

- = &

(k=o,1,...,5).

En résolvant par rapport aux b, ce systéme de s+ 1 équations
lindaires non homogénes, dont la derniére [voir I’équation (18)] esttout
simplement b;= o0, on obtient immédiatement, grace a I’équation (22),
tous les by, et surtout la grandeur b,,= B,,, en fonction de p, ¢, 5.

On peut d’ailleurs simplifier 'aspect des équations (24) en les multi-
pliant par @} >'a$™" et en introduisant les notations suivantes [voir aussi

les équations (16) et (20)]

Qs k as\ £
(25%) xk=(a—1) ”*=(?«f) bhe (k=019
6 —* 9 =(2Ve= (%) enig—p
(25%) =3 u (m)e—(ai) eshig—p),

Les équations (24) prennent alors la forme

s—k
aS
(262) zs—kzp— uE CO o — dhur o= 8 a—;se’h(q—l') (k=o,1,...,s—1),
p=0
(26°) Zs= 0,

$3-+5

et le déterminant de leurs coefficients est, au facteur (a;?a@,) ® prés,
égal au déterminant @ (q) des coefficients du systéme (13), (17).

2. Résolution des équations intégrales (7). — En passant au calcul
des fonctions Bi(p,; y), il nous faut établir d’abord de quelle maniére
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les coefficients $3;x(y) dans la formule (12) dépendent de la variable y,
avant d’étre en mesure de copier les procédés employés pour calculer
les coefficients de Fourier b;: des B o(p,). Car en introduisant les
expressions (12) dans les deuxiémes membres des équations (79), la
deuxiéme intégrale ne peut pas étre évaluée directement.

C’est pourquoi nous constatons d’abord qu’en raison de la formule (g)
qui est valable uniformément dans le domaine (6), les seconds termes des
deux membres de 'équation (72) sont manifestement analytiques et
réguliers, comme fonctions de y, pour

I}’l<c3;

ou ¢; est une constante positive convenable, indépendante des variables
du domaine (6). On voit donc qu’en faisant abstraction de termes qui
sont analytiques pour |y | <C ¢;, et uniformément bornés par rapport au
domaine (6), les opérations linéaires effectuées respectivement dans
les équations (7%) sur les Bi(py; ¥) et dans les équations (54) sur
les By,o (py) sont les mémes, a la substitution de y a la place de ¢
prés. Il s’ensuit que les 3;x(y), les coefficients de Fourier des fonc-
tions Bx(py; ») [voir I'équation (12)] satisfont (a des termes prés qui
sont analytiﬁues pour |y | <<¢s, | 5] <<c¢y) aux équations linéaires (15),
(17) des inconnues b;z, modifiées par la substitution de y pour g.

Les coefficients de ces équations hinéaires, de déterminant 3 (y),
étant des fonctions entiéres de y, nous en concluons que, de méme, les

expressions
B(y) B (y)
sont analytiques pour
lyl<e, [zi<e.

Comme d’ailleurs les 3iz(y) tout comme les Bi(p,; y), sont réguliers

pour
' z

2 s z
< ¢s, c’est-a-dire pour ly|> lc—l, Iz <es.
2

nous voyons qu’en choisissant | z| suffisamment petit pour que ces deux
domaines empiétent, [par exemple |z|<<Min (¢, cac;5)] les Bix(y) ne
pourront avoir des singularités comme fonctions de y, qu’au voisinage
de ¥ = o ou cependant leurs produits par une certaine fonction entiére
de y, a savoir (D (), resteront réguliers. Ces singularités sont donc des
poles, de sorte que les B;t(y) sont des fonctions rationnelles de y dont
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les poles sont les racines particuliéres de I'équation
(27%) PD(y)=o

qui, pour |z| suffisamment petit, sont situées dans un domaine
arbitrairement petit autour du point y =o.

Or, M (y) est un polynome du (S2+ s>iéme degré en}é, dont les coeffi-

. s . . $*+ s
cients sont des polynomes en e™(r=7); donc, il existe exactement

racines de I'équation (27%) qui sont des O () pour 3 tendant vers zéro,
donc qui satisfont aux conditions que nous venons d’énoncer. Nous

désignerons ces racines de I’équation (27%) par

s2+4§

(27%) yi(p, 3), R ys'(p, 3), ol § = —;

comme fonctions de p et z, elles sont toutes différentes, ce qui résultera
presque immédiatement de la décomposition de 0")( y) en facteurs que
nous donnerons plus tard.

Pour les fonctions rationnelles B;z(y ), aux poles simples (27%), et qui,
par suite de la formule (g9), sont nulles pour y =0, on obtient
maintenant la décomposition suivante

(28)  Bu(y) Zyﬁl"]f)f’(’;)z) (i=o0,1,.... k; k=o,1,...,5),
ot les B, aussi bien que les y3, ne dépendent que de p et z.

Afin que ces expressions puissent satisfaire a des termes prés bornés
pour |y | <<cs, aux équations linéaires (15), (17), écrites avec y a la
place de g, il faut que les premiers membres de ces équations ne
présentent pas des poles pour y =y, ..., y,, aprés substitution des
expressions (28) pour les bi;. Il en résulte que chaque systéme de
coefficients

Bi}c\‘ (i=o0,1,....,k; k=o,1,...,5)

doit annuler les premiers membres des équations (15), (17), écrites
avec y»\(p, ) ala place de g.

Selon la théorie des équations linéaires homogénes, on peut donc
poser, avec les mnotations introduites préalablement, et avec des
facteurs &, qui restent encore a déterminer,

’

(29) BR = & Moo,k (32),  Bur(y) =2 e
A=1

Moo, 1x(2\) X
Y=
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Afin de pouvoir écrire ces formules, on a supposé que les mineurs de la
premiére ligne de la matrice M ()3) ne disparaissent pas tous, et il est
visible que les My ix(y») dépendent explicitement de y,, p, z; ce
sont donc des fonctions de p et z.

Pour déterminer les ¢, portons les représentations (29) des Bi(y)
dans la formule (12), introduisons Iexpression qui en résulte
pour Bi(p.; y), ainsi que la formule (11) de B o(py), dans I'équa-
tion (7¢), égalons a nouveau les coefficients des fonctions (14) et
faisons tendre y vers co. Comme le deuxiéme membre de 'équation (79)
s’annule pour y tendant vers I'infini, on n’a qu’a s’occuper du premier
membre et I'on trouve [vorr aussi I'équation (19¢)]

Moo,ix(q)
@»(q)

(t=o,1,...,k; k=o,1,...,s—1),

S
Z e Moo, ik (W) = b=

A=t

(30)

. ;) St .
ce qui permet de calculer les s'= —— inconnues ).

Désignons pour l'instant la matrice des coeffficients des derniéres
équations par

(319) M(p, 3) = {moo,ik(}’)\) },

ou ik figure comme indice des lignes, et A comme indice des colonnes,
et écrivons m i pour les éléments de la matrice inverse

@31%) M=1(p, 3)= { myu(p, 2) |-

On a alors, en résolvant le systéme (30) pour les ¢,

(32) a= z% myixbik = @-Z_ﬂg' myik Moo,k (g) (A=1,2,...,5);

en introduisant ces valeurs dans I'équation (29), nous obtenons pour
la fonction By (p)= B0 (p) [voir Péquation (12), pour k = o] qui figure
dans la formule (4),

e\ Moo, i M ik Moo, i
Bo(p) = fao(p) = 3, 2T Iq) 3 X Tt ) it Fon (),
) TR

p—n(p,z) 0 P —n(p, 2)

Ainsi, le facteur principal de la fonction a intégrer dans (4) prend,
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grace a I'équation (19 ), la forme

1

— % Byp—B

(33)P—Z[p—f1 °(P)]
_ I Mooee(g) : Moo, ik (37) M, ik Nyo,ix (9)
—(p—Z)@(q)[ P—9 )ngk P—n(p, 2) ]’

de sorte que notre tiche ultérieure se réduit au calcul de cerlains
mineurs de la matrice M du systéme des équations linéaires (15)
et (17), a la détermination des racines (27°) de I'équation (27%),
probléme essentiel, et a effectuer les intégrations indiquées dans
I’équation (4). '

Comme nous n’utiliserons cette équation dans la suite que pour r = oo,
nous indiquerons briévement, avant d’étudier I'’équation (27%), les
opérations qui permettent de passer, dans (4), a la limite n =o0; nous

n . .
oserons pour cela, comme auparavant, sT = =, ou le coefficient de
p p ) 1Y s n

rendement
o< <1

sera supposé indépendant de n.
Admettons sous réserve de le démontrer plus tard, que ® () contienne
le facteur

(349) ¥ —alas eh0=plr ayeh0=P ] =y —ze(y —p),

et soit ¥, (p, 3) le zéro particulier de cette expression quiappartienta la
suite (27%), c’est-a-dire qui tend vers o pour z—+o. Comme l'expres-
sion (34¢) s’annule évidemment pour y =p =123, on a

(34%) - y1(z, 2) = z;
donc, le binome

p—yi(Pz) =

I_Iz(p—z)-eaa(z)(p——:)?—o—‘..

qui figure dans le dénominateur de la fonction (33), a un zéro simple
pour p=23, de sorte que l'expression (33), considérée comme
fonction de p, posséde un péle double en p—z et, en outre, un péle
simple en p=g. Des considérations, pour le détail lesquelles nous
renvoyons le lecteur a [8¢] et a nos articles antérieurs, montrent ensuite
qu'en amenant dans lintégrale (4) la courbe C, dans le demi-plan
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gauche, l'intégrale f se réduit aux résidus en p—=2z et p=gq, a des
C
P

termes prés qui disparaissent pour n tendant vers I'infini.

Ce dernier résidu est égal a 1, ce qu’on peut démontrer directement
grace a la premiére équation (5¢) qui fournit pour p=gq la

valeur Boozq—i—z- Par conséquent, p(¢), considéré comme inté-

grale f -++dz, prend la forme de 'équation (50) de la premiére partie
K

z

a des termes prés qui s’annulent pour n=oco; grace a la méthode
expliquée sur I'exemple de cette équation, p(¢) peutdonc étre développé,
pour n tendant vers l'infini, selon la formule (52 a) (1™ partie). En
effectuant les opérations indiquées, seul le terme 2=1 de la

somme Z dans la formule (33) sera conservé lors du calcul du résidu

au point p =3 (=nm), et 'on obtiendra en passant a la limite n = o,
et en remplagant dans (4) ¢ par ng,

P(#) =limp () =1— (1—1) Moo,00 (n; M, 1)

1 esnt{t—q)

35a X — | ——
(35%) 27l @(ng;m, m)

[Z my ik (M, 1) Moo,ix(nq; M, n)] dq
ik
R(Cy) =1+0 (t> o).

Comme selon la formule (31?), les m, i sont les mineurs de la
premiére colonne de la matrice (31%) divisés par le déterminant de
cette matrice, on obtient enfin pour la derniére somme

by Y Mooir (00 :
(35%) Brgm ) ; ma,ix(n, 1) Mooyik (ng; m, M)

Noo,00(nq; M, M) IRoo,00 (M 22) «or Moo (M3s7)
1 Moo, s—1,5—1(ng; 0, 1) Noos—1,6—1(n82) ... IMlgos—1,s—1(n2s)
~ @(ng; n,m) Moo,00 (0 21) oo IMgo,00(m zs7) ’
3nr00,s—1,s—1 (7121) “ee mloo,:-—x,s-—i("} Zs')

ou nous avons introduit a la place des »(n, n), solutions de I'équa-
tion (27%), les grandeurs

Nn, n),

(35¢) a(n, n) = "
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solutions de I’équation @ (ny;m,n) =o0 qui sont, nous le verrons,
caractérisées par une propriété trés simple; en outre, nous avons écrit,
pour abréger, Myy,ix(n 2,) & la place de I, ix[n 53 (n, n); 1, n]. Remar-
quons encore que, grice a 'équation (34%), I'on a

s (1, n) =1.

Pour déduire enfin des formules (35) la valeur de P (o), on procédera
comme lors du passage de l’équation (54) de la premiére partie
a l'équation (67). On aménera la courbe d’intégration C, dans
le domaine R (g) <o, ce qui comporte le résidu —1 au point g —=1.
Puis, l'on décomposera la fonction (35%) qui est rationnelle en ¢

. I
et e’"4, en un terme% et un reste qui est O <;2\) pour R(g)->— o; en
/

passant ensuite, dans lintégrale (35¢), a la limite £— + o, la partie
I

correspondant au terme O <q2> s’annulera, de sorte que seule subsistera

la partie correspondant au terme &, et égale a ¢ t—mu). En tirant
P p 7 g

de (35%) la valeur de la constante ¢ qui est précisément le mineur de
Pélément I, o, (0 ¢) -divisé par le déterminant qui figure au dénomi-
nateur, on obtiendra donc

. s24 s
| Mo0.16(mz) | <lk=01;...;s——1,s—1. A=2, ..., )

(36) P(o)=(1—n) —————— NS
|| Moo, ix(n23) ] (ik:oo;...;s—l,s—x. A=1, ... - >

2

Ici, nous avons utilisé, pour le calcul- du résidu au point ¢ =1,
I'identité
@'(g; M, 0) lg=n=(1—1) Mao,00 (n; 7, 1)

qu’on déduit aisément des équations (15), (17) en y posant g =z =m
et supprimant le deuxiéme membre. Pour justifier le déplacement de C,
vers U'infini du demi-plan gauche, il y a lieu d’indiquer que manifes-
tement les zéros z,, ..., 5o de M (ng) ne sont pas des poles de la
fonction a intégrer (35 6), et que la fonction entiére M(ng) n’a pas
d’autres zéros dans le demi-plan R(g) <1, ce que nous démontrerons
plus loin.

3. Etude d’un déterminant; formules finales. — Ktudions main-
tenant la matrice M, des coefficients du systéme (26%) et son déter-
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$24-s

minant |M, | = (a7’a,) * D (q).Ona

x5 — 1 — u? —Clu —C2u e, —Clu
—u zs—1—Cl u —C2,u eo. —C&tu
37) M, = —u —Cl,u 22— Cl.,u ... o
1
—u —Clu o oy x

etil s’agit surtout de décomposer| M, {quiestun polynomeen z et u a coef-

ficients entiers, en des facteurs accessibles aux calculs ultérieurs. Posons
1

pour le moment u =E* et soit § = u* I'une quelconque des racines de
cette équation. En multipliant les colonnes de M, respectivement
par 1,&, ..., E=' et sommant, 'on obtient la colonne suivante

x5 —ES(1+E)S
@l — B (1 E)t

wE— (1)

dont tous les éléments sont manifestement divisibles par le trinome

1
z—E(l+$)=m—E-——E?=x——u§—u.

10

Donc, |M, | est divisible par le produit des facteurs algébriquement
conjugués de ce trinome,

s—1 1 emik 2 Amik
(38) Po=||(x——u’e‘ —u'e® )
k=0
at s—1 27tk Amik
= —22— (g- —aye e"“l—P)—age $ 627'(47—10?)
a3® II z
1

qui est un polynome, a coefficients entiers, en x et u, et dontle premier
facteur est précisément Pexpression (34%), fait que nous avons utilisé
dans ce qui précede.

En multipliant M, a droite et a gauche par des matrices approprides,
on pourrait obtenir une nouvelle matrice similaire a (37). et de déter-

. M ., . . .
minant ’—P—”, et Pon pourrait répéter ensuite, avec une légére modifica-
0

tion, le processus qui nous a permis de conclure que |M,| est divisible
par le produit P,. On parvient cependant plus vite d’une autre maniére
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aux lois de décomposition de | M, | en établissant que | M, (z, «) | s’annule
identiquement lorsqu’on y introduit les expressions

(39%) u=(—oppsarpr fosuc[f]h
Gy c=t+p

ou p désigne un entier quelconque entre o et [;] Autrement dit, si §,

désigne I'une quelconque des racines de I’ équatlon (39%), | M, | est divi-
sible par Uexpression

(40) @ — Eu— 5.

Pour le démontrer, remarquons que les premiers membres des
équations linéaires (26%) s’annulent identiquement si l’on substitue
aux inconnues x; les expressions

(41) ,m-Z(—kac FEt (1487 (k=o,1,..., 5 —1),

=0

et aux u et z dans les coefficients les expressions (39); on le vérifie par
un calcul élémentaire dont nous laisserons le soin au lecteur.

Les expressions (41) des inconnues z; n’étant pas identiquement
nulles, le déterminant |[M,| des équations linéaires homogeénes, en
question doit s’annuler, identiquement en £, pour les valeurs (39)
de uw et z; [M,(x, u)| cst donc algébriquement divisible par le
trinome (40).

Le déterminant des équations (267) est un polynome du ( _: g>wm degré

en z, et de premier coefficient 1; on a, par conséquent,

H
(42) |M11=]] H(x—fu—fﬁ%
=0 ¢ .

Ici, pour s impair, le produit intérieur sera étendu pour tout

entier 0 Sp< I —2—- aux s racines £, de I'équation correspondante (392),

S+1 __ s2+4s
ce qui donne s —— —

facteurs linéaires. Cependant pour s pair,

dans le cas p = ; ou chaque paire de racines £ et £, = — 1 — £, conduit
2 3 s

INSTITUT HENRI POINCARE. — X, I. 4
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au méme facteur (40), Il doit étre étendu sculement aux > racines de
2
I’équation (39®) qui produisent des trinomes (40) différents, de sorte

s s24 s

s
qu'on a de nouveau s Ss+5= facteurs linéaires.

1l est facile d’exprimer les P, sous forme de polynomes en z et u.
Soient pour le moment

__+\/l

les deux racines de l'équation (39"); on a pour p;ég, grice a
I'équation (39"),

Pp:II (2 —Eu—Eu) = (——I)s]] (Bp— 1) (Bp— o)
E £

—

|

1 1
+ x, 0(2=——£——\/7'+$=——I——0(1 (@y a9 = — x),

&

= (— 1) [+ a )b — (— )] [a V(1 + ag)b— (— 1) 1]
= (— 1) (i ol — w) (af Hall—u) .

(43¢) =xs-(—1)‘.*uw!k[<;)+\/ +x>*—"u <1)~ ;'—;—x)v—mJ-i—("I)xu-z

HEG

=5 — (—1)kuxt 2 Si;:ivcr—vu.—fxv"‘(—l)slﬂ

§—1
L=0,1I,..., > )
. . s . . .
tandis que pour p:=, Py esl la racine carrée de cetie expression, i
Par l'intermédiaire des formules (25%), ces polynomes deviennent des
fonctions entiéres de ¢, Py(g, p, z), et ce sont leurs zéros y,(p, z) tels

savoir

el
MIA

(43%) P;= .z‘:—— (—1)fu= (Z—%) —(— aa) ewnﬁ(fl*ﬂ].

5
g

que les quouents 1 (p, %) sont bornés pour z— o0, qui figurent dans nos
formules (27) a (34).

Les grandeurs z,(n) = }/A—(%—"—)- qui figurent dans les' équations (35)
et(36)sont donc les racines particuliéres des fonctions entiéres Py (ng;7,1)

qui sont bornées dans le voisinage de n—=o0 et quel’on prolongera
ensuite analytiquement pour toutes les valeurs o <<n <<1.



SUR L’APPLICATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS. 51

Cependant, les z,(n) autres que 5, (%) =1 peuvent étre caractérisés
d’une maniére plus simple comme les seuls zéros des fonctions P, (0 gq)
¢]<1; on trouve en outre qu'il

situés a lintérieur du cercle unité
n’y a pas d’autres zéros dans le demi-plan R (g) <Z1.

Afin de le démontrer, substituons dans les équations (39) a z
et u les expressions (25%), en y remplacanl ¢ par ng et en
posant p = 5 = =; substituons en outre a £ la grandeur

-
a g
.

Qs

(44) _ 0=

Les z,(n) sont alors les solutions ¢ du systéme suivant

as

(45) q—aiv—asv2=o, eShﬂ(q—i)—vs—bL(—v— ﬂ)pt=o (shn, > o),

dont on déduit pour p £ i-’
_ eshrlg—1)
P = (— g b ———

. 7

Par conséquent, aucune racine z;(n) ne peut étre située ni sur le cercle
d’unité |g|=1 ni sur la droite R(g)=1, car dans chacune de ces
hypothéses I'on obtiendrait de la derniére équation

e
Lo <ay P <, lgl=lav+av? ! Sale]+wiv2<ai+ as =1,

ce qui serait en contradiction avec nos hypothéses. D’autre part, on
obtient par un calcul élémentaire comme seules solutions des équa-
tions (45) bornées pour de petites valeurs positives de a, et v, les s
grandeurs suivantes

~ 72 S 2y ) 72 > w
q Gy 1+ a; 5 wy — 1 +21’]h(1\;-—-l) 5 =€ 2

o<a; <1, 0<N<1;9=0,I,...,8§ —1),

(i6)

et Pon voit aisément que pour a, et n suffisamment petits, la partie
réelle de ¢ 3%, et par conséquent le module de ¢, sont inférieurs a 1;
de méme, il est clair que pour n suffisamment petit, toutes les autres
solutions de (45) sont situées dans le demi-plan R (¢) > 1. Dans le cas

s . R . .

~exclu p = -, on parvient aux mémes résultats en partant directement de
Pexpression (43%).

Ne pouvant atteindre ni le cercle | ¢| =1 nila droite R (¢) =1, toutes

les racines restent, pour des raisons de continuité, dans leurs domaines



(482)

1
[ IMoo,ix(n2)) ~

52 , FELIX POLLACZEK.

primitifs pour toutes les valeurs de @, et n; on a donc particuliérement
pour les racines aux valeurs initiales approchées (46)

(47) Lo (n) <1 ()\_—_:),,.,_:s‘z-*_s),

2

et ce sont lales seules racines situées dans le demi-plan R(¢q) <1, fait
que nous avons utilisé lors du passage a la limite = -+ o dans I'équa-
tion (35%).

Les 5, (n) étant déterminds, du moins théoriquement, par ce qui
précéde, il nous reste encore a calculer les mineurs Iy, ix(n %) qui
figurent dans les formules (35) et (36). Selon I'équation (29),
les OM,0,ix(y2) sont proportionnels aux solutions B} des équations
linéaires homogénes qui résultent de (15) et (17), si 'on y supprime le
deuxiéme membre -i—g et pose ¢ =y, (p, 5). Mais nous avons précédem-
ment réduil ces équations, dans 'hypothése g%z, au systéme (24)
ou (26) dont les solutions, dans le cas homogéne, sont données par les
expressions (41) et (26%); pour obtenir un systéme de grandeurs propor-
tionnelles aux My, (n3), on n'a donc qu’a introduire les expres-
sions (41), (26b), compte tenu des équations (25) et (39), utilisées
pour p = 3 =mn, dans les formules (22) des b; et y supprimer le terme
k

non homogéne 7 8_"

En remplacant, en outre, la grandeur ¢ par ¢ selon 'équation (44), la
q—3z

fraction

y contenue dans (22 ), se transformera en

ai z\|! as ! !
I—| — = 5 — = = " Y
as a,— (B2+¢) aj I— @ 02— @y ¢ (@sw +1) (1— )

et I'on obtient les expressions suivantes, valables pour tous les z)(n), &
I'exception de la racine zy (n)==1 qui correspond précisément au
cas ¢ = 3,

1
(@0 +1)y—F(1— 0)s—*

s—k [
. ag\*
= [2 Cead B, (— 17 Gy Oy ot (v 2
v=0 .

T=0

s—k 13
- ay \ & |
—&f vS“EL<—v— Zli) EC“L/"‘Z;E (—1)“C§C§"_va"*7<0+ —

¥ =0 T=0

, ‘s24s
(l:O,I,...,k;/{=0,I,...,S—I; A=2,..., 5 >

ay
[24]

]
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Pour obtenir enfin des grandeurs proportionnelles aux My, ik (0 31),
on résoudra directement les équations homogénes correspondant a (15),
(17), pour p = g = z =m, ce qui donne

(48")  IMyo,00(n) ~ s, NMyo,01(m) ~1; Mgo,iz () = 0, pour (ik) 5 oo,01.

On obtient des formules plus simples que (48) pour les grandeurs

i
/ 1 \® . P . 24§
(497 miyy = ((* + »a.> (1— ())-"Pvz Cf alyt Mo, jx(63),) (A =2y ..., = >,

j=o0

par lesquelles les My, ix(n 5,) contenus dans la formule (36) peuvent
manifestement étre remplacés a condition de poser, pour A =1,

(49%) Mmoo, =5, myy =1, myy = asy'; .m{/‘.,, =o0, pour k>1.
-~
En posant
w
. o B £ AUt .
(f)()) [ o -d; = A, 1— v =0D0b, f](’p(x> = CkC,._k xr©,
N T=0

I'on déduit des formules (48¢) et (49*)

(51)  migy= ALBE friu (AuBY")

N s ay \" ,x _
_0{.‘0‘;" p‘(_pp‘_»u> B(G.fk.p(APBp,'), )\=2,...,

1
a

Pour mettre en relation ici les indices A et ., posons

N \ B
h= us—+v, ou 1<v<s, pour u # =
== 2
(52)
s . s : s
A= -s—+v, ou 1$v<~y pourp=--
2 == 2

S $
Les v =, , sont alors les s (ou 5 dans le cas p = ;ious—i, dansle
cas :o) racines différentes des équations (45) correspondant a

des|q|<<1.
Des derniéres formules, il résulte que les déterminants qui figurent dans
le deuxiéme membre de I'équation (36) sont tous deux divisibles par le

. s
produit de tous les Vandermondiens I I (Pu,y— ¥u,v), de sorte que la

v,v'=1
vy
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fraction (36) pourrait étre simplifiée; en outre, le dénominateur est
divisible par les produits

li[,(l—vo,v) et ﬂ (1—o1,y).

V=2 V=1

En multipliant par contre les matrices qui figurent dans (36) d’une
maniércappropriée partoutesles matricesde Vandermonde{of , },_y,. .5 ,

0=0,. . .,s—1
on obtient une représentation de P (o) comme quotient de deux déter-
minants dont les éléments de la (A= p.s + p)®™° colonne sont de la
s
forme Evﬁg‘mgkﬂ‘(vu,v). Par conséquent, ces éléments peuvent étre
v=1 .

écrits, en vertu de principes bien connus, sous la forme

- -
—’I_f Pt mix). (v) dlog[eshnw-—ﬂ-— ps—p <— P — ?—')HJ
27T K|f/|=1i0 as

9
ay ay
a9+ a;9?=gq, donc v = — — + 12+i P
2 Qs 4ai as

ou K4y désigne le cercle unité doublement recouvert du plan

(53)

Riemannien des ¢, et ces intégrales ou ne figurent, outre la variable
d’intégration ¢, que les grandeurs données v, s, a,, peuvent étre déve-
loppées en séries infinies suivant des fonctions élémentaires de ces
grandeurs.

De cette maniére, on éviterait 'emploi des racines d’équations trans-
cendantes; mais afin de parvenir, pour les grandes valeurs de s, a des
formules susceptibles d’étre évaluées numériquement sans trop de labeur,
il faudrait, tout comme dans le cas d’une seule durée d’opération,
étudier particuliérement ’expression (36), dans ’hypothése

1 ——-"I—b\/g,
S

pour s tendant vers Uinfini.
(Manuscrit regu le 31 janvier 194o).
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