GEORGE D. BIRKHOFF
Déformations analytiques et fonctions auto-équivalentes

Annales de I’l. H. P, tome 9, n°3 (1939), p. 51-122
<http://www.numdam.org/item?id=AIHP_1939__ 9 3_51_0>

© Gauthier-Villars, 1939, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I'l. H. P. » implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIHP_1939__9_3_51_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Déformations analytiques
et fonctions auto-équivalentes (')

par

George D. BIRKHOFF.

INTRODUCTION.

Dans ce qui suit, nous étudierons certaines fonctions f(z) d’une
variable complexe z dans le voisinage d’un point isolé particulier, tel
que # = o0, & savoir les fonctions qui sont multipliées par un facteur
analytique ou méromorphe a 2=, quand on remplace x par des fonc-
tions ¢ (),

(1) ?(x):q.%-i—?n-i-%—i—... (g % 0).

s

Nous aurons donc a considérer une équation, ou plusieurs équations
compatibles, de la forme

Sle(z)] = a(z)f(z)

(2.) [a(m): zk (ao—}- % —|—) (k, entier; a, # o)].

Nous ne pouvons que mentionner ici extension aux matrices carrées
analogues d’ordre n, F(z), telles que

(2") Fle(2)] = A(2)F(z),

(*) Jai eu ’honneur de présenter une partie de ce Mémoire dans une conférence faite
a 'Institut Henri Poincaré, le 4 juin 1937, sous le titre Sur une classe étendue de fonc-
tions analytiques. Dans trois conférences & la Edinburgh Mathematical Society & Saint-
Andrews (7-14 juin 1938), intitulées Analytic Deformations and Auto-equivalent
Functions, j’ai ajouté¢ quelques compléments importants.

INSTITUT HENRI POINCARE. — IX, III 5
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les éléments de la matrice A(z) étant analytiques ou méromorphes
a = oo et le déterminant | A(x) | ne s’évanouissant pas identiquement.

Mentionnons trois exemples simples et typiques pour n =1 : la fonc-
tion z*, pour laquelle on a, pour toute ¢ ()

ret=awst [aw=(22)'],

la fonction e® pour laquelle on a, pour toute ¢(z) avec ¢ =1
v = a(x)er [a(x)= eslri~x]
et la fonction I'(z) pour laquelle on a
MNz+1)=2T(z).

Pour préciser davantage, nous allons considérer uniquement les fonc-
tions f(z) de la variable complexe 2 qui sont méromorphes dans le
voisinage du point z =0, c’est-d-dire pour |z| suffisamment grand.
Nous ne supposons pas qu’elles y soient nécessairement uniformes, mais
nous admettrons que le point x se trouve situé sur une surface de
Riemann R, ayant un point de ramification isolé d’ordre infini & =
et que f(z) soit uniforme sur R.

Appelons équivalentes (') deux fonctions y () et z(z) de cette espéce,

telles ue leur rapport 4 SOit une fonction uniforme analy'l;i ue ou méro-
F4

morphe & £ = 0. Si y est équivalent en ce sens a4 5, 5 est aussi équi-
valent & y; et si, de plus, 5 est équivalenta o, y estaussi équivalenta w.
I1 est tout a fait évident que toutes les fonctions équivalentes entre elles
possédent le méme caractére analytique a l'infini (i un facteur analy-
tique ou méromorphe prés).

Introduisons une autre définition et appelons déformation toute
transformation biunivoque et analytique du plan des « en lui-méme au
voisinage du point fixe = 0. Une telle transformation s’écrit 2’ = ¢ ()
[voir (1)]. Pour caractériser complétement une telle déformation de la
surface de Riemann R, il faudrait donner non seulement la fonction ¢ (),
qui définit la déformation du plan, mais aussi la maniére topologique de

(1) Jai introduit cette définition, il y a longtemps déja; voir, par exemple, mon
Mémoire, Singular Points of Ordinary Linear Differential Equations ( Trans. Am.
Math. Soc., t. X, 1909, p. 436).
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passer de z a #’ dans R; par exemple, I'équation 2’ =z désigne non
seulement la déformation identique de R en elle-méme, mais aussi bien
toute autre déformation par laquelle on passe de z a 2/, en faisant
circuler s fois (s === 1, &= 2, ...) le point z autour de x = o.

Une fonction f(x), méromorphe dans R, sera appelée auto-équivalente
s'il existe au moins une déformation, autre que I'identité, qui la laisse
équivalente a elle-méme. En d’autres termes, ces fonctions sont précisé-
ment celles pour lesquelles au moins une équation du type (2) est
satisfaite (). Un cas particulier important d’auto-équivalence est celui
de I'invariance

(3) SIe(2)] = f(2).

Evidemment, la totalité des déformations 2’ = o,(z), 2’ = ¢2(x),. . .
admises par une fonction auto-équivalente ou invariante, f(z), constilue
un groupe G, qui est soit un sous-groupe du groupe continu de toutes
les déformations possibles, soit ce groupe lui-méme.

Une fonction f(x) qui est auto-équivalente pour un certain groupe Gy
restera auto-équivalente quand on fait un changement quelconque
de variable z en z* du type

.’L‘:tp(x’):l'.’t*—k"fo—"‘%—*‘... (7‘#0).
Si T désigne cette transformation, le groupe G sera alors remplacé
par G* = TGT~, et chaque équation (2) prendra une forme correspon-

dante (2") avec
S @) =F14)] @) =40 e[b(eM)]],  af(@t) = a[Y(27)]

Tous les groupes G* et les fonctions f*(x) sont de la méme classe.

Les exemples précédents montrent immédiatement que les deux fonc-
tions auto-équivalentes z* et ec* admettent respectivement les groupes

(1) Dans le cas ou 'on a seulement ¢(x) = z, le point 2’ ne coincidant pas avec le
point  dans R, on démontre sans difficulté que f(2) est toujours de la forme parti-
culiére

fi@) = at@yst (g2t),

ol g(z) est méromorphe dans le voisinage de 5 = . En général, nous laisserons de cété
dans ce qui suit ce cas banal.
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' =¢(x), ¢ quelconque, et ' =¢(z), =1, 9o, ¢1,..., arbitraires.
Ces groupes sont continus a un nombre infini de paramétres.

La fonction auto-équivalente I'(x), admettra, au contraire, le groupe
discret

=z +n (n=o0,=%1,=%2,...),

ne contenant que z' = z + 1 et ses puissances. Pour démontrer ce falt
simple nous pouvons raisonner comme suit.

En premier lieu, rappelons le fait bien connu que la fonction T'(x)
admet la forme asymptotique

el :
MNz)~2z ‘Pexy\/ozx (1+ e +)

de Stirling pour |z | grand, sauf dans la direction de axe des valeurs
réelles négatives. Nous voyons done que le terme le plus important dans
log I'(z) est zlogz, quand z tend vers oo par la droite. Mais aprés une
déformation arbitraire ' = ¢ () ce terme est remplacé par gz logz; on
en conclut que l'on doit avoir ¢ =1 pour une déformation du groupe
de I'(z). Ainsi, nous pouvons écrire toute déformation du groupe
de I'(z) sous la forme

' Q1
x=x+°0+-;+....

1

Or, nous avons toujours [voir (2)]
I'[o(z)] = a(z)T(2).

Si donc z est grand en valeur absolue et tel que I'(z) = oo, on doit avoir
également I'[¢ ()] = co. Puisque les pdles de I'(z) se trouvent a z = o,
—1,—2,..., il s'ensuit que si z est un nombre entier négatif
suffisamment grand, la série

P1

+ — —+...
Q0 z

représentera aussi un nombre entier. Par conséquent, ¢, doit étre entier

et la série

doit s’évanouir, ce qui n’est possible que dans le cas ¢, =0, =... =o.
Donc, la déformation aura nécesairement la forme énoncée.
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Il est intéressant de voir jusqu’a quel point la fonction z* est carac-
térisée par la propriété d’admettre une déformation quelconque.
Démontrons le fait suivant :

Une fonction auto-équivalente f(x) qui admet une déformation
arbitraire est nécessairement de la forme

xk(f0+%+...> (fo#0).

Remarquons en premier lieu que si y(z) désigne une telle fonction,
nous aurons pour un choix quelconque de ¢(2), I'équation (2)

ylz(z)] = a(z)y(z).

Supposons maintenant que le point z décrive dans le sens positif un

cercle de centre z = o; la fonction y(z) devient y, et en méme temps

y[9(2)] deviendra y[¢(z)]. De plus
()] = a(z)y(=z).

Donc, en posant ;}:% = p(x), nous voyons que p[¢(z)] = p(z), c’est-

a-dire que p () reste invariant pour toute déformation et par conséquent
doit étre constant j/-/—g% = p # o. Nous pouvons donc écrire
y(z)=a*z(z)(p=eT)

et définir ainsi une fonction z(x) qui, non seulement admet une défor-
mation arbitraire, mais qui cst aussi uniforme dans le plan de z. Nous
aurons en particulier

(4) 2(qx)="b(x)z(x) (g réel >1),

ot b(x) est analytique ou méromorphe en z = . De plus, s(z) n’aura
qu’un nombre fini de zéros et de poles dans la région annulaire fonda-

mentale
rilz<qr,

ot 7 est positif et grand. Donc tous les zéros et poles de z(z) auront la
forme g6 ou 0 est un zéro ou pdle quelconque dans cette région annu-

laire. En modifiant ¢ convenablement, nous voyons que z(z) ne peut
avoir ni zéros ni pdles pour | z | grand.
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Or, la solution générale explicite de (4) est la fonction

e~

(22— bl
q —_—

(5) ) HC(q”'w)

m=0

__logx o _ cy
, [t_ logq’ b(z)=z'b,c(x), c(x)—l+; —|—]

multipliée par une fonction o(z) telle que (g2 ) = o(z). De plus, pour
la solution particuliére z(z), ¢(x) doit étre bornée pour = réel et grand ;
remarquons que le dénominateur de droite dans (5) est analytique au
point = oo et se réduit & 1 pour cette valeur. Par conséquent, pour
 réel, z(z) croit essentiellement de la méme maniére que

(log x)2 l+ log kg

pour n’importe quelle valeur réelle de g(! entier). I s’ensuit que 7 doit
log b

étre zéro. Ainsi Pon trouve que z () est égale a z "7 o (x) multipliée par
un facteur a(z) analytique en z = w et y égal 4 1. Evidemment Iexpo-

log b,
logg

variant ¢ d’une fagon continue et en laissant z tendre vers l'infini on

sant =k ne peuat pas dépendre du choix particulier de g. En

voit que () doit se réduire & une constante. Donc nous obtenons
essentiellement y (z) = 2" a(z) ou «(«) est analytique au point z = w

avec a(w) 7% 0; c’est ce qu’il fallait démontrer.
Presque de la méme maniére nous pouvons démontrer le fait analogue :

Une fonction auto-équivalente f(z) qui admet une déformation
arbitraire ' = 9(x) avec ¢ = 1, aura nécessairement la forme

ecx gk <f(.+ % +)

Cherchons maintenant quels sont les neariants de classe pour les
fonctions

.’l:"(fo—i—- f‘+...> et ecxx’c(f0+%+...> (fo# 0)

K3
ainsi caractérisées par leurs groupes respectifs. Evidemment, en écrivant

1

=z 0+£+...z,
(o o)

.
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la premiére fonction devient z*/, et nous voyons tout de suite que k est
le seul invariant caractéristique correspondant. En écrivant, d’une fagon
analogue,

ex* p*k = ecx gk (ﬁ.+ l} +>

et en posant
x*=c(x + u),

nous obtenons

) u\k N
ew<1+ ;) _fo+; +..

et .
u _ J1 N
cu—+ klog(l + - +> _log(f0+ - +)

On voit donc que 'on peut prendre u analytique

u=-{logf0+(f—{ —
4 0

klog fy\ 1
g - that);

c? x
tel que z* ait la propriété indiquée. En ce cas, la deuxiéme fonction
devient e?* z*%, et il y a un seul invariant c et k de cette classe.

Pour conclure la discussion, remarquons que les fonctions de ces
deux classes sont respectivement identiques a celles qui satisfont & une
équation linéaire différentielle du premier ordre, avec point régulier
a linfini 2 = w0

xy':(k—«— i‘l— +...>y

e]
Cad
%

(5]
zy' = (x+ ol +...>y,
\ x
avec un point singulier irrégulier de rang o & # = oo, tandis que les
formes normales de ces fonctions satisfont aux équations « canoniques »

respectives .
zy' =ky et zy=(x+k)y.

Ces propriétés sont caractéristiques pour les fonctions et les matrices
auto-équivalentes, qui admettent un groupe G du type continu : dans ces
cas, on obtient précisément les fonctions qui satisfont a une équation
différentielle linéaire ou a un systéme d’équations différentielles
linéaires avec des coefficients analytiques ou méromorphes au point
singulier z = c0.
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Il existe aussi des fonctions auto-équivalentes, comme I'(z), pour
lesquelles le groupe discret G ne contient qu’une seule déformation et
ses puissances. Pour ces groupes, on peut distinguer deux cas : les cas
convergents comme celui de I'(z) ou les déformations de G sont
' =z + n; et les cas correspondants divergents, ou ’on peut écrire le
groupe formellement de la méme maniére, mais ou le changement de
variable se trouve défini par des séries divergentes.

Le nouveau cas convergent le plus intéressant est celui ou
o(z) =9.(x) se trouve défini (dans sa forme normale) par I'équation
suivante

(6) se(z)—clogo(w) =2 —clogz +1 (c5# o).

Nous appellerons les équations correspondanteé les équations aux
différences ¢; nous esquisserons ici la théorie générale » =1 dont
P'existence d’une solution formelle sert de point de départ. M. A. D. Hes-
tenes, de I'Université de Harvard, a étudié la théorie générale des
équations aux différences ¢, d’ordre n

(7) Y[se(2)] = A(z) Y(2).

En dehors des deux possibilités extrémes d’un groupe continu G, et
d’un groupe discret G, contenant une seule déformation et ses puis-
sances, la seule autre possibilité est celle de certains groupes G, définis
par deux déformations quasi-commutatives, données par des formes
normales simples telles que '

o’ .
r=z+w, T=z+w (;)—#reel).

Nous voyons ainsi que la classe des fonctions auto-équivalentes
contient les fonctions définies par les équations linéaires différentielles
ordinaires (cas deG.), les équations linéaires aux différences finies,
aux différences ¢, et aux différences ¢, ... (cas de G, convergent);
autres types analogues correspondants ou G, rentre dans le cas divergent
(cas de G, divergent), et enfin le cas intermédiaire d’un groupe G, dans
lequel les fonctions auto-équivalentes correspondantes sont liées a
certaines fonctions doublement périodiques. Il est évident, par exemple,
que la fonction doublement périodique p(z) de Weierstrass est auto-
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équivalente et méme invariante pour un tel groupe G,

r===z+mw—+muw,

ou m et m' sont des nombres entiers.

Notre premiére tache sera d’étudier les déformations 2’ = ¢(z) du
plan. Nous constaterons qu’on peut construire une théorie assez
compléte, et, en particulier, nous serons conduits a formuler un
probléme fondamental inverse analogue a certains problémes inverses
de Riemann dans d’autres domaines, mais non linéaire. En employant
cette théorie des déformations analytiques, nous étudierons les fonctions
auto-équivalentes générales, et enfin les types possibles de groupes de
déformations. .

Je ne doute pas qu’on puisse obtenir une généralisation satisfaisante
de la théorie décrite ici pour n=1. C’est précisément le but que
poursuit M. ‘Hestenes. A vrai dire, il semble certain qu’on puisse
développer, avec les moyens qu’on posséde déja, une théorie des
systémes matriciels (2') pour n > 1.

La théorie développée dans ce travail n’envisage que le voisinage
d’'un point isolé z=wa; il est cependant possible d’étudier les
matrices Y(z) a éléments méromorphes, sauf en un nombre fini k
de points singuliers a,, as, ..., ar=o, telles que une ou plusieurs
équations matricielles (2') soient satisfaites en chaque point a;. Ces
matrices sont des matrices auto-équivalentes partout. Deux cas parti-
culiers importants k =1 sont les solutions des équations linéaires aux
différences finies et des équations différentielles ordinaires lindaires, a
éléments a;;(x) de A(z) rationnels en z. '
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PREMIERE PARTIE.
THEORIE DES DEFORMATIONS ANALYTIQUES.

1. Classification formelle des déformations. — Nous classons les
déformations 2’ = ¢( ) possibles en cinq types :

(Ig) 2'=qgz+ goo+%+... (g £o;9"Z1,v=1,2,...),

(I a2'= =z +@0+*§%+... (90 # 0),

(L) = & + 90+ 2 +... (%;ﬁ 0; 91¢o;c=9~§>,
z ?o

V) = =z +*+%+i—f}%+... ({>0; 9;5#0),

(Vo) Z2=wz+ :p0+%+‘.‘ (n>1; wr=1).

On vérifie immédiatement que le type d’une déformation ne change
jamais quand on remplace la variable z par une autre variable
quelconque.

On peut donc espérer trouver des variables « normales » réduisant
les déformations d’un type donné a une forme simple. Démontrons le
résultat suivant :

Par Pemploi d’une variable formelle convenable
(8) T*= Q(.Z‘):Q__pﬁ—'—go—!—?;—f—.. (Q_1¢o),

on peut ramener une déformation quelconque & une et & une seule
des formes normales suivantes :

(Ill) ot = qz* ("#1v=1,2;...),
(ID) ¥ =¥ +1,
(I11) z*' —clogax™ = x*— cloga*+1 (¢ # o),
(x*')l+l . (.z")“'l
(Vi) ey F R
>N (41 * ) (+1
(IVr,) (=) —clogz*' = (%) —clogz*+1 (I>o0; c3o0),

l+1 {+1
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(Var) 2= wz* (n>1; wt=1),
(Vo) (2* )= (&) +1,
(Vom,) (z*)t—c log(z* )= (x*)r— clog(z* ) +1 (¢ #0;n>0),
(2 )yl (gl )
(Vo) = = I+ ! (n>o0; l>0),
(z*"yntt+1) NN € L) e
(Va1vim,) T —clog(x* )= o —clog(a*)+1.

Nous ne supposons pas naturellement que la série 2(z) de (8) soit
convergente.
Traitons successivement les cas I, ..., V,.

Cas 1,. — Cherchons a déterminer Q(z) avec Q_, =1 telle que I'on
ait formellement

(9) 2(z) = qQ(#).

Les termes en z a droite et a gauche sont les mémes, a savoir gx. En
comparant les termes en z°, z~', z—2; ..., on obtient une suite infinie

d’équations
9o+ Qy = qQ,

Q
P14 == =g Qy,
q
ok €21 Q1+ — = qQ,
Les constantes cay, €y, €32, - .., qul apparaissent ici a gauche, sont

connues explicitement. Par conséquent, on peut déterminer successi-
vement les coefficients Q,, ,, Q,, ..., et I'on obtient ainsi un chan-
gement formel de z a 2, a savoir " = Q(z), avec z* = qz".

La variable normale la plus générale ayant cette propriété est
x =@z (0 arbitraire). En effet, on peut commencer avec la variable
normale particuliére z* et chercher la série formelle la plus générale,

Qa*) =0 2"+ Qu+ g: +... (24%0)
telle que (gz*) = ¢@(z"); on trouve immédiatement
Q(x*) = 0 z*.

Cas 1I. — Dans ce cas, nous ferons préalablement un changement de
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variable, x = cpo;c- afin d’obtenir la déformation sous la forme

’ P2 ME
=2 +1+ % + — =+ "= +....
z: 23
En prenant Q(z) de la forme (8), avec Q_, =1, =0, cherchons a
satisfaire a I’équation
(10) Qz)=Q(x) +1.

N . . Q
Les termes en z', z°, z—* des deux cotés se réduisent a z + 1+ (f)

En comparant les coefficients des termes en z—2, z—3, ..., nous
obtenons une suite infinie d’équations
p2— L1 =0,
93+ €31 Q21— 2Qy= o0,
Qi+ Ci1 Q)+ €12 Qe — 3Q;3 = o,

qui déterminent successivement &, &, .... 1l existe donc une série
formelle Q(z) qui satisfait a (10). En posant * = Q(z), on obtient la
variable normale.

La variable normale z la plus générale est évidemment z = z* + @
(® arbitraire).

Cas III. — Ce cas doit étre considéré comme une généralisation du
précédent. Comme auparavant nous commencons par écrire £ = 9,Z,
ce qui réduit la déformation a la forme préparée

RSP A ¢ SR
x x-=
Cherchons cette fois a déterminer Q(z), sous la forme (8), avec
de plus les conditions Q_, =1, &, = o0, de facon que

(11) Q(z') —clogQ(z’) =Q(x) —clogQ(x) +1,

¢’est-a-dire
Q(z) Q(z) z'
o =Q(x)—clog - +clog; +1

Q (.i’) —clog

ou, plus explicitement,

RSN T ) FYESEE
=Q(z)—c¢ 3 Q(xl-—x _é[Q(x;—x]?_‘_.” } +c[% + ZZ;I +]
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En comparant les termes en z', z° et ' des deux c6tés, on obtient
dans les deux cas z +1+4 (Q;+c)z™'; et en comparant les termes
en 7%, z—*, ... on trouve les équations successives

[92—— % c(2c—x)] —Qy=o0,

Pz(Qi) —_ 2922‘ o,
P;(Q4, Q3) —3Q;=0,

ou Py(Ly), P;(2,Q,), ... sont des polynomes connus des variables
indiquées. On voit encore que les coefficients 2, Q,, ... sont déter-
minés univoquement. La variable normale 2"—= Q(z) ainsi obtenue
aura la propriété énoncée ci-dessus. ’

11 est évident que la variable normale z', la plus générale de cette
espéce, s’obtient a partir d’un 2" particulier en écrivant

z*—clogz*=z*—cloga*+ 0,

ou O est arbitraire. En effet, si I'on commence avec la variable
normale z*, on obtient I'équation suivante

o(a") -—clog[1+ 12;357,)] =Q(z*) ——clog[1+ Qif*)],

ou
Q(z*) = Q(2*) — .

De cette équation on déduit que les deux membres doivent se réduire a
une constante @, ce qui donne le résultat énoncé.

Cas IV. — Passons maintenant au cas IV, ou 'on peut écrire

, I
T=z o,
x xl+1

1
avec la variable z = ¢,+" z. En comparant cette forme avec les formes
préparées dans les cas II, III, on voit que ce cas est une généralisation
du.cas I=1.

Cherchons donc a trouver une série () telle que I'on ait

(1) Qi+ (g') Ql+1 (.Ix)

T clogQ(z') = T clogQ(z) =+1.



64 GEORGE D. BIRKHOFF.

Ici, nous ne supposons pas que ¢ soit différent de o. En comparant les
deux membres de cette égalité, on constate que les termes en z'+!,
x!, ..., z et logz sont les mémes. De plus, pour oblenir les mémes
termes en z°, il faut prendre &_,—1. En égalant les autres termes

—2

enx™', 7% ..., successivement, on obtient une suite infinie d’équations
/

o1+ {Qy=o,
Py(Q) + (I—1) Q= o,
Pra(Qy ..., Qo)+ Q1 4=o0,
Pi(Q,...,Q4)+ % —c=o,
Pria(Q)...,Q5¢)—Qr=o0,
P1+‘2(907 covy Qup, €) —2Qp0=0,

Dans ces équations, Py, ..., P,_, sont des polynomes explicitement

connus, qui ne contiennent pas la constante ¢. Les ! premiéres équa-
tions déterminent uniquement Q,, ..., £, . L’équation suivante déter-
mine ¢. Dans les autres équations, les P;,, Py o, ... sont des poly-
nomes analogues qui peuvent, en outre, contenir ¢. Ainsi, il existe une
série Q(x) unique pour un choix arbitraire de ;.

Il est donc évident que la variable normale la plus générale z s’obtient
a partir d’un 2", en posant

(E*)H—l

l+1

(a*)+1

—closz* =
clogz [+ 1

—clogz*+©.

Suivant que ¢ =0 ou c¢ 3 o0, nous avons donc respectivement le
cas IV,y ou le cas IV . ' '

Pour achever cette comparaison, la méthode la plus simple semble
étre la recherche dans I'équation (12) de la puissance la plus élevée
de z qui contient un coefficient &, (p220) particulier. Cette équation

peut étre écrite de la maniére suivante

/ "y — Qf ! '
Qi1 (z") Q+1(1«')_c[logg_(z,_)__log.g_(‘z;)]_clog£~1=o.
l+1 x x z

La puissance la plus élevée dans le premier terme qui contient 2, peut
étre obtenue en écrivant ce terme de la maniére suivante :

Lot (@)[e(a) — @ ()] + == =1 (2)[2(a) — (@) .. ]»
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. . . l—up)Q
ce qui donne pour cette puissance l'expression (—xpi# Le second
\

terme s’écrit

x’ x

[M_M] [Q(x') Q(x)]‘z

I =
x X

ce qui donne une puissance moins élevée

I
2

c(p +1)Qy

Il ne faut pas perdre de vue que la série du troisiéme terme commen-

c
cera aveC —— -

i+
Cas V. — Dans le cas V,, commencons par chercher une variable
ZT=2 4+ 0,4+ — ~+...,
telle que
(13) E’=w5<l+%+%+...),
ou ly, I, ... restent pour le moment arbitraires. En substituant, nous

trouvons les équations

200+ (I —w) gg=o0,

I
@1+<w ~(,l)) Gy = O,

1
Pn-2+ Pn—z(cm Gty evvy On—y) + o W )Op—9 = 0,

Pn—1+ Pp_1 (30, 61,..., Sp—2)= lp,

On peut satisfaire a toutes ces équations, en déterminant successivement
S0, O1, ...y On—, lny, Guiay, ..., Oop—q, lap,

et en choisissant oy, 0, ... d’'une maniére arbitraire.
La déformation formelle (13) s’écrit aussi

z’=z<1+lT"+l—2_"+...>n (2 =2zn),

<

qui est 'une des formes déja conmsidérées, I1, IIl., IV,, a moins
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que z' = 5. Exception faite du cas V,p, on peut donc trouver une
variable normale correspondante z*, et 'on parvient ainsi aux trois
cas Vo, Vi Vatvims Vaivim,: @vec les variables norm ales z" indiquées.
Dans tous ces cas, la variable normale la plus générale peut étre
obtenue comme auparavant moyennant une constante additive ©.

Le cas exclu V, ; est visiblement le seul ou la déformation donnée ait
une période finie.

. —x
Dans ce cas, la variable normale la plus générale z a une forme
beaucoup plus générale. En effet, écrivons

— * "!41
xT=rax +"P0+ }; ...

1 *

. —* — . . . , .
Si Pon pose = wz , on voit immédiatement que cette série aura

nécessairement la forme

—x

z =x*<r+

'!Jn—1 ",J‘ln-1
o an +..0 )
x x

- . .
Inversement, si # a cette forme, elle correspondra a une variable
normale.

Remarquons maintenant qu’une transformation telle que
z—clogz=x —clogx +©
est nécessairement biunivoque et analytique. En effet, en écrivant
E =T+ u,

nous obtenons
u
u—clog(l—o— ;) =0,

ce qui nous montre que pour x grand, nous aurons

cO Us
U=0+ — + — +....
x x=

Par conséquent, sauf dans le cas V,p, les séries normales pour une
déformation donnée sont, ou bien toutes convergentes ou toutes diver-
gentes. Nous allons voir que dans le cas V, ¢, on peut toujours choisir
une série normale convergente. Malheureusement, nous verrons que
parmi les autres cas, seul Iy, | ¢| 5% 1 donne toujours la convergence.
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2. Les déformations de période finie [cas V,p]. — Le cas le plus
simple est celui d’une déformation de période finie. Considérons donc
le cas

n=2 ou 9@ (x)=9[p(x)|==  maisg(x)Fcz.

En posant

v D
on obtient immédiatement z*' =— z*. D’autre part, on voit que I'on
doit avoir ¢ = ==1 dans (1). Mais si ¢ =1, on trouve que

204
ol (z)=x + —F e

ou ¢; est le premier coefficient non nul. Donc, il faut que ¢ =—1 et,
par conséquent, ' =z +c.+.... On voit ainsi qu’en introduisant z*
comme variable normale, la déformation se réduit effectivement
azr=—uz.

Pour n > 2, un raisonnement analogue nous montre que la variable

=z + __¢(x) + . :p__("—ﬂ(x)
) o w1

servira toujours de variable mormale.

Donc, dans le cas de période finie V, g, on peut toujours choisir
une variable normale effective x*, telle que la déformation s’écrive

s 24 *

T = wx .

3. Les déformations dans le cas convergent l,, | ¢|5£ 1. — 1l est bien
connu depuis longtemps que la série 2" = Q (z) converge dans le cas I,
pour |g |21 (). Cependant, nous allons donner une bréve démons-
tration de ce fait.

Evidemment, nous pouvons supposer que ¢ soit plus grand que 1 en
valeur absolue, parce que nous pourrions aussi bien considérer la
déformation inverse. En ce cas, il est évident géométriquement que

pour |z|>L suffisamment grand, les points successifs itérés z,

: . , .. . . k)
2’y ..., 2™ ... tendent uniformément vers l'infini avec lim = =

(') Voir, par exemple, E. Prcarp et S. Simart, Théorie des fonctions algébrigues de
deux variables indépendantes, Note 1.

INSTITUT HENRI POINCARE. — IX, III 6
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Définissons maintenant 2, comme la somme des p2 + 22>4 premiers
termes de la série (). Nous voyons alors que

Mu(x)],

Qp,(xf) = qQy(x) [I+ poTe,

ou
iMy(z)| <M,  pour |[z|2Ly2L.

Considérons la fonction

(%)
Qi (z) = lim gu—[ﬁ—]

LCa [ M;L(x')]m,

ou l'on a la convergence uniforme. D’aprés sa définition méme, cette
fonction aura les deux propriétés suivantes :

Nu(x)],

Qu(x") = g2l (x), Qi(z) = Q. () [I -+ pom

ou Ny () est bornée en valeur absolue pour |z| suffisamment grand.

D’autre part, la fonction

Qv (2)
0, (z) = ﬁ_
w(2) %3 (2)

aura les propriétés

0,(¢") =0y(z);  lim efffzh] =1,

d’ou il s’ensuit que O,(z)=1, p=2, 3, .... Ainsi, la fonction
Q(z)=Q) (#) =Q; (#)=... est représentée asymptotiquement
par &(x) pour |z | grand, mais quelconque; par conséquent la série ()
doit converger.

En posant alors x* = Q(x), nous obtenons une variable normale effec-
tive pour laquelle "' = gz”.

Ainsi, dans le cas 1g, | q|Z1, la série Q(x) doit converger, et il
existe une variable normale effective x*=Q(x) telle que la défor-
mation puisse s’écrire

* *

Le cas exclu |g|=1(¢"#1, v=1, 2, ...) nous échappe compléte-
ment dans cette maniére de raisonner, quoique, du point de vue purement
formel, il soit de méme nature que le cas | ¢ |2 1. J'appellerai ce cas I
le cas exceptionnel. En effet, tandis que les méthodes de la théorie des
fonctions analytiques suffisent pour analyser tous les autres cas, celui-ci
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semble nécessiter I'introduction des conceptions de la théorie des fonc-
tions réelles. Malgré son grand intérét je le laisserai cependant de coté
daus ce qui suit.

4. Sur la possibilité de divergence. — Dans les autres cas, il y a en
général divergence.

Paur le voir, prenons le cas II, qui est le plus simple de tous, et
considérons la famille linéaire analytique de déformations du type II
x =9(z)=x+1+ ¢

=o(z) = ey
ou ¢ est un paramétre arbitraire. D’aprés ce qui précéde, il existera donc

une série unique
Q (¢
Q(z, ) =a+ % +—1;—2+...

telle que
Q(z’,e)=Q(z, ¢) +1.

Nous trouvons sans difficulté que

1 1/3
Q1 (¢) =c, 92(0)=;C> 93(0)=&(;C“02>:
Si cette série convergeait pour toute valeur de ¢ 3£ o elle semblerait
devoir converger uniformément dans le voisinage de ¢ = o, ou elle se

JQ(z. c)
de

Démontrons que cette série est divergente. En effet, on a identique-

réduit a z. Mais, dans ce cas, lasérie convergerait aussi pour ¢ = o.

ment
c
Q(x+1+ et c) =Q(z, ¢) +1,
et donc, en différentiant par rapport a ¢ et puis posant ¢ = o,

1 0Q(x +1,0) dJQ(x, o)
. = .
z? dJde de

Or, il est bien connu que la série asymptotique divergente de Stirling
pour I'(z ) nous conduit a une série analogue

I I
logz — — — -
2z 1222



70 GEORGE D. BIRKHOFF.

dlogl'(: . o .
pour $(z) = ——o—irﬁ, qui satisfait formellement a I'¢quation

I |
Yo +1)= (@) + 2

Par conséquent, la série dérivée

dy(x)
() = %3
7(2) dz ’
a savoir
1 + 1 I
piaaleeer il T R

diverge aussi et satisfait formellement a

L(x+1)=y(x) i;-

, - dQ(x,0 . . s -
Nous voyons donc que la série ;dc,—) doit coincider avec la série

divergente y(«), puisque I’équation fonctionelle détermine cette série
a une constante prés.

Ce résultat rend déja presque certaine la généralité de la divergence de
la série &(x) dans le cas simple Ll. Nous donnerons plus loin un exemple
particulier ou la divergence a lieu (voir la 11° section).

5. Théorie des déformations du type II. — Dans ce cas, la série
formelle Q(z) satisfait a I'équation (10). Donc, considérons comme
solution approximative de cette équation la fonction

Q Qur1

Qu(z) =2+ ot T (#20),
qui doit avoir la propriété
) Qu(2)=Qu(z) +1+ =t

ou |My(x)| est bornée pour chaque p et pour |z|2Ly. De plus, en
employant comme nouvelle variable x = Q,(z), nous obtenons un cas
préparé avec &£, = o.

Commencons avec le cas g =0, (z) =, ou I'équation que nous
venons d’écrire devient tout simplement

w’=z+1+ﬂ9§;—) [| Mo(z) | £Mq pour

z|2Lo]

Nous pouvons supposcr ici que | Mg |2 1.
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Admettons maintenant que = u -+ i¢ soit un point a droite de 'axe
des imaginaires (u 2 o) pour lequel

lu,+1vi24My et donc |z > 2M,.

Nous aurons

1

|2’ —x—1 <<, u'?2o, [ —+ [0 | Z4M,.

Par conséquent, z' se trouve aussi a la droite de cet axe avec
fu' 410" 24M,.

De la méme maniére, tous les autres points successifs x(2), z*),
auront les mémes propriétés.
Donc, pour tout entier positif &k on aura

o — o — k1<K

i d’ou z(k)=x+k<l+g£> (18x|<1).

4

I1 devient évident ainsi que les points z', z(?), ... tendent indéfiniment
vers la droite. De plus, puisque

M, (x) - M, (zh—1))

(k) = _—
z z + k+ yo (o=’

il est visible que 'on a pour £ 20

z k) —x — k [INz(2) " SNoT".

_ Ne(
Tz

D’une maniére semblable, on démontre sans difficulté que, pour v <o,
on a

INO(‘T)lg [N(,‘)} y
x 4

au moins si | ¢ | est suffisamment grand ().
Considérons maintenant la fonction

Mo(z)  Mo(z") o Noc(@)

Qoi(z) =lim (2 — k) =z + po @) e 7

Cette fonction &, (z) sera analytique en 2 pour u 2 o et | z | suffisamment
grand ainsi que pour <o et |¢| suffisamment grand. D’aprés sa défi-
nition, elle aura la propriété de satisfaire a I'équation (10). La fonc-

(1) Voir, par exemple, P. M. BATGHELDER, An Introduction to Linear Difference Equa-
tions, Chap. I, ou l'on considére des inégalités analogues.
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tion Ny, (#) =1im Nyz(£) qui parait a droite, aura le méme caractére
que la suite des fonctions Ny (z) dont elle est la limite.
De la méme maniére, en partant de ,(z), et en écrivant

Q1 (#) = lim[@ (2h) — k],

on obtient une fonction () qui satisfait 4 la méme équation, qui
est analytique dans la méme région, et qui s’écrit

Q N
Qi+(x)=x+~‘;1+—l—fL—x),

z2
ou :
[Ny (@) | <Ny, pour u2o
et )
|N;(2x) < !iv'l|2 pour u < o.

Je dis que 2, (z) et Q, (x) doivent étre identiques. En effet, en
posant
A(z) = 14(2) — Qo 1 (@),

.

on déduit immédiatement que

A(z") = A(x), };ﬂl A(zh) = o,

d’ou il s’ensuit que
A(z)=o.
En procédant ainsi, on obtient ce qu’on appelle la solution principale
a droite de I'équation (10)

Qi (2) = Qi () = QUi (2) =... {Q(L+(1') = /};‘r;[gpv(x(k)) — k] }7

qui est analytique sauf a une distance finie de ’axe réel négatif v — o et

qui est asymptotiquement représentée par Q(z) par rapport a z a droite,

et par rapport & ¢ a gauche de I’axe des imaginaires u = o.
Pareillement, on obtient _(z), la solution principale a gauche, en

posant
Q_(z)=lim [Q(L(m"")) -+ k—1).

Remarquons ici le fait évident que ., (z) et &_(z) sont compléte-
ment caractérisées par I'équation fonctionelle et leur forme asymp-
totique () respectivement a droite et a gauche.
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Supposons maintenant que 'on modifie la variable z, en écrivant
(14) =7+ %k +

ou la série a droite est convergente pour | x| trés grand, mais autrement
quelconque. Nous obtenons alors formellement

Q[z(Z)] =T + Q‘_;c‘ +...=0(7).

En effet, la relation (10) nous donne également
QZT) = Q(F) +1,
et il existe une seule série en z de cette espéce. On voit ainsi que
2 (2) =0 (2), Q.(F)=0(a),

puisque les relations asymptotiques Q, ~ , Q_ ~ Q subsistent encore

pour la nouvelle variable .

Introduisons maintenant les variables auxiliaires

(15) zy = el (x) 7z — e2miQ_(x)

qui jouissent des propriétés,

6 (@) = s (2),  a-(a) =a-(2),
(16) 2 (2) ~ e2miUr), Z_(z) ~ erniQin

ou les relations asymptotiques sont valables dans les mémes régions
qu’auparavant.

Considérons 'image, dans le plan de 5., de la région 2 située entre
I'axe imaginaire positif u = o et la courbe 2/ = o (¢) obtenue & partir de
cet axe par la déformation 2'= o () (voir la figure 1).

La forme asymptotique de z, el 'équation z,(2') = z.(x) nous
montrent que cette image remplit une fois et une seule le voisinage
de z,=o0. Autrement dit, la fonction #(z.) se trouve définie sur une
surface de Riemann avec point de ramification d’ordre infini pour z, = o.
En faisant circuler le point z, k fois autour de l'origine z, = o, z(3,.)
devient précisément z'% (z, ).

Pour des raisons analogues, 'image de X dans le plan de z_(2) aura
la méme propriété.



74 . GEORGE. D. BIRKHOFF.

On voit donc, en éliminant la variable x, qu’il y a correspondance
biunivoque et analytique entre z, et z— au voisinage de z.=23_=o0
avec lim ;—_ =1, c’est-a-dire que

4+

(17) =g (84) = 34+ 233+ 38 +....

Puisque &, (x) et 2_(z) sont des fonctions qui ne dépendent pas de la
variable z définie par (14). il est évident que les coefficients g., g3,. ..,
- dans g(5) ne dépendent plus du choix de .

Fig. 1.

//// A

v /// //;/
// oy,

Plan x Plan z, ‘

.
N

Il faut remarquer que nous avons supposé dans (17) que la transfor- '
mation était de la forme (14) au lieu d’étre de la forme vraiment
générale

(14") E=w+co+%+....
Dans ce dernier cas, nous trouvons plus généralement que
Q@) =02u(2) —, O(F)=0_(2)—cr,

c’est-a-dire que

L= e—2ﬂi<'oz+, Z_ = e—2Micog__,

al

Ainsi, nous aurons pour toutes les déformations de la méme classe
e—2TiC) g — g<e—2ni(~0}+),
d’ou

Fo= B+ gre M ZE 4+ goe—iTitoZd 4+ |

Donc, les rapports des (n — 1)iéme pacines des coefficients " dans
b /

&(3)

sont des invariants absolus de la classe donnée.
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<

Puisque Q_(x) et &, () ont été définis par des séries uniformément
convergentes, il est é¢vident que ces fonctions sont des fonctionnelles
analytiques de o(z). Par conséquent,

s(x), sc(@), @(a2), @(sh) et =g(s,)

auront également cette propriété.
En comparant Q, (z) et 2_(2) dans la direction de 'axe imaginaire
négatif, on voit d’'une maniére analogue que 'on doit avoir

/L;l hs

(18) z+=h(z._)=z_+ho+z—+2§+...,

pour | z_| et | 5, | grands. Evidemment, A(z_) sera aussi une fonction-
nelle analytique de ¢(z).

Appelons g(z,) et h(z-) les fonctions de connexion. Elles sont lides
de maniére invariante a la classe des déformations, au moins si I'on sup-
pose que la déformation donnée est exprimée sous la forme « préparée »

9

x’=x+1+*+;,;+...

et si 'on n’admet que des variables = de la forme (14).

Démontrons inversement qu’il ne peut exister qu'une seule classe
de déformations du type Il conduisant aux mémes fonctions de
connexion g(z.)et h(z_).

Supposons qu’il puisse exister deux déformations '= ¢(z) et
z'!=79(x) qui conduisent toutes les deux aux fonctions de con-
nexion g(3,) et A(z_). En écrivant

z =07 (zy), F=07"(xy)

définissons une correspondance analytique entre z et z telle que (')

_ 8 ($)
T ~T A+ -+
x

g2 T (a droite).

w1

Ici, la série asymptotique est donnée formellement par Q- (Q) Or, la
relation entre x et Z est précisément

e2miQ 12) — e2miQ - (7)

(') La relation @ ~ b signifie que a est représentée asymptotiquement par & dans le
sens ordinaire.
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ce qui donne immédiatement, en passant a gauche

e miQ— (%) = 27iQ— (),

puisque les deux fonctions de connexion sont les mémes. Donc z doit
avoir la méme forme asymptotique en z a gauche qu’a droite, et la série

asymptotique doit converger
]

x:i+£}§+,—2‘,+....
x Zx =
Ce résultat démontre que les deux déformations 2'= ¢ (z) et 7'=9(Z)
appartiennent a la méme classe, ce que nous voulions démontrer.

Ainsi, la caractérisation géométrique de la déformation du type II
doit étre considérée comme réalisée, puisqu’on a pu obtenir les inva-
riants de sa classe (essentiellement les coefficients g, et k., dans les
séries g et h).

Remarquons aussi le fait suivant :

Pour qu’un cas I1 soit convergent, il faut et il suffit que
&(24) = 54, h(z—) =z

En effet, dans le cas convergent on peut introduire unc variable nor-
male 2" telle que 2" = x + 1. Avec cette variable z, = 2_= «. D’autre
part, d’aprés le résultat déja démontré, si I'on a

&(5+) = 34, h(z-) =z,

la déformation devra étre de la méme classe que la déformation normale

w/:.l‘—l—l.

6. Théorie des déformations du type III.. — Commengons par pré-
parer la variable z de facon que le coefficient £, s’évanouisse dans la
série formelle Q(x) ().

En définissant encore Q, () comme la somme des p 4 2 premiers
termes de la série &(2), nous obtenons immédiatement
M(z)

Tt

(19) Qu(z) —clogQy (2) = Qu(z) — clogQyu(x) +1+

(1) Pour cela, il suffit de remplacer z par

;:z—&-

g0
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x| suffisamment grand. Pour p =1, cela

ou | M, |(x) est bornée pour

donne
M1(,’L’) .
_Z-'Z

z'—cloge’ = o —cloguw +1+

Or% tend vers 1 quand 2z lend vers I'infini. Donc pour z a droite de

'axe des imaginaires cette équation nous montre que limz¥) = oo si |z |
est assez grand et u2>o; plus précisément

Jc“‘"—clogx(’f’z./JL'—c*l()gaf-k-/f—i—w2 [INi(2) |SN4],

pour z a droite de I'axe des imaginaires. Siz est 4 gauche de cet axe, on
ne peut conclure que

_39['

Pour la partie imaginaire de # — ¢ log  suffisamment grande, définissons
mainlenant 2, () par

(20) Qui(x) —clogQu(z) = A!im [Qu(z®) — clogQy (2F) — k.

Nous démontrons sans difficulté que I'on obtient ainsi une fonction

. &2_,_(([)=Q1+(.Z‘)=Qz+(.'l')=...
avec
(21) Q. (z)—clogQi(2') =Q (z) —clogQ,(x) +1.

o, (x) ~Q(z).

Ici encore la relation asymptotique est valable par rapport a z a droite
de ’axe des imaginaires, mais seulement par rapport a la partie imagi-
naire de z — clogz a gauche.

En cherchant a obtenir d’une maniére analogue une fonction 2_(x),
commencons par considérer la limite

/}im [Qu(zt=H) —clogQu(z—4) + k —1].

Dans ce cas, il faut choisir une détermination particuliére de log 2, (x).
Supposons que nous choisissions celle qui est obtenue de log &(z) en
passant & gauche au-dessus de I’axe des imaginaires. Nous obtenons
ainsi une fonction &_(z) particuliére telle que

Q_(2') —clogQ_(2') = Q_(z) —clogQ_(x) +1,

) { 0 (2) ~ 0(x)



78 GEORGE D. BIRKHOFF,

ou la relation asymptotique est valable par rapport a z a gauche et par
rapport a la partie réelle de z— c logz a droite. De plus, la comparaison
des équations (21) et (22) nous donne

(23) AfQ_(2) —clogl_ () —[Q,(2) —clog@. (x)]} =o,

ou le symbole AU () signifie U(z + 1) — U(2). Ainsi, la fonction entre
parenthéses doit étre périodique de période 1 et tendre vers zéro quand
z tend vers l'infini dans la direction de ’axe imaginaire positif.

Posons donc

34 (x) = ezﬂ'i[Q+(l‘)—’310$Q+(Jl)], i (x) = e2mi[Q—(x)—clogQ—(x)],

Nous aurons
(@) =2,0(2), (&) =z (x)
Z(x)~ e2milQ(x)—clogQ(x)], (&) ~ e2mi[Qx)—clogQ )]

ou les relations asymptotiques sont toutes les deux valables au-dessus de
I’axe réel. Nous concluons, comme dans le cas II, que

(24) 3 ()= g(53+) = B4+ g23i+....

Qu’arrive-t-il dans la direction de I'axe imaginaire négatif ? En
premier lieu, en passant de gauche a droite en dessous de I’axe réel, on
obtient Q. (z)—+ 2mic au lieu de Q,(x), parce que le terme clogx
dans la série asymptotique augmenté de 2mic pendant un tour complet
autour de 'origine. Donc, z. sera remplacée par e*™¢z, el nous aurons

(25) emicg, = h(3_) = 3_+ ho+ 2—1 +.

Naturellement, comme dans le cas II, nous appellerons g(z,) et A(s-)
les fonctions de connexion, puisqu’elles jouent exactement le méwe
role, dans le cas IT1., que dansle cas I déja traité.

7. Théorie des déformations du type IV, et IV, ;; . — Commencons
avec le cas typique IV, pour / = 2, et remarquons que sinous introdui-
x3
3
convenablement préparée ()] sera a peu prés /= 5+ 1. Ici il est utile

sons la variable auxiliaire z = =, la déformation [avec une variable z

(1) Par exemple
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de diviser le plan des z en six secteurs d’'une ouverture de fg (voir la
figure 2). Aux secteurs successifs nous rattachons les six fonctions
correspondantes

Q (), Q(x), Q(z), QU(z), QU(x), Q) [Q:(x) =Qi(2)]

Q Qs

Chaque Q;(z) est analytique a lintérieur du ;j®" secteur pour |z
suffisamment grand, et telle que

(26) gié-x—/) = gj—i—'ﬁ +1 [Q(z) ~Q(x)]

dans ce secteur. Prés des bords communs a deux secteurs voisins
cette forme asymptotique de ;(x) et &;,4(x) reste encore valable. La
méthode de démonstration est tout a fait analogue a celle que nous
avons employée dans le cas II.

En écrivant maintenant

.Q?(:m
R ——
Z/=€ ’
on voit que
o s 22 ()
.. Wi ——
Z/(Z‘):ZI‘(Z’), Z/((t‘)we
Ainsi 'on obtient
9 hll
So= £1(51) = 51+ 23] +..., Z3="ha(52) = 22+ hyo+ FrdnatRRr
2

h
............................ 4= hs(zo) = Z¢+ ]1,30+ Z_ “+. ..
“6

et les six fonctions de connexion g,(3), ha(3), g:(3), hi(3), g:(3),
h(5) caractérisent encore la classe de la déformation donnée. La
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condition nécessaire et suffisante pour la convergence est
g1(z) =251, ..., hg(z) = 3.

Dans le icas de ! quelconque, quelques modifications évidentes suf-
fisent. En effet, dans ce cas on aurail 2/ secteurs successifs et 2/ fonc-
tions g, (3), ..., hai(%s;) avec des propriétés complétement analogues.

Comme auparavant, les fonctions de connexion caractérisent comple-
tement la classe, de sorte que les coefficients de leurs développements
en série donnent tous les invariants. De plus, la condition nécessaire
et suffisante pour la convergence est la réduction de toutes ces séries a
leur premier terme.

Passons maintenant au cas un peu plus compliqué IV,y; en prenant
encore [ = 2 comme exemple typique. Il faut dans ce cas considérer les
mémes six secteurs du plan de z, les équations (26) étant cependant
remplacées par '

(26") ﬁ_i“ﬁ —clogQi(x’)=9jé—x)—clogQi(x)-l—l [Qi(z) ~Q(2)].

En définissant z; comme dans le cas IV,y, nous obtenons les équations

analogues
(27') Zg:,’,’1(51) = Z1+ g122%+.... 6—27“"'51"—‘ hs(z‘;),
ot g (Z1)s - .., he(zs) ont encore la méme forme.

La généralisation au cas IV, , I quelconque est immédiate.

8. Autres cas. — Considérons maintenant les cas V,y, V, 4,

etV

\Y

n,IV 7,11 "Jvl,lllc'
En préparant convenablement la variable x et en écrivant { = 27", la
déformation prendra les formes « préparées » correspondantes

(Vo) E’=E+1+¢Tf’+...,
E'Z
Y
(Vo) E—clogt/=%—clogk+1+ ‘—; ...,
E’;
(E’)[+i . EI+1 q,p
(Vn,IVl,") 71 —l—_|'_—1+1+-z+...,
E’l
£/ yl+1 , El+1 (!J
(Vo Vi, (;il —clogt' = m—clog5+1+z’?+...,

rn

3
ou Pentier p est arbitrairement grand. -
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Le premier cas V,y est analogue au cas II déja traité, avec la seule
différence que z doit circuler n fois autour de l'origine avant que la
déformation ne reprenne sa forme initiale. On obtiendra donc ici une
suite de fonctions

Qi(z), Q-(2), .... Qui(x), Q-(2)
telles que
Qf(z) =Qf (2) +1,  Qp(2) ~Q(x);

les relations asymptotiques ont lieu dans les secteurs respectifs

% = )
m— — Sargxljm + — =0,%2 ....20—1).
J o =T8T by (J v ’ )
En posant
Ej= e27iQ (x)
on trouve
Eja(2') = Eju (), Eja(2) ~ e2miQn(x)
et

§-=gjEjr) =Fiv+ gk} +...
hjl_’_.” (G=1,2,...,n).

E.

S/

Ejv=hj(Ej—) =E5—+ ljo+

Les 2n fonctions de connexion g;(£:,), A;(£i_) ainsi obtenues suffisent
encore a caractériser la classe de la déformation V,, ;.

De la méme maniére, le cas V, y;, est analogue au cas I, a cela prés
que l'on a ici 27 fonctions g, A4, ..., ga, %, au licu des deux fonc-
tions g, A.

Il y a également une analogie étroite entre les cas Vv, et Vorvim
et les cas IV, et IV, déja traités. La seule différence est qu’au lieu
de [ fonctions de connexion, il y en a n!

&, k... &nt, hanr

En effet, dans ce cas, il y a 22{ secleurs successifs au lieu de 2/. Il va
sans dire que dans ces cas les fonctions de connexion jouent toujours
le mémée role.

9. Remarque sur le calcul des fonctions de connexion. — Le calcul
des fonctions de connexion semble assez difficile. Néanmoins, en
partant d’une déformation particuliére (convergente ou divergente)
pour laquelle les fonctions de connexion soit connues, on peut calculer
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de proche en proche les fonctions de connexion pour une déformation
voisine, par I'emploi convenable des séries. Démontrons-le dans un cas
trés particulier, a savoir celui de la déformation

c
r'=9(z, c)=x+1+ e

déja discutée (voir le paragraphe 6 ci-dessus).
Comme nous P'avons déja vu, il existe une seule solution , (z, ¢) de
I’équation fonctionnelle '

Q+[?(‘z’3 C), c] = Q_,_((L‘, C) +1,

(#, €)
x

.0 . .
telle que lim =1 pour limu =+, et cette solution est analy-

tique en ¢ pour ¢ = o avec 2, (x, 0) = .
Or, en différentiant I’équation précédente par rapporta c et en prenant
¢ égal a zéro, on a

90, (x +1, 0) L JQ, (z, o)

2

de x? de

De cette équation, nous obtenons I'équation asymptotique

10, (z, 0) I I I

de x 22?2 623

. . dlogls(z)

, ! - 1
En nous souvenant des propriétés des fonctions Y. (z) = T M,
nous concluons que

00~ (z,0) d\]!i(z').

de dx
Par conséquent, on aura
d Y= ()
Qi (2, c)_x-i—cT “+.e
et
eni(x-q-cﬂf(_’”) “+. ) 2 (:c+cd——q‘_.('ﬂ +)
Zi=e dx R i_=e dax
Donc ‘ .
dY(x) dY—(x)
o o(fbe dbmey,
%o
(*) On a -
. _ —a2mier ””.
I (z)=T(x) I ()= —_Fl(—x)

Voir BATCHELDER, loc. cit., p. 41.
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Mais on a
I—(#) =1 — e2mix
T (2) ;
et donc
db (z) dy_(z)  frrermic
dx dr — (1— erwiv)?

Nous concluons ainsi qu’on peut écrire le développement ci-dessous,
suivant les puissances de ¢ :

P

Fi4 T 4....

Le calcul analogue des termes en c?, ¢?, . .. ne présente aucune difficulté
théorique.
Cette méthode de calcul est au fond assez générale.

10. Le probléme inverse. — Le probléme inverse se présente immé-
diatement a Desprit : Etant données deux fonctions arbitraires g (s, )
et Ah(sz_), existe-t-il une déformation correspondante du type II,
pour laquelle g(s.) et A(s_) représentent les deux fonctions de
connexion (')? Je crois que la réi)onse doit étre affirmative, mais pour
le moment, je ne suis en mesure de démontrer qu’un résultat partiel :

Etant donnée une déformation x' = o,(x) du type Il avec deux
Sfonctions de connexion g,(z.) et ho(3_), on peut trouver une famille
analytique de déformations

(28) 2'=c(r.c)=co(x)+eco(x)+...+ec" Vo, 4 (x)+...

-G

avec des coefficients ¢, (z), ..., on— (), ... (n quelconque), telle que
les fonctions g, (z.), ... gur(3:) et hy(z2), ..oy hy_y(5.) dans les
développements correspondants

(29) (854, 0) = go(5:) +eg1(30) +. e g (54) +.. 0y
Lh(z—, 0)= ho(z=) +chy () ...+, (32) +...

sotent arbitraires, & cela preés que gi(z ) et hi(3-)— s_ sont analy-
tiques respectivement en 5. = o el 5= o el ne contiennent pas de
termes linéaires ou constants.

(*) Dans ce qui suit, nous ne considérons que le cas II (convergent ou divergent).
L’extension nécessaire aux autres cas est presque immédiate.

INSTITUT HENRI POINCARE., — IX, III. 7
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Ce résultat me semble rendre extrémement probable I’existence d’une
classe de déformations du type II correspondant a des fonctions arbi-
traires g(s,) et A(z_).

Pour démontrer ce résultat particulier, raisonnons de la maniére
suivante :

Supposons en premier lieu que nous partions d’une famille (28)
quelconque, ou seulement g, () soit donnée a Pavance. Nous obtenons
ainsi des fonctions

Qe(z, ¢) = Qox() + Qx(x)c+. ..,

ou les coefficients successifs &, (z), .,.(x), ... ont des formes
asymptotiques
Q Qs Q| O
Q(z) = = Do, Q(e)=2 2
x x= x x-

respectivement a droite et a gauche. Posons donc
Zx=zx(2, €) = e2miQx(w,0) — e‘—’mgoz(l')(l +o2miQe(x)c+...).

Ecrivons la seconde relation de connexion des deux équations (29)
ci-dessus sous la méme forme que 14 premiére. La fonction nouvelle
g (5, c)ainsi introduite sera donc la fonction inverse de 2(z_, ¢). Il esl
a remarquer que les fonctions g(z,,c) et aussi go(2.), g1 (54)s « - s
sont respectivement définies dans le voisinage de z, =0 el 5, = ®;
on peut donc employer ce symbolisme sans ambiguité.

En différentiant une fois les relations de connexion, on obtient,
pour ¢ = o,

(29") Ji_(z, o) _ dgo(3y) dz (x. 0)

de sz . de

+ &1(54),

ce qui équivaut a '
d, g~0(e‘lﬁiQn—+—(1)) .

(30) emie—@)Q,_(z) = -

27:1'Qa+(x)(21+(1-) + L & (e‘l'leH(x)),
27T
Remarquons maintenant que, de la relation 5,_= g4(5o..), on obtient,
en différentiant par rapport a z

dQ_(z) _ d, go(€2Tiot (x)) prmiQ0 (] dQy, () .

2amiQy— (1)
¢ ’ dx ds dzx

En employant cette équation et en écrivant

dQox- () u
— W

(31) Qi+ (x) = e

+(x)
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I'équation (29) se réduit a
1 g1(e‘2ﬂ:iQo+(x))

2wl d, g0 (ezﬂig“+(x)) e2iQy+ (x) —————dQO+($)

dz.. dx

(32) w— (@) — (@) =

Naturellement, le second membre peut étre écrit sous une forme tout a
fait analogue, dans laquelle la fonction £,_(z) remplacerait la fonc-
tion £, (x); pour Pobtenir, il suffit d’employer la relation qui lie ,_(z)
et Q. (z).

L’équation précédente aura lieu séparément dans les deux directions
de l'axe des imaginaires, ou u; () el u,—(z) sont définies simulta-
nément.

Cherchons maintenant a suivre la route inverse. Supposons que la
fonction g,(5.) soit donnée a l'avance. Dans ce cas, la fonction du
second membre de I’équation précédente est une fonction connue, qui,
pour lim ¢ = —+- oo, est de 'ordre de e*™*, et pour limy — — oo de I'ordre
de e~*™*. Pour | ¢| suffisamment grand, cette fonction est analytique et
posséde des dérivées qui tendent uniformément vers o pour limy = =+ oo,
On déduit de certains résultats bien connus (') qu'il existe deux fonc-
tions analytiques particuliéres u_(z) et u.(x) qui satisfont a cette
équation, qui sont définies respectivement a gauche et a droite et qui, de
plus, ont la méme forme asymptotique dans ces deux régions :

u

U_(z) ~T(x),  (x)~ua(x), U(x) = uy+ “r‘ +

Pour obtenir une formule explicite donnant de telles fonctions u— (z)
et u, (), il suffit de compléter, pour |¢|<4, la définition de I'expres-
sion de g, () dans(32), le long de I’axe des imaginaires, d’une maniére
quelconque, 4 certaines conditions de continuité prés, le long de cet
axe. Ce fait nous indique déja que le choix de u_(z) et u,(z) nest
pas unique. Remarquons a cet égard que la solution générale de (32)
est donnée par

u (r)=u,(x)+ a(x), u_(r)y=u_(x)+ a(zx),

(') Voir mon article de 1915, On the Riemann Problem for Ordinary Linear
Differential Equations and the -Allied Problem for Ordinary Linear Difference
and q-Difference Equations (Proc. Amer. Acad. of Arts and Sciences, vol. 49, 1913
Pp. 521-568).
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ot a(x) est une fonction quelconque, analytique en z = co. En effet, en
écrivant

wi(@) =0u(z) +a(z), u_(z)=i(z)+a(a),

il devient évident que les fonctions o, (z) et a_(x) coincident et se
réduisent a une seule fonction analytique «(x), puisque 'on a
ap(2) = a_(x).
\
Ce fait nous montre que I'on peut choisir d’'une maniére quelconque les
coefficients w,, u,, ..., u; (k arbitraire) dans la série formelle
de 1 (x). Nous choisirons u_(z) et u,(z) de facon que u, = u,; =o.
Avec un tel choix de u_(z) et u, (), nous pouvons définir ,_(z)
et &, (x) en employant deux équations analogues aux équations (31).
Ces fonctions auront une forme asymptotique commune
= Q Qs
x &€ -
et satisferont & deux équations analogues & (30).
Souvenons-nous maintenant du fait que les équations

(33) Qifo(x, 0), ¢]=Qx(z, ¢) +1

doivent étre vérifiées (quel que soit le choix de ¢(z, ¢). En différentiant
par rapport a ¢, et en posanl ¢ == 0, on trouve les équations

or 21 () + Q[ 00 (@) | = Q1 ().

(33)
Celles-ci nous suggérent deux autres conditions analogues pour que les
deux fonctions &,_(.x) et &,, (), que nous venons de définir, puissent
avoir les propriétés nécessaires. Elles nous suggérent, de plus, d’étudier
les différences &, e[oo(2)] — Q. (x).

L’équation (32) donne

L[ (@) ] — w0 (@) ] D = (@) — (o),

puisque des équations (33) pour ¢ = o, 'on déduit

dQyel9(2)] doo _ Qe (@)

dx dx dx
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Ainsi, nous voyons que les deux membres de I’équation

d. ek
w-[g(2)] F —um (@) = w3 ()] 5 —ui(x)

L]
doivent coincider et se réduire a une seule fonclion ¢, () analytique

a x = o. Par conséquent, on a

JQo=| ¢o ()]
dx

(34) Q[ g0 (2)] — Qe () = g1 (),

ou ¢, (z) = () est analylique et s’évanouil a x = .
Nous sommes maintenant arrivés & une certaine fonction ¢, () analy-
tique & x = . Je dis qu’avec le choix particulier suivant de ¢(z, ¢)

2 (2, 0) = 20() +c o1 (x) ...

les deux fonctions g, (z.) et oy (5_) sont les fonctions données au début.
En effet, soient g,(s.) el hy(3_) les fonctions de connexion ainsi
obtenues, et Q,_(z) et &, (z) les fonctlions correspondanles, pour
lesquelles on a, d’aprés les équations (30),

(35) Quf50(2) ] — Q@) = — ’)n‘i—([,—;(’)] o1 ().

En soustrayant les deux équations (34) el (35) l'une de 'autre, on
voit que
Q[ (@)] = Qi[5 ()] = [Q(2) — Q-(a)] = 0.
Cette équation montre que la différence

Q () — Q_(x)

reste invariante par rapport a la déformation z'=o(z). En méme
temps, cetle fonction posséde une forme asymptotique

|co

+ 5
x

8le

a droite. Il s’ensuit que la différence se réduit identiquement a o, ce
que nous voulions démontrer.

Nous ne donnerons pas la démonstration pour les termes d’ordre
supérieur a un. A vrai dire, pour traiter le cas k==2, on n’a qu'a
choisir ¢, (x) de la maniére indiquée. En différentiant deux fois par
rapport & ¢ et en posant ¢ = o, on obtient une équation analogue a (30),
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qui, moyennant 'introduction des variables u, (), u,_(z) définies par

— _ ()Qoi((l?)

Yot () i Uy (),

.
se réduit & une équation analogue  (32), ce qui nous permet de déter-
miner u,. (). En recommencant avec ces fonctions u,.(x), on définit
la fonction ¢,(z) avec les propriétés nécessaires. Exactement la méme
espéce de raisonnement est valable pour k =3, 4, .

11. Solution du probléme dans un cas divergent particulier. — Du
point de vue analytique, le cas divergent le plus simple de tous semble
étre celui du type II pour lequel

£(34) = 54, h(z)=z_+=x (% # o).

Il est donc trés intéressant de pousser 'étude du probléme inverse aussi
loin que possible dans ce cas particulier. Nous allons voir que I'on peut
résoudre explicitement ce probléme dans le sens affirmatif. Ce faisant,
nous obtiendrons en méme temps un cas divergent particulier.

S’il existe une déformation correspondante a ce cas, nous pourrons

poser
0., (2) = 0_(2) = 0" ()

a cause de la forme spéciale de g(z.). Ici, la fonction Q*(x) sera ana-
lytique dans une région 2:|2|2p du plan des z (voir la figure 3) qui
couvre deux fois la partie du plan ¢ <—p.

AN

/o,
7 7

Dans cette région, () sera représentée asymptotiquement partout

par Q(z). Désignons par Q'(z) ce que devient Q*(x) aprés que l'on a
fait circuler z une fois autour de l'origine, daus le sens positif. A cause
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de la forme de 2 (s_), nous aurons
(36) e2miQ*(0) = 27O e) 4 .
Cette équation nous donne par dérivation

e2miQ () ar(z) _ £2iQ () av(z)
£

glx

En prenant les logarithmes des deux membres et en différentiant encore

une fois, on voit que la fonction

a2
LA “dx?
S e adQ*
dr

revient a sa valeur initiale quand on fait circuler z autour de I'origine
dans le sens positif; mais on voit aussi que cette fonction sera asympto-

tiquement représentée partout par

On en conclut que cette série est convergente, et que
y et q

. dQ* (x) . ) 270,
wildne) 2 = e2miem (o) n(xr) =1-+ +... |
e 77 () m(x) =

En intégrant encore une fois, nous obtenons la forme nécessaire expli-
cite de Q" ()
T

(37) e?TiQ*(.r‘; =f e?m’lm([) dt’

ou m(x) est analytique en 7 = oo avec m () =1.
De cette équation, on trouve immédiatement

ezniﬁ*\x)_e‘zniﬂ*(‘u)__..fe’:ﬁil,n(t) dt,
c

ou la courbe d’intégration C simple et fermée contient 1’origine.
Donc, I’équation (36) sera valable sil’on a

(38) fezm"m(l) dt = 7.

c

On peut satisfaire a cette condition en choisissant ;= —=x/4n* dans
le développement de m(.).
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Je dis maintenant que quelle que soit la fonction m(x) analytique
en x = w, telle que m(w) =1, et que (38) soit satisfaite, I'équation

(38) 0 () = O (&) 41,
ou QF(.x) est déﬁni‘par Uéquation (37), donnera une déformation

Q
x’::;(.r):f—i—lﬁ—;v_’;a—...

représentant précisément un membre quelconque de la classe géné-
rale des déformations ayant comme fonctions de connexion

&(54) = 5., h(z_) = z_+x.

Pour le démontrer, commengons par remarquer que, ainsi que nous
'avons déja vu, s’il existe de telles déformations, toutes les déformations
de la méme classe auront nécessairement la forme précitée. Donc, il
suffit de démontrer que la transformation définie par (37) posséde les
propriétés indiquées.

La forme asymptotique de Q*(z) et de @*(z) découle immédiatement
de 'équation (37) en intégrant successivement par parties. En employant
cette forme asymptotique nous pouvons montrer en premier lieu que
I'on a
s

() ~ & +1+ & -+
J ~ -3
? 2 ]

dans la région X de la figure précédente.
D’autre part, si 'on fait parcourir & = l'origine dans le sens positif,

on aura .
O (') = Q% (&) +x

c¢’est-a-dire

(39) Q" (2" =" (x) + 2

a cause de la forme de @' (). Remarquons que &' parcourt aussil'origine
dans le sens positif.

Ainsi, quand z revient a sa valeur primitive, 2/ revient a4 la méme
valeur correspondante. Donc la fonction ¢ (z) sera identique a ¢ (), et
il s’ensuit que ¢(r) est analytique en z = w avec

Q 92
(40) ?(x)=x+1+;2+‘[z+“"
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Si maintenant nous recommencons le raisonnement avec cette défor-
mation particuliére '= ¢ (z), tout en remarquant que les équations (38)
et (39) ont lieu, il est évident que 2, (x) =R (z) el &_(z) =" (2),
et que les deux fonctions de connexion seront précisément g(s,)= 2.,
h(so)=3s_+ = ‘

I y a un certain intérét a choisir une forme normale en prenant m ()
aussi simple que possible. Le choix particulier

%’
m(x) =1+ ;
27Tl

nous donne une variable normale z de celte classe définie par I'équa-

tion suivante

s ' pemit
(41) eI _ gamic _ % ¢

. { = o.
are,/ 2
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DEUXIEME PARTIE.

THEORIE DES FONCTIONS AUTO-EQUIVALENTES CORRESPONDANTES.

1. Le cas des différences ¢g. — Ayant construil une théorie des défor-
mations de tous les types, autres que celui du cas exceptionnel | g | =1,
¢’ # 1, nous allons étudier les types correspondants de fonctions auto-
équivalentes. Parmi ces types, un des plus simples est le type I
pour lequel [¢|#1. Comme nous I'avons remarqué, nous pouvons
supposer loujours que | g | > 1, puisque nous pouvons considérer aussi
bien la déformation inverse que la déformation donnée.

De plus, puisque la variable normale intervient elle-méme dans le
cas I, nous pouvons commencer par employer cette variable normale,
qui est telle que «’=gx. Les fonctions auto-équivalentes invariantes
par rapporta z'= g ne sont alors-que les fonctions g-périodiques p(z),
c’est-d-dire telles que p(gr)=p(z) ou p(x) est méromorphe
pour z £ o0, . Une telle fonction peut aussi étre exprimée comme

2T
fonction de 5= "¢, qui est uniforme et méromorphe pour z 3£ o, «,

mais autrement quelconque.
Les fonctions auto-équivalentes de ce type satisfont & une équation
linéaire aux différences ¢

(1) s(qx) = a(r)y(x).

Esquissons la théorie bien connue des solutions analytiques d’une telle
équation.
Supposons en premier lieu que a(z) ait la forme particuliére

aq a
= e e i
a(z) =1+ P o -+

Le produit infini
a(x)a(qx)a(qx)...

convergera uniformément, pour |z | > L suffisamment grand, vers une
fonction analytique dont la réciproque estune solution particuliére y_(z)
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analytique en z — oo avec y_(z) =1. En posant
(2) y(@)=y.(x)2(2)
on trouve que 3(z) doit étre g-périodique. Inversement si 3(.z) est une
fonction quelconque ayant cette propriété, y (z) sera une fonction auto-
équivalente du type I.

Passons maintenant au cas général, que nous pouvons immédiatement
réduire au cas déja traité. En effet, remarquons que les deux fonctions

(z—n

—_— log.xr
r=q -, )'2'_—(1[ [tzlogq]

satisfont respectivement aux équations
yilgr)y=uxy(z),  y:(qr)=ay(r).
Par conséquent, si nous avons
a(r)= xf|ay,+ “
0 - e
et si ious posons _
yix) =) ya(a) y (o),
la fonction y () salisfera a une équation
F(qr)=a(x)y(r),

ou a(z) aura la forme de a(z) dans le cas particulier. D’ou la con-
clusion suivante :

Dans le cas d’une déformation du typel, que nous pouvons toujours
écrire ¥'=qx, | q| >1, la fonction auto-équivalente la plus générale
sera simplement une fonction quelconque de la forme

(=1

e * ala(x)p(x) <t = loga

logq

s k entier),

ot p(x) est méromorphe pour z £ o, « et telle quep(qa:j = p(x)
[ g-périodique], et a(z) analytique en x = 0 avec a(x)=1.

2. Le cas de différences w. — Il est naturel de considérer, en méme
temps que le cas I, le cas V,, ot la forme normale est presque la méme,
a savoir ' = oz ot w"=1. Ici encore, ainsi que nous I'avons déja
démontré, la variable normale peut étre regardée comme la variable
effective.
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Nous avons donc & considérer une équation
(3) y(we)=a(x)y(w).

Prenons en premier lieu le cas a(z) =1 ou cette équation se réduit
a Péquation y(wx)=y(x). En ce cas, y est évidlemment une fonc-
lion w-périodique quelconque.

Pour réduire le cas général a ce cas particulier, il suffit de trouver
une solution particuliére, puisque la solution générale s’obtient en
multipliant la solution particuliére par une fonction w-périodique
quelconque. Nous aboutissons ainsi a la conclusion suivante :

Dans le cas d’une déformation du type V,r que nous pouvons
écrire ' = oz (v"=1), la fonction auto-équivalente la plus géné-
rale aura la forme

Inga n—1

a(x)a(wr)...a(r+ r)*T ’_’a((wv) coa " (w=t ) p(x),
ot p(x) est une fonction quelconque, méromorphe pour x # o, « et

telle que p(wz) = p(z) [w-périodique].

3. Le cas des différences ordinaires. — Passons maintenant au cas II,
en supposant que la convergence ait lieu. Dans ce cas, il existe une
variable normale telle que #'=2 + 1, que nous allons employer.
Evidemment une fonction invariante quelconque p(x) doit étre une
fonction méromorphe pour z £ ct de période 1. Elle peut étre
exprimée sous la forme f(e2>™*), ou f(s) est uniforme et méromorphe
pour 5 % 0, .

Nous avons donc & considérer 'équation aux différences ordinaires

(4) y(z+1)=a(z)y (),
ou
a(z) = x’f<a0+ L )
Dans ce cas la théorie bien connue (') d’une telle équation (4) nous
conduit a deux solutions principales y, (z) et y () telles que

Ya(x) ~s(r) (& droite),
y—(x) ~s(x) (a gauche),

(') Voir, par exemple, ouvrage de BATCHELDER déja cité.
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ou
k
s(z) = xke(age—Fkyrah <so+ ; “+.. ) (so;é 0; b = % — ;>
désigne la solution formelle de4). La forme asymptotique de 3, () et
de y_(xz) reste encore valable respectivement a gauche et a droite en ¢.
De plus, le rapport

y—(z)
Ya(x)

= p(x)

est évidemment périodique de période 1 et analytique pour |¢| suffi-
samment grand. Il n’y a aucun rapport nécessaire entre la fonction p(z)
pour ¢ grand et positif et pour ¢ grand et négatif.

Pour lim ¢ =+ «, la fonction p(z) tend vers 1; pour lim ¢y = — o0, la

- op(z) 2Tl ’ . ;
fonction 2= tend vers e*™; en d’autres termes p(z) est analytique en
t =™ j t = o avec la valeur 1 en ce point,tandis que 52‘5!“‘-)"' est analy-

tique pour ¢ = o avec la valeur e*" en ce point. Ces faits sont des
conséquences immédiates des formes asymptotiques de y, () et y_(&);
a cet égard il faut seulement remarquer que s(x) devient e*™@ 2™ 5(.r)
quand on fait circuler 2 autour de 'origine dans le sens positif.

Selon la théorie générale du probléme de Riemann pour les équations
linéaires a différences finies, les deux parties de p(z) peuvent étre
choisies absolument arbitraires, sauf en ce qui concerne les conditions
que nous venons d’énoncer (').

Remarquons aussi que les deux solutions principales y. (z) et y—(z)
peuvenl s’écrire explicitement sous forme de produils infinis et doivent
donc étre considérées comme des fonctions connues ().

En posant maintenant

Y () =y (r)s(x),

nous trouvons que 5(z) est méromorphe pour z fini et périodique de
période 1. Ainsi, nous obtenons la solution la plus générale méromorphe
a droite.

Supposons maintenant que y(z) soit, de plus, auto-équivalente. En
faisant varier z a gauche de I'axe des ¢ et au-dessus de l'axe des u,

(') Voir 'ouvrage de BATCHELDER, par exemple.
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y(z) devient
y-(z)z(z)

y(z) = P1(2)

ou p,(z) désigne la fonction p(z) d’au-dessus de 'axe réel. Par consé-
quent, puisque y(x), ¥—(z) el 5(x) sont définis partout pour » grand
et négatif, on voit que dans le cas d’une fonction auto-équivalente y (),
pi(x) doit étre méromorphe dans la partie finie du plan. Un raisonnement
analogue nous montre que la fonction p(z) au-dessous de 1'axe réel aura
une propriété analogue. Désignons la réciproque de cette fonction
par pa(x).

Si lon fait circuler z autour de l'origine y, (z) deviendra succes-
sivement a chaque traversée de I'axe des imaginaires

y—(=x) Y+(x)
i) pi(x)pa(a)’

tandis qu’en sens inversc y (z) deviendra
y—(z) p2(2), y+(2)pi(x) p2(2),

Si donc p,(z) et p.(x) possédent ce caractére particulier, y(z) sera
vraiment auto-équivalente.
Par conséquent, on peut conclure que :

Pour que Uéquation linéaire aux différences finies
y(xr+1)=a(x)y(x), a(x):x’f<a0+—(;-1+...)

corresponde & des fonctions auto-équivalentes, il faut et il suffit que
les deux fonctions périodiques fondamentales p\(z) et p.(x) asso-
ciées & cette équation sotent méromorphes pour x fini. En ce cas, la
solution principale & droite y.(x) sera auto-équivalente, ainsi que
toutes les fonctions que Uon en obtient en multipliant y.(zx) par
une fonction quelconque, méromorphe pour z fini et de période 1.

4. Les fonctions invariantes dans le cas des différences formelles. —
Le cas II ou la variable normale correspond a une série divergente sera
appelé le cas de différences formelles.

Cherchons a obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour
I’existence des fonctions invariantes d’une telle déformation 2/ = ¢ ()
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a différences formelles. Supposons, en effet, que p(z) soit une telle
fonction dans R, et écrivons

P@)=qu(z)  (3.= i) (1),

ou 'on choisit une branche particuliére de p(z) a la droite. 1l est clair
que ¢y(z, ) sera uniforme en z, et méromorphe pour s, fini, sauf pour
5, == 0, . En passant a gauche, au-dessus de I’axe des «, on obtiendra
une détermination correspondante de p(z), et 'on pourra écrire

plx) =ro(z2) (5_= ermi—(2)),
ou ry(35_) est également une fonction uniforme et méromorphe de 5_

pour 5_zo0, w. En procédant ainsi a droite et au-dessous de l'axe

réel, on obtient
plx)=qi(s4).

D’autre part, on peut faire circuler la variable z autour de I’origine dans
le sens inverse et oblenir ainsi une relation analogue. Evidemment, en
continuant, on définit deux suites de fonctions

gn(3)et 7y (3).n=o0,1, 2, ...
A cause des relations de connexion, nous trouvons
co nlgGEIl=q0(z0, gilhGGOl=rco), gl = gz,
Par conséquent, la suite indéfinie des fonctions
v qo( 50 quleT (G qul e (D] (s0) ],
c¢’est-a-dire la suite
B3) qoileM)](3), qolg ' [a (V] (z2)t (n=o.2=1, =9, ...),

sera composée des fonctions du méme type que ¢,(3). Nous sommes
donc conduit a la conclusion suivante :

Pour qu’il existe des fonctions auto-équivalentes invariantes, non
identiquement constantes lorsqu’on leur fait subir une déformation
donnée & différences formelles (type divergent 11), il faut et il suffit
qu’il existe une fonction ¢,(z), uniforme et méromorphe pour
520, o telle que la suite doublement infinie (5) soit composée de
Sonctions ayant la méme propriété.

(') Voir la Partie T de ce Mémoire.
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Il est 4 remarquer ici que nous désignons par g~'(s) la branche
particuliére de g (=) obtenue en partant du point 5= o0 avec g7'(0) = o,
et par =" (5) la branche correspondante a s = o avec ™' (o0) = co.

Nous pouvons également exprimer ces conditions d’une maniére un
peu diflérente. En effet, nous voyons que, d’aprés ces conditions, nous

devons avoir symboliquement
(6) h(hg)—"=r;* qo, (hg)= qu" qo (n=o0,=%1,...).

Donc, la condition énoncée équivaut & la condition que chaque

Jonction symboliquement désignée par

(hg)yr et h(hg)r (n entier)

pulisse étre exprimée sous laforme o' qo ot qoest une fonction parti-
culiére, méromorphe partout pour s o, o, el ot g est fonction
arbitraire du méme type qui varie avec n.

Evidemment, a cause de cette condition, g et £ s'étendent analy-
tiquement partout. Par conséquent, pour une déformation 11 a diffé-
rences formelles, il n’existe pas en général de fonctions invariantes.

Malheureusement, la condition énoncée est une condition théorique qui
ne peut étre utilisée qu’aprés la détermination effective des fonctions g
et & de connexion. Une fois ces fonctions connues, on peut décider si
de telles fonctions invariantes existent ou non. Par exemple, dans le cas
déja discuté ou

&(34) = 5.4, h(z2)= s+ =
nous avons
(hg)t= 5.+ nx.
Ici, I'on peut choisiv ¢o(3) =3, et les fonclions correspondantes o
seront toutes de la forme z—+4 ¢ avec un choix convenable de la
constante ¢. On voit, dans ce cas particulier, que la fonction invariante
la plus générale n’est qu’une fonction quelconque de 5., méromorphe

pour 3. 5% 0, .

3. Les fonctions auto-équivalentes dans le cas des différences
formelles. - Dans ce cas, il exisle une équation fonctionnelle

Az =a@y@ @ =t (a2 )],

1la déformation z' = o(z) étant du type divergent 1I.
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St nous introduisons la variable normale formelle z*, 1'équation
prendra la forme

y(x*+1)=a(z*)y(x) [?z(x*):x*’f(ﬁo-f— g% +>]

Dans ce cas, la série formelle de a(z*) doit diverger ('), et cette
équation aura une solulion formelle essentiellement unique :

_ _ o F
s (x*) = (.z'*)kx’(aoe—/f)”*(x")"[so+ 1—1* “+.. ] ’
qu’on écrira sous la forme

(7) s(x) = xkr* (age—k)rgr [s0+ 2—' +...],

en revenant a la variable z. Il faut remarquer cependant qu’on ne peut
pas remplacer, 2" dans I'’exposant de «, par x lui-méme.

Essayons maintenant d’obtenir une solution principale y,(z) a
droite. Pour cela, introduisons la variable effective z = Q_(z). Avec
cette variable, I’équation donnée prend la forme

y@ +1)=1a(@)y(x),
oul'ona

La représentation asymptotique indiquée ici est valable a droite par
rapport a z et a gauche par rapport a la partie imaginaire de z.
On voit ainsi que, précisément, le méme procédé qui nous a donné
- y+(x) dans le cas des différences ordinaires, nous donnera ici une
solution principale a droite, a savoir y, (z) =y, (z). Cette solution
aura la forme asymptotique r(z) qui est valable dans le méme sens que
dans le cas convergent II.

Par conséquent, Uéquation auzx différences formelles (cas diver-
gent 1I)
P2

yle@]=a@y(@), @) =z+1+72

e

(8)

a(x):xk<ao+ % +>

admet une solution formelle S(z) de la forme particuliére (7).

(1) Autrement, la déformation satisfait 3 a(z")= a(x) et doit étre du type
convergent II.

INSTITUT HENRI POINCARE. — 1X, III. 8
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De plus, elle admet deux solutions analytiques principales y. ()
et y_(x) telles que U'on ait

I+ (2) ~8(2),  y—(x)~S(=),

ou la représentation asymptotique est valable respectivement i
droite et & gauche par rapport a z et par rapport & ¢ dans les
parties complémentaires du plan. Au-dessus de Uaze des imagi-
y=(=)
Y+ (x)
Jondamentale p\(z) qui n’a d’autres singularités que des péles

naires, le rapport définit une premiére fonction invariante
9

pour v grand et positif, et qui tend vers 1 pour lime = -+ . D’'une

maniere analogue, au-dessous de Uaxe, le ra ortJ/“L—@) dé finit une
gue, ) pp

y—(x)
seconde fonction invariante fondamentale p,(x) qui n’a d’autres
singularités que des pdles pour ¢ grand et négatif, et pour laquelle

§ (‘@) e2nikx g2mir
tend vers 1 pour limy =— 0.

Remarquons en passant que, d’un certain point de vue, on peut
regarder les fonctions y_(x) et y, () comme des fonctions auto-équi-
valentes dans une région plus restreinte que R, & savoir dans la partie
ou la représentation asymptotique reste valable.

Pour remplacer la fonction invariante p, () par une fonction pério-
dique ordinaire, écrivons

P1(®) = q1(21)  (34= emiQula),

Il est évident que ¢, (5, ) sera analytique en z,. = o et prendra la valeur 1
en ce point. D’une maniére analogue, introduisons ¢, (s_) par 'équation

p2 () = q2(3-) (5 = exmi—()),

La fonction
g2 (3_) 5k e2mir

sera analytique pour 5_—=cc et y prendra la valeur 1.
Supposons maintenant que nous ayons une fonction auto-équivalente
correspondante
Y (2) =y+(2) g (34)-

ou ¢ (3., ) est une fonction uniforme et méromorphe pour z, 7 o, . En
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Y (®)
Y+ (%)
pour u suffisamment grand et positif. Si z varie a gauche au-dessus de
l'axe de u, y(z) peut aussi étre exprimée sous la forme

effet, le rapport

doit étre méromorphe partout dans le plan de z

g5 ()]

Ceci nous montre que
q1(5-)

doit étre uniforme et méromorphe
en s_ pour 3z_ £ 0, .
En laissant # revenir a droite par en dessous, y(z) devient

7@ = o S gy Al )

ou le coefficient de y, (z) doit étre uniforme et méromorphe partout
pour 5, 40, .

On peut aller plus loin encore, puisque I'on a

Jle(@)] = a(z) 7 (2),

. v (x . . .
ce qul nous montre que ;Ex; sera une fonction invariante partout

dans R (pouvant se réduire a une constante). D’autre part, si ce coeffi-
cient est invariant de cette facon, une telle fonction y(z) sera évidem-
ment une fonction auto-équivalente. Donc, nous obtenons la conclusion
générale suivante :

Pour qu’il existe des fonctions auto-équivalentes correspondant &
une équation aux différences formelles donnée (cas divergent 1), il
Jaut et il suffit qu’il existe une fonction q(z) uniforme et méro-
morphe pour s # o, w telle que les deuz fonctions

glg1(5)] glea1[h1(z)]]
(9) PR N = T ) P

soient uniformes et méromorphes pour z. o, o, la seconde fonc-
tion étant aussi invariante dans R. Ici, g et h désignent les deux
Jonctions de connexion pour la déformation donnée, et q,(z)

et q:(5_) les deux fonctions invariantes corresvondant & Uéquation
donnée (8).
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On voit en particulier qu’il ne peut pas exister des fonctions auto-
équivalentes sans qu’il existe de telles fonctions invariantes, sauf dans

. ¥y (z <o
le cas ou 22 se réduit 4 une constante.
y (@) .

7. Le cas des différences ¢. — Nous allons maintenant considérer le
cas convergent I, ou I'on peut introduire une variable normale z
telle que
(10) z'—cloga’'= 2 —clogx +1
d’ou

. _ c c(2c—1)
(11) .90_q;>(:c)_av--o—l+m2 S

Remarquons le fait important que la fonction invariante la plus géné-

rale aura la forme
q(e21tixz—c)

ol ¢(z) est une fonction quelconque uniforme el méromorphe pour

50, .

L’équation fonctionnelle correspondante prendra alors la forme

(12) Y@= a@ y@), (@) =ot(ms %),

ou 9(x) a la forme explicite (11)

Considérons en prewmier lieu la question fondamentale de l'existence
d’une solution formelle S(z) d’une telle équation. Si a(z) a la forme
spéciale

=4+, %
a(xz) =1+ z Tt
on peut obtenir sans difficulté une solution formelle
&(x):xp<§o+%+...> (505 0).

En effet, on obtient immédiatement les conditions déterminant p,
(p==a4), $1, 2, --., en substituant la séric et en égalant les coeffi-

cients des deux membres

&-:0.1‘9—0-(51-0- p§o)x9—1+. Lo= Soxf+ (_1+ a1§0)P"‘—I—....
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Par conséquent, il suffit de trouver des solutions formelles ¢,(z)
et ¢, (z) des équations

yle@ ] =ay(z), yl(@)]=ay ().
En effet, en introduisant une nouvelle variable 3,
y=t(z)t:(2)z,

on voit que 5 satisfait a une équation de la premiére forme considérée

avec une solution formelle s(z) du type indiqué. Ainsi, nous aurons
s(z) = t(z) ta(2) 3(2).
Mais, évidemment, nous pouvons prendre
ty (@) = az—clos,
Il ne nous reste donc a considérer que I’équation particuliére
(13) yle(2)] = ay(2).

En différentiant une fois, on déduit de (13)
(14) ule(2)]¢ (@) = o + u(a),

ou u(x):j:’((j)), et ou l'accent indique la différentiation. Mais, de

I'identité qui définit ¢ (z),

¢(x) —clogg(z) =o —clogz +1,

(=3) |
(~5@)

on obtient, en différentiant
¢'(2) =

Donc, (14) prend la forme

1
(15) v[e(z)] = —— + o (x),
x c
ouy(x)= a%i_xc) - Or, (15) posséde une solution formelle unique de la
forme
logx + ﬂ+a—"; —+...,
x x=
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comme on le vérifie immédiatement. Donc, I’équation (14) en » aura une
solution formelle
(x —c¢)logx ! s

—— e ...
X x xZ-=

En intégrant formellement, nous obtenons
logy = xloge — x — 2 (logz)2+aslogx +. . .,
d’ou

JL"” e~ Xy -+ Bl -+

—1 - a X I e e .

Y x

De cette maniére, nous sommes amenés a une solution formelle de (13)
r—-;log:v Sq

(16) s(zy=2a * exa” so+;+...>.

En partant directement de cette forme de s(z), on peut démontrer
que 'équation (13) admet toujours une solution formelle de cette
espéce, déterminée a un facteur constant prés. Nous omettons la
démonstration détaillée de ce fait; soulignons-en cependant Ia
conclusion :

Dans le cas convergent 111, Uéquation fonctionnelle (13) admet
toujours une solution formelle s(x) du type (16) on z désigne la

variable normale. Cette solution est unique a un facteur constant
prés.

Employons maintenant le méme procédé qui nous a donné les solu-
tions y_.(z) et y_(z) dans le cas convergent II ('), en le modifiant
convenablement. En effet, désignons par syz la somme des o premiers
termes de s(z), et définissons

Y(x) = ljl_m 1/[a(z)s(zW) ... a(xlh—)sy ()],

ou nous avons posé
eW=¢(z),  2B=r9[s(2)],

Ensuite, en répétant presque mot pour mot la démonstration valable
dans le cas convergent 11, nous parvenons a la conclusion suivante :

(') Voir Pouvrage de BATCHELDER déja cité.
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Dans le cas d’une équation (12) auz différences . il existe une
solution formelle s (x) donnée par (16) et deux solutions analytiques
principales y (x) et y_(x) telles que les relations asymptotiques

yo(@)~s(z),  y—(2)~s(x)

sont valables, dans le méme sens que dans le cas convergent Il des
différences ordinaires. Ainsi, on définit encore deux fonctions inva-

riantes fondamentales

yo(x)
y—(z)

y—(x)
y+(x)

=pi(z) et = p2(x)

respectivement dans les directions de I’axe positif et de I’axe négatif
des imaginaires, au moins respectivement pour v grand et positif el
pour ¢ grand et négatif.

En posant
pi(x) =q1(31)  (54= e2Tilela)),
p2(2) = g2(5-)  (3—= e2mil-(x)),

on définit les deux fonctions q, (z.) el q.(5_) telles que q,(z,) est
analytique en 5= o et y prend la valeur 1, et que q.(3_) 5% e2™r est
analytique en z_ = w et y prend la valeur 1.

La théorie du probléme de Riemann correspondant se généralise
immédiatement el nous montre qu’inversement, pour un choix quel-
- conque de ¢,(5.) et g»(%_) jouissant de ces propriétés, il exisle une
classe et une seule d’équations (12).

Nous wvoyons donc que les conditions d’existence des fonctions
auto-équivalentes (invariantes ou non) dans le cas des différences ¢
sont précisément analogues a celles que nous avons obtenues dans le

cas de différences ordinaires.

8. Le cas des différences ¢ formelles. — Pour commencer, consi-
dérons le probléme de I'existence des fonctions invariantes p(z) sur la
surface de Riemann R. En introduisant les variables 5, et z_, nous
sommes conduits aux mémes équations (6), ou g et & désignent encore
les deux fonctions de connexion, exprimées respectivement au moyen
des variables z, et z_.
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Donc, les conditions d’existence des fonctions auto-équivalentes
invariantes, énoncées ci-dessus pour le cas des différences formelles,
sont encore valables pour le cas des différences ¢ formelles.

L’emploi d’unc variable normale étant impossible, la solution formelle
doit étre écrite sous la forme

, N /c(x*—g logz‘*) St So
(16%) s(z) = (a2) * PprXT( S0+ — + — +... ),
: \ z oz
. . . . .
o s(x) ne représente pas une véritable fonction puisque z* est unc
série divergente. Pour cette raison définissons une fonction s, () modifiée,
au moyen de I’équation suivante

»{'(;17-_1 — g log x&)

(7) sul(@) = (23) prar [50"' % + ,i&],

i

ou z;, désigne la somme des p + 2 premiers termes de la série formelle
z"=Q(x).

Pour traiter les équations fonctionnelles aux différences ¢ formelles,
commencons par introduire la variable z = Q. () au licu de 2. L’¢qua-
tion prendra la forme

Vloe(®)] = a(z) y (),

9.(z) ayant la forme (11), avec

E(x)w.z"f(Eo—'— % +...>,

ou la représentation asymplotique s’entend par rapport a z a droite et
par rapport a la partie imaginaire de # — ¢ log2 a gauche. On voit donc
qu’on peut déduire l'existence d’une solution y., (z)~s(z) dans le
méme sens, en employant exactement le méme procédé que celui
employé dans le cas convergent III.. De la méme maniére, nous obtenons
une solution analogue y_(z).

En posant
LB @ =g, T = @)= g5

respectivement sur I'axe positif et négatif de ¢, nous concluons que ¢, (z.)
et g.(z_)z%e*™" sont des fonctions analyliques aux points z, =o et
5_ =, ou elles prennent la valeur 1.
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Avec des définitions analogues, les conditions d’existence des
fonctions auto-équivalentes prennent, dans le cas des différences ¢
formelles | cas divergent 111.], exactement la méme forme que dans
le cas de différences formelles ordinaires.

9. Cas IV,. — Dans ce cas nous n’avons qu’a introduire une nouvelle

I+1

. - x vy - , . . .
variable = ;— pour réduire I'équation fonctionnelle a la forme

La'déformation se réduit donc a des cas tout a fait analogues aux cas II
on IIl,, ainsi que nous 'avons déja vu (premiére partie).

i+
l+1
analogues auz cas Il et 1ll, (convergents ou divergents) avec la

Enintroduisant la variable x = y le cas IV, se réduit & des cas

seule différence que la fonction a(z) prend la forme d’une série
1

convergente en z. Par conséquent, a(z) ne reprend sa valeur
initiale qu’aprés |+ 1 circulations de la variable z autour de
Uorigine. Ainsi, nous obtiendrons non seulement 2(l+ 1) fonctions
de connexion
gi, hu (i=1,2,...,l+1)
’ rea ’ . . .

comme nous l’avons déja remarqué, mais aussi 2(l—+ 1) fonctions
invariantes fondamentales

91(51+), ¢2(31-), g3(334), .oy q2(31-),
telles que
j/,:—ég = q1(54), s %—; = qu(zll—).

Apres ces remarques préliminaires, iln’y a aucune difficulté d’ob-
tenir dans le cas IV, des conditions analogues a celles déja obtenues
dans le cas 11 et 1L, pour Uexistence de fonctions auto-équivalentes
(invariantes ou non), moyennant les fonctions de connexion et les
Sfonctions invariantes fondamentales.
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10. Cas V,. — Pour réduire ce cas a ceux déja traités, rappelons-nous
le fait suivant : par une modification de la variable z on peut donner a
la déformation la forme « préparée »
Pn P2n 4 Pan \’

92
x’:wx<1+—~+—; — ...
xn x2n xhn yi

ou 1 est arbitrairement grand. En remplacant z par = 2", la défor-
mation prend la forme
E’:Tv(x—f— %” . Dt +...>"

N 1
A+ n
x

qui est & peu prés de 'une des formes 11, 111, ou IV, déja traitées.

Donc, le cas V, peut étre regardé comme analogue auz casIL, 111,
IV, déja traités, mais plus compliqué, puisqu’il existe 2(n + 1) fonc-
tions de connexion dans les cas analogues auz 1l et 111, et 21(n +"1)
Sfonctions de connexion dans les cas analogues & IV,, avec un nombre
égal de fonctions périodiques fondamentales dans chaque cas.

On voit maintenant pourquoi les deuz cas 1 et 1ll., convergents
ou divergents, doivent étre regardés comme tout & fait typiques,.
quoique moins compliqués que IV, et V.

11. Sur les familles de fonctions auto-équivalentes invariantes. —
Dans ce qui précéde, nous avons donné les conditions pour qu’il existe
au moins une fonction invariante dans R. Considérons maintenant d’un
peu plus prés la famille de ces fonctions pour une déformation donnée.
Naturellement, cette question n’est intéressante que dans le cas divergent,
puisque dans tout cas convergent nous avons déja vu comment on peut
exprimer les fonctions auto-équivalentes invariantes. Il est évident que

sifi, fay --oy f2-.. sont de telles fonctions, toute fonction rationnelle de
Srs fay oo, frainsi que la limite uniforme (dans toutes les parties finies
de R) d’une suite infinie fy, f, ... nous donnent de telles fonctions.

Il en sera de méme de toutes les fonctions obtenues en laissant z
circuler autour -de 'origine une ou plusieurs fois, ou en prenant le

rapport des deux dérivées de deux fonctions semblables j;—‘,
J

Comme remier exem le divergent II (section 12, 1™ artie souve-
p g ’ p bl
nons-nous du cas ou

£(34) = 24, h(z_) =3_+=.
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Ici, la classe des fonctions uniformes et méromorphes pour sz, fini nous
donne les fonctions invariantes les plus générales. Dans ce cas, les fonc-
tions de connexion et leurs inverses sont monogénes.

Considérons un exemple particulier ou cela n’est pas vrai, par exemple
le cas divergent Il ou

g(z) =54, h(zm)=yz2+1.
Dans ce cas, il faut choisir la détermination A(s-) telle que
T

}L(Z_) = 35_ -+ E‘_‘)
antérieurement, il parait trés probable qu’il existe une déformation

~+.... Pour des raisons que nous avons indiquées

(d’une classe unique) 2’ =¢(x) qui correspond aux fonctions de
connexion g(z.) et A(5_). Si I'on introduit les variables w. = 5%, on
obtient
w_= gs(wi) = 0. et o= h(0_) = w_+1.

Par conséquent, en exprimant une fonction invariante ® quelconque au
moyen des variables w., on voit qu'une telle fonction sera donnée par
O(w_ ) ou O(w, ) est uniforme et méromorphe partoul pour w, < o,c.
Quand P’angle de la variable z augmente de 27, w, est remplacée par
w, —+ 1, et la fonction invariante O (w, ) devient ® (w, — 1) qui doit éga-
lement étre uniforme et méromorphe pour w, # o, . Celan’est possible
que si O(» ) est méromorphe au point w, = o. De cette maniére, on
voit que ces fonctions invariantes ont la forme @ (2% ) ou @ (w) est méro-
morphe en w pour w £ o.

Remarquons maintenant le fait suivant. Dans le cas convergent II, il
n’y a qu’une seule valeur de z, qui conduise a des valeurs de z pour
lesquelles les valeurs d’une fonction invariante quelconque de la famille
sont nécessairement égales. Mais, dans le premier cas divergent cela
arrive pour toutes les valeurs de x qui correspondent a une suite infinie
5.+ n (nentier), et dans le deuxiéme cas, pour toutes les valeurs de z
qui correspondent a une suite infinie &=z, + n. De plus, dans chacun
de ces cas divergents, ce sont précisément les fonctions méromorphes
de z, ayant ces propriétés qui nous donnent la classe cherchée de fonc-
tions invariantes.

Nous allons voir qu’une situation analogue se retrouve dans le cas
général de divergence. Pour ne pas compliquer les raisonnements, nous
nous limiterons au cas divergent II, la généralisation aux autres cas
étant presque évidente.
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Considérons donc une telle déformation du type divergent II et la
famille de fonctions invariantes correspondantes, qui renferme toujours
au moins les fonctions constantes.

Ces fonctions p(z) auront toutes la forme ¢(z,), ou cette fonction
q(5.) est uniforme et méromorphe sauf pour z. =o0,c. Supposons
donc que z_ = g~'(5.) ne soit pas une fonction uniforme de 3. En
laissant z, parcourir une courbe fermée, z_ ne reviendra pas nécessai-
rement a sa valeur initiale. Donc, les valeurs de la fouction invariante
sont égales pour les deux suites des poiunts ainsi obtenues. En effet, on a
toujours

px)=q(z:) =qls7" ()]

Cela signifie que p () doit avoir les mémes valeurs aux points correspon-
dants du plan des =. ‘
En laissant & varier librement de cette maniére, on obtient ’ensemble

total des relations de connexion
Ixip(z)=p(z) =p(a2)=...

de cette espéce, qui ont lieu pour toute fonction invariante. L’en-
semble X, contient toujours, parmi d’autres, les points ¢ (z) (y = =*1,
@=2, ...). Dans les plans de z. on obtient des énsembles correspon-
dants 2.

Je crois que, inversement, s'il existe une fonction uniforme non
constante O(z.) dont la valeur soit la méme en tout point de
2. de 5., cette fonction correspondra a une fonction auto-équiva-
lente invariante.

En tout cas, il est évident que pour pousser ces recherches plus loin,
il faudra considérer les divisions possibles du plan ou de z, ou de z_,
et le groupe automorphe correspondant, défini par I’ensemble des équa-
tions

0(z) = 0(3).

Il semble trés probable aussi que, sauf dans des cas assez rares,
tous les couples de points seront connexes l'un a l'autre. En ce cas, il
n’existerait pas d’autres fonctions auto-équivalentes invarianies que
les constantes. Il serait trés intéressant de pousser plus loin P’étude de
ces questions.
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TROISIEME PARTIE.

SUR LES GROUPES DE DEFORMATIONS ET LEURS FONCTIONS INVARIANTES.

1. Deux lemmes sur les groupes formels. — Nous dirons qu’un
ensemble de déformations formelles constitue un groupe formel si
I'ensemble contient la déformation inverse de chaque déformation de
I'ensemble, ainsi que le produit de deux quelconques de ces défor-
mations. Dans un tel groupe, il existe toujours un sous-groupe de
déformations données par des séries convergentes, quoique ce groupe
puisse ne contenir que la déformation identique 2’ = z.

Remarquons que si un groupe convergent admet une fonction auto-
¢quivalente ) (x) qui n’est pas égale a une fonction wniforme méro-
morphe de 2 (pour |z| grand) multipliée par une puissance de z, il
admettra une telle fonction invariante. En effet, nous concluons immé-
diatement que, pour toute déformation #'= ¢(z) du groupe

Fle(x)] _ f’(ﬂc),
vig(®)]  y(=)

ou y(z) représente la fonction y () aprés que l'on a fait circuler le
point 2 autour de I'origine.

Doncj—: est invariant et s'il n’existe pas une telle fonction (non cons-

tante) nous devons conclure que y = ¢y el par conséquent que

—logc

y(z)z

est uniforme aussi bien que auto-équivalente.

Dans ce qui suit, nous considérons avant tout les groupes convergents
réguliers, c’est-a-dire tels qu’il n'y ait pas de déformations du type V
dans le groupe donné et en méme temps tels qu’il existe au moins une
fonction auto-équivalente invariante qui ne soit pas une constante.

Convenons maintenant de dire qu’un groupe quelconque admet une
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déformation quasi-infinitésimale s'il contient des déformations de la
forme
r__ £ 23 Ph+1
=14+ g)x +ea+...+ ok T g e
Ou &, &, ... sont arbitrairement petits et entier k& est aussi grand
que l'on veut. Notre premier lemme sera le suivant :

Lemme I. — Si deux déformations formelles S et T commutent et ne
sont pas du type V, elles seront toutes les deux du méme type et pourront
s’écrire formellement de la maniére suivante :

¢y S:2'=gqux, T:2'=rz;
(In) S:2'=z+a, T:2'=x+ 3;
(1) S:a’'—clogz’'= o — clogz + «, T:2'—cloga’= zclogx + 3;
x't+1 xl+1 a2+ xl+1
1A% S0 = T: V—— = —— ;
(IV2m) Tr1 Ix1 %™ l+1 1—9—1_*_;3
1+1 l+1
s: Z —clogz'= d —clogz + a,
(Vo) l+1 {+1
4,101
e 1+1 I+1
T: ?+1 —cloga'= Z‘T_'_—I—-clogx+§.

Pour le démontrer dans le cas ou S est de la forme I, raisonnons dela
maniére suivante. En utilisant la forme normale de S

* 7 *

= qua*,

Sm prend la forme
z*m) = gmx*.

Donc, avec la variable donnée z, on aura pour tout m

P m

LELCAO NN
x

Sm: glm)= gmg + Py(gm) + o

ou Py(g™)estun polynome en g™ de degré k -+ 1 au plus. D’une maniére
analogue, si T est du type II, par exemple, on obtiendra

Tn:x(/1)=x+n+M+Q2—(on),
: x z?

ou Qz(n) est un polynome de degré k& au plus en n. Donc, la relation

SmTrn—=TmSn

donnera lieu a une série d’'identités entre certains polynomes en g™
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et n, qui devraient avoir lieu pour m et n quelconques. Ainsiles défor-

mations infinitésimales
Seiz'=2z+:U(2),
Th:2'= 2+ nV(z)

(¢, n petits, et U et V des séries en z, 1. 2—', ...) doivent étre commu-
tatives, ce qui exige que

UV =VU’,
c’est-a-dire que U==xV. Or, cela est évidemment impossible puisque

U=xlogg +..., V=1+....

En poussant plus loin cette maniére de raisonner, on conclut non
seulement que S et T sont du méme type, mais encore qu’ils appartiennent
au méme groupe, puisqu’on a toujours une équation analogue 4 U==xV.
Cela nous conduil immédiatement a notre premier lemme.

Passons maintenant au deuxiéme lemme :

Lemme I1. — Toutgroupe formel infini qui n’admet pas des déforma-
tions quasi-infinitésimales doit étre un ensemble de déformations S, T,
commutables et d’un des types indiqués dans notre premier lemme.

Pour en achever la démonstration, employons encore les déformations
infinitésimales du groupe. Soit p, (z), p.(x),... des sériesen z, 1, z—,...
telles que

=z + ¢pi(x)
soit une déformation infinitésimale du groupe. Nous avons donc un
ensemble linc¢aire de ces séries puisque

Cipr—+cCapr—+...

donne lieu aussi & une des déformations infinitésimales. De plus, en
formant STS—!'T—* on aboutit au fait bien connu que toute combi-
naison p, p,, — p, p, est aussi un membre de 'ensemble linéaire.

Appelons rang d’un tel p, I'exposant le plus grand de 2 que l'on
trouve dans p. Ainsi, o étant le rang du p, nous aurons

P =pax*+ pox*t4. .. (pa# 0, a <1).
Par conséquent,

P1ps— p2py = (a2 — o1) pa,pa, ¥t 4,
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donc le rang est plus petit que p, ou p,, sauf dansle cas o 7 a5, =1 ou
ay = 1. Demandons donc quel est le rang minimum dans le groupe. Nous
pouvons supposer que ce rang minimum existe, parce que dans le cas
contraire il existerait des déformations quasi infinitésimales.

Il est évident que ce rang minimum o est plus petit que 1. Il ne peut
exister qu’'un seul p (a un facteur constant prés) de ce rang minimum,
puisque en combinant linéairement deux du méme rang on obtient
toujours un autre d’un rang inférieur. Mais si p est une autre défor-
mation infinitésimale quelconque, la déformation

p=pp—pp' (123> a)

ne peut sévanouir identiquement que si les deux déformations
finies sont commutatives. Si cela arrive pour tout p, le groupe sera
commutatif, et le lemme sera vrai. Donc, nous pouvons supposer
que p'£o0. Mais le rang de p* est a au plus, puisque a<1. Nous
concluons donc que ‘a doit étre 1, pour toute déformation infinilé-
simale p quine dépend pas linéairement de p. Donc le groupe ne contient
qu’un seul p de rang minimum o et un seul p de rang 1, et cela est vrai
quel que soit le choix de la variable z. En prenant une variable normale

nous aurons
p==xlogqg  (logg # o),

p'=z(logq) p'— plogg = cp,

ce qui nous donnerait
c=—1loggq, p=d.

Donc, le groupe doit contenir
S:2'=gqx (@"#1,v=3,2, ...); T:z'=z+2 (2 = o).

By

Mais, en ce cas, si|g| =1, S* donnerait lieu & des déformations quasi
infinitésimales pour n grand; et si |g|%1, il en serait de méme des
SrST-=.

Cela compléte la démonstration du lemme II.

9. Sur les types de groupes réguliers et leurs fonctions invariantes.
— Cherchons maintenant a déterminer en premier lieu tous les groupes
réguliers G et leurs fonctions auto-équivalentes invariantes.
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Si le groupe G contient une déformation du type II, nous pourrons

écrire
y@)=q(z:)  (s.= emileia)),

ot la fonction invariante du groupe ¢(z,) est uniforme et méromorphe
pour z, 70, w. Si G admet une déformation quasi infinitésimale, cela
exige que 'on ait w (s, + &) = (5, ) pour ¢ petit quel que soit z,, ce
qui est impossible. Donc, le groupe G ne contient que des déformations
commutant avec la déformation donnée du type II, et 'on peut écrire, en
utilisant la variable normale,

=z +a, r'=uz+ 8, =z +Y,

b

Ainsi qu’il est bien connu, cela donnera licu & des déformations de
la forme

(1) =z +¢,
e petit, sauf dans deux cas, & savoix, si

1° il n’y a qu’une seule constante «;
o

Mais d’une telle déformation (1) nous déduirions encore

2° il n’y a que deux constantes « et B ou - n’est pas réel.

g(ei+7%) =q(s2)

pour ¢ petit, ce qui n’est pas possiblé.

Le cas 1° a déja €1é considéré : ¢’est celui d’une seule déformation II
et de ses puissances; dans ce cas, nous avons obtenu des conditions
nécessaires et suffisantes pour I'existence des fonctions auto-équivalentes
invariantes. Il ne reste donc a considérer que le cas 2°.

Dans ce cas, la fonction invariante peut s’exprimer également sous
la forme @, (z,) ot O est uniforme et méromorphe pour z, fini, et de
période 1, si 'on prend « =1, 2, appartenanta la déformation ' = ¢ (z).

Mais, en laissanl z tendre indéfiniment vers la droite, la défor-
mation z'=¢(x) qui commute avec la déformation #'— ¢(z) prend
la forme limite z'= 2 + 8. Donc, ®, (x,) sera doublement périodique
et sans autres singularités que des poéles pour x, fini. De la méme
maniére, cette fonction invariante s’écrira @_ (z_), et il saute aux yeux
qu’il existe une correspondance analytique et biunivoque entre z, et z_.,

en vertu de I'équation
O_(x)=0_(xr.).

INSTITUT HENRI POINCARE. — IX, IIL 9
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Donc, on doit avoir
r_=x,+ k,

et en méme temps lim z_ — y, = o pour lim ¢ — oo.

Par conséquent, z_ el x,_ coincident. Ce raisonnement est valable
aussi bien au-dessus de l'axe réel qu’en dessous. Donc g(z,) =23,
et h(z-)=z_. Nous devons avoir le cas convergent et il existe une
variable telle que les deux déformations s’écrivent

=z +1, r'=x+ 3 (8, non réel).

Il s’ensuit que ® —=0_—=0, est une fonction doublement périodique
ordinaire.

Il n’y a aucune difficulté pour modifier le raisonnement dans les autres
cas, comme par exemple lorsqu’il existe une déformation du type I, mais
non du type II. Nous obtenons ainsi le résultat général suivant :

Soit G un groupe régulier quelconque; ou bien G ne con-
tiendra qu'une seule déformation d’un des types 1,, 1I, 1II
(type Gy) et les fonctions auto-équivalentes invariantes auront les
Jormes déja discutées, sauf dans le cas exceptionnel 1, avec

lgl=1, AED (v=1, k=3...);

ou bien G se réduira a U'un des cing cas suivants (type G.)

) = e%zx, 7= eBux,
(Im) z'= x + a (ou B),
(1I1e) x’——clogx':x—clogz';o—a (ou B),

. 2/ (+1) i+
V) T = 7o (o f),

2/ i+1) , xl+1

(}IV,)IHC) T clogz'= =1 clogz + a (ou B),
ot & n'est pas réel. Avec cette variable normale z, la fonction auto-

B

équivalente invariante la plus générale aura respectivement les formes
i+t xl+1
qUog2), q(o), q(z—cloga), q(F )0 a(7; —elogr),

o q est une fonction doublement périodique, de périodes o et (3,

méromorphe dans le plan fini.
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3. Sur les groupes irréguliers et leurs fonctions invariantes. —
Etudions maintenant les types de groupes irréguliers G qui admettent
une fonction auto-équivalente invariante (non constante). Un tel groupe
(qui nc contient pas de déformations quasi infinitésimales) a tou-
jours un sous-groupe régulier, sauf dans le cas ou la seule déforma-
tion z' = ¢(z) avec ¢ =1 est I'identité. Toute déformation ST S—'T-
est de cette forme.

Donc, dans ce cas exceptionnel, toutes les déformations du groupe G
autres que l'identité sont commutatives et du type V. Mais en analysant
la partie linéaire du groupe, on s’apercoit qu’elle doit aussi étre commu-
tative. On en conclut que seules existent les déformations de la forme

r'=w*z+..., wr=1,

dont toutes les n*™ puissances se réduisent a I'identité. On voit donc
que le seul cas exceptionnel est le cas V,r déja traité, qui présente
d’ailleurs peu d’intérét.

Un raisonnement analogue, ayant comme point de départ la partie
réguliére du groupe G, nous montre qu’il n’existe que deux types irrégu-
liers, a savoir : (1) celui qui par un choix convenable de la variable normale
(convergente ou non) donne une des 7 divisions réguliéres du plan, dont
le groupe est linéaire et n’admet comme déformations ¢ =1 de période
infinie que #'= z -+ « et ses puissances; et (2) celui qui, par un choix
convenable d’une variable normale convergente, donne une des 17 autres
divisions réguliéres du plan, dont le groupe est linéaire et n’admet comme

déformations ¢ = 1 de période infinie que

’ a ’
r=x+a et =x+B(é¢reel>

A}

ainsi que leurs combinaisons.

Done, essentiellement, le cas d’un groupe irrégulier quelconque
admettant une fonction auto-équivalente invariante se rédust, soit
au cas V, ¢ discuté au commencement, soit au cas d’un groupe régu-
lier que nous venons de traster. Dans ce dernier cas, on n’a que les
fonctions invariantes par une seule déformation, déja considérées
dans la Deuxieme Partie, et les fonctions doublement périodiques
par rapport & une variable convenable, que nous avons étudiées dans
le paragraphe précédent.

-
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4. Sur les fonctions auto-équivalentes. — Divisons les cas pos-
sibles (') en trois catégories :

I. Le groupe G est essentiellement du type G,.
II. Le groupe G est essentiellement du type Gs. :
II. Le groupe G contient des déformations quasi infinitésimales.

Cas1. — Le cas I a été déja discuté dans la Premiére Partie de ce
Mémoire.
Cas 1I. — Si G, est régulier, il existe toujours des variables normales

effectives. Prenons le cas typique ou l’on a

o

2=z + a, r=x+8 <B #réelle).
Une fonction auto-équivalente y () satisfera donc a deux équations
différences finies
y(x + a) =a(z)y(z), a(x):x/i<ao+%+...>,

ra+B =b@ @, b =at (b )

qui doivent remplir la condition de compatibilité
alz+3)b(x)=b(x +a)a(x).

En ce cas, on peut montrer que les solutions formelles des deux équa-
tions doivent coincider, ce qui exige que A3 =17 et donc k=1{=o.
La série s(x) aura donc la forme

s(x) =pra’|( s T R R
=Pp 0 = 2

Désignons par y.,(x) el y.3(z) les deux solutions principales de
t J+a(2)

y+p(x)
tendra vers un quand les parties réelles de %f et de 5—3 croissent ensemble

ces deux équations aux différences finies. Alors le rappor

(voir la région 1 de la figure 4).
Pour une solution auto-équivalente y (z) commune, nous aurons

Y (x) = yra(x) pa(z) = y+3(x) p3(x),

(1) Nous omettons le cas VuF.
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ou p,(x) et pg(x)sont méromorphes pour z fini et ont comme périodes

respectives a et 3. Donc, ;;;g; tendra uniformément vers 1 tout
comme 222+ B) o qui montre que p,(z) a une période 3 en dehors

Pa(z)
de «. Par conséquent, p,(z) et pg(2) sont doublement périodiques et

doivent se fondre en une seule fonction p(x). Donc, v, (2) ety g(x)
coincident aussi.

Fig. 4.

Nous avons démontré ainsi que y. o () = v, 3(z). De la méme maniére,
nous démontrons que y.g(z)=y_.(z) (voir la région II de la méme
figure). En continuant nous obtenons

Yra(£) =yig(2) =y—a(®) =p-4(x) = &y q

successivement, quand z circule autour de I'origine; donc la série s(x)
doit converger. '

Une méthode presque identique reste valable dans tous les cas d’un
groupe régulier ou méme irrégulier G,. En effet, on peut toujours
employer les variables normales, pour démontrer I'existence de la forme
spéciale de s(z).

Dans le cas 11 d’un groupe G qui contient un groupe du type G,
les seules fonctions auto-équivalentes sont celles données par une
série formelle convergente des types respectivement admis, mul-
tipliée par une fonction auto-équivalente invariante d’un des types
doublement périodiques indiqués plus haut, s'il en existe.

Cas 1II. — Supposons maintenant qu'une fonction auto-équivalente
¥ (x) existe dans le cas 1II et que ce cas soit différent du cas banal ou y ()
Y (=)
y(z)

est équivalente a z*. Puisque

est toujours une fonction auto-équi-
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valente invariante, elle doit se réduire 4 une constante, sinon le groupe
aura un sous-groupe G,. En posant

y(x),

x*

¢ = e2ni%

y=

on voit que; sera une fonction auto-équivalente uniforme et méro-
morphe pour |z| grand et possédant un point singulier essentiel
a r—=oo.

Par conséquent, dans le cas III, nous pouvons supposer que la fonc-
tion auto-équivalente y (z) est uniforme.

Admettons maintenant que le groupe G contienne une déformation du
type I, par exemple, ' = +1+.... Supposons, de plus, que G
contienne des déformations quasi infinitésimales. On a donc

Hle@]=al@) y(@)  ale)= ot (ar+ 2 +>

et I'on peut écrire
Y (&) =y (2) p(2),
et
y(z) ~vs(x)= x/fp«'-’x"<so+ % “+.. ) y

ou p(z.) est uniforme et méromorphe pour z fini et de période 1. Si
I'on a une déformation infinitésimale du groupe de la forme z = ¢ (z),

on devra avoir

y@)  y.(T) p(Zy) _ . _ f’i .
oA P(‘TQ =b(x); b(x)—x9<bo+ - +>

Ceci nous donne, pour (z) grand,

S(@)  P@O\ - _
(5 Bag ) @m0 ~ @

la signification de cette équation approximative est évidente (').

Or,

S?(%f—)) ~ k(logz +1) +logo +....
. - (z —x)
(Y) Remarquons, en particulier, que ———— ~1.

(7, — )
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. . (@ .
On voit donc queb(z) =1-+. .., k =0, etquela fonction I;)—Eif—;dmt
+
étre constante puisqu’elle est périodique de période 1. Par conséquent,

p(zy) = erkmizs,
et nous pouvons écrire
y (@) =y (@),
en changeant exposant p dans s(z). De la méme maniére, on démontre
que y(z)=y_(z). Ainsi, on trouve que y(z)~ s(z) partout,
donc que

s S1
v(x) = prta’ <So+ 5 T )

Dans le cas irrégulier 111 ow G contient une déformation du
type II, y doit étre équivalente & p™z'.

En considérant de la méme maniére tous les autres cas, on trouve

toujours qu’une certaine fonction invariante doit se réduire a une
s'(x , .
constante, (—xz étant une série de la forme

s(z)

tpxkd b k14 ...

Il s’ensuit que log y doit étre représentée asymptotiquement partout par

une série convergente
xk+1 k

x
+t_k+1 7(- —+....

i
Ly

Par conséquent, nous aurons toujours

(2) Yy =c(x)y, c(x):x’"(co+ ;—1-1—>
Donc nous pouvons dire :

Dans le cas 111, 0w il existe des déformations quast infinitésimales,
toute fonction auto-équivalente sera équivalente & une fonction

er(x) g
o p(x) est un polynome en z de degré}. En d’autres termes, dans ce

cas, les fonctions auto-équivalentes sont alors précisément celles qui

satisfont & une équation :
y=a(@)y,

ot a (z) est méromorphe pour x = .
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Si G ne contient pas des déformations quasi infinitésimales, nous
aurons formellement ou bien un groupe fini, ou bien un groupe infini
parmi les sept types G, ou les 17 types G,. Ces cas ont déja été
discutés.

Remarquons en conclusion que, dans le cas 111, le groupe G des
Sfonctions auto-équivalentes admet toujours un sous-groupe continu

Oh—
dmw DT S
a1 xh
ou ¢r_y, 95,y - .. sont arbitraires.
Remarquons en méme temps que cette conclusion subsiste aussi
pour les matrices auto-équivalentes Y (z) d’ordre n, qui admettent

un groupe du type 111, c’est-a-dire que
Y(z) = A (2)Y(2),

o les éléments de A(z) sont méromorphes & x = . De plus, G sera
nécessairement d’un type continu ().

Jene doute pas que tous les résultats obtenus ci-dessus n’admettent
des généralisations satisfaisantes dans le cas »>>1. Ainsi que nous
I’avons déja dit, M. Hestenes poursuit précisément ’étude de ces géné-
ralisations pour les équations aux différences ¢, Y[¢. ()] = A(z)Y (2).

(1) Voir mon article A Theorem Concerning the Singular Points of Ordinary
Linear Differential Equations ( Proc. Nat. Acad. Sciences, vol. 1, 1915, p. 578-581).
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