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Qu’apprend-on de lintérieur du Globe
par les mesures faites a sa surface?
Pesanteur. Magnétisme

par

Marcel BRILLOUIN.

CHAPITRE 1.
CHAMP EXTERIEUR ET PROPRIETES INTERNES.

1. La distribution de plusieurs propriétés importantes de I'intérieur
des corps solides échappe a nos mesures directes; quelquefois on a de
bonnes raisons d’admettre que cette distribution est trés peu modifiée
par le morcellement du corps — la densité, par exemple — et I'on peut
alors la connaitre, mais au prix de la destruction du corps ¢tudié, ce qui
n’est pas toujours possible; un tel procédé est évidemment illusoire s’il
s’agit de l'ensemble du globe terrestre, ou méme d’une trées petite
fraction de celui-ci, telle que celles qui intéressent la prospection de
minerais divers.

Presque toujours la difficulté est pire, par exemple dans la recherche
de la distribution du magnétisme dans nos aimants artificiels de labora-
toire. Si Uon fractionne un aimant, méme sans employer aucun outil
d’acier, et si Uon remet les morceaux cote a cote, on est sir de ne pas
reconstituer l'aimant primitif; il faudrait pouvoir étudier ’aimant
complet. La difficulté de principe n’est pas moindre pour les propriétés
magnétiques du globe terrestre, pris dans son ensemble. Mémes
remarques pour les propriétés électriques, la conductibilité électrique,
la conductibilité thermique, etc.

On est donc réduit a faire des observations extérieures, et a chercher
quels renseignements, a coup sir incomplets, on en peut tirer, d’abord
sans y ajouter aucune hypothése suggérée par d’autres études, princi-
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palement géologiques, ensuite en utilisant les moins aventureuses de ces
hypothéses. C’estala discussion de ces questions, que j’ai déja abordées
il ya 11 oui2ans ('), que vont étre consacrées les quatre conférences
de ce printemps.

2. Lorsque des masses newtoniennes sont toutes contenues a I'inté-
rieur d’une surface fermée, on sait depuis longtemps que le champ de
gravitation extérieur est entiérement déterminé si I'on connait sur toute
la surface, soit le potentiel, soit la composante normale de la force.

Cela implique que le méme champ extérieur peut étre obtenu par une
infinité de distributions internes de la méme masse totale.

Le champ de gravitation extérieur, seul accessible aux mesures, ne
détermine que quelques caractéres de la distribution des masses internes,
mais laisse subsister une indétermination pour ainsi dire infinie.

C’est une propriété que les géodésiens, et surtout leurs lecteurs
géologues, laissent un peu trop dans 'ombre, dans toutes les études
modernes sur I'isostasie. Il en est de méme des ‘prospecteurs de mines
qui utilisent les admirables appareils d’'E6tvos.

En géodésie, l'intensité de la pesanteur correspond a la dérivée
normale du potentiel, les déviations de la verticale équivalent a la
connaissance du potentiel, sur I'ellipsoide conventionnel de référence
(partout trés voisin de la surface de niveau réelle). Les dérivées secondes
du potentiel, fournies par les appareils d’Eétvés et la balance de Jolly,
précieuses pour les études de détail, ne sont toujours que des grandeurs
caractéristiques du champ extérieur de gravitation. Seules, ou combi-
nées aux mesures géodésiques habituelles, elles ne font toujours connaitre
que le champ extérieur, et fournissent seulement des équations de
controle, quand les mesures sont surabondantes pour déterminer ce
champ.

Il me parait donc utile d’insister sur cette propriété, et de montrer,
en formules précises, quels renseignements les géodésiens peuvent
fournir aux géologues sur l'intérieur du globe, et quel énorme degré
d’indétermination subsiste inévitablement lorsqu’on ne fait appel qu’aux
mesures géodésiques.

Pour lever, au moins partiellement, cette indétermination, on ne peut

(*) C. R. Ac. Sc., t. 180, 1925, p. 987; t. 184, 1927, p. 1381; t. 184, 1927, p. 1609.
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faire usage que de considérations en grande partie hypothétiques, soit
d’ordre hydrodynamique, ou élastique, ou géologique. Il importe, a
mon avis, que, au lieu de tout méler, comme on fait dans les études
d’isostasie, on sépare nettement les données précises fournies par la
géodésie, des hypothéses arbitraires, non controlables, sur la constitu-
tion interne du globe.

3. Montrons d’abord avec évidence cette indétermination des densités
internes.

On sait que le champ extérieur d’une couche sphérique uniforme est
le méme que si toute la masse était concentrée en son centre. Il en est
de méme d’une sphére pleine, dans laquelle la densité ne dépend que de
la distance au centre. Si la masse totale de cette sphére est nulle, son
champ extérieur est nul. _

Cela rappelé, imaginons a 'intérieur d’une surface de forme quel-
conque, une distribution de densités quelconque. Nous pouvons, sans
rien changer au champ extérieur, modifier prodigieusement la distri-
bution des densités de la maniére suivante :

Placons au hasard a l'intérieur de la surface un nombre quelconque
de petites spheres isotropes de rayon fini, de maniére qu’aucune d’elles
ne déborde hors de la surface, et chacune de masse totale nulle, sous la
seule réserve que les densités négatives dans ces sphéres ne soient pas
trop grandes.

L’addition de toutes ces sphéres ne change rien au champ extérieur a
la surface. Mais, par cette addition, la densité en chaque point, somme
de la densité initiale et des densités apportées par les sphéres addi-
tionnelles au méme point, peut étre prodigieusement changée, sans cesser
d’étre positive (condition nécessaire en gravitation).

Déplacons ces sphéres, ajoutons-en d’autres, aucune mesure géo-
désique extérieure (triangulation, pesanteur, courbures) ne per-
mettra de s’en apercevoir, tant que les modifications sont intérieures
a la surface accessible aux mesures.

Etant donnée une surface de forme quelconque, supposons, pour
abréger, que 'on connaisse les valeurs compatibles que prennent a sa

surface le potentiel Vg et sa dérivée normale extérieure <3—‘£) - On peut,
S
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soit les avoir observées toutes deux, soit avoir déterminé Vg et en

. A4 ) . .
tirer (d—;>s en s’aidant de la fonction de Green pour cette surface, soit

. , . . [dV . P . .
avoir déterminé <d—n>s et en tirer Vg a 'aide de la fonction de Green-
Neumann.

Lorsqu’on connait ces deux grandeurs, qu’en peut-on déduire pour

I'intérieur? Tout ce que nous apprennent les lois de Newton, c’est que

. ; ov. . . .
V est une fonction telle que V et 7 Solent conlinus a travers la surface;

le densité p sera donnée par I'équation de Poisson

(1) P=—77G AV,
enappelant G la constante de la gravitation universelle : 6,7.107% C. G.S.

Remarque préliminaire. — Les mesures faites directement sur le
terrain ne fournissent presque jamais la valeur exacte de la grandeur
principale qui figure dans les formules théoriques; par exemple, la
mesure de g ne fournit par la dérivée normale du potentiel de gravita-
tion, mais la force totale, résultante de la force centrifuge et de la gra-
vitation; il faut d’abord corriger de la force centrifuge, et ensuite,
prendre seulement la composante de la gravitation normale a la surface
de référence adoptée, enfin ramener sa valeur depuis le lieu de P'obser-
vation jusqu’'au pied de la verticale de ce lieu sur la surface de réfé-
rence, de forme géométrique simple, seule utilisable dans la discussion
des résultats. Tout ce travail est délicat, et souléve déja bien des diffi-
cultés; je ne les discuterai pas dans ces conférences.

8. Terrain plan. — Occupons-nous d’abord d’un cas géométrique
trés simple, celui ou la surface du terrain sur laquelle on connait la
" dérivée normale du potentiel de gravitation est plane. Soient x, y deux
coordonnées rectilignes orthogonales sur le plan, et 5 la coordonnée
perpendiculaire au plan, vers le bas.
La fonction de Green-Neumann pour le plan

(2) T=— _ ! + !
Ve —Ep+(—2+(z—L2 y(@—EPr+(y—mn)P+(z+1)

permet d’obtenir par quadrature le potentiel extérieur V. en lout point
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N . C av .
z,y, 3 (5 <o) alaide de la dérivée normale <()—Z>0 en tous les points

£, n, quelconques, et = o. du plan de référence

‘ L oV o,
(3) Ve= 4::ﬂ.‘(;)‘z‘)or(ﬁ,y,"ygyﬂao)dgd"\'

En particulier, sur la surface méme du plan de référence

1 A% 2
4 o\ Z5 ) = )z % dn.
(4) Vo(z,y,0) Q= (dz>0 V(z — )+ (y — 1) S dn

. \'% ,
6. Ayant ces deux données, compatibles, <3—Z> observé et V, en fonc-
0

tion de x, y, o, sur toute la surface du plan de référence, nous pouvons
chercher la forme la plus générale du potentiel V; interne aux masses
attirantes, continu ainsi que sa dérivée normale avec les mémes gran-
deurs extérieures V,, V. Cette continuité est imposée, en gravitation,
par P'impossibilité de densités purement superficiclles et de couches
doubles. Il n’y a pas d’autre condition précise; j’en déduis que I'on a

) Vi=Vo(@, )+ 3 Vila,y) + = f(2,7,5)

avec f(x,y,z) entiérement arbitraire, mais fini pour toute valeur de z
positive, sous la seule réserve que la densit¢ qu’on en déduira soit
positive, et pas trop grande, pour correspondre a des matériaux réels;

une densité nulle est une cavité vide.

1

— - oh
TG AV, < 25 (par exemple)

(5) ' o<

(G, constante de la gravitation universelle; G = 6,7.107* cn C.G.S.)

0? o2

(6)  AVi=0Vy+3dVo+ Sof+2sfi+f  ou d= S

La forme (1) directement inspirée par les conditions de continuité a
la surface, a I'inconvénient évident de donner a la pesanteur superficielle
une influence, sur la densité, indéfiniment croissante avec la profon-
deur. Nous satisferons aussi bien a toutes les conditions en substituant
a z un autre facteur quelconque, qui devienne égal a z, pour z = o, et
ait au loin telle allure décroissante qu’il nous plaira. Tels seraient
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i —c3z
(7) Allure hyperbolique.............. —
(8) Allure exponentielle.............. = _f—‘{:
(9) Autre exponentielle.............. P p—

ou ¢, v, sont des constantes arbitraires.
Adoptons, par exemple, la forme (8) et mettons aussi e=* en facteur
de la fonction arbitraire f(z, y, ), nous aurons
e—Vs

(11 V= Vo(@ )+ DV S5 (< Vi Sy o)

i

avec la condition trés générale

! I 1 1 , 32
(10) os— =G [SVo—l— :{-BVO—O— ;.;Ae“'Yz (—— Vo + ?f(x,y, z)>] < 25.

7. Utilisation de la densité a la surface, et hypothése de ’homogé-
néité asymptotique a trés grande profondeur. — Nous pouvons d’abord
utiliser la distribution, directement obscrvable, de la densité des roches
qui affleurent a la surface, p, (2, y), pour diminuer un peu l'indétermi-
nation de f(z, y, z). En outre, nous pouvons réserver pour une discus-
sion différente la constitution du sol a trés grande profondeur (plus de
100%™, par exemple) en adoptant pour la densité une valeur finie cons-
tante p,, pour les valeurs trés grandes de z. '

I1 est facile de voir que I'on satisfait a ces conditions en prenant

e=Yz| Vot 3(Vy+ Vo) — é [47Goy+ 8Vo— 27V, —y2V,]

19

(1) V= -+

el

z‘l zn
[z‘UH— 7‘02+...+ -l-,‘v,,+... ’
4 n.

2—02Y5+ Y25t —2e7 %
2y?

—4=Gop,, y
ou V; et V, sont les deux fonctions de x et y, déterminées par les
mesures de pesanteur, p, la densité observée (en z,y) des couches
rocheuses superficielles.

Vi, Vo, ..., Yy, des fonctions de z, y arbitraires sous réserve de la
convergence de la série en z dont elles sont les coefficients, et de la
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condition

— AV

og "G < 25.

On a alors, dans tout le sous-sol,

=12 Vi— 5(45Gpo+ 8V,— Y V)) |
av +Y§(4”G90+5V0—2leo+ Y* Vo)
(1) — =/
9. . 2 -+1
o +3i‘l71+...+z"' <n+2‘U,l—£L—I‘0n__1>+...
2 n! 2 2
J— —YZ
G, LI

et(")

(12) AV=

e 1] —47Goo+ 327 47Gpy+ 378V,+ 8Vy—3y2Vy— v# V]
+ 52_‘[_4zG Bpo— 47 Gy2pe— 88V, 8V +273 Vi 4+ 1+ V,]

/ 3 2Q)
32, 3z2(‘vg—y=v1)+z3(;‘vg—w‘vﬁ v,%_g

Bt e e e e e
zn 2 [V, +72V, n+3 (n—+4) (n+3)

T [ n! 2 ey (n+2)! Vate
PPt

— 4G, (1—e1?)

Les valeurs extrémes sont bien : a la surface du sol, z=o,

avV

V=V, '-)2=V'0, AV =—4x=Gp,

et, a trés grande distance, 5 = oo,

Y2zt —2Y3 + 2

V:—éﬂGpw 2Y2 ]
oV 1
E=—4WGP”<Z—§>7
AV =— 4=Go,,.

(1) Ae 22" U (z,y)=e 12z [y?U,—2y (n+1)U 4 +(n+2)(n+1) U, ,,+8U,].
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8. Hypothéses diverses. — Gonflement purement radial, char-
riages, etc.

A la suite des observations de la pesanteur et des dévialions de la
verticale dans 'Hindoustan, il est devenu certain que la surface de niveau
qui prolonge sous les continents la surface moyenne des Océans, différe,
dans des régions étendues, de I'ellipsoide classique, et présente des ondu-
lations nombreuses et assez irréguliéres, qui ont donné aux géodésiens
Poccasion de développer et de discuter passionnément des hypothéses
variées sur la constitution de la croite lerrestre‘jusqu’éx 100 ou 200%™
de profondeur.

Je ne me propose pas de discuter ici ces hypothéses, mais de montrer
le néant des considérations géodésiques et des calculs numériques par
lesquels on croit les justifier. L’extréme indétermination que les lois de
la gravitation laissent subsister dans la recherche de la densité a 'aide
du champ extérieur, est bien caractérisée d’abord par la constante arbi-
traire y de 'exponentielle, et surtout par le nombre infini de fonctions
de z et y, ¥y, ..., V,, ..., enliérement arbilraires, sous réserve de
convergence.

Gréce a ces fonctions, on peut, sans arriver a lever complétement
'indétermination, imposer a la distribution des densités, des conditions
varides, suggérées par la discussion de théories géologiques, ou de
géodésie générale.

9. L’une des plus simples, suggérée par les discussions modernes sur
ples, sugg p
'isostasie (voir Ann. Long., Perier, 1926,) est la suivante :

On veut que chaque colonne verticale de matiére, de base unité,
contienne la méme masse totale I arbitrairement choisie, indépen-
dante de z et y.

Remarquons d’abord que les termes dépendant de p.., satisfont déja a
cette uniformité de distribution quel que soit z. Appliquons donc la
condition aux termes indépendants de p,, qui fournissent des valeurs
finies, grace au facteur =" introduit pour éteindre a grande profondeur
U'influence des propriétés superficielles :
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LLa condition est
f — 4nGpy+ 2(dVy+ 187 Gpy+ 37 8V,— 372V — 1*Vy)
0
- % [68V o+ 47 Goog+47GY2p0—2Y 3Viy—213Viy—v+V,]

=3
+35V+32(V—y V) + S (giwn—4m+m+m) )

zll+2
2(n+2)! 2
EYr=yy (n+2)(n+1) (8, + 72Vy)
| — 2(n4+3)(n+2) Y Vn s+ (n4+4)(n+3)Vp i | [< eV ds
=— 4= G,

en désignant par I, la masse indépendante de z, y, de chaque colonne

unitaire.

Effectuant les intégrations, il vient, en se souvenant que l'on a, quel

que soit n entier,

k") n!
(14) / zhe—Y3dz = ok
0 Y

(15) — 4xGIMy=—

Iy

;‘ﬁG
Y

— Y% 88Vo+ 476 8py—+ 45 Gy2py— 27 8V — 273V — 74V

6 K
+ %% + o (Ve V) % (10— 127 V353 + 372y)

oo+ ?‘Elav;ﬁ 87 Gypo—+ 378Vo— 372Vy— Y3V, ]

Ee T T I I A
M LRS! |
—2(n+3)(n+2)YVpa+(n+4)(n+3)Vnis

Cette équation déterminera une seulement des fonctions UV, ..., V,,

aprés qu’on aura choisi arbitrairement toutes les autres. et cela sans

apporter aucune modification ou correction aux valeurs V,(z,y),
Viy(z, ¥) po(z, y) directement fournies par les observations superfi-
cielles. Cette condition ne peut donc pas étre invoquée pour justifier
I'adoption de tel ou tel type de corrections apportées aux valeurs

observées de g.

(16) Yim:—maanﬁ

Prenons par exemple ¥V, =...=V,=...=o0, el

4 4 f:}G 5

3
V4 ! N
oVy+ Vi — 50\0-

'

38V, —

ot =3

=< lw

-3
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10. Les théories géologiques qui attribuent un réle capital a des
charriages horizontaux dans la surrexion des massifs montagneux, ne
s'accommodent pas de la condition précédente. Elles conduisent au
contraire a supposer que chaque prisme vertical unitaire actuel a recu
dans ses parties soulevées des masses imporlantes provenant des régions
voisines ou éloignées, restituées d’ailleurs en partie par érosion aqueuse
ou aérienne. En un mot, la géologie conduit a admettre que chaque
prisme unitaire a une masse totale I (x, ) qui dépend de ses coordon-
nées horizontales z, y. Les mémes données d’observation V,, V/, p,ala
surface restent compatibles avec cette nouvelle condition; il suffit de
déterminer la fonction arbitraire U, (z, ) par les équations (15) ou (16), -
en y remplacant N, par M (=, y).

Les mesures de pesanteur super ficielle ne penvent donc fournir
‘aucun critérium de contréle tiré de la géodésie au sujet des hypo-
theses géologiques de charriage.

Pour avoir des raisons de préférence, non pas mathématiques, mais
quasi sentimentales, il faudrait traduire en nombres les densités obtenues
par chacune des conditions, I, constante, ou I (z, y) proposé par telle
ou telle école géologique, et examiner en détail si ces distributions de
densités sont acceptables, ou présenlent des singularités excessives,
qu’aucun choix des fonctions %, (z, y), provisoirement annulées, ne

puisse compenser.

11. Des subtilités de discussion analogues surgiraient si 'on était
conduit, par des raisons étrangéres a la théorie de I'atiraction. a proposer
d’autres conditions globales (voir § 24, p. 172) en nombre fini quel-
conque, au lieu d’une seule.

Les mesures de pesanteur a la surface ne peuvent pas fournir de
critérium pour donner la préférencei telle ou telle hypothése géolo-
gique, orogénique ou autre sur la distribution des densités internes.
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CHAPITRE II
APPLICATION A LA PROSPECTION GRAVIMETRIQUE.

12. Onvoitpar ce quiprécéde combien seraientincompletsles résultats
fournis par la méthode de prospection gravimétrique (Eotvos), méme en
supposant le réseau des stations beaucoup mieux réparti en surface qu'’il
ne l'est ordinairement, si les prospecteurs ne faisaient appel aux obser-
vations géologiques locales, et n’utilisaient habilement toutes les indica-
tions suggérées par leurs observations antérieures. La prospection est
un art.

On peut toutefois apporter a la partie scientifique du travail un peu
plus de méthode qu’il n’est habituel, autant que je sache, en examinant
attentivement la formule qui donne les densités (12) (§ 7), que je
reproduis ici; en y conservant seulement les premiers termes arbitraires.

e~ —47Goy+ 387 Gyoy+8Vy—372V(+ 378V, — 3V, ]|
+z_‘l[—4nGyﬂp',+4ﬂG8pn‘ ]

2 | — 88V, + Y V4273V +ay3 V)

+ 33V +332(Va— yVy)

(17) —4=Ge= i
—+ %(lo‘v;g——lz*(‘vg+ 38V + 372:Vy)

— 47 Gp (1 — e Y3).

v est I'inverse d’une longueur d’au moins 1000*™; dans les couches que
la prospection cherche a définir, les termes qui ont v2, v*, ... en facteur
sont certainement trés petits; le terme en p,, est négligeable; les termes
importants pour les premiers hectométres du sous-sol, sont donc seule-
ment

(18) 472Gor e[ 4xGoy— 2[8V)+ 378V, + 87 Gypy—+...]

3?2 ;
_ Savy o sy
-5 [—47Gogy—68V,+2y0V|...]

3
—32V,—322(Vo—vVy)— % (BoV1+10V;—127Vs...)

En profondeur, les termes déterminés par la surface sont, au plus, du
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deuxiéme degré en z; ils peuvent donc indiquer seulement si la densité
commence par croitre ou par décroitre, quand on s’enfonce dans le
sous-sol, et si un maximum ou un minimum de densité le long de la
verticale est probable aux profondeurs accessibles. Mais 'é¢tude de la
surface ne peut donner aucune indication sur la probabilité d’un point
d’inflexion de la courbe des densités le long de la verticale, puisque les
termes en 3 et au dela ont des coefficients arbitraires.

13. Insistons pour savoir ce qu’il estimportant d’observer a la surface.
Les termes les plus importants du coefficient de z sont — (8V), + 3%,);
il faudrait donc d’abord avoir observé en tous sens sur le terrain plan
avec assez de précision pour connaitre

2V, vy D [dg J [dg
" 7~ = L ()~ 5 ()]
Je crois que les observations a 'appareil E6tvis, qui donnent 9% et ﬂé’,
dx ~ dy

sont rarement assez réguliérement distribuées en surface (et non en
ligne) pour que ce terme soit bien connu; supposons toutefois qu’il le
soit, et qu’on en puisse tracer la carte. On peut chercher & se faire une
idée approximative du début de la variation de la densité avec la
profondeur, c’est-a-dire du total (8V), + 3%,) sur laire étudiée, en
associant 'ensemble des observations géologiques aux renseignements
fournis par des sondages a faible profondeur, souvent effectués en
plusieurs points avant la prospection gravimétrique. S’il arrive que ces
renscignements auxiliaires permettent de tracer une carte cotée pas Lrop
arbitraire, du total (V) + 3%,). on pourra, par différence, tracer une
carte de 3, assez grossiére a la vérité, et en tirer quelque parti. Cette
carte, donnant une idée, encore plus incertaine, de 0%, pourra quel-
quefois faire soupconner, sur le terrain, des points ou des lignes le long
desquelles 6%, devient trés grand, et faire soupgonner le long de ces
lignes, I'ordre de grandeur et le signe du terme en z°.

Raisonnant de méme, on peut essayer, sans beaucoup de chances de
succés, de deviner I'allure du terme en 22, et d’en déduire quelque chose
sur l'allure et la grandeur de la fonction inconnue ?7,.

Tout cela ne peut donner que des indications bien incertaines sur le
terme en 3z°.
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Ainsi, les observations faites a la surface ne donnent méme pas
complétement le terme en z; pour avoir quelque idée du terme en z2,
et peut-étre du terme en z*, il faut y adjoindre tout ce que la géo-

logie et les premiers sondages autorisent & imaginer relativement
au sous-sol.

Ce sont la des résultals bien éloignés de ce que croit le public, méme
mslruit.

14. Succession de couches de densité uniforme. — Jusqu’ici, j'ai
traité le potentiel et la densité comme des grandeurs qui peuvent varier
d’une maniére conlinue en tous sens dans le sol; cela masque les sauts
brusques d’une couche a une autre couche, d’age géologique différent.
Il est a propos d’attaquer le probléme de P'intérieur du globe un peu
autrement, en atiribuant a chaque couche une homogénéité parfaite, et
une densité constante, cn grandes masses, bien entendu. Clest 13 une
hypothése certainement exagérée; il n’y a guére de couche qui, méme
en grandes masses, ne présente de notables variations de densité
moyenne, ne fit-ce que par suite des infiltrations d’eau, el des cavilés
qui en sont souvent la conséquence. Quoi qu’il en soit, admettons que
le sous-sol est constitué par des couches superposées qui se distinguent
par des densités différentes (') quoique fort peu, et qu'on cherche la
forme des surfaces de séparation, ou la densité est discontinue.

15. Je désigne par des indices supérieurs pairs les surfaces de sépa-
ration; et par des indices impairs les couches elles-mémes.

S¢ terrain plan; V°, V' observés (sous réserve de la remarque du § 4).
p' densité constante dela premiére couche; V' (z, y, z) potentiel
dans cette premiére couche, soumis a la condition

AVI=— 4= Go!
jusqu’a la surface inconnue
(20) Z—S“({I),_}/):O,
) Roches acides.......... 2,5 & 2,7
Roches basiques ....... 2,9 & 3,1

avec tous les intermédiaires.
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dont la normale, vers la deuxiéme couche, a pour cosinus

‘ 1 g8t 1 oSt :
(21) T ggt T g

en posant
gSIT 2 PRLEE
| g - = 3.
(22) c_+\/]+<dx>+<dy)

Dans la deuxiéme couche, p" est constant et

AV = 4z G olll,

7

' : Al .
A la surface de séparation, V et — sont continus, et par consé-

an
' av
quen 3;'
Terrain plan,
I
(23) Vi(z,y,0) = Vo, %VT (#,y,0)=V".

Surface S",
Vlll[x7.}/7 SH(“’:.)/)] = Vl[x’.y: S“((L‘,)’)],
J J
(?/4) (3; V"I) (177.)"7 SH) = (92 Vl) (-‘L',‘}’q S“)v

Les lois de la gravitation n’imposent pas d’autres conditions.

Dans la masse pesante, il n’y a pas, aux trés grandes distances, de
limite imposée par la théorie générale. '

Mais il importe d’écrire explicitement les V sous une forme qui
impose la constance de la densité de chaque couche.

16. I1 faut d’abord écrire le potentiel V d’une couche homogéne, de
densité p, sous une forme adaptée aux conditions frontiéres. Pour cela,
je prends
(25) V=—§zGp™ +%  avec AV=o,

en adoptant pour ) la forme

av) V=W [z — S (@, Vnla,1),

ou les %, successifs sont liés aux deux premiers V,(z, y) et V,(z, y)
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par la formule de récurrence

1 I

(26) Vne= oy ia ) @ <

< [(n +1) V44 8S + 2(n + 1)(02;“ STi + 02}‘“ 3—;) — 8‘17,.],

conséquence immédiate de I’équation de Laplace.
Partons du terrain plan (5°= o), 9} et V) sont donnés, par les for-

mules (23); d’ou

(Ivn) Vi=—oaxGelz2+ Vi(2z,y)+ 2 Vy(x,¥y)
< zm g
+2[(2n)!0 V"_._(Szn—q—l)!o v"]’

ou 0" est une notation symbolique pour 'opérateur a dérivées partielles

? "
d’ordre 2n en z el y,

oL (i+i (£+£ n fois
<dm2 * dy? ) \ dx? ()yﬁ) ) dx?  Jy? ors

A la surface de la seconde couche z = 5"(z,y), la formule précé-

dente donne

(27) (VDgu=— 27 Gor(SH)2+ V,+ SUVY
< sny AW -
N2~ "0, myep+1 "0
+Z [(b ) (2n)! + (8 (:zn—f—l)!J
|
el
oVI . ”‘ 8nV0 ony’
. ar. — — 4= GolSH 71 myep—1 10 myn 0 |,
(28) (,)z>su— 47GelS +‘°+Z [(S ) (2n —1)! + (81) (fzn)!]
1

Ce sont deux fonctions compliquées, mais connues de 2, y, si la forme
de la surface S"(z, y) est connue.

17. Jaurai donc dans la seconde couche, de densité o™, a 'aide de
(27) et (28),
(IVIT) VI 52 GolMg2 27 Gl (SU)2 4 (VI)gu

T ©
4+ (z— SN [47:G9'“S"+ (%)S] + 2 (a2 — Syl
0

ou les VM, sont déterminés par les formules générales de récurrence
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(26) en partant de

(29) VU= 57 G GMI(SH)2 - (Vs
et

Hl__ oV!
(30) ‘v 4WGPIHS“ ( ()z )S“.

Ecrivons encore les formules de passage, de la deuxiéme couche a la
suivante, pour
z =Sl (z,y).
A cette limite, j’ai
(31) (Viygum = — 5 G ol (SN )2
+ 2z Gpll(SIy2 - (VI)gn

—+ (SHI_ Siry [4ﬂ GpliSl 4 <% ) ] _,_S‘ (SWI_ §ifyn-ra Ul
et

A = I g
(32) (-—g)sml———hr(}p S

JVI
T g
+ 47 GpMS +<dz

)s,,+2 (n +2) (ST STymea ML,
0

18. Uutilisant ces valeurs, connues si la forme S™ de la surface de
séparation esl connue, je puis écrire le potentiel VY dans toute la
couche p¥

(IVY) VV=—oanGoVai+ anGpV(SUI)2 4 (VI )guu

1 ot
4+ (5 — Sun) [4nGpV S (d(\)fz )Su“]_._z (5 — Siyn+2 )Y
0

ou les Y, sont déterminés par les formules générales de récurrence
(26) en partant de '

(33) ‘UX — QT:GP“(S"")Z—F(Vyl“)S""
et .
JVII
1
(3/.) ‘Uq —'4 GP‘SI l+< dz )Suu’

Inutile de continuer. La forme (IVY), avec (33), (34), est du type
général.

On obtiendra V' de la couche suivante en augmentant de deux umtés
tous les indices supérieurs.
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Les surfaces S, S™, SYI, ... restent toutes arbitraires, ainsi que les
densités, tant qu’on ne fait appel qu’aux lois générales de D’attraction
) q p
newtonienne et aux mesures faites sur le terrain.

19. Avant d’aller plus loin, il est utile de faire une remarque. Jai
écrit des développements en série; mais, jamais les mesures faites sur le
lerrain ne permettront d’écrire avec quelque exactitude les ¥, 9, .. .,
et méme les V,, V;; ces deux termes, dans toutes les couches,
‘contiennent déja les 99, c’est-a-dire des dérivées quatriémes des gran-
deurs mesurées a la surface dans la premiére couche, et en outre les S
¢t leurs dérivées dans les couches suivanles.

Le dernier terme que I'on pourra écrire sans une énorme incertitude
sera tout au plus le terme en (5 — 5)* donné par (26) 4

(35) Vy=

2y s
[:z‘l?gBS—r—Ai(ﬂ‘ JS JV, JS 5@1]

: Tz de YTy gy T
Précisons comment y figurent les dérivées de S(z, y):
Dans VW et V" aucune dérivée de S".

Dans VU et VU les dérivées premiéres et secondes de S™.

ALY

Toutes ces dérivées de S" figurent dans VY et V), mais aucune déri-
vée de S"™. Dans VY et VY figureront alors, outre les dérivées premiéres
et secondes de S", les dérivées quatriémes et cinquiémes de S". En
général; en passant d’une couche a la suivante, toules les dérivées des S
précédentes seronl de deux rangs plus élevées.

Comme il serail évidemment illusoire de chercher les dérivées qua-
triémes et cinquiémes de S, on devra, en écrivant les formules destinées
au calcul numérique dans chaque prospection particuliére s’arréter aux
dérivées troisiémes de S.

Méme avec ces simplifications, les équations des V laissent apparaitre
toute I'intermination des surfaces de séparation successives.

20. Etats hypothétiques du sous-sol a trés grande profondeur. —
Dans le probléme actuel, avec le sous-sol indéfiniment étendu en
largeur horizontale et en profondeur, aucune condition nette aux trés
grandes distances ne s’impose a 'esprit; pour en trouver, il faut revenir
au probléme général d’un globe limité par une surface fermée, dont
notre probléme plan est destiné a donner une image appropriée a un

INSTITUT HENRI POINCARE. — VIII, IV. 12
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domaine de faible étendue horizontale. Dans les régions centrales du
globe, sphérique ou non, on doit prévoir des surfaces de niveau qui
s’enveloppent les unes les autres, pour se réduire a un point (ou une
ligne finie, ou une surface d’aire finie) ou le polentiel atteint une valeur
maximum, et ou la force de gravitation devient nulle, en méme temps
que la densité y est grande.

Dans le probléme actuel, on obtiendra des conditions analogues,
quoique certainement plus restrictives, en supposanl que les surfaces
de niveau deviennent, asymptotiquement, pour z trés grand, des plans’
paralléles a la surface libre, de plus en plus espacés, sil’on veut que la
force s’annule asymptotiquement; mais alors la densité tendrait vers
zéro, ce qui d’ailleurs n’est pas choquant, puisque aux grandes profon-
deurs, le probléme fait correspondre des couches planes d’étendue
horizontale infinie aux couches sphériques de moins en moins volumi-
neuses du centre du globe. Une analogie compléte est irréalisable.

21. Une autre forme de condition lointaine, suggérée par des consi-
dérations d’équilibre hydrostatique en profondeur est la suivante.

Au-dessous d’une certaine profondeur Z, pas trés grande (quelques
centaines de kilométres), le potentiel et la force deviennent indépendants
de z et de y, et ne dépendent plus que de z.

La derniére couche a étudier (z <ZZ) a une densité constante p29+!,
et est limitée a sa base (z ="17) par un potentiel déterminé constant C et
une force constante F.

Le potentiel dans toule cette derniére couche est déterminé par ces
conditions extrémes, qui lui donnent la forme trés simple

(36) V2g+rt=C+ F(s—12)—25Gp2+1(z — 1),

a laquelle on ne peut rien ajouter, vu I'uniformité admise de p2¢+' dans
toute la couche (*). ’

Cette condition profonde impose deux conditions aux formes des sur-
faces de séparation et aux densités des couches successives, pour que
le potentiel final et la force prennent bien des valeurs finales constantes
a la base de la derniére couche.

(*) En haut de p, S, V, les lettres 29 —1, 29 — 2, ... sont des indices; ce ne sont pas
des puissances.
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Je suppose les fonclions nécessaires déterminées de proche en proche,
comme il a été dit paragraphes 16 a 19, et j’ajoute les accroissements de
potentiels obtenus en traversant chaque couche, j'obtiens sur I'avant-
derniére surface S2¢+2 (la derniére est s =17.)

(37) 27 Gp2—1(82772)2 4 (V29—1) Say s
=C+F(82%—2—17)—axGp29+1(S29+2—1)2

0t Qa2 IVzg—!
(38) 4= Gp2—1 82 —o—(\ P

) g = F — 4x G2+ (S2y—2— 7).
.

22. Si l’on a essayé une seule surface de séparation (z = S") entre
deux couches p' p™, dont la seconde descend jusqu’au plan profond z =7,
cela fait deux équations de condition imposées a une seule fonction
de z, y, S", et a des constantes, p'p™ C, F, Z.

Ecrivons leur forme développée, en mettant en évidence les grandeurs observées

S2n ny S2n+1 5 \
[— [E— 1 VA4
(2n)! o (2n —+1)! V")

=C+F(S—Z)—2xGo(S —1Z)

(V) Vo+ svo_mGo!s’+$‘<

et

(v v;,_4szx5+-Z< .

(2n—1)!

5"V0+(() )'O"V/) F—4=xGM(S—17).

Ainsi, 'uniformité de la couche profonde n’est pas, en général, compatible
avec la superpgsition de deux couches homogénes seulement, puisqu’elle aboutit
a deux équations pour déterminer une seule fonction S(x, y) qui représente la
profondeur de la surface de séparation des deux couches.

Réduisons ces équations aux seuls termes réellement utilisables, suivant la
remarque du paragraphe 19

(v Vo SVy— 2z GolS2 4 8218V, + 83,2 5 Vi
=C+F(S—Z)—2xGpll(S— Z)'—’,

(v Vi— 47GolS +SaV,+ S? ~3Vy=F — 4z Gpll(S — 7).

N

Comme il n’entre, dans les équations ainsi réduites, que la fonction S sans ses
dérivées, le probléme, purement algébrique, peut alors étre complétement discuté.
Multiplions la deuxiéme équation par g et retranchons de la premiére, il reste

Vo 28Vy— 27 Gl St 4 L $2aV, = € — FZ+§FS~—27:G9“I<%S2 f2s 2 )

Eliminant S entre cette équation et I’équation (VII1), nous obtiendrons enfin
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S par une équation linéaire

'

(39) [S(47GpM—47Gola-8Vy)+V)—F— 4z GoMZ]| 22 GoM—oaxG ol 3V,
0 p o . 57Gp o'+

— [s(%v'o_ 2P gnGp“‘Z)+V0—C+FZ+2nGp"IZ2] < Lavy =,

Vo, Vi, sont les fonctions de 2 et y mesurées a la surface; pI, oI sont des
constantes observées, ou a peu prés; G, F, Z sont les seules trois constantes
largement arbitraires dont on pourrait disposer pour rendre cette valeur de S
compatible avec VI, Cette équation, aprés substitution de S, contiendra les
fonctions V,, V), d’une maniére bien trop compliquée pour qu’on ait la moindre
chance de la réduire & une identité par le choix de trois constantes seulement.

Ce résultat décevant surprendra peut-étre les géodésiens, qui, avec
deux couches analogues a celles de ce paragraphe déterminent la surface
S et la profondeur Z par une seule condition, el croient y lrouver une
confirmation de leurs vues sur-lisostasie. Mais, les géodésiens oublient
d’écrire les conditions qu’impose d’abord la théorie générale de
Uattraction newtonienne, celles de la continuité du potentiel et de
son gradient & travers chacune des surfaces de séparation s = o,
z=05(z, y), s ="1. ‘

23. Cette difficulté de principe disparait si I'on essaie trois couches
homogeénes, avec deux surfaces de séparation.
A la premiére surface de séparation, nous avons obtenu Vi et

(D)., par (27) et (28), que je réeris

o o I e —~ (SI])Zn - (SI[)211+1 v
VI =V, + SV, — 55 Gpl(SH) +Z[(M)! Vot Vo |
o e . (SII>211—1 . (Sll)‘.’.n R
(*”,")s"——\o—4ﬂ.GP'S'+Z [_-—(211—1)!0 V,+ Gyl REAYA

el ensuite

1
Su

(VI) Vil=_— oxGol[z2— (SW)2] +
< oV! .
+ 47 GpISI(z — Sy + (5 — SIN <—(E)s"+2 (z — SWynr2 U
. 0

ou les VN, se déduisent des deux premiéres lignes par les dérivations

de la formule (26), ce qui fournit les deux équations (37) et (38) de
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condition
(40) — 2mGplI[(SI)2__ (Siy2] 4 \';"

Iz
=C+F(SM—7)—anGpV(SM_7Z)

JV1 O
+ 47 G SH(SI_ Iy | (SMI__ S <_, >SII+Z (SMI_ Sliyns 2 M

et
71
(41) — 4= Gpl(SII_ Sy (%\: )gu_’_z (n —+ o) (S §lyn= 1»17}1112
0

=F —4=GoV(SMI_ 7).

Cela ne fait toujours que deux équations de condition, el nous avons
deux surfaces S"(z, ), S™(z. y) a en tirer.

L’incompatibilité a disparu.

Mais la recherche de ces deux surfaces, dont la premiére figure dans
les V" par toutes ses dérivées partielles, ne parait ni simple, ni méme
déterminée, puisque l'intégration des équations aux dérivées partielles
fera apparaitre des conditions frontiéres (en =, y), assez difficiles a
définir.

Avant d’aller plus loin, rappelons-nous la remarque pratique du
paragraphe 19, et mettons-la a profit. Ecrites avec tous les termes qu’il
convient de conserver, les deux équations de condition (40) et (41)
deviennent [voir (27) a (32)]

(42) —2mGplI[(SM)2 _ (SI)2] 4 =G oMSI(SMWI_ S

-+ [——— 27 Gol(SU)2 4 V- SUV| 4+ (SH)2 3V, 4 (SH)3 % 8\"3]
(S S“)[4:Gp“'5“— 4GS V) o SV, 4 (5")213\”0]
2

- (ST __ SHye

2(;“)2 [5511(4 =GoWSI_ 4z GolSI 4 V)

+8xG(pm— o') (o5 — 1)
X JSI gV, ISt 9V,
ox dx +2W W

_ 27;(}(91"— pl) 5(5")2—- 6\"0'— B(SIIV’())]

+ (SIS se (L, ) ...

=C+ F(SW—7Z) —0xGpV(SM__7Z)
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el

(43) — 4= GpM(SM—SI) — 47 G oIS+ Vi + STV, + (S1)2 25V

4osm_gmy_1__ —3S"><(47:G WSH_ 47 GolSH4 V' N
TCOE P P o)

+8xG(pM—pl)[(aM)2—1]

L, 8"V, | dSu oV
oz Ox oy Uy

—2mG(pM— o) 5(SU)2 — 8V, — 3(SUV,)
+ (St _ Sll)?x(...;-—i—... B

=F — 4xGpV(SII_—7),

Tels sont les termes les plus importants des deux équations qui doivent
servir a déterminer les deux surfaces S"(z, y) et S"™(z, ). Ces termes
sont algébriques pour S™, la surface la plus profonde, et aux différences
partielles du premier et du deuxiéme ordre pour S". On pourra
éliminer S™ par des opérations algébriques, et il restera une équation
aux dérivées partielles du deuxiéme ordre (non linéaire) en S". Dans
chaque prospection particuliére, on aura soin de discuter la précision
des coefficients des différents termes, et d’effacer tous ceux qui sont
trop mal connus.

L’intégration fera connaitre la premiére surface S", avec deux fonc-
tions arbitraires, dépendant des contours ou des affleurements, qu’on
choisira le mieux qu’on pourra d’aprés 'examen du terrain. La surface
plus profonde S™ se calculera ensuite par des opérations purement
algébriques, qui n’introduisent pas de nouvelles fonctions arbitraires.

En somme avec trois couches homogénes on peut, quelles que soient
les valeurs de V,, et V', sur le plan supérieur, trouver deux surfaces
de séparation qui donnent sur un plan profond 7. les valeurs uni-
formes C, F, urbitrairement choisies; outre les six constantes arbi-
traires 7, C, F, o', o™, o, Uintégration a introduit deux fonctions
arbitraires d’une variable.

Ainsi, dés que le probléme est posé de maniére a éviter les incompa-
tibilités, la solution redevient en partie arbitraire.

24. Mais, la croite superficielle est formée de beaucoup plus de trois
couches différentes avant d’atteindre le niveau profond qu’on peut
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raisonnablement supposer de structure simple et horizontalement uni-
forme. Chaque couche en plus de la troisiéme introduit une nouvelle
surface de séparation S¥, SV, ..., qu’on peut, soit laisser arbitraire,
soit utiliser pour satisfaire a une ou plusieurs conditions nouvelles,
inspirées, soit par la géologie générale, soit par des hypotheses d’équi-
libre mécanique. ‘

Par exemple, avec quatre couches superposées (trois surfaces de
séparalion), on pourra ajouter aux deux conditions du paragraphe 23
telle condition de charriage que 'examen géologique de la région aura
rendu vraisemblable

Sll" svI VA

s S
[ oldz + [ ollldz + [ oV dz +f oVl dz = M (x,y)
Jgn sun SvI

0 @

(44)

' ou
| (ol plI) ST (pll— V) SHILy (Vo oV SVI oVIZ = N (x, ),

soit en se donnant la distribution I (z, y) actuelle, soit en la ralta-
chant, par une équation cinématique de déplacement horizontal que I'on
se donne, 4 une distribution plus ancienne supposée uniforme.

28. Ayant fait appel a des conditions simples d’équilibre mécanique
aux grandes profondeurs (§ 20), il est naturel de ne pas laisser de coté
les conditions d’équilibre de la crodte elle-méme. On ne peut songer a
les écrire que pour des compartiments de grande étendue horizontale,
beaucoup plus grande que I'épaisseur totale Z. Pour de telles plaques,
la surface totale des parois de contour verticales est beaucoup plus
petite que la surface horizontale de base; on a d’ailleurs remarqué
depuis longtemps que les actions tangentielles le long du contour vertical
(efforts tranchants) sont limilées par la ténacité médiocre des roches.
Pour cetle double raison, petitesse des efforts tranchants, petitesse
relative de laire latérale de la dalle, on peut regarder celle-ci comme
pesant, pratiquement de tout son poids sur le fond Z.

Soit p, la charge moyenne que 'ensemble du terrain, plus ou moins
irrégulier, exerce sur 'unité de surface du plan de référence z=o, la
pression transmise au fond sera la moyenne de

§VI

jiig ')Vl\' < ()VVI
il v _
o < P )dz+v/s‘u"p < P >dz+...—pz

Sl

Sll dVII
po—i—‘[ pl<~g>dz+Ll
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ou, puisque j’ai supposé constante la densilé de chaque couche,

(45) Po— @'Vt (Pl ) (V)sitor (¢ o) (Vs
(oY — ) (V)sviot o 21V =

ou p, doit étre uniforme comme (V);( = C) et comme (’f)—v)z (=F) sur
tout le plan Z ou cessent les irrégularités de la crodte. )

Avec quatre couches, on peut s’imposer sans contradiction la condi-
tion (45), qui est une forme mécanique correcte d’isostasie, au lieu de
la condition (44), pour déterminer la troisiéme surface S

Avec cinq couches, on pourrait s'imposer les deux conditions (44) et
(45) et déterminer S¥! et S¥!I,

Mais il ne faut pas oublier que, par les restrictions auxéuelles
elle est soumise, Uéquation (45) n’est apte & fournir aucun détail
dans les surfaces de séparation.

26. En résumé, dans le probléme de prospection gravifique sur terrain
plan, quand on n’ajoute aucune hypothése a la théorie de la gravitation,
les mesures a la surface libre fournissent les deux premiers coefficients
d’une série en z qui en peut contenir une infinité; tous les autres restent
arbitraires (§ 12-13).

On peut ¢tudier une crolte composée d’'un nombre quelconque
de couches homogénes, dont on cherche les surfaces de séparation
(§14-25). Les mesures faites a la surface Jaissent indéterminées toutes
les surfaces de séparation et toutes les densités.

Pour aller plus loin, on peut s’imposer des conditions d’uniformité
aux grandes profondeurs (5> 7,) (§ 21-25). Tant qu’on ne limite pas le
nombre des couches, I'indélermination persiste. Avec deux couches, il
y a incompatibilité. Avec trois couches, on peutl déterminer les deux
surfaces, de séparation S", S",

Avec quatre couches, on peut ajouter une condition de plus, par
exemple de charriage, ou d’isostasie, et délerminer les trois surfaces de
séparation, S", S™, S, Mais il reste plusieurs constantes arbitraires
dans ces déterminations.

27. Masses métalliques. — J’ai laissé de coté un cas théoriquement
intéressant, celui d’une masse métallique compacte ct bien limitée, de

.
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grande densité, comme certains minerais de fer, de sulfure de cuivre, elc.
La densité exceptionnelle (p > 4 par exemple) el extension limitée de
la masse dans le sens horizontal, avec une épaisseur notable, a pour
conséquence un excés marqué de pesanteur sur une aire limitée. Au
point de vue de la prospection pratique une telle allure des courbes
d’égale pesanteur indique nettement la région ou les sondages doivent
étre entrepris avec un succés certain. Les questions théoriques qui s’y
rattachent seront étudiées ailleurs.

Des cavernes volumineuses, plus ou moins inondées, (o <<p <<t),
comme dans les causses ou les alpes dolomiliques, se révéleraient aussi
par des aires fermées de faible intensité de la pesanteur, si toulefois les
trés grandes inégalités de relief du terrain permettaient de coordonner,
sans exiger le calcul de trop de corrections topographiques locales, les
mesures a la balance Edtvos.

Un autre cas particulier mériterait aussi une étude théorique parti-
culiére, c’est celui de filons métalliques lourds, de grande étendue, mais
de faible épaisseur, quelques décimétres ou au plus quelques métres,
qu’il conviendrait de traiter comme des surfaces a travers lesquelles le
potenticl seul, mais non sa dérivée normale, est continu; la disconti-
nuité, de la dérivée normale mesurerait, si la prospection permettait
d’en déterminer la valeur la masse du filon par unité de surface.

Ces discussions allongeraient trop ce chapitre.

CHAPITRE III

RECHERCHE DES DENSITES DANS LA COUCHE SUPERFICIELLE
DU GLOBE TERRESTRE, SUPPOSE SPHERIQUE.

28. Pourl'étude de ’ensemble du globe, je travaillerai en coordonnées
sphériques, et je supposerai que les mesures de pesanteur effectuées a la
surface réelle du globe, tel qu’il est, ont pu étre, a I’aide de conventions
raisonnables, transformées de maniére a faire connaitre sur une surface
sphérique de référence (rayon R,) la distribution du potentiel de gravi-
tation et de la force suivant le rayon (déduction faite de la force centri-
fuge due a la rotation du globe. Ce travail préparatoire- comporte bien
des difficultés, dont quelques-unes de principe ; mais je ne veux pas les
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discuter ici. Je suppose donc que le probléme suivant a été substitué,
avec une correspondance bien définie, au probléme réel.

Etant donnée une sphére de rayon R, hors de laquelle il n’y a pas de
matiére, on demande ce que les lois de la gravitation font connailre
relativement aux densités internes, quand on connait la distribution du
potentiel newtonien et l'attraction newtonienne (compatibles) sur la
surface de la sphére.

La connaissance de la fonction de Green et de la fonction de Green-
Neumann pour la sphére, permet de déduire I'une quelconque de ces
deux fonctions de 'autre directement observée. On peut également les
rattacher 'une et 'autre aux observations a la balance Eotvos.

Actuellement (1938), la meilleure maniére de travailler serait de
multiplier les observations continentales avec le pendule Holweg-Lejay
et les observations marines avec les pendules Vening-Meinesz. Notons
que le sous-marin n’est pas indispensable pour ces derniéres et qu’il
serait certainement possible d’aménager un laboratoire submersible de
dimensions modérées, transportable a bord d’un navire d’explorations
privé, tel que la Princesse-Alice, ou un yacht de plaisance, sans les
complications administratives d’une installation & bord d’un vaisseau
militaire.

29. Soient donc V, et V) le potentiel newtonien et sa dérivée suivant
le rayon r croissant, le long de la surface r = R, de la sphére de réfé-
rence ; ce sont deux fonctions de la longitude « vers I'Est et du sinus de
la latitude (i) compté du pole Sud (2 = — 1) vers le pole Nord (u = —+1).

Tout ce que l'on sait a 'intérieur se réduit &

(VH V=V,+ (r—Ro) Vo+ (r = Ry)* f(r, 2, 1),

. C )V c . . ;
qui assure la continuilé de V et de l?; entre 'intérieur et 'espace libre a

travers la surface de référence. La fonction arbitraire f ne devient

s>
or
Au centre (r =0), le potentiel a une valeur déterminée, et la force

pas infinie pour 7 = R, ni sa dérivée

doit avoir une grandeur et une direction déterminées X, Y dans 'équateur
suivant le premier méridien, et en quadrature, Z suivant 'axe polaire.

Ces restrictions évidentes imposent a la fonction arbitraire f une
forme assez compliquée. Quand on en tient compte, le potentiel V en
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tout point intérieur a la sphére (0o <r<R,) doit étre écrit ('
p P =r=

Ry—r , re
(VIh V=V0<l+2 oRo )R“‘ Vio(r—R °)ﬁ‘g

J— 2 2
+<R" r> Roore L F(z,y,5)+Xo+Yy+1z].
R, R, R3

On a, d’ailleurs, pour la densité, p :

2V 2 JV 1

(46) : —4nGp=AV = dr‘l+;(ﬁ+;‘—28V’
en posant
' N 1o 9 Ny
(47) 0——1_“2,)-1&"-@((“‘”')@)'
D’ou I'expression finale de la densité interne
(48) —4nGp=V04r—2R" 3R0_2r8V0+V'06r—2R° R"SV’

Ry T Rg R + - R
8r— 2R, N Xz+ Yy +1Zz6r—4R,
R} r R3

(RE—6Ryr+6r2)F(r,u,a)

(Ry— r)2r

F s
4
RO

G el LS P

+ (RR;ZI') L8(X cosa Y T— 2+ Ysina 1 — 2+ nZ)
0

“+ R—o) SF (ryp,a),
C, X, Y, Z sont des constantes arbitraires.

& est une fonction arbitraire firnie des trois coordonnées. Seules sont
déterminées, par les mesures a la surface, les deux premiéres lignes de
cetle longue expression ; tout le reste représente la partie de 'expression
de la densité qui n’est aucunement déterminée par les lois de Ila
gravitation seules.

Rappelons les relations entre les coordonnées rectilignes z, y, s et les

(1) Comptes rendus, 180, 1925, p. 989-99r.
Au paragraphe 5, le coefficient de g, est erroné; il laisserait un reste macceptable
prés du centre (mai 1938).
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coordonnées sphériques r, p, a;

ry1—ple=ux, ryi—pis =y, re=3 (c=cosx, s=sina);

rdr=xdr+ ydy + 3dz,

ry1—p2do =— sina dx + cosa dy,
—rdu=py(1—p2)cosadr + py/(1— p2)sinady — (1— u?)ds;
dr =cy1—pidr—ry1— p’*sdx—rc&,
Vi—p?

dy:s\/I—H'-’dr—f—r\/l—p?cdz—rs—dL,
Vi—p?

dz = pdr + rdu.

30. Comme au chapitre précédent, on peut imposer une grande
variélé de conditions additionnelles sans supprimer entiérement
Parbitraire.

On peut s'imposer la condition que chaque cone élémentaire d’angle
unité [par exemple, 1:50000 de la surface de la sphére, ou & peu
prés 10000 (=100 ><100) km carrés] contienne la méme masse de
matiére ; ce qui est a peu prés la condition d’isostasie des géodésiens.

On peut aussi bien s’imposer telle autre distribution en longitude et
latitude :

r=R
(49) [ erdr=om(s),
Yr==0
soit suggérée par la géologie ou la séismique, soit par la pure fantaisie
sans que les mesures a la surface cessent de répondre a chacune de ces
distributions différentes de matiére.

On peut y ajouter telle distribution globale que l'on voudra des

actions mécaniques mutuelles entre ces cones, etc.

31. Noyau isotrope hypothétique. — Sans insister davantage sur les
hypothéses trop arbitraires, il est utile d’examiner la supposition trés
généralement adoptée d’un puissant noyau isotrope, formé de couches
sphériques homogénes concentriques, et donnant, sur une sphére de

. A%
rayon Ry—H, un potentiel V; et une composante normale (17)“

csnstants.
C’est I'hypothése la plus simple, et elle n’est pas contredite par ce
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que lon sait jusqu'a présent (1938) de la propagation des séismes
au loin.

Il suffit, pour représenter cette hypothése, de prendre, dans la
formule (V'), '

T 7! ’ .
S p,a) = _V‘l+ 0 +(1 +H—Ro)[\“;;V° +2VHH:‘V°]

+(r+H—Ry)2F(r,pu, )
avec F arbitraire, finie (R, —— H<r<R,).
Donc

(vuny V=V,+ (r—Ry)V,+ <——r:{R0>-(VH—"Vo+HV;})
+<r-RO)‘-’r+H-R0

o (2 Vu—2Vo+ HVj+ HV})

+(r—Ro)2(r+H—R)2F(r,u,a).

32. Densité a la surface p,(p, «). — Essayons de préciser davantage
en empruntant uue donnée a I'observation géographique. On peut ima-
giner que l'on ait réussi a connaitre suffisamment la densité des couches
superficielles du globe. Pour toute la surface océanique, on peut prendre
I'unité. A la surface des continents, méme en laissant de c6té les pre-
miers métres, trop remaniés, il y a une telle variét¢ d’affleurements de
niveaux géologiques différents, qu’il est impossible de se contenter
d’une densité unique supposée uniforme; il a bien fallu, en chaque point
d’observation du pendule, choisir les densités les plus appropriées pour
les corrections locales que nécessite le relief inégal sur une étendue de
quelques décamétres autour de la station. Sans prétendre représenter
dans toutes leurs variations les densités marquées par les cartes geolo-
giques, méme simplifiées, on ne peut pas se soustraire a la nécessité
d’employer une densité fonction de la latitude et de la longltude p(p, a).
Mettons-la en évidence dans V.

Il faut prendre pour cela

RO VI

47 G I
F(rypw ) =— S5 eo(p, 2) — Wavo i

— 12 [3Vu— 3V, HVi+ 2 HVy ]+ (r — Ry) G (r, 1, ),

ou il reste la fonction G (r, u, o) arbitraire finie.
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D’ou, groupant les termes,

(V) V=Vot (r—Ry) Vo + (r—flm);(vu—vw HVY)
+ (”_HR“>' (’* }:{‘ R") (2Vg— 2Vy+ HVh+ HV))

—_R.\2
+<” - ") (r+H—Ry2[ —22Gp—6Vn—6V,

— 2HVi— 4HV) — Tl]*—o 3V,— RV,

+(r—Ry)»P»(r+H—Re)2G(r,p,a).

33. Distribution par couches homogénes. — L’étude d’une distri-
bution de densités par couches homoéénes superposées est moins simple
pour le globe sphérique entier que pour un étroit domaine plan. Un
grand nombre de couches viennent affleurer jusqu’a la surface. Il faut
commencer par les classer.

La premiére couche est la couche océanique de densité p', a peu preés
uniforme et trés peu supérieure a 1. Outre les océans, elle devrait com-
prendre, dans une description détaillée, les fleuves qui s’y jettent, les
lacs superficiels et les réservoirs souterrains qui les alimentent, etc.
On devrait méme commencer par la couche nullement négligeable des
glaciers antarctique et arctique, et des glaciers continentaux, Sibérie,
Canada, Groenland, Hymalaya et Thibet, Alpes, Caucase, etc.; mais
quelle densité pourrait-on raisonnablement leur attribuer? D’ailleurs,
bien que leur étendue superficielle soit considérable, il est peu probable
que leur épaisscur dépasse quelques dizaines de métres, ou tout au plus,
et rarement la centaine. Dans un apercu d’ensemble on pourra les
regarder comme une pellicule superficielle, créant une discontinuité de
la composante normale de l'attraction sur l'aire qu’ils recouvrent,
discontinuité dont nous ignorons I'importance exacte, comme d’ailleurs
nous ignorons le relief rocheux exact.

Pour l'océan, les sondages ont suffisamment décrit sa profondeur;
cette premiére couche s’étend jusqu’a

r=Ry— SU(p, a).

Dans ce domaine océanique R, — S"<r<R,, j’ai donc

(V) V=G 3 (r— Ry Vp (%)
0
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avec
2 R
‘170=V0+47:G91f%, Vi=Vy+ fr Gl

— V, est 'intensité de la pesanteur mesurée par la méthode et Vening-
Meinez et corrigée de la force centrifuge.

(50) o= ri 2 {(r— RV, =+ n(n +1),]
0
+(r+ Ry ontRyV,+ n(n—1)(r— Ry)» 2RV, |
qui détermine les V,, a partir de V, et V; par
(n+2)(n—1)RVppo=—2(n + 12 R Vpin— n(n + 1)V, — 8,

ou S" est négalif. On pourra, par exemple, prendre pour S, sur toute
I'étendue du globe, le développement (') en fonctions sphériques déter-
miné par M. Adalbert Prey.

V, est le potentiel a la surface océanique déduit de toutes les obser-
vations de pesanteur (corrigées de la force centrifuge) tant continentales
qu’océaniques ; opération dont la discussion mériterait a elle seule un
chapitre entier.

Cette formule VY nous conduit au fond de la mer, jusqu’a la surface
de la Lithosphére et nous donne sur cette surface

0 r=Ry— S8y, ),
(52) (V)sn =—4=Gp (S:;): +i(sn)n ),
el ’

0

34. La lithosphérg. — La limite de la lithosphére est constituée par
le fond des océans, et, pour la partie continentale, par une surface qui,
suivant le mode adopté pour la réduction de la pesanteur, peut étre, soit
la sphere de rayon R,, soit une surface suivant de plus prés le relief

(') Abh. K. G. W.zu Géttingen (Math. Phys. Klasse Neue Folge, B! XI, 1).
Darstellung der Héhen und Tiefen verhdtnisse der Erde, etc.



182 MARCEL BRILLOUIN.
que je désignerai encore par

r=R,— SU(u,a).

De toute facon, et sans en discuter ici le mode de calcul, je suppose

que 'on posséde Vgn et <g>s" sur toute I'étendue de la lithosphére

(oLalam, — 1<+ 1) marine et continentale [(52) et (53)].

I s’agit de découper le sous-sol en couches d’égale densité, en s’aidant
des cartes géologiques. Attribuant la densité p"™ a la couche la plus
récente, on trouvera sur la partie continentale une partie de la courbe
d’intersection G} de la surface S qui la limite avec la surface externe S™’
de la lithosphére ; mais on ne connait ni cette surface S', ni la portion
océanique Gy de la courbe d’intersection avec le fond des mers.

Sous celte couche p™, la géologie conduira & en examiner une autre
plus ancienne de densité suffisamment différente pV. Pour elle aussi, on
utilisera la courbe d’affleurement continentale observée, C{'; mais on
aura a chercher le reste de la courbe d’affleurement Cy! sous-marine et
la surface SY' profonde; cette surface SV! peut aussi étre arrétée a la
surface précédente S’V sur une partie de son contour.

~ Dans chacune de ces couches, partant d’un potentiel tel que

(VW) V—_ /47:G9""% _,_Z (r— S§VIyn VI,

avec la condition

I

(54) Q’,‘;E._,: 1 ()S 2 . dS 2 >
5-+(n+q)(n+1)l_m<£> +(n+a)(u+n)(x—p-)<0~;)
1 08 JVp 4 L O0S 0V, 4,
2<”+’)[‘—1_Hz i i Gt R v v ]
+(n+1)V, 1 8S—2(n+1)28V,  — 8V, —nn+1)PV, |,
que fournit la condition
— ' —
0_—_2 V. [%(r-— Syr—1+4+n(n—1(r— S)"—?]
. 1 dS IV, 9IS 9V,
(I‘—S)”O‘l’u'—?,ll(l’—S)"41 [_I-:_\IIE )z —().’;!_l +(I —H-)C)TJ. W]
“+ % —n(r—S)»—1%, 88

1 JS\ 2 JS \ 2
+Il(71——l)(7'—S)"—‘-"v,,><[I_H,_, (4)—0{) +(l—f"~2)<;};> ] A
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ou, mieux groupée.
(55) o ZEQ:i)"_ R(R+1)Vp+8Vp+ 2(n 41028y — (n4+1) Vyiq 88
r

n4+ I) I ’)_S OV ( 2 dSHdeIH-l‘
—2( I—p2 dx da +u H)fjl:;. du; |
+Vnia [ S2

+(n+2)(n+ ‘)[, __I e <(§>2+(1 —e (((g)o]

33. Ces formules provoquent les mémes réflexions que celles du

Chapitre II relatives au terrain plan.

Les conditions de continuilé newtoniennes ne fournissent a elles
seules ancune équation pour la détermination des surfaces de séparation
successives S, S, ... d’aprés les seules valeurs du potentiel et de la
pesanteur observables.

Pour trouver des conditions, il faut y ajouter des hypothéses sur la
distribution profonde ; par exemple, que sur une certaine sphére
'r:RO——Z, le potentiel et la force sont supposés uniformes, parce
qu’on suppose la distribution de densité isotrope en dessous. Cela ajoute
deux conditions auxquelles les surfaces extérieures sont assujetties.

Si l'on essaie de salisfaire avec deux couches géologiques de la litho-
sphére seulement, c’est-a-dire une seule surface inconnue S', il y aura
en général incompatibilité.

Si Pon essaie avec trois couches géologiques, c’est-a-dire deux sur-
faces inconnues S'¥ et S, les deux conditions pourront en général étre
satisfaites ; mais la recherche de la solution (méme en arrétant les déve-
loppements en séric a leurs premiers termes) semble devoir étre trés
difficile, et la discussion sera rendue trés délicate, par le fait que chaque
couche est loin de s’étendre a toute la surface de la spheére.

Si on essaie avec quatre couches, il y aura trois surfaces a déter-
miner par deux conditions seulement; on pourra donc s'imposer une
condition nouvelle, par exemple, de gonflement purement radial ou de
charriage latéral quelconque, ou d’équilibre statique de toute I'épais-
seur de la crodle par compartiments pas trop petils, etc., quelque irré-
guliéres que soient d’ailleurs les distributions de potentiel et de forces
données par 'observation.

Avec cinq ou six, ... couches géologiques, U'arbitraire admissible

INSTITUT HENRI POINCARE. — VIIL, IV, 13
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reparait complétement, comme quand on supposait la densité variable
d’un point a Pautre.

Pour retrouver quelque chose qui ressemble a ce que les géodésiens
cherchent a obtenir sous le nom d’isostasie, il faudrait entreprendre une
discussion qui ne peut trouver place ici. Remarquons sculement que
rien n’autorise a oublier d’écrire, comme l'oublient les géodésiens,
les deux conditions de continuité du potentiel et de la force a travers la
surface de séparation unique S' qu’ils cherchent a déterminer par la
condition de gonflement purement radial d’un globe primitivement

isotrope.

CHAPITRE IV.

LE CHAMP MAGNETIQUE TERRESTRE PERMANENT
ET LES PROPRIETES ELECTROMAGNETIQUES DU GLOBE ().

36. Les mesures du champ magnétique a la surface des continents et
des mers peuvent fournir, sur les propriétés magnétiques permanentes
de I'intérieur de la Terre, des renseignements analogues a ceux que
donne la pesanteur sur la distribution des densités, trés incomplets
eux aussi.

L’observation des trois composantes équivaut & la mesure de la com-
posante normale et du polentiel magnétique. Le premier travail a faire,
est, eonformément aux indications classiques de Gauss, de séparer ce
qui provient de sources cxtérieures, pour conserver seulement ce qui
provient de sources intérieures a la surface de notre globe. Clest de
ces mesures étendues a toute la surface du globe, océans et continents,
qu’il s’agit de tirer le meilleur parti possible sans y ajouter d’hypo-
théses étrangéres aux théories électromagnétiques de Coulomb et

d’Ampeére.

37. 11 faut d’abord fixer les notations et rappeler les équations du

champ permanent :

(') Voir C. R. Ac. Sc., 184, 1927, p. 1381.
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E,, Es, E; composantes du champ électrique E suivant les trois direc-
tions rectangulaires xz, ¥y, 3.
M,, M,, M; composantes du champ magnétique M.

Dans I’état permanent

JE,  JE;

=o, R,

il y a un potentiel électrique V,

av JV A%
(57) Ei=—— - P
Si le champ magnétique est di a une aimantation permanente, sans
courants électriques (j, == j» = J3 = 0), les équations d’Ampére
oM, oM,

(58) P —07 =47f1, ... (rotation horaire, de I’Est vers 1'Ouest)

montrent qu’il v a un potentiel magnétique P.
q y p gnelq

oP JP Jop
(59) My=— ——; M“’Z_ZF’ M‘z—dz

.

dx

Partant du potentiel d’un doublet, on a, comme potentiel au
point z, ¥, z d’'un champ d’intensité d’aimantation A,, A,, A, au
poinl £, 0, ¢ (unités électromagnétiques),

. . \ 0 [1 ’ Jd /1 Jd /1 . 1
(60) P_‘ﬂ [A19§<;>+Ag;);‘<;_>+A;,()—,;(;)] & dn L,

ou
= (=B (=)t (s — O

qu’on transforme, en intégrant par parties, en

3 % d4
(61) P=HZA‘+”“§2+”A“(12 ——ﬂDiv(A)d————’ W&,

r

ou I, m, n est la normale extérieure au volume aimanté dont dX est un
élément de surface.

En résumé, le potentiel magnétique se calcule comme un potentiel
newtonien dont la densité en volume serait — DivA, et la densité
superficielle A, composante émergente normale de I'intensité d’aiman-
tation.

A travers la surface libre, la dérivée normale du potentiel magnétique

13.



186 MARCEL BRILLOUIN.
subit un changement brusque

JP JP;
(62) _(}—If——d; =_47T(Ai— Ae)n-

Le potentiel est continu et satisfait a

(63) , AP; =+ 4= DivA.

38. Pour former une expression utilisable du potentiel magnétique

. P R ‘
interne P;, la mesure de —,f et de P a la surface du corps ne suffit donc

9
JP; . R ye T
> il faut, en outre, connaitre I'intensité d’aiman-

tation normale A, de la couche superficielle. Rien n’est plus difficile :

pas. Pour atteindre

soit par des mesures magnétiques pures, soit par inductlion, ce n’est
: JP . S .
toujours que 7’-5 que l'on atteint; par arrachement aussi, mais cette fois

en modifiant ce champ d’une maniére inconnue par l'introduction de la
petite masse de grande susceptibilité magnétique.

Il faudrait pouvoir détacher en chaque point de la surface un petit
volume de la matiére aimantée, sans que son aimantation intrinséque
soit changée por le travail mécanique de découpage; il faudrait, en
outre, pouvoir évaluer le changement d’aimantation induite dans ce
petit volume par le fait qu’on le sort du champ magnétique de 'ensemble
du corps.

Apreés Pavoir ¢tudié, il faudrait savoir le remetire en place et lui faire
reprendre son aimantation avant de déboucher un autre petit volume
pour le soumertre a la méme étude, etc.

Pour une masse comme le globe terrestre, 'énoncé méme de ces opé-
rations montre qu’elles sont illusoires.

Pour un aimant de laboratoire, d’innombrables Mémoires expéri-
mentaux ont ét¢ publiés au x1x°® siécle sans que les auteurs aienl méme
analysé les difficultés a surmonter. Les moins incomplets sont de deux
sortes : 1° ccux ou l'on a constitué les masses a aimanter par super-
position de lames d’acier minces, bien serrées par des brides non magné-
tiques, qu’on a aimantés, puis démontés pour étudier 'aimantation de
chacune des lames; 2° ceux ou l'on a usé a 'acide la surface d’un
aimant massif et mesuré ses propriétés magnétiques a divers degrés

d’usure.
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Mais, jamais ces mesures n’ont été assez complétes pour que leurs
résultats aient un sens, méme grossier. Les lames, méme serrées, ne
s’aimantent pas comme de la matiére magnétique continue; la seule
existence d’une surface de contact équivaut a un effet de discontinuité
notable, encore trés mal connue maintenant. D’autre part, ’enlévement
de couches externes de plus en plus épaisses change 'aimantation de ce
qui reste, d’une maniére qui parait trés difficile a analyser.

La distribution des intensités d’aimantation dans un aimant artificiel
de laboratoire est encore aujourd’hui a peu prés inaccessible a I'expé-
rience.

39. Problémes de prospection locale. — En ce qui concerne la
prospection magnétique, le probléme utile est heureusement beaucoup
plus simple. Les masses ferrugineuses cherchées ont toujours une
aimantation supérieure de beaucoup a tout le terrain qui les entoure;
elles produisent un champ magnétique qu’il est toujours facile de séparer
suffisamment du champ géomagnétique général pdur localiser la masse
magnétique; etle mode de décroissance du champ depuis les régions les
plus intenses jusqu’aux bords, a la surface du terrain, renseignera tou-
Jours avec assez de précision pour qu’on puisse indiquer une aire de
trous de sonde devant rencontrer a coup sir la masse ferrugineuse a
une profondeur a peu prés connue.

La partie économiquement utile de la prospection ne présente donc
aucune difficulté technique sérieuse.

Il semble alors inutile de poursuivre une analyse théorique sans pré-
cision possible et assez décevante.

Je me borne a rappeler que l'indétermination est plus grande encore
qu’en gravitation, puisqu’on ne sait pas mesurer l'intensité d’aimantation
émergente qui reste comme une inconnue, el qu’aprés avoir écrit
correctement, I'expression générale du potentiel magnétique, aprés en
avoir déduit la formule qui donne DivA, il faudra encore remonter aux
formules qui définiront les trois composantes A, et dans lesquelles de
nouvelles indéterminées s’ajouteront a celles qui proviennent de I'expres-
sion générale du potentiel magnétique P.

Pour plus de clarté, j’écris les formules relatives au terrain plan.

Soient P,, (M;). le potentiel magnétique et la composante verticale
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extérieure mesurds; soit (A,), I'intensité d’aimantation émergente, j’ai

(64) (M:;)i—_— (M:5)e—47?(-"\3)0;
d’ou
(VI) O Pi=Pe—5(My)e+ 247 (A3 )0+ z;f(w,y,:)

avec f arbitraire fini. De la, je tire; d’ou
(65) APi=BPe—z8Me+z4n8(A;j)o+§8f+zzf’:+f.
Il reste a écrire A, A, Ay, a 'aide de

1

(66) DivA =+ o

AP, avec A;=(Aj) pour 3 =o.

Cela conduit a
JP _dB, 9By

“M::ﬂ-—'—ﬁ_dy’
_oP 0By 0B,
(VIT) , 4“1\2—,}‘—},-’-%—7&;,
a0 9B 9B
A= T 9y T oz
avec
By=:zC z C(My)e d
- g 1= Gy )+ [ (e,
\ Bi:zc?(xu}”z)a

ou By(z,y,3), G, C, sont des fonctions arbitraires finies.
Il y a donc quatre fouctions arbitraires finies o'z, y, s et une fonc-
tion (A;), arbitraire finie de z et  quand on s’assujettit uniquement aux
“lois générales du magnétisme.

40. Globe terrestre. Probléme sphérique. — Soient 8 la colatitude
comptée a partir du pole Nord, et « la longitude vers I'Est. Je rappelle
les formules de la rotation d’un vecteur F ayant pour composanle
radiale F,, méridienne vers le Sud Fy, paralléle vers 'Est F, :

1

J . ad

Rot, = e [% (sinf Fg)— P Fg ],
1 J Jd

(67) Rot= L[ (Fo =5 B |
Jd /1 J

Rotg= "~ [;j;(m“)“ﬁ“m]
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et de la divergence

JA . 2 1 oA o 1 [JdAg
- +;A,+ <—()T -+ Agcoth ).

— +_
rsin dx - r

(68) DivA =

Connaissant la partie due a des masses internes du champ magné-
tique extérieur mesurée a la surface de la sphére r = R, nous pouvons
écrire pour le potentiel magnétique interne :

(IX) Pi= (P)r+ (R —r) (Mp)e— (R — r) 47 (A Jr+ (R — )2 f(r, 0, 2).
D’ou
. 0?2 2 d 1 0?2 1 0 coth o
(69) 4*”“A=“’f—[a'ﬁ*;a;*r““—zsinee(ﬁ*m—eﬁ Efe]P”

ce qui conduit 3 prendre

JP i Jd . J
beAr=" 5 +m[36(5‘“"3”—£ By ]

. 1 JP 1 Jd J
X) imhea= T3 0x T & [E- (rBo) — 75 B ]

1 JP 1 0 | 0
=do= L5 T, [a‘ (mf‘">“,;7 ”Ba)]
avec

®€
Bo= (R — r) Co(r,0,a)— rsinef (M), da,
(XI) 0

By= (R —r)Cy(r,b,a),

Cy, Co, B, sont des fonctions arbitraires finies des trois variables r, 6,
comme f.
C’est tout ce qu’il est permis de tirer des mesures superficielles et des

lois du magnétisme.

41. On pourrait, en allongeant les formules, écrire 'existence d’un
noyau central spﬁérique a aimantation uniforme. Mais la haute tempé-
rature, non douteuse, de presque tout le volume de ce noyau ne rend
guére vraisemblable une aimantation uniforme de quelque intensité.

D’autre part, les roches des couches géologiques connues sont toules
bien peu magnétiques; et une distribution d’aimantation dans la crotte
de quelques cenlaines de kilométres d’épaisseur semble bien insuffisante
pour produire le champ magnétique permanent que nous mesurons.

Il parait donc utile d’examiner quels courants permanents, sans
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accompagnement d’aucune aimantalion permanente, peuvent produire
le champ magnétique externe observé.

42. Terrain plan. Courants électriques. — Le champ magnétique
externe peut aussi bien étre dd a des courants internes qu’a une aiman-
tation des roches. Ecrivons donc les équations d’Ampére, pour chercher
quelles peuvent étre les densités j, j», 5 de ces courants.

g MMa OV,
S Ty
. oMz oM,
(7) 5= 5r 5z
.My oM,
47':]3— —dy ——-.——dx. i

Les trois composantes du champ magnétique sont continues a la
surface du globe; donc directement connues par les mesures exté-
rieures.

Dans I'état permanent, il n’y a pas de courant émergeant,

(J3)o=o.

'

Choisissons arbitrairement trois fonctions de z, y, z finies partout
M, M, My ; tout ce que l'on sait du champ magnétique se résume en
s M1 = (M1)0+ Zgnq,

Mg: (Mz)o—i-zmz,

M3 = (M3)0+ Zm:},

(71)

qui donnent

frjim DM 4 LMy 0y 9(Ma)

dz "y ay
.0y O(My), 9N

(Xll) ) 4ﬁjg—ZW+-7— an — 2 dz )
. OMy), | O, (M), dOR,

| 47:];— T+3Ty' — T—Z-?;-'

La condition en (j;),, déja satisfaite par le champ extérieur mesuré,
I’est aussi par les termes complémentaires qui ont z en facteur.
C’est tout ce que fournissent les lois de I'électromagnétisme.
~Pour aller plus loin, il faudrait y ajouter des hypothéses sur 1'origine
des courants, électrochimique, thermoélectrique, inductive, etc., et sur
la distribution des conductibilités des roches, c’est-a-dire précisément
ce qu’on cherche. C’est a peine si les équations tirées de I’électroma-
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gnétisme et des mesures extérieures limitent un peu le champ des

hypothéses acceptables.

43. Globe terrestre. — Kcrivons les mémes conditions en coor-
données sphériques.

. I J oM,
drjo= p [d_r (rMg) — J;
. . 1 J I J
(XIII) dmjo= [% <mM,>— = (rMa)],
. 1 d . J
4n;,~=r—gm[56 (sinfMgy) — 7 Mjy ]

La continuité du champ magnétique a travers la surface est assurée

en prenanl
My= (Mg)r+ (r — R) M,
(XIV) Me:(Me)R+(r—R)DRe,
| M, = (M;)r~+ (r — R) I,

ou (Mg)g, ... sont les valeurs observées a la surface (r=R) du champ
extérieur, et les Iy, ... trois fonctions arbitraires finies de o, 0, r.

Le courant extérieur étant nul, il en est de méme du courant Jr
interne émergent, a cause du facteur (» — R) des termes arbitraires M,
et IN,.

La seule condition générale qui s’impose est que le champ magnétique
ait au centre une grandeur et une direction définies; et aussi la densité
de courant électrique. Cela introduit dans les formules générales
six constantes inconnues (probablement nulles) et les complique en
apparence sans ajouter rien d’utile aux renseignements qu’on en peut
tirer. On peut les trouver dans la Note de 1927 aux Comptes rendus

(184, p. 1381).

CONCLUSION.

44. Conclusion. — On peut résumer tout ce qui précéde en peu de
mots :

La connaissance d’un point et de la tangente en ce point ne détermine

pas une courbe dont on ne connait pas I’équation différentielle
(du deuxiéme ordre).
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La connaissance d’un sommet et de la direction du premier c6té ne
détermine pas une ligne polygonale dont on ne sait rien de plus.

De méme, pour tirer des mesures superficielles, de pesanteur ou de
magnétisme, des renseignements surla distribution profonde des densités,
de Paimantation ou des courants électriques, il faudrait y joindre, soit des
observations, soit des hypothéses distinctes de la théorie des atiractions
newtoniennes ou de la théorie des actions électromagnétiques, et équi-
valentes a des équations aux dérivées partielles délerminées. Les rensei-
gnements ainsi réunis se compléteraient ; ils ne se contréleraient pas les
uns les autres, contrairement a 'impression que laisse la lecture des
travaux des géodésiens sur '« isoslasie ». J’aime & croire que les géodé-
siens n’en sont pas dupes; mais certainement la plupart des géologues et
géographes qui les lisent sont exposés a prendre pour des controles
« mathématiques » des accords numériques entre deux maniéres diffé-
rentes de « corriger » les données directes d’observation, par des consi-
dérations qui ne relévent en réalité d’aucune théorie mécanique. C'est
une illusion assez fréquente des bureaux de calcul.

Rien n’est plus naturel que la curiosité relative a I'état interne du
globe, soit dans I'épaisseur de la crodte, soit aux grandes profondeurs.
Rien n’est plus intéressant que les apercus fournis depuis une cinquan-
taine d’années par ’étude des rides du géoide (bien difficiles a définir
correctement) et par celle de la durée de propagation des séismes loin-
tains. Mais il ne faut pas confondre ces apercus avec les conséquences
directes des théories de la gravitation et de I'électromagnétisme. Cest
ce que j'ai voulu rappeler, avec insistance, dans ces quelques confé-
rences, en isolant bien le certain de Phypothétique.

D’aprés des conférences
P

données A PInstitut Henri Poincaré

les 11, 13, 18 el 20 mai 1938.)

FIN.



