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Equations aux dérivées partielles
et théorie des fonctions

PAR

Viro VOLTERRA (1)

CHAPITRE I

SecrION 1

La linéarication du laplacien

1. — Avant d’aborder les problémes qui constituent I'objet de ces
lecons, qui est I'étude de quelques généralisations de la théorie des
fonctions et des équations aux dérivées partielles qui s’y rattachent,
nous commencerons par faire quelques remarques sur les équations
aux dérivées partielles et sur les systémes obtenus par leur linéarisa-
tion.

Considérons ’équation
(1) %

v oy @

(1) La publication de ces conférences, dont M. GR. MoIsIL s'était chargé au début, a subi
un retard considérable et a di étre ensuite complétement abandonnée. M. J. PERES a bien
voulu la reprendre et la mener & bonne fin. Je dois 4 la précieuse collaboration de ce savant
la forme définitive sous laquelle ces legons, tenues en 1931, paraissent aujourd’hui. Je dois aussi
remercier Mademoiselle H. FREDA de Iaide efficace qu’elle m’a apportée.
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V. VOLTERRA
Cet te équation est intimement liée au binéme algébrique
(2) % —y%

La décomposition du binéme (2) en deux facteurs algébriques (¥ + )
(x — y) conduit a la décomposition de (1) en deux facteurs fonction-

nels
e

et I'étude de (1) se rameéne 2 1’'étude des deux équations

(‘au U
— =7

€ Yy
3 ( v |

— 4+ — =o0.

ax | dY

De cette maniére on a linéarisé 1'équation (1) en ce sens qu’on l'a
remplacée par le systéme (3) d’équations du 1T ordre.

Si, au lieu de I’équation (1), on avait considéré I’équation du type
elliptique

(4)

’u -+ du o
%2 o~

on aurait pu envisager sa linéarisation de la fagon suivante :
2, - .9
<— —l—'I«*—b— (_b ——z—a)u_—_o;
o ay/\ox 2y
mais, dans ce cas, il convient de considérer » comme complexe
u=—"P +1Q;
on obtient alors successivement I’équation
2 , . d )
—+1— ) (U +1V)=o,
(ax + ay>( + V) '

qui n’est que le systéme d’équations de CAucHY pour les fonctions
monogénes

‘?E_bl
EY3 Y
2y ox



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ET THEORIE DES FONCTIONS
puis I'équation
)(P +iQ) = U + 5V,

qui introduit la dérivée ordinaire de la fonction monogéne P + 4Q

d(P + zQ)

U4V = dz

(6)
Le systeme de CAUCHY (5) linéarise I'équation de LAPLACE (4) parce
que de (5) on tire la conclusion que U, V sont harmoniques.
On entrevoit déja les relations entre la linéarisation et la théorie
des fonctions.

2. — Le procédé ci-dessus conduit d’une équation du deuxiéme
ordre & un systéme d’équations du premier ordre. La marche inverse
présente aussi un grand intérét. Considérons par exemple les équations
de I'électrodynamique dans un milieu anisotrope. Elles ont la forme

/?l4=caﬂ_baav
ot oy oz
dM__ . 2U o aW
@ oY e T
N _ p2 3V avV o aU
Lot X o’
et
foU _ M _ »N
\ af T . w’
/ 1oV _ oN aL
7) Jot T T !’
( oW __ oL, oM
, of ay ox

Par un calcul facile, on conclut qu’en'posant

U=2F_
o Fz

V= 28
?F,

W= 12

—_— CzAFs +

a’AF, + ﬁ)

bP

’

— b°AF, 4+ —.

oy
aP
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avec

2 aF. . aF? o nF,.,

P=a
) w %

-+ b

et en introduisant des fonctions f, f,, f; telles que
sz dfs ofs _ dfs __ 3y ¥
oz oy’ B = s 2z 1= 2y ax’
on obtient des intégrales de (7) et (7') si fy, f,, /5 satisfont a I’équation

of b‘f Y a‘f+ Ai( R VAN ij—“)—}—zAz( o +_bff_>

+—3 ;
()ax‘ ox} ax* %k axfox? © oxZoxi amZx; | oxlox?

+2A3( .‘f + a‘f\) o.

axRx: | dxjoxd

Dans (8) on a posé
Aty et +a Pl

A= 2bc 27 T2ca 5= T2ab
et on a utilisé les variables
= 'ix;,
x y 2
Xy = — Xy == X3 = —
' Vb ’ vea - P \/ ab

Le systéme d’équations du premier ordre (7) et (7') est remplacé par
Iéquation du quatriéme ordre (8). Téquation (8) jouit de l'inva-
riance relativiste,

I équation du quatriéme ordre (8) est intimement liée a 1’équation
algébrique du quatriéme degré
{9) X xh - xh + af - 2A (03 - adxd) + 2A,(x3x) + xdd)

+ 2A5(x3x} + xix3) = o,

qui est I’équation de la surface d’onde.

Le parallélisme entre les propriétés algébriques de 1’équation (g)
et les propriétés fonctionnelles de 1’équation (8), est intéressant a
poursuivre. Bornons-nous 4 remarquer que si le polyndme (g) se dé-
~ compose en deux facteurs quadratiques, I’équation (8) se réduit a des
équations du deuxiéme ordre. Un exemple nous est fourni par les sys-
témes monoaxiques (b = ¢} : le polynéme (g) se décompose en deux
facteurs

a ; ) b
[#} + 2} + %+ %)%} + %% + G %3],
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et I’équation (8) se décompose en

2 o a<o2/ azf)___
ox? | ox2 ' b ax§+ )= O
2%, | oY, b(a*f. a’f1> _

o ot Talom T om) =

Pour les systémes isotropes le polyndme (9) est
(23 + &3 + %2 + x3)?%,

et I'équation (8)

22

a? 2
)u—_—o.

32
R + —
v  oxt

ox}

a‘!

Enfin, si I'une des variables (x, par exemple) est nulle, on obtient
une décomposition des ondes cylindriques et une décomposition ana-

logue de I’équation aux dérivées partielles.

—+

3. — M. DirAC a considéré le systéme d’expressions

B RN VRN A
| ic ot 1ax+by Y’
k I3y oY dds o
ic ol X oy 4
(10)
R TR TR TS )
ic af oK Y Py
. CRNFL) O T -
 dc ot 1ax+ay+zaz
qu'on écrit symboliquement
Fy
et qui est tel que
2? ?? o2 1 22
FFy = (3 + 55 + o — ceap)b
symboliquement
F2 = A.

C’est I'ensemble des quatre formes différentielles (10) qui constitue

le correspondant de A.
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Un exemple plus immédiat nous est fourni par le systéme

ov oW

ou
—_— P 3 0
rY% + dy 22
ow v
2V Y
(11) -
om oW __
2 x
W ou
— —— — 0
o dy

d’ott on conclut que

Or, il suffit de poser
Py = 1%
92 = U + 1,
pour écrire le systéme (11) sous la forme

S?ﬂ+ﬁ’_‘l’2_,_°_‘f’3:0

kY7 ) 2
(12) a(?g . bﬁpl B(Pi
( T oy T T °
ou, symboliquement,
Fo = o0,

et 'on vérifie facilement que l'expression § est la racine carrée du

laplacien a trois variables
F? = A.

Mais, si dans (12) nous écrivons

9o, =—S +1u

1

$y = U —+ 1W,
nous obtenons le systéme

[ dU . oV W
o oy ez

2 W W __

=0
o 2y %
I
(13) 8 |, m 2w __

Z " =o0

o Tz ax
28 W ou

2 o ay

o

__278.__.
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Nous retrouverons les systémes (11) et (13) dans les recherches sur
les fonctions conjuguées.

Au point de vue formel, les expressions F, et les autres systémes
analogues correspondent a yA.

Au point de vue des applications on connait le réle joué par I'opé-
rateur de M. Dirac dans la mécanique ondulatoire de I’électron ma-
gnétique.

M. Gr. Morsir (*) a étudié 'intégration des systémes qui linéarisent
I’équation de LAPLACE, leurs applications et relations avec la théorie
des nombres complexes et avec celle des fonctions conjuguées. On a
pu y étendre quelques-unes des propriétés des fonctions monogénes :
théoréme de CAuUCHY, intégrale de CAUCHY, théoréme de MORERA (?).

SEcrioN II

Quelques théories connexes a la linéarisation

1 -— On peut trouver d’autres opérateurs qui réalisent la décom-
position en facteurs du laplacien. Ces idées sont liées a4 une autre
branche de I’Analyse fonctionnelle : la théorie des fonctions permu-
tables et les équations intégrales. C’est ABEL qui fut le premier a étu-
dier une équation intégrale a limites variables et 4 noyau singulier. Plus
tard, ILIOUVILLE et autres géométres y ont rattaché une théorie des
dérivées d’ordre fractionnaire que nous allons utiliser.

Considérons I'opération fonctionnelle

_ 1d (*fs) = flo)
(14 #e) = o | B as.

Nous voulons montrer que, par itération, on obtient la dérivée

(13) FF/(x) = 2.

(1) Pour la théorie des systémes généraux de Dirac du type elliptique, voir Gr. C. Moisil (7)
(11) ; pour I’emploi des nombres hyper-complexes, voir Gr. C. Moisil (9) (10).
(2) Pour le théoréme de Morera généralisé, voir N. Théodoresco (18).
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En effet, en intégrant par parties

d

FAo) = | ﬁ\/x =SIHs) — flo)]| + \% 4 f "V — sf(s)ds,

la partie intégrée est nulle, donc

" f(s)ds
Ff(x) = \/1_ Ji—s Nt
et

_ * (bt
FEfx) = “d'“] \/x —5J, Vs — 1

on, en changeant l'ordre des 1ntegrat10ns

ds
FFfx) f o t \/(x — s)(s — t)

1a seconde intégrale est une intégrale eulérienne ayant pour valeur =
et la formule (15) est démontrée.

5. — Appelons FC Popération précédente F ou x a été remplacé par
la variable §. On voit que 'opération
P = F aF‘I,
est telle que
2%
T =

Or, par le changement de variables

x +y =2¢F
x—y =27

on a
a2 a2 22

ox* T ayr  abor
Si nous posons
Py = Fngly
nous concluons que
‘ S
2
(I’JJ b? —_— 5}4!’

— 280 —
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2t ot

de sorte que Py peut étre considéré comme \/ o oy

N

Considérons alors le laplacien hyperbolique 2 trois variables

Il est égal a

| Jp—
o ez
et peut étre décomposé en deux facteurs

9 o
. (q)ry - &)(lt’@y -+ &)

De méme, dans le cas de quatre variables,

est
(q’xy - (bzu)(q)wy -+ q’:u)'

Les opérations intégro-différentielles de ce type sont trés semblables
aux opérations employées par M. E. SCHRODINGER daus sa modification
de la théorie de M. DIRrAC.

CHAPITRE II

LES FONCTIONS CONJUGUEES DANS L’ESPACE ()

SecrioN. I

Les fonctions de lignes fermées.

1. — Envisageons l'ensemble des lignes I, de l'espace, fermées,
rectifiables, intérieures 4 une certaine région R, n’ayant ni nceuds ni
points singuliers. Fixons sur chacune de ces lignes un sens de parcours.

(1) Pour ce chapitre, voir V. Volterra (A).

— 281 —



V. VOLTERRA

Faisons correspondre & chacune d’elles une quantité F. Nous dirons
que F est une fonction de ligne, F |[L]]| (}).

Cette idée est familiére aux physiciens. Considérons un champ ma-
gnétique et supposons que la courbe I, soit parcourue par un courant
électrique d’intensité 1. L’énergie potentielle W du courant a une
valeur qui dépend de la forme et de la position du circuit ainsi que du
sens dans lequel il est parcouru. A chaque courbe I, parcourue dans
un certain sens correspond une valeur de I'énergie potentielle W.
I énergie potentielle est donc une fonction des lignes I, ; nous écri-
vons

W =F|[L]|

2. — Ia notion de fonction de ligne n’est qu'un cas particulier de
la notion de fonctionnelle. Si on exprime les trois coordonnées x, vy, 2
des points de la courbe I, en fouction d’'un paramétre ¢

x = x(2)
y =) a<lt<b
2=2z(%)

la fonction de ligne F |[L] | peut étre envisagée comme une expression
qui dépend de toutes les vaieurs des fonctions x(t), y(f), 2(t) (%) et 'on
peut écrire

F|[L]| = ®|[x(), y(@®), 2()]1,

mais ce n’est pas la fonctionnelle la plus générale dépendant de trois
fonctions d’une variable, ce que nous montrerons plus tard (§ 5).

8. — Nous définirons la continuité des fonctions de lignes de la
maniére suivante : entourons la courbe I, d’un tube T qui a un dia-
métre J. Considérons les lignes I,/ intérieures au tube T et qui par
déformation continue, sans sortir de T, peuvent étre réduites a I..
I’ensemble de toutes les courbes I/ constitue le voisinage de la courbe L.

(1) Voir V. Volterra (19), (29) et M. Fréchet, (3).

(2) Voir pour la théorie des fonctionnelles V. VoLTERRA (C), (D), ainsi que V. VOLTERRA :
Legons sur les fonctions de lignes (Paris, Gauthier-Villars 1913, et V. VOLTERRA : Legons sur les
équations intégrales et intégro-difiérentielles (Paris, Gauthier-Villars).

Jravais donné d’abord aux fonctionnelles le nom de fonctions qui dépendent de toutes les valeurs
d'une fonction et, aprés, je leur avais donné le nom de fonctions de lignes. La dénomination de fonc-
tionnelle a été introduite plus tard par M. HADAMARD et maintenant elle est généralement adoptée.
Jai réservé le nom de fonctions de lignes aux fonctionnelles particuliéres, considérées ci-dessus.

— 282 —
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Nous dirons que F|[L]]| est continue, si, pour chaque ¢ donné. on
peut trouver un voisinage T de L, tel que pour toute courbe L' de T
on ait

(1) IFIL]| —FL]<e

En dehors de la continuité, nous supposerons que F |[I]| jouisse
d’une propriété analogue 2 la condition de IIpscHITz. Soit MM’ une
déformation de I, qui déplace chaque point M de I, en un point M’
de L'. Appelons ¢ l'aire de la surface engendrée par les segments MM'.
Nous supposerons que si ¢ << 5,, il existe un nombre m tel que
(2) |F|[L’]I—F|[L]|l<m.

G

Nous considérons en dehors des fonctions de lignes des fonctions de
lignes et de points. La définition de la continuité de ces fonctions dé-
coule de la définition ci-dessus. Soit une fonction F|[L, #]| dela ligne
L et du point m. Nous I'appelons continue si, pour chaque ligne I
du tube T et pour chaque point ' d’une sphére s ayant pour centre
m et le rayon p, on a

|F|[L, m]] — F|[L, m]|| <e
dés que 3 << 9, et p < p,.

4. — Considérons sur la ligne I, un petit arc a b de longueur 1.
Déplagons tous les points m de / en m' d’'une quantité Ax, paraliéle-
ment & Ox ; 4 sera déplacé en a’, b en &'. Soit I/ la ligne formée par
L—1laa,l',bb .

Si le rapport

FI[L’]}—-Fi[L]I

Ax

a une limite pour / = 0, Ax = 0, indépendante de la maniére dont
I, Ax tendent vers 0, nous appellerons cette limite

, — fim FlIV)—F|[L]]
3) Fal[Lm]| = lim =l

Ax =o

la dérivée de F |[L]] suivant Ox, en m. De 13 méme maniére on définit
F'y|[L, m]| et ¥’ |[L, m]]|.

(1) L — ! étant la ligne L 3 laquelle on a retranché Parc L

__283_
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Nous admettrons que le rapport (3) tende uniformément vers sa
limite, tant par rapport aux lignes que par rapport aux pomts et
que les dérivées fonctionnelles ¥z, F'y, F'; sont continues.

Soit alors I’ une ligne voisine de I, et soient dx(s), dy(s), dz(s) les
composantes du déplacement mm’, du point m d’abcisse curviligne s,
suivant Ox, Oy, Oz. F |[I]| varie d’une quantité F |[L']l — F |[L]|,
qui, aux infiniments petits du second ordre prés, est

(4) F|[L]| = j; [F'.3x + F',8y -+ F'.82)ds.

1 expression ci-dessus est la différentielle ou la variation de ¥ |[L]|. On
peut montrer facilement que si on pose

8x(s) = <k(s) 3y(s) = ex(s) 82(s) = €{(s)

on a

tim, _ PRI g, | 1]+ s | )
E=0 € L .
-+ L(s)F'; | [L,s]| {ds.
On peut encore dire que '
F —{ FI[L]| —FIL]|§

est un infiniment petit d’ordre supérieur & ¢.

5. — Supposons que la déformation de la courbe I, soit un.glisse-
ment de I, sur elle-méme. Dans ce cas

t(s) = aK(s)  dy(s) = BK(s)  Bals) = vK(s)
(2, 3, 7) étant les cosinus directeurs de la tangente a I, K(s) une fonc-
tion arbitraire. F |[L]| ne changera pas de valeur ; donc

(I: K(s)[«F', + PF, + yF';Jds = o0
(%

quelle que soit la fonction K(s). On conclut que
5) aF', + BF, 4 F, = o.

Les dérivées fonctionnelles d’une fonction de lzgnes satzs,font a la rela-
tion (5). (Comparer avec le § 2). :

—_ 284_
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6. — Il est utile de connaitre la maniére dont se comportent les
dérivées de F |[I]| pour un changement d’axes. Si on change (¥, vy, 2)
en (¥, y, z) on voit que ;

¥ |[L,m]| = F', cos(x, x) + F', cos(¥,y) -+ F'. cos(%, z)
Fy |[L, m]| = ¥, cos(y, %) + F', cos(y, y) + F'; cos(y, 2)
F', | [L,m]| = F', cos(z, x) + F',cos(z,y) + F'.cos(z, z)

En particulier, si on prend pour axes la tangente, la normale et la
binormale a I, en m, en vertu de (5) on a
F't =
¥, =F,/ + §F, +{F,
F'b — a”FI' + @IIF/"I + ‘”F/:

ou (&, ', y') et (', B, '), sont les cosinus directeurs de la normale
principale % et de la binormale b.
La formule (4) peut alors étre écrite sous la forme intrinséque

SF|[L]| = fL [F'n + F',0b)ds.

7. — La relation (5) devant étre satisfaite, on peut prendre (*)

F,=By—C¢
(6) F, = Ca— Ay
F',=A8 — Bz

Les quantités A, B, C ne sont pas complétement déterminées, car
on peut les remplacer par

A*:A‘i‘)\“
B* =B 1 15
C* =C + iy

) étant une fonction arbitraire de s. A, B, C comme F’z, Fy, F’,
sont des fonctions de la ligne I, et du point .
Avec ces fonctions I'expression (4) devient

| OF|[L] = fL [(By — CE)ox + (Cx— Ay)éy + (A5 — Ba)ozlds

(1) Voir V. VOLTERRA, (20) et (29).
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ou encore
SF | L] | = JL |Aldyez — dzby) + B(dzsx — dudz) + Cldady — dysw))].

Considérons la surface S engendrée par le segment m m’. Soient »
la normale & S, ds 1'élément d’aire de S; on a.

(7) 3F|[L]| = [fs (Acosnx + Bcosny + Ccos#nz)ds.

Supposons qu’on considére deux lignes I, et L,. Déformons L, par
continuité jusqu’a ce qu’'elle devienne I,. Dans cette déformation,
elle engendre une surface §, ayant pour bords I, et I,. Nous dirons
que nqus avons mené une surface S par I, et I,. La formule (7) donne

(8) F)iLy} = F|[L| +ff; (Acosnx + Bceosny + Ccosnz)ds.

En particulier si I, se réduit 2 un point et si 'on admet que pour
une ligne réduite & un point la fonctionnelle soit nulle,

(8" F|[L]| =ﬂ2 (A cosnx + Bcosny + Ccosnzjds

3 ayant un seul bord I..

SecrioNn IT

Les fonctions du premier degré

8. — Les fonctions A, B, C des formules (6) dépendent de la ligne
1, et du point . Un cas particuliérement important est celui des fonc-
tions de lignes telles que A, B, C soient indépendantes de la ligne I, et
se réduisent donc 2 des fonctions de points ).

Soient I, L, deux lignes qui ont une partie commune I, et les par-
ties différentes L', I/". Choisissons un sens sur I,, et sur L, tel que L,
considérée comme partie de I, et de I, soit parcourue en deux sens

(1) Voir V. VOLTERRA (20), (29)-
— 286 —
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différents. Soient en fin g,, g, deux surfaces ayant pour contour I, et L,.
D’aprés la formule précédente

F|[L,]] =f£‘ (Acosnx + Bceosny + Ccosnz)ds

F|[L:]| = f f; . (A cosnx + Bceosny + Ccosnz)ds.

Nous appelons la ligne L'"" formée par la réunion de L' et L' la
somme de I et I,

L" =1, + L,.
On couclut que si A, B, C sont des fonctions de point

F|[L, + Ls]| =fj;+cg(Acosnx -+ Bcosny + Ccos#nz)ds

ou
(9 F{[Is + Lo]| = F|[La]| + F|[L:]|
Si (A B C) sont des fonctions de point, F | [L]| est une fonction additive.

9. — Montrons que réciproquement : s¢ ¥ |[L]| satisfait & (g}, c’est-
a-dire est une fonction additive, on peut choisir A, B, Cindépendants de1,,
et par suite uniquement fonctions de point.

Nous employons un tétra¢dre infinitésimal de CaucHy dont trois
faces sont paralleles aux plans coordonnés, la quatriéme face abc
ayant une orientation quelconque. Soient ma, mb, mc les arétes res-
pectivement paralleles 4 Ox, Oy, Oz, n la normale au plan (a be), 6z, oy, o2,
o les aires des triangles (mbc), mca), (mab), (abc). Soient Az, Ay, A.
les quantités (A, B, C) pour la ligne (mbc)

F|[mbe]| = Az,

de méme soient (Bz, By, B:), (Cz Cy C:) les mémes quantités pour les
lignes (mca), (mbc)
F|[mca]| = Byg,
F\[mab]l = Co,,
ot il est clair que Az, By, C: ne dépendent que du point .
Pour la ligne (abc) on a
(Acosnx + Bcosny + Ccos n2)s = A,q, —+B,s, + C.o..

_287__.
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Ot 6z = G COS NX, Gy = G COS MY, Gz = G cos nz, donc pour la ligne (abc)
qui est un triangle infiniment petit, on peut prendre pour A, B, C les
fonctions de point Az, By, C.. On voit que cette affirmation est vraie
pour toute ligne I,, en menant par I, une surface S et en divisant S en
triangles infiniment petits.

16. — Nous allons donner une autre démonstration de cette propo-
sition. Soient I,; et I, deux lignes dont les éléments d’arc ds,, ds, ont
un point commun m. Donnons aux points de ds, des déplacements
paralléles et égaux & ds, ; F | [L] | varie de d,F. Déplacons ds, par une
translation égale et paralléle-a ds,, F | [L]| varie de ¢, F et on a, a cause
de l'additivité :

Soient a,, By, 71 ; %2 (s, /2 Tespectivement les cosinus directeurs de
ds, et ds, ; on aura
(10) Fo | Mol + Fy | Lol | & + Fal[La]| 1
=F, | L] | + FIy“Ll]l By + F, | [Lallye,
d’ot, les indices de A, B, C étant ceux des lignes auxquelles elles
correspondent,

(Ai —Az)(@:"{z— @2“{1) -+ (Bx "—Bz)(‘{i% _‘{zax) -+ (C. —Cz)(al.@z - 9‘2?‘1) =0,
ou encore, si on appelle # la normale aux deux éléments ds, ds,
(A, — Ay) cosnx + (B, — B,)cosny + (C; — Cy)cosnz = o.

Si nous prenons trois lignes 1, L,, Ls ayant au point m les tangentes
paralléles 2 Ox, Oy, Oz, il vient trois relations déduites de la relation
ci-dessus et qui entrainent

A-_) - A;}
B3 == Bi
C=0C

Désignons ces valeurs par A, B, C et soit I, une ligne quelconque
passant par le point m et (,3,,) les cosinus directeurs de sa tangente.
On aura

A'—Ao_B—Bn_C CO
Ay o po B o
d’ott 'on conclut
. Ao == A -+ )\3!0
Bo =B + )‘.80
Co = C + )y
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A étant quelconque et, en particulier, en prenant A = o,

A.():A, BO:B, Co'—:C-

11. — Nous appelons les fonctions qiu' jouissent de la propriété (9)
des fonctions du premier degré (*). Suivant (8') elles sont de la forme

(11) F|[L]| =ﬂ (A cosnx + Bceosny + Ccosnz)ds

A, B, C étant des fonctions de points. Nous supposerons qu’elles ont
des dérivées partielles du premier ordre continues. Puisque 1'inté-
grale (11) ne dépend que de la frontiére L, de la surface 3, et si nous
supposons F |[L] | nulle lorsque I, se réduit & un point, l'intégrale
est nulle si X est une surface fermée, donc il faut que

2A | 2B | oC
(12) Ty T =0

Si cette condition est satisfaite la formule (11) définit une fonction
de ligne du 1T degré.

Nous dirons que (12) est la condition d’intégrabilité.

Prenons une fonction de ligne du premier degré, définie par la
formule (11). Déformons suivant / un arc ! de la ligne I, et cher-
chons la variation correspondante de la fonction. A cause des pro-
priétés précédentes, cette variation sera la valeur de la fonction
correspondant a la ligne formée par les arcs I’ et [ en changeant le
sens du parcours de / ; elle s'exprimera donc par l'intégrale

W :f (A cos nx + B cosny -+ C cos nz),

¢ étant une surface limitée par / et /', » sa normale prise dans le
sens déja dit.

Supposons maintenant que 3, en décroissant indéfiniment de
facon réguliére, tende vers le point M ; on aura

lim}:Z:Acosnx+Bcosny+Ccosnz,

ol A, B, C sont calcﬁlés au point M.

(1) ou encore simples (20) ou réguliéres (B).
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La limite en question peut étre appelée dérivée de la fonction de ligne
F par rapport & ¢ et on peut la représenter par %

Prenons la dérivée de F par rapport a4 une surface ¢, normale 3
I'axe x en M ; nous aurons
aF _
doy
et, de méme si ¢, et o, sont des surfaces respectivement normales
aux axes y et z, on aura

dF dF
a—O'; = B, d_o‘; —
on pourra désigner A, B, C par les symboles
¥ aF ar
alyz) d(zx) a(xy)
On en conclut que '
dF _ dF dF drF
& = dya) O T G O + dlay) 05 M
ou encore
dF dF dF
(13) aF = 207) dydz + aex) dzdx ~+ axy) axdy.
La formule (8) devient
dF F
(14) F|[L4]]| = F|[Le| +[ d(yz)d ydz +d(zx) dde_’_d?x )dxdy>
tandis que la condition d’intégrabilité (12) est
> dF > dF o dF
x5) S dlyd) oy dlen) oz dey) >
12. — Les formules ci-dessus montrent une profonde analogie entre

les fonctions de lignes et les fonctions de points. En effet si g¢(x, v, 2)
est une fonction de points,on a

; __ 9% Lad
(x3) dcp_axdx—i— ydy—l— ? dz
analogue a (13), puis
wys
@) sy = vn) + | (v + S dy+ 2 as)
v X0Y0%0
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analogue a (14) et enfin

y 209 009 299 299 0099 2039
(15 aZzoay dyoazr T dz I byax wdy
analogues 2 (15). :

Cette analogie se poursuit dans la signification géométrique des
deux classes de fonctions. .

Soit

(#,v,w) = grad o

un champ scalaire. Considérons 'espace partagé en couches par les
surfaces équipotentielles. La fonction de points

M
Oy — Oy =f (udx + vdy -+ wdz)
N

mesure le nombre de couches qui se trouvent entre N et M.
Soit de méme :

(#,v,w) = 1ot (§ n,%)

un champ vectoriel ; la fonction de lignes

[ (¢dx +ndy +Ldz) = f fs‘ (udydz +- vdzdx + wdxdy)
L

(%

mesure le nombre de tubes de tourbillons entourés par la ligne L.

13. — Occupons-nous du changement de variables
x = *( %,Y,3)
y =y,
Z =

2(%,y,%)

La relation

ax dF
F|[L]] ff d(yz)dd + iy o+ g y)dxdv)

donne en exprimant les coordonnées de X en fonction de deux para-
metres u, v, -

- dF d(yz) dF d(zx) dF d(xy)
Fl[L]| f d(yz) da(uv) d(zx) d(uv)+ d(xy) d(uv)J ud
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a(yz)

ol a(wv) est le jacobien. Or

d(uv) — (xy) d(uv) d({,}) d(uv) + (yz) d uv)’
on conclut que

dF d¥  d(yz) - dF d(zx) " ar¥  d(xy)
A7)~ AD) a(ys) A a(ya) d(w) (y2)
43 _ aF  d(yz) + dF _d(zx) + d(xy)
Al 40D d(zm) T A e d(xy) a(ex)
dF__ dF_dlyz)  dF d@x) | dF  dlxy))
a(wy) A0 dlay) ) dlay) T A0Y) dlwy)

dlyz) _ dlyz) d(xy) | d(yz) ;(&) d(vz) d(ax) .

14. — En vertu de la condition d’intégrabilité
aA °B aC
2y
toute fonction du premier degre

=0

F|[L]] = f f (Adydz + Bdzdx —+ Cdxdy)

peut étre écrite sous la forme

(16) F][L]l_J (Xdx -+ Ydy -+ Zd2)
ot X, Y, Z vérifient les relations

Y2 )

w

X Z

22 ox

2V oX _

P2 oy

Ce systéme ne détermine cependant X, YV, Z qu’a un gradient prés,
car on peut remplacer X, Y, Z par

X* =X+ %,
X
Y*—Y—i——»
2y
Zt =7+
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Pour un changement de variables, les X, Y, Z se comportent comme
les composantes d’un vecteur.

15. — ‘On peut donner une autre forme a4 F|[L]|. On peut, en vertu
de la condition d’intégrabilité, calculer deux fonctions X et p telles

que (V)

_d(w)
A= diya)
()
B = 4)
_ d(y)
C = day)

11 suffit, comme l'enseigne la théorie des multiplicateurs de JAcosr,
de trouver une fonction p intégrale de
ou o o _
A§6+BB_’); +Caz =0
et de prendre

»= [ L(Ady —Bdx) + f(u)
°Jf

oz
ou f est une fonction arbitraire.
Si on fait un changement de variables on voit que, du fait que
d\y) _ d(hw) dlyz) | d(\) d(zx) | d(hwe)  d(xy)

dz) T Awa) alyz) T dEx) T aly) T Awy) dlyz)

il vient
d¥ 0w dF _ d(wp) dF  d(w)

dlyz)  d(yz)  dlax)  dler)  dlay)  d(xy)
donc 2, u sont invariants.
Soit alors X une surface dont 1’élément d’arc est

ds® = Edu?® + 2Fdudv -+ Gdv?

on conclut que si

%EL—HzAcosnx—}—Bcosnx—l—Ccosnz

_d0w) a(hy) d(he)
= d(y: ) ?1;) cos ny + 3@% cos #z

COS nx —+

1) Voir V. VOLTERRA (20).
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on aura
dF[[L]| _ I d(w)
(x7) s — Hdw)
avec
H? = EG — F2.
Nous pouvons donc prendre
2
X =1 oK
=
Y =2 5
z =212
2z
Alors (16) donne
(18) I = [ 2da.
JL

SrcrioNn 11T

Les connexions des régions de ’espace et la polydromie
des fonctions de lignes.

16. — On sait que I'application de la formule

m
om=go+ | d,
o

quand les conditions d’intégrabilité sont satisfaites, méne a des re-
marques importantes relatives a la polydromie des fonctions et a la
connexion des domaines. '

Considérons un domaine plan D et Uintégrale

"
(1) ?m=?w+j“WM+WW%
0

u, v étant uniformes et continues dans D et ayant des dérivées par-
tielles du premier ordre continues liées par

(2)

au o _
y ox
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On sait que on est uniforme ou non, suivant que

(3) I= f(udx + vdy),

est nulle ou non pour les courbes C fermées. Or, si D est simplement
connexe (par exemple si D est le domaine intérieur & un cercle) les
relations (2) assurent la nullité de I et 'uniformité de ¢.

Par contre, si D est multiplement connexe (par exemple si D est la
couronne circulaire comprise entre deux cercles concentriques), I'in-
tégrale I peut étre différente de o et ¢ peut étre polydrome. On peut
éviter la polydromie en faisant une coupure qui rend le domaine
simplement connexe,

Le role des fonctions polydromes dans la phy51que mathématique
est bien connu ainsi que leur importance pour la théorie des fonctions,
par exemple pour la théorie des fonctions algébriques et des surfaces
de RIEMANN qui leurs sont attachées.

17. — Si on passe 4 lespace, la théorie se complique par le fait
qu’on doit considérer deux espéces différentes de connexions.
La premiére apparait pour l'intégrale simple

m
om = Po + [ (udx + vdy + wdz),
<0

ow v o dw W M

oy ez 2 ax 2% oy

Si (u, v, w) sont uniformes, continues, dérivables dans un domaine
D les conditions (2') assurent-elles la monodromie de ¢ ? La réponse
est affirmative si D est 'espace intérieur & une sphére et méme U'espace
compris entre deux sphéres, mais elle cesse de I'étre si D est le domaine
intérieur 4 un tore. En général la réponse est affirmative si toute
ligne fermée intérieure au domaine D peut étre réduite & un point
sans sortir de ce domaine. Elle est négative dans le cas contraire.
Dans le premier cas, D est dit & connexion linéaive simple, dans le
second, a connexion linéaire multiple. Les domaines i connexion multiple
peuvent étre réduits & la connexion simple par des coupures super-
ficielles ; ainsi ’espace intérieur au tore peut étre ramené 4 la connexion
simple par une coupure superficielle transversale.
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18. — Par contre, si on applique la formule

F|[L]] = F|[L,]| + f ﬁ (Adydz + Bdzdx + Cdxdy),
avec
" A 2B oC .
(2") w B + 5 =0
si on veut avoir deux valeurs égales pour F | [L]| lorsqu’on considére

deux surfaces S et S’ différentes quelconques qui ont pour bords Lo
et I,, on doit avoir

(3" f f (Adydz + Bdzdx + Cdxdy) = o,
b

pour toutesurface X fermée. Cette condition est satisfaite en vertu de (2")
si le domaine D est tel que toute surface X puisse étre réduite a un point
par déformation continue sans sortir du domaine : par exemple, si
D est le domaine intérieur & une sphére. On dit dans ce cas que D
a la connexion superficielle simple. Sinon la connexion superficielle
est multiple :.par exemple si D est le domaine compris entre deux
sphéres concentriques.

En général un espace 2 connexion superficielle multiple se réduit
A un espace 4 connexion simple par des coupures linéaires constituées
par des lignes formant des lacunes tubulaires de l'espace. Clest
ainsi que la connexion de l'espace compris entre deux spheres se
réduit & la connexion simple par une ligne (petit tube) reliant les
surfaces des deux spheres.

19. — Pour les domaines & deux dimensions on peut imaginer des
domaines sans frontiére simplement connexes (par exemple la sur-
face d’une sphére) ou multiplement connexes (par exemple la surface
d’un tore. Comment concevoir .des domaines a trois dimensions sans
frontiére ? On peut le faire en utilisant un espace a quatre dimensions
mais on peut y arriver d’une maniére plus intuitive (*).

Si on veut, sans sortir du plan, avoir une idée topologique de la
sphere, il suffit de considérer deux cercles C,, C, symétriques par

(1) Pour I'analyse des propriétés topologiques des modéles de M. VOLTERRA, nous renvoyons
au livre de M. LerscHETZ (F).
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rapport a une droite A et de supposer que les points des frontiéres
my et m, sont identiques, c’est-a-dire qu’on passe de m, a m, sans
saut. Nous disons dans ce cas que les deux domaines intérieurs aux
cercles C;, C, ont été soudés par leurs fromtiéres.

Pour avoir une idée topologique de la surface d’un tore sans sortir
du plan il suffit de considérer que les domaines hachurés dela figure 2
ont été soudés par leurs frontiéres.

Ces remarques peuvent étre étendues 2 l'espace. Soient S, et S,
deux sphéres symétriques par rapport 2 un plan P. Supposons qu’on
puisse passer sans discontinuité d’un point m, sur S, a son symétrique
par rapport 2 P. Nous dirons que les deux sphéres ont été soudées par
leurs surfaces dans la symétrie par rapport 2 P. Ie domaine formé
par la réunion du domaine intérieur & S, et celui intérieur 2 S, est
a connexion superficielle et linéaire simple, et sans frontiére.

20. — Par cette construction, on arrive a2 des domaines homéo-
morphes (qui peuvent se réduire I'un & 'autre par déformation con-
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tinue) d’aspects trés variés. Soit D, le domaine compris entre deux
sphéres concentriques S; et s, ; nous I'appelons sphére trouée (S, — sy).

Deux sphéres trouées, soudées par leurs frontiéres dans la symétrie
par rapport & P et deux toves soudés par leurs frontiéres dans la méme
symétrie, sont homéomorphes.

Nous décrirons la déformation en priant le lecteur de se reporter a
la planche (I).

a) Soient les deux sphéres trouées (fig. 1 ol sont seulement repré-
sentées les sections de ces sphéres par un plan de figure passant par
les centres). Coupons-les par un plan Q perpendiculaire a P par la
ligne des centres. Puis, faisons tourner les hémisphéres supérieurs
de 1800 autour des droites AA’ du plan Q (normales au plan de figure).
Nous obtenons la situation de la fig. 2. Les couronnes circulaires
planes marquées 1,1 et 2,2 sont soudées par symétrie respectivement
par rapport aux plans R, R’ (plans menés par A, A’ paralleles a P) ;
les hémisphéres grandes et petites (hachures) sont soudées dans la
symétrie par rapport & P. Elles se trouvent au-dessous du plan Q de la
figure.

Déformons les parties planes I et 2 pour les rendre sphériques et
aplatissons les hémisphéres; nous obtenons la figure 3 ot les solides
sont venus au dessous du plan Q.

Une rotation de 180° autour de S (droite commune a P et Q) réalise
matériellement la soudure des parties planes a hachures simples et
donne la figure 4 : deux sphéres dont les surfaces sont soudées dans
la symétrie par rapport a R, ces deux sphéres étant tronquées par
des sections planes (hachures doubles) que I'on doit souder dans la
symétrie par rapport a Q.

b) 11 reste enfin a allonger ces deux sphéres en deux cylindres,
puis a courber ces cylindres de maniére a4 souder matériellement
leurs bases dans le plan Q. On a bien obtenu les tores de I’énoncé.

21. — Soit une sphére S; et R sphéres intérieures si, et le do-
maine D, intérieur 2 S, et extérieur aux si. Nous appelons ce do-
maine une sphére @ R trous. Considérons une sphére X ayant des
manches (voir pl. II fig. 5).

Deux sphéves a R trous soudées par leurs frontiéres et deux sphéres a
R manches soudées par leurs frontiéres enferment des domaines homéo-
morphes.
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PLANCHE I

Fig. 6. Fig. 7.
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PLANCHE II

Tig, 1.

Fig.' 2.

Fig. 4.

Fig. 3.
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PLANCHE III

Fig. 1 Fig. 2.

9
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En suivant le raisonnement du paragraphe 20  on arrive 2 la fig. 3
planche IT. On continue & déformer le domaine de la maniére suivante :

b) On fait saillir les sections droites (hachurées) au bout de tenta-
cules qui prolongent la surface sphérique (fig. 4), puis on courbe ces
tentacules de fagon a les souder dans le plan Q ; on obtient ainsi
des sphéres a manches (fig. 5) et l'assertion est justifiée.

22. — Un parallélipipéde ayant les faces opposées soudées et deux
tores, chacun @ un canal soudés par la frontiére, sont homéomorphes.

Nous disons que les faces opposées d'un parallélipipéde sont soudées
lorsque nous convenons de considérer comme coincidantes les. extré-
mités, situées dans deux faces opposées, d'un segment paralléle a
une aréte.

Pour justifier 'énoncé on fera, dans le parallélipipede ABCDA'B'C'D’
une section médiane «7, puis on écartera les deux morceaux de
sorte que leurs faces ¢f370 soient respectivement soudées dans la symé-
trie par rapport a un plan P (fig. 1 et 2, planche IIT).

Puis on courbera les arétes (AB et paralléles) de maniére & obtenir,
par soudure des faces BZyC et AzdD un tube cylindrique (fig. 3).
Il suffira enfin de courber ce tube jusqu’a en souder les bases et de
faire les mémes opérations sur le solide A'B'C'zf3yd pour obtenir
les deux tores soudée par leurs frontiéres dans la symétrie par rapport
aP.

SecriON IV

Propriétés des fonctions conjuguées.

23. — Nous avons attiré I'attention dans le premier chapitre sur
le fait que le systéme d’équation de CaucuHy
m___,
2y
(1) ou |
— 4+ ==0
( y  m ?

est une linéarisation de I’équation de L.APLACE parce qu’il conduit a

Au = Av =o.
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Les fonctions de point u, v sont appelées fonctions conjugudes.
Quelle est I'extension de cette théorie dans I’espace ?

24. — On a vu dans le chapitre 1 que le systéme qui correspond
au systéme (1) est le suivant

U W, dW

’
) a Y ez 0
[aw o
s A
U ow
2" : — —— =0
@) , 22w
W ou
L oy
\ y

duquel on tire
Ay = Av = Aw = o.

Or. Iéquation (2') est la condition d’intégrabilité de la différentielle
d'une fonction de ligne

AP = udydz + vdzdx + wdxdy,

tandis que (2'') sont les conditions d’intégrabilité de la différentielle
d’'une fonction de points

do = udx + vdy + wdz.

Cette propriété ressemble au fait que les équations (1) sont les con-
ditions d’intégrabilité des deux différentielles

AU = udx + vdy
AV = udy — vdx

et 'on sait que la fonction
U+ V= f(u — )(dx <+ idy),

a pour dérivée % — 7v, ou bien que U et V sont conjuguées.
De méme. (2) expriment que

o= f(udx -+ vdy + wdz),
¢ = f f (udydz + vdzdx + wdxdy),
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(intégrales étendues respectivement 4 un arc de courbe compris entre
un point fixe et un point variable et 4 une surface limitée par une
ligne fermée variable) ont pour dérivées

o0 o0 b1
T = T = T —
ax 2y 22
et
L u ar ] ar @
dlyz) d(zx) dlxy)
On en conclut
(3) %0 _ A% op __ A % __ db
3 o~ d(yz) oy d(zx) 2z d(xy)

A la fonction de points on associe donc la fonction de lignes ® et
les relations de CaucHy (1) sont remplacées par les relations (3) :
nous pourrons dire que ® et p sont conjuguées.

25. — Avant de pousser plus loin cette idée, donnons-en une image
phyvsique (%). '

Dans ’électromagnétisme, on considére deux espéces d’éléments :
les poles magnétiques et les courants électriques. Chaque podle magné-
tique est individualisé par sa position dans l'espace et par sa masse
magnétique. Chaque courant électrique est individualisé par son
circuit, qui est une courbe fermée de I'espace, et par’ son intensité.

Considérons un svstéme de masses magnétiques et leur potentiel
@ par rapport a un pole magnétique » de masse 1 et de position va-
riable ; ¢ est une fonction du point m, la dérivée de ¢ dans une direction
7 est la composante de l'action exercée sur m suivant la direction #.

De ménie, considérons le potentiel @ de ces masses par rapport a un
courant d’intensité 1 qui parcourt un circuit qui est une courbe fermée L.
® est une fonction de la ligne I.. Si nous remplagons I, par une ligne L’
voisine de I, ne différant de I, qu’autour du point , et telle que

. b ,
1/ — I, enferme une aire ds, le rapport ‘;ig; représente la composante

de I'action exercée sur un courant infiniment petit suivant la normale
n a ds.

(1) Voir VOLTERRA (26)
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1équivalence des courants et des feuillets magnétiques conduit a

ae __ %9,

ds — on

96. — Enfin, on arrive aux mémes conclusions par le raisonpement
suivant : Les équations (1) expriment que si# et s sont deux directions
perpendiculaires, disposées l'une par rapport a l'autre comme ox
est disposé par rapport & oy, u et v sont conjuguées si (%)

du _ dy,
(4 dn ~ ds
" Pour étendre cette relation dans I’espace, nous considérons une
direction linéaire dn et la direction planaire perpendiculaire do et deux
fonctions ¢ et ® telles que

de __d®
(5) in= 7
Pour avoir une dérivée daus la direction planaire do, ¢ doit étre une
fonction de ligne. En résumant : nous disons gu'une fonction de points o
et une fonction de lignes ® du premier degrvé sont conjuguées si pour chaque
couple de directions : dn, direction linéaive et ds, divection planaire
perpendiculaire, on a

dy _ade
(5) in= ds
En vertu de
0% __ %9 2% 2%
an = Yo TPy T
de ad dd ad

s = alyz) T P afen) ¥ dlay)’

(«fy étant les cosinus directeurs de dn, (5) conduit a

@3) 2 __ db o _ ab_ 03 _ a% |
3 ax ~ d(y2) T d(zx) 2z d(xy)
La condition d’intégrabilité de ¢ conduit a
A'P =0,
(1) Voir V. VOLTERRA (26).
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‘tandis que les conditions d’intégrabilité de @ conduisent a

2 4o o d¥ —0

oy dlwy) " oz d(xz)

> d¥ 2 db
© ) oz dlyn) " oxdlyn) ~ °
I 2 d¥ 2 dd

C wdem ey de)

" Nous appelons les fonctions de lignes qui vérifient (6), des fonc-
tions harmoniques.

St une fonction de lignes et une fonction de points sont conjuguées,
elles sont harmoniques. ' ‘
. Réciproquement : chaque fonction de point (ou fonction de ligne)
- harmonigque admet une fonction de ligne (ou fonction de point) qus tus
est conjuguée.

27. — FEcrivons la fonction de ligne ® définie au § 24 sous la
forme

® [[L]] = JL (Xdx + Vdy + 2dz),

?Z Y ae

ay " ez d(yz)
On sait que ce systéme ne détermine pas completement X, V, Z ; mais
on peut profiter de cette indétermination pour ajouter que, dans un
certain domaine on ait la condition

oX Y | dZ

o Ty T

Cette équation jointe au systéme (3) donne
[ 2 Y

Yy

% X L
Y YRR Y2
@) o oY X

0z ox oy
oX | oV | oZ_
Lo ?y 27
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On conclut que les fonctions X, Y, Z sont des fonctions de point harmo-
niques, c'est-a-dire

AX = AY = AZ = o,

Le systéme (7) a été pris par M. Gr. MoOISIL comme base d’une exten-
sion a 'espace de la théorie des fonctions monogénes (). Il a pu étendre
au systéme (7) les propriétés principales du systéme (1).

28. — Dans le cas des potentiels o symétriques autour d’'un axe A,
on se borne 4 considérer les valeurs de la fonction conjuguée ¢ | [L]|
pour les lignes I, qui sont des cercles ayant pour axe 1’axe de symé-
trie A. | [L] | est une fonction de deux variables et on retombe surla
théorie des fonctions associées, développée par KIRCHHOFF et BELTRAMI
dans plusieurs mémoires.

CHAPITRE IV

FONCTIONS CONJUGUEES DANS L’ESPACE
A PLUSIEURS DIMENSIONS

1. — Nous passerons rapidement en revue l'extension des résultats
précédents aux espaces a n dimensions Ea (%). Considérons dans Fn
une variété a » dimensions (0 < 7 << n) Sr, donnée par les relations

xX; = xi(wl, e 7w/-)~

Soit la matrice fonctionnelle

%y n -
dw,’ T dwy |
(1) : ;
. oF ., O%n
dw,.” ? dw,

(1) Voir Gr. C. MoisiL (7).
2) Voir V. VOLTERRA (24) et (A).

__.307._
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désignons par A ..., 4, le déterminant

X7, X1,

. . . b(.l)l am,
(2) Biy iy = %4 Wi
jubdid SO

W, oW,

et soit A? le carré de la matrice (1)
A NS
(3) A% = — A,

1

11, "',i:'

Supposons que la variété S, soit orientée, c’est-a-dire qu’en choisis-
sant un signe pour A dans un point, le signe de A soit déterminé uni-
voquement en tout point de Sr par continuité.

I’élément de volume de S- est
4) adSr = Adw, - - - dw;;
les quantités

(s) aix---i,=éi’—(;ﬂ

A
ne changeant pas si 'on substitue aux w d’autres variables, nous les
nommerons cosinus directeurs de S, ; on vérifie qu’ils satisfont aux

relations
ag. . = I
(6) r41
/ Es('— D)% oy iy iy e e B, = O
I
Quel que soit /, on peut écrire
d(x oo X )
doy = S g Wi
(7) w; ‘:‘ 1) 7 ld(wn"'wl_le‘ “.wr),

les A étant des paramétres infinitésimaux, en partie indéterminés,
et la somme étant étendue 4 toutes les combinaisons des indices
1y0y...ir—y. Em effet, en formant la matrice des coefficients des A, parmi
ses mineurs se trouveront les puissances (r — 1)-iémes des mineurs de
la matrice (1), de sorte que ces mineurs ne peuvent étre tous nuls.
On en conclut que si
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on a
(8) dxs: Eail cordpy Osip e iy
i
2. — Nous considérons un nombre ® fonction de Uhyperespace Si,
c’est-a-dire un nombre ® qui a une valeur déterminée pour chaque
S| [Sr] l ' '

Ia définition de la continuité de @ | [Sr]| est une généralisation im-
médiate de la continuité des fonctions de lignes : Soit un point P
de S: et, en ce point, un hyperespace S, —, normal & S, dans lequel
nous prenons un petit voisinage v du point P.

Lorsque P décrit Sy, v engendrera une portion de I'espace a # dimen-
sions que 'on peut appeler un voisinage de S- et un point P! de v
engendrera un nouvel hyperespace S/ que nous dirons appartenir
au voisinage de S,. La fonction ®|[S,]|sera dite continue lorsque,
étant choisi arbitrairement petit, on peut toujours trouver un voisi-
nage de S, tel que

(i —2 18] <
dés que S appartient a ce voisinage.

A coté dela continuité de @ | [Sr] | nous admettrons aussila propriété
suivante. On passe de I'hyperespace S, & S/ par un déplacement ¢
qui varie contintiment de point en point. Ce déplacement ¢ engendre
un hyperespace S, +1, & » + 1 dimensions, d’étendue s ; nous ad-
mettrons que l'on peut rendre ®|[S/]| — ®|[S-]| arbitrairement
petit, en prenant o inférieur & un g, convenablement choisi.

La dérivée fonctionnelle de @ en un point P est :

P18 — *|[S]],

¢, = lim
(9) Iy Axi — o S - Axi
s=o0

obtenue en prenant dans S le voisinage s d’un point P et en donnant
aux points de s un déplacement dx: paralléle & x:, ce qui fait passer
de Sr a S;*. Si la limite est atteinte uniformément et si cette limite
est continue, on a pour la variation de ®, lorsque chaque point de S-
prend un déplacement dx, d%,... dxr, la formule

(IO) 8p — f; E@’,i'o‘xidsr.
Sl
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Les dérivées fonctionnelles sont liées par

' A

(x1) Y ¥ip e, =0
Z

que I'on obtient immédiatement si 'on écrit que 0P est identique-
ment nul pour des déplacements dx s’effectuant dans S,.
Or, les « satisfont & (6), donc a

r41
Et (_. I)quthi hr__1aqi SEEY AR ANPREY A =0;
1

en multipliant par les indéterminées ) satisfaisant & la condition
de changer de signe pour chaque transposition des indices, onarrive &

n

y' A a a. =0
ZiZq gy gp gt gy iy b T

I

retranchant enfin cette équation de la précédents (11), on démontre
que les ® sont de forme

L— .
(12) q)’i - Z)\lfh coegrlqy e a9y
q

les 2 étant des fonctions de point et d’hyperespaces Sr.
On en conclut que

(13) P = ./; 2)\591“'% g eee qrbxidsr-
T

Considérons une S,,, ayant pour fronti¢re S- et la Sr déformée : S/'.
Si les équations de S sont

X == Xi(W, W « - - Wr) (t=1,2,---0),
celles de S, 4 ; seront
% = X%i(W( + - W) + Wr418% (t=1,2,--n).

Soit alors A: o le carré de la matrice

Xy Xy
oW, oW,
Xy Xy
W, W
6%; e axu
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et A? le carré de la matrice obtenue en supprimant la derniére ligne,
on vérifie que :

} g r+1 :
2 — A2, . — 1)t H
A=A ") Zth (=D g g g
. 1

on peut fixer la direction de Sry, par rapport & celle de S, de fagon que’

r+1
- \ — '
Ar-\-l:('—I) Ar}aq Zt(— I)t laql.”qt—iqt-i-i'“qr+laxqt' Sl
. 1 :

(13) donne alors, en désignant par ;; ..

, les cosinus directeurs
de S, 4 calculés par la matrice précédente, ’ o

(14) ob = u{; 2)\41"'%-}—1“4. "'qr+ldS'+l'
r+1 ¢ :
Si, par suite, I’hyperespace Sr passe de S’ a S, en engendrant
Sy + 1, on aura :

e[S ]—2|[S)]] = f Z)\QI gy Gy A5,y
Sr-|—i q
il faut remarquer qu'en général L est fonction de point et aussi
d’hyperespace.

8. — Soient S/ et S,/' deux hyperespaces ayant une partie com-
mune s qui a une orientation différente suivant qu’elle appartient
32 S/ et 2 S/”. Appelons S/ + S/’ la variété formée par les parties
non communes & S’ et S/'. Les fonctions du premier degré sont
définies par
(15) ®|[S] + 81| = @l[S;] + ®[[S] |-

Dans ce cas on peut choisir les A indépendants de la variété Sr et
la derni¢re formule du n° 3, appliquée en remarquant que ® tend
vers zéro avec S, donnera

(16) P = g 2)\%...qr+laq{...41‘+ldSr+1,
e iE o | q .

les » étant des fonctions de points et Sy, un espace arbitraire 2
v -+ 1 dimensions, dont la frontiére est S,.
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Si S 4. est un domaine trés petif autour du point P, on aura
ad
(17) m—l =2)\q‘c.-qr+ldql.-'q"+i,
q
les « étant les cosinus directeurs de S, 4+ ; au point P.

Prenons en particulier S, 1, telle que, au point P, tous les cosinus
directeurs soient nuls sauf %g,g,...q ., = I;le second membre de (x7)
se réduit a iy s - et, comme au n® 11 du chapitre 11, il sera naturel
de poser

g

R ade
o« e

el de définir cette quantité comme dérivée de O par rapport
@ Xq%g,+ - % . Reste 2 établir les relations entre les dérivées ainsi
obtenues.

4. — Rappelons pour cela la formule de Stokes généralisée (%)

— N
(19) L’12Li,ig-~-ir“il---i‘,dS'*‘fS‘T+léhaMh1---hr+4ah:“'hr+1dSr+a
1

avec

OLd, v+t oy iy

s=r4+1
(20) Mi.ooi, = Z Y i,
S=1
Cette relation montre que si
T 1

pour tout hyperespace Sr fermé, on a
: s=r+1 L

(— 1)1 0 UBSALIENLESRESLIE T
s=1 0¥
11 s’ensuit que les dérivées d’une fonction d’hyperespace satisfont
aux relations
r 41

]
(21) N 2 A,
s=1 X, (x’1 e gy x’x—l—i

qui sont les conditions d’intégrabilité.

(1) Cette formule a été donnée pour la premiére fois par M. V. VOLTERRA dans ses notes (24-25)
des Rendiconti dei Lincei. D’autres généralisations ont été données ulterieurement.
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5. — On dit que deux espaces S et Su—, sont orthogonaux en
un point si en ce point
(22) a;, i, a",',+| e
pour toutes les permutations paires.(z; ... n) des indices (1, ...,7).

Nous dirons que deux fonctions du premier degré D|[Sr—i]] et
W | [Sn—r—1]| sont conjuguées (*) si pour chaque couple d’éléments
d’espaces dSr et dSn_r orthogonaux, on a *

dd . av .
(23) dsS, ~ dSu_»
On en déduit
d® _av
(24) d—(fxm - d(xi;»,+1 ot xin)

Nous appelons ordre de @ |[Sr]] le nombre 7.

6. — Théoréme d’existence. — Pour établir 'existence des fonctions
conjuguées de différents ordres, nous allons démontrer quelques
lemmes préliminaires.

La condition nécessaive et suffisante pour qu’il existe des fonctions P
intégrales du systéme

oPi, «.vi, i, iy
(25) ;<~ T T T = i,
est que
315“ l:—]l + l,.+o
(26) 2(— I - "a—xz,"—l———-" =o.

By

Pour démontrer que la condition est nécessaire, on introduit les
valeurs (25) des p dans le premier membre de (26) et on en conclut
qu’on obtient zéro. Pour démontrer que la condition (26) est suffisante,
nous allons procéder par récurrence. Soient Mp, ... »—n des fonctions
arbitraires et en supposant %, 4, ... hr Z n prenons

OMpy e oh -1 aMh oohs—yhsy oo hn
= ’“‘“Z. bk

3

(1) Yoir V. VOLTERRA (26).
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e
On aura
/ r+1
o 2 (— 1) th. cochs—qhsgvos hryy
o%n - . OXhs

I o
. ’ =(— I)r+12(‘___1)~;_,4 OPhyeer hs_ihspy oo hran — Phye it
N AN : s ) Xhs ' %Xy,

C’est pourquoi.on pourra écrire

2(_ 1) aMb. e hs-;hs-;..; coc Bty b
axh, — Lhy -

’
--hr+1 -+ ﬁhl "'h"+1’

Py ...y, n'étant fonctions ;que ‘des variables x,...,42.—,. En vertu
de (26) on obtient ‘
: L L YAy
v (— I)s 1 8—1 18+ 4 2 o,

dned 0Xhs
s .

11 suffit maintenant de trouver des P’ qui soient des intégrales de

2P . .. .
s Tyt tseylsdy b4 -
2( I) o%is o . ('lr~,—1 1’1/)
s
AP e .. .
E(_I)s i l;;;:+1 z'+':i"i,---ir+1 ,(11,1,2.:..1&1#”)

s
car en vertu de ces relations en posant
Pios =M+ P
on obtiendra des intégrales de (25).
Oz, si 'on prend
P’

Ty eve o o

et Piy, ..., s, fonctions de xy, ..., #«—, on arrive 4 un systéme du type (25)
3 n—1 variables. Par récurrence, on raméne la question & voir si 'on
peut déterminer les Py 770, telles qu’elles satisfont une

seule équation
rdr nr—t

2 neraei
- s 1.-.5_‘3__'_‘-..7_'_‘:
Y (—1) e P

N ..

a4 n— r— 1 variables. Puisque on voit facilement que cela est possible,
le théoréme est démontré et on voit aussi qu'on peut déterminer les
P par quadratures.
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7. — Si nous posons
Qi1 ey Pir+2 s in? '
9ioevi, =™ i’i,..,.l ceeind
on en conclut que : |

La condition nécessaire et suffisante pour que le systime

”

Q... it '
(27) Et*%:qi,-”ih

I

soit intégrable est que

n
. . 'v‘aqﬁ---i,_,s_
(28) I T o.
8. — En vertu de la condition d’intégrabilité (21) et du lemme

précédent on peut écrire, F | [S/] | étant une fonction de premier degré
de I'hyperespace Sr,

oF | [S,lL . . =Z(—-— 1)t 31\1" v i ...1‘,,+,,
o%; ... % Tyt ey - %,
et si ¢ ...q,,, sont les cosinus de direction de S, |

*l [S:11 :..£r+1 ;qu coegrga Oqueee qT+AdS’+x

on pourra donc écrire
®|[S]] = f N A eqrag S
v, p

%g,...q, étant les cosinus de direction de S de sorte que toute fonction-
nelle ® du premier degré de la variété S, peut s’exprimer par une inté-
grale étendue 2 S,. Réciproquement toute intégrale analogue a
I'intégrale précédente sera une fonction de premier degré de S;.

9. — Nous pouvons maintenant démontrer la proposition fouda-
mentale. .

Il existe pour chaque hyperespace S, des couples de fonctions conjuguees,
d'ordre v — 1 et m— ¥ — 1.
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En effet, nous montrerons que si I'on prend des fonctions Mj, ...
harmoniques, et que I'on pose

n
P. . S \Y aMip--ir— L!
Iy e lyr—y — t %,
I
r1 M
Qiy v = Y (1) T iy
1 s

0Xis

. . . —‘aQil.“irt
Tirprirga i = 2 gy

1

4
Diyeevir =ES (— I)s?gﬂq-r. “daoydshy oo dr
I

a) p et q sont les dévivées de deux fonctions d’hyperespace
| P | [S—i]l et W |[S,_r_i]]
a® S
d(xi]---xi;v) - 1511 ceelp

av o
d(xlr-}.l e xin) - qt1‘+l lr+2 e,

b) ® et ¥ sont conjuguées.

En effet, notons tout d’abord que, si les fonctions d’hyperespace @
et ¥ existent, elles sont conjuguées. Pour s’en rendre compte. il suffit de
remarquer que

r
. R N ) CTRRRE P R
?zl...z,— s(——-— I) ok
1 %
r n
B0 TR
i S t bxixaxg Ty s ls=ils+ (b
11
or
r . . . .
_2(__ 1) OMi, iy ey —(— ),“?Mfg:’r
Qiyiy i = o%i, oxt
1
d’on
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et, puisque les M sont harmoniques
1"}"2 e, == q,'H_‘ e
D’autre part, la condition d’intégrabilité de ® est bien vérifiée,

comme il résulte du lemme du n° 6. Le lemme du n° 7, en tenant
compte des relations entre les p et les ¢ entraine

é bﬁi‘ if——lt —o0
! oxt 7
1
qui donnent enfin
V(_ I)‘ ?qi__lt;iﬂ‘_'_ 'j'! —o0
o o%i, -
c’est-a-dire la condition d’intégrabilité de ¥.

I/énoncé est ainsi entiérement justifié.

I1 s’ensuit que dans un espace a # dimensions, on peut construire des
fonctions de points (fonctions de S,) conjuguées a des fonctions d’es-
paces a n-2 dimensions, des fonctions de lignes (fonctions de S,)
conjuguées a des fonctions d’espaces a4 #»—3 dimensions, etc..., des fonc-
tions d’espaces & #—3 dimensions conjuguées a des fonctions de lignes,
enfin des fonctions d’espaces a4 #—2 dimensions conjuguées a des
fonctions de points.

On démontre que si ®|[S, ]| et U'|[S,—,—]| sont conjuguées,

VI [Sh—ral| et (— )™ P |[S,_;]] sont aussi conjuguées.

10. — Si n = 4k, il peut exister des fonctions d’espaces Sy_; qui
sojent leurs propres conjuguées. Un exemple dit a2 M. Morsm, (!)
est le suivant : si # = 4, la fonction de lignes

¢ | [L]] =j1: (Xdx + Ydy + Zdz + Tdt)

est sa propre conjuguée

ae d®
d(xy) ~ dlzt)
av _ do
d(yz) — d(tx)
doe dd

d(zx) ~ d(yl)
(1) Voir Gr. C. MorsIL (9
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st ; '
T oX oY oZ
—— 4 = — = =
X ot Y4 3%
o1 oY | oL oX _
o . o Y
IT  oZ aX 24

oz of | oy  ox

11. — Le théoréme fondamental du no 9 admet une réciproque (1) : s¢

iy bFI[Sr 1]] E bPu Aoyl — o
t Xt

b= b(le xzr)

71 L -
? (— 1) a_& Cle1fs1e bl =0
p4on dXis ’

I
1l existe des fonctions harmoniques M,.. telles que

n

' OMi eyt .
1
Y P;
N : OLg) v vdsyisty -
Zs( ) . Py o pl! iy

et a partiv desguelles on pourra construire, comme an 1n° 9, la fonctionnelle
V| [Su_ra]|, conjuguée de la fonctionnelle ®|[S,_,]]. ‘
Nous démontrons ce théoréme pour » = 1. Ie systéme est

Ea_ﬁ_i —
i0Xq
%

ax, oX;

donc

oP
pi - X;

et
AP = o;

on pourra donc prendre des Mi tels que
AM; = o

S’ =

d bﬁh

(1) Voir V. VOLTERRA (26)

— 318 —
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Pour le cas général on procédera par récurrence en passant de 7 a
r—1I, ¥—2,---I (.
Par deﬁmtlon nous dirons que ¢ |[Sr—i]| est harmonigue si elle

satisfait a l’equatlon
n

¥ > a ..
1K, A(Xi, oo e Ky Xe)
I

dans ces conditions, le théoréme précédent prend I'énoncé suivant :
st O|[Sr—y]| est harmonique, il existe une fonction W|[Sn—r—]| conju—
guée de P. »

Pour quelques classes de fonctions conjuguées, nous renvoyons le
lecteur a une note de M. Gr. C. Morst, (3).

12. — Soient ®'|[S,—.]|, ®”|[Sr—.]| deux fonctions ‘du. premier
degré. On peut généraliser 2 leur sujet le théoréme de GREEN on
montre en effet que

!

‘ d,bl d‘b”
S r—1 .
\ (—1) ﬁnZd(xil ceo Xi,) A(Xiy eeeXi,) @S
. quH
( Z P N “th le xz,_,x,) cos (vx,)dSn_1

( dSn -1
\ i . _b__‘L
. +fsn Zip L ’r—lziaxt A(Kiy - Xi_ %) S,

les P étant définis & partir des piy - - - ir =

d@i,...ai;) comme au nto,

Sn— étant la frontiére de S, et v désignant sa normale dirigée vers
I'intérieur de S,.

La derniére intégrale est nulle si ¢’ est harmonique.
On conclut de la formule precedente que

VI
LN pr AN av
ﬁ . i ZiP iy 17_14‘14(%1 ir, %) cos (lx,) .
de’ '
1.
——ZlP 2y lr—lzfd(le ‘x"_-—‘ixt) CcOos (th) gdSn 1
C N v
+an ( ZiP"f"”"Etax,d(x,',...xi,_,x,).
_Np..., N2 __a¥ g —
ZiP bt ”"‘Ataxtd(xi‘...xir_l %) @Sy = 0.

(1) Voir Gr. C. MoisiL (8).
(2) Voir V. VOLTERRA (27).
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13. — Les fonctions harmoniques peuvent étre rattachées a un
probléme du calcul des variations. En effet, si on veut minimiser la

valeur de l'intégrale
~ ar 2
./S; 2‘[‘{(—%1 e xir)] aSn

pour la fonction ®, lorsqu’on suppose données 2 la frontiére les valeurs

741
dd

sl I)sd(x‘ Xis_ (X Kir4 )
P Ty s Als— (Al g o0 Alr g

on arrive a la conclusion que ¢ doit étre harmonique. On peut montrer
que si les bz’, .eui, Sont données a la frontiere, ® est déterminée.
Mais, a la frontiére, ces quantités ne sont pas arbitraires. On peut
donner aux problémes analogues aux problémes de DIRICHLET et
de NEUMANN des solutions qui généralisent les solutions relatives aux
fonctions harmoniques ordinaires.
En résumant : les expressions

ad 2
}i: [d(x,', x,',.)]
n
ad
th_;; d(xi, . Xip %0)

I

cos (vai,) = b

iy i

ae’ ar
2 a(xi, -« -xir) A(%i, - - Xir)
z

jouent le role du premier parametre différentiel, du second paramétre
différentiel et du parameétre mixte.

14. — Les problémes auxquels il vient d’étre fait allusion peuvent
étre complétement résolus pour le cas de la sphére.

Sans les traiter complétement montrons par quelle voie on peut en
trouver la solution.
Les données au contour sont

n
Zli)il ced,,21€08 (V) = a; ... .
1

ou
r+1
2(— 1) iy vedom isgy oee irgi COS (vHis) = iy ovvirg
I
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On peut montrer d’abord que les deux problémes rentrent l'un
dans l'autre.

Cela posé envisageons le deuxiéme probléme. On remarquera que les
fonctions

Of oo e dry, = 2 (— I)’Pix coe T8y 184y oo Ir 41 X0

sont harmoniques et connues a la surface de la sphére, on sait donc
les calculer et on en déduira finalement les . (Cf. pour plus de détails,
Volterra, (28)).

15. — Etudions le caractére invariant de la théorie développée (4).
Si nous faisons un changement de variables (coordonnées curvilignes
quelconques)

;l == -;Cl.(xu * "yxn)7

on voit facilement que pour une ®|[S,_,]|

d('\’?zl %lr Zd - d((xh : "3

Si @ et ¥ sont conjuguées et si nous posons

2P . .

o, - mi) P
Y4 o )
a(xir-;-l "'xl.n) == ‘I1,»+‘ et In

on trouve, puisque pj,...i, = Gi 4.+ .in

- A(Xi. 4, -+ Xin)
N kel o B
Ihry oo hn AIP tr d(.’(}' 1 ® xhn)
13
et
alx; ... x;
) . . I V 1lnoo 1,-)
Direeei, = dx - xm) Hd(x ¥ )QhH.,-.‘hn.
Biee e b,

En employant le carré de 1’élément linéaire
= 2 zaii,da?id;c,'
(1) Voir V. VOLTERRA (27).

ANNALES DE L’INSTITUT H. POINCARE.
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et I'identité

2 d(_ﬁ_éi. fzr) d(fil 9_51) — | %k - Pk, l
i d(xhl---xh,.) d(xkl"‘xkr) ahrkl "'ahykr (
on obtient
- R N\ /RN
Phiveen, = \/‘l% [kl “e k,lqk,+, .-
—_ B N h cen hn -
gy oo b — \/a%lk::' kn]phx -
en posant
Ay o Ayp
a =
Ay *** Ann

Ak, " Ak,
[hi°"hr]_£ :ll
ke B] T a

Le premier paramétre différentiel est

V—]Z'H.”hn _ dq’_ L d‘b-
ﬁl er‘ . kr ,—Li(xh‘“_xh,) d(xk;"' xkr)

Uoky " Cp b,

et le second

N (2N [Besr e k) dv
2= 2xp Ah.t‘/ [k, ks-:kvw“'kn]d(xh ceexy, )
14 s -

Ces expressions sont valables dans un espace de RIEMANN quel-

conque et elles ne dépendent que des coefficients du carré de I’élément
linéaire.
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CHAPITRE IV

FONCTIONS ISOGENES DANS L’ESPACE

SEcroN T

Les fonctions de lignes isogénes.

1. — Nous avons montré dans les chapitres précédents que la no-
tion de fonctions conjuguées est susceptible d’étre généralisée dans
un espace a un nombre quelconque de dimensions. Montrons que la
monogénéité est un concept qui a aussi son correspondant dans un
espace i plusieurs dimensions.

On sait que deux fonctions complexes des points d’une surface

¢ = ?1(14, ‘U) + 1&?2('14, 1))
f = fl(u’ 1)) -+ if?(u: ‘U)

sont appelées monogénes si le quotient

de .. Aop
Zif—hmff

est indépendant de la maniére dont le point variable (auquel cor-

respondent ¢ 4 Ao, f 4- Af) tend vers le point initial (auquel corres-
pondent o, f). La condition de monogénéité est

Apr =+ 29s) (e - 7o,)

U . RYG ,
/v +2fs) T a(fs + 1)
M v

En introduisant les notations

b—fl = ﬁl, aﬁ bf2

bf 2

Y7 av=Q1, %"—“152, 5‘—“92
P+ P == D191 + Doy = 240 @ + gt =
Pogy — P19 =D
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la relation de monogénéité conduit a

91 . 91
% i1 Py 12 ou
U D
01 . %
E‘f_?_ 12 20U 22 ou
oV D
ou bien 2
99 ¢y -
_e, %P2 o 9%
ap, Mgy gy
m D
b(pg D(Pz
S ¢ ST &
o1 13, tfiaﬁ
w D

29 9 o0 20"
€99~ — €9 - €14 - — S12a
2 U w ) af T auw)
U D o D /]

a laquelle satisfont g, et ¢,. Réciproquement, si ¢, satisfait a1’équation
ci-dessus, on peut lui associer une fonction g, telle que ¢, + 7g, soit
monogéne a f, + f,.

2. — Si on passe a 'espace a trois dimensions, nous allons consi-
dérer deux fonctions complexes de lignes, qui soient des fonctions
du premier degré :

P|[L]] = ¥y + P,
F|[L]| = F, + iF:
et nous supposerons que le rapport de leurs dérivées prises suivant
un élément plan ds
de  dF _ do
@ @5 ds = dF

s’

soit indépendant de la direction de I'élément plan ds. Dans ce cas,
nous dirons que ®, F sont ssogénes (¥).

1) Voir V. VOLTERRA (2I).
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Introduisons les notations

iF, dF, ¥,
dy) =P Gy T Ty ="
d¥, aF, dF,
) W= P A=t Ay ="
ad, —w dd, dd, —,
diyz) — ' d@x) T X Ay T O
dd, dd, db,

Ay = T TP )
Si # est la normale a I'élément ds, le rapport
(wy =+ 1wy) cos (mx) + (x4 =+ 772) cos (ny) + (p1 =+ 1ps) cos (n2)
(P1 ~ 1ps) cos (nx) +- (g + 1¢,) cos (ny) -+ (7, ~+ 17,) cos (nz)
doit étre indépendant de %, donc
w, +i32=Xi +1:X2=Pl + 1ps
PL—+1h, g, + 1 7 17y

d’ol1
Q1) — ot == Pyy1 — Poye Ga1 + G1wg = Doyt Pi)a
(') / Yifo — Po2 = G191 — (P2 Paxa — Tife == @op1 —+ 1P
. Dip1 — Popr = 710 — 70y Popy + P10y = Powy ~ Fywy.
Si on pose
/ ﬁ?’{"pg—_—i“ q%—{—qg:eﬂ 7?—!—1’3:533
(3) ; Qi -Hqarr==cyn ==ty NP +rpo=eyy =213 P1g1+ Pafr=1g =<9
\ g.71 — ¢17, =D, 7Py — 7P = D» bogis — Pi1gs = D,
on aura
wy = L T ERO _ S1aPr sy
D3 ]3.2
Lo G291 — Bagfy  Zaaldy — Ea4yy
(4) ,\ /ﬂ —_ Dl — D3
by, = G331 — EmP1 _ Sa3fa — €300y
2 ])2 D‘

et six autres équations dans lesquelles on a échangé w,, X, 0y AVEC — 0y,
— X, — 1 €t oy, £y, py avec oy, Ly, oy
Or, on voit facilement que

[ e, Dy + gDy + 3Dy =0

(5) ? €21Dy 4+ €255 —+ €Dy = 0
. €Dy 4 e33Dy + 53Dy =0
€29833 — 533 == D? €13813 — €44€53 == Dy
€338y — E:ﬁ. = D.f €23831 — €983 = D;D,
€118 — ¢}, = D2 €31833 — €33€12 == DyDy ;
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on en déduit

€221 — Ey3)1 Eigf2 — €120

Wy — v*f--fD——‘/' W, = ———/‘ D e
1 1

(6) ya = €310y — €940y g1 = €91Py — Eg3We
- D2 o Dz

__En1 T Egpwy 0 — €39y — E3q Yo

P2 = D, f=p

d’oti 'on conclut que oy, Z;, p,, satisfont a ’équation
D,w; +4- Dyyy + Dypy = 0;
la condition d’intégrabilité
oWy oYy | 9P

‘1
s =0
ax 2y | oz

donne

2 (&2 — ?i‘/g) 2 <€auw1 — &P 3(%7.- e\
ax( D, - ay D, ) + b4 D; ) =0

La partie véelle O, d'une fonction de ligne ® isogéne a F satisfait
aux équations aux dérivées fonctionmelles

ae, ad, ad,

7) Diagyz) D) T Doiy) = ©
d‘bi d‘l’i dq)l dd",
K 3(?‘2{(% RN g(e”W — () )
8 ) oX Dl Y :D2
8 <53,@l—ea,iﬁ)
o M) T d(v) | _
+ B; =

le coefficient ®, de la partie imaginaire satisfait aux mémes équations
fonctionnelles.

8. — Réciproquement si &, | [L]| satisfait au systéme (7), (8), on
peut trouver une fonction de lignes @, |[L]| telle que ®; + i@y =D soit
isogéene a F.

I1 suffit de construire une fonction de lignes telle que

dd, dd,
dv, S”d(Ty) - 513‘3@)
d(yz) — D,

........................
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ce qui est possible, la condition d’intégrabilité étant satisfaite en vertu
de (8). En tenant compte de la condition (7) on trouve que le rapport (1)
est indépendant de la direction de 1'élément plan ¢, donc P est
isogéne a F.

La propriété suivante des fonctions isogénes est évidente :

Si ® et ¥ sont tsogénes et st et G sont isogénes, G et ¥ sont égale-
‘ment isogénes.

4. — Nous allons donner une propriété intéressante due a M.
S. MANDELBROJT (*), qui montre que les fonctionnelles isogénes
peuvent étre envisagées comme un prolongement des fonctions
monogenes.

On sait que si f(x) est une fonction d’une variable réelle, dévelop-
pable en série de Taylor, on peut trouver une fonction monogene f(z)
qui coincide avec f(x) sur I'axe des x.

Soit S une surface, Q un point arbitraire de S, C une con-
-gruence de courbes fermées de I'espace, qui jouissent des propriétés
suivantes :

o) par chaque point Q de S il passe une courbe C et une seule;
nous I'appelons C,,.

) deux courbes C; et €y quelconques ont toujours une portion
AMB commune, :

7) les portions non communes des deux courbes C : APB et AQB
tendent vers o si le point Q tend vers P.

Soient P |[L]| et F|[L]! des fonctionnelles isogénes ; définissons deux
fonctions des points de S par

#(Q) = 2| [Co]|
HQ) = F[[Cq]l.

Lorsque @ et F sont isogénes, le rapport

A @][Cq)| — @] [Cy]|

5F T FI[Col| - FI (G|
tend vers une limite indépendante de la maniére dont C tend vers Cp,

puisque C, ne différe de C; qu’au voisinage du point P ; cette limite
est donc indépendante de la direction dans laquelle Q tend vers P.

(1) Voir S, MANDEBROJT (5), (6).
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11 s’ensuit que le rapport des différentielles des fonctions de point
dy
af
est indépendant de la maniére dont Q tend vers P.

Les deux fonctions de ligne isogénes O et ¥, qui prennent les mémes
valeurs que ¢ et f sur les courbes C correspondant aux points de S, peuvent
étre comsidérées comme prolongement analytique pour les courbes de
Vespace, des deux fonctions monogénes de point ¢ et f.

SecrIoN II

Etude d’un cas particulier.

5. — Nous étudierons d’une maniére plus approfondie un cas par-
ticulier trés intéressant : celui dans lequel I’équation
(9) D,dx + Dydy + Dydz = 0
est complétement intégrable (*), ou bien
(10) D.dx + Dydy + Dydz = {dn.

Cette propriété se conserve par un changement des variables x, y, z.
En posant

oo A A
w_wl—-'_iwz_d(—yz—j’ L= 1 1A2_d(2x)’ p_“PL‘I"lPﬁ—-d(xy)y.

Dyw + Dyy + D3p =0
la relation (7) devient
on o7 om
(11) S;Z“’_*'@/*_"a_z? = 0.
Or
ow LU L ¥,
ax 2y 2z
on peut donc (Cf. Chap. II, n° 15) trouver une fonction § =0, + i0,,
telle que
— (0m)
, 2(y2)
L, 2(0m)
(12) T o(zx)
o — 2(0n)
T a(xy)

(1) Voir V. VOLTERRA (22).
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D’ailleurs

_aF _4F _dF
P=ayy 1T e T awy)

satisfont aux relations

L PN
ay 2z

Dip -+ qu —+ D37 =0,
d’ou, ¢ étant une fonction complexe ¢, 4 t,

d(in) d(tn) __ d(tx)
P=apn 1T Ay T dw)

Il en résulte aisément que

d(tt,m) om ___d(htam) o - _(én_tzll), on
D, = Ti’(x}/})~ % D, = d(xyz) 2y D, = d(xyz) dz
donc a cause de I'équation (10)
= — d(tltz"l)
T dwyr)”

6. — Si nous portons dans les équations du § 2, Section 1, les valeurs
de v, ¥, p données par (12), nous obtenons en séparant les parties réelles
des parties imaginaires

20, 20, af, 20, 29,
Dzs} Ds@—sna*'sn?y"l-ewsg
20 af a0 af 2f
(13) ’ Dsa—;—le—;—fsua‘x‘*‘ezz’bj’Fsiaa—;
a0 20, a0 20 of
D, &2 R o7t Cag o1 i’
'y D: oy =5y T 2y BT

On peut trouver un systéme analogue en changeant 9, en —6, et
6, en 6,. On en conclut que 6;, et 5, satisfont a 1’équation

2 I 20, 20, ae,] d 1 29, 20, 20,
(ax[l( 15, e y+ 13 ) +ay[t(8“ ox ¢ ay+ zs'a—z ]

(14)( +3[;( a2 ae)]_
s lz\Boy T oy Ty ) |=0

6, » sont invariants dans un changement de variables. Si nous
prenons comme nouvelles variables #;, 4, », on a

€1y == S99 =— I €33 == €93 == €34 == €y =— O

D1=D2=O D3'—_'——I
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et le systéme (13) devient

20, a8y
o ol 0
2, afy
Ay B °

donc 0y + 6, est fonction analytique de &, 4 it,.
Réciproquement, si 6, + 10, est fonction analytique de # + it,
les fonctions de lignes

|[L]|= fL (04 - 395)dn,

Fl[Ll|= L(’fl -+ tbs)dn,
sont isogeénes.

On a donc le moyen de construire ces fonctions isogénes dans le
cas ol (9) est complétement intégrable. Il suffit de prendre trois fonc-
tions réguliéres de x, v, 2, soient #, %, », puis une fonction analytique
6, + 10, de la variable complexe ¢, 4 1, dépendant aussi de 7 ;

les deux intégrales curvilignes précédentes définiront des fonctionnelles
isogénes.

7. — Considérons I'expression

€990109 — E9a(047 c371) - €570
Hy g, = 22010 23 (s 1/_;3—;- 621) wlil2,
N 1
LT (engs — iopy A0 Eaayy — enpy Ay agfs — €091 o)
A D, Py D, 2y D, 2z )

On a la généralisation du théoréme de GREEN

([t
v ot V

— | CEusfe — Esps Casfs — End ea/s — P ooy !
= )f()z / D, Cos nX —+ D, cosny —+ D, §

JS
%4 el . \Y
— VO feimgn —enpr) D (Safy — Eadr | O (Essx- — E2P1) ¢
g Oz'ax( D, )+ay ( D, T D, )>

On en conclut que la condition d’extrémum de 'intégrale

I = U ZHq,q) dv
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est

D (emg — R | 2 EJ:jzzf) L2 (w_—m‘?) —o0
o% ( D, ) - dy ( D, Y4 D, '

Une autre propriété analogue au théoréeme de GREEN est obtenue
si on considére l'expression

— I | L2902,
Dby T
H D, 7181
on trouve
I a0, 20,y aez]
0 =2 | ¢, 222 oo 6, 2
iy t[‘ax+ oy TP
I UM 20, 30,]
= — 3 |y, — Yo — —
{[2ax+/'ay "2z
d’ou

’ff{eq,lq,?dv:[fﬁz%?dc:—{[el%dc.

SEcrioN III

Relation d’isogénéité entre les fonctions de ligne
et les fonctions de point.

8. — Si ® et F sont deux fonctions de ligne isogénes, on a par
définition

d®  d¥
do : 3 =f(x,y,z)

f étant une fonction complexe de point ; on a donc

dv . dF av _, dr do _ ¢ dF |
alyz) — " d(yz) d(zx) — "d(2x) d(xy) — Td(xy)’

en vertu des conditions d’intégrabilité, on conclut que ® et F satisfont 2

dof avw dof avw of dw
(x5) %" Ay "oy dan) o dwy)

(1) Voir V. VOLTERRA (23).
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Rappelons que si ¢ et  sont deux fonctions monogénes des points
d’une surface, on a

% b oy o
a4 oy Y d—u)

= 0.

Nous dirons que la relation (15) caractérise la liaison d’isogénéité
de la fonction de point f et de la fonction de ligne V.
La fonction f est appelée dérivée de ®|[L]| par rapport a F|[L]

f_dF9

donc : la dérivée d'une fonction ® par rapport a une fonction ¥, qus lui
est isogéme, est ume fonction de point, elle-méme isogéme aux deux
fonctions ® et F.

Pour montrer que f est isogéne a F et & @, il suffit d’écrire les condi-
tions d’intégrabilité des dérivées de @ et de F.

Réciproquement : si f est isogéne a F |[L]|, 4l existe une fonction
®D|[1]]| telle que dP : dF = f.

En effet, si

of dF  df af dF
ox d(yz) +dy d(zx) oz dxy)

en vertu de

d¢ o  dF | > dF _
xdyz) T oy dx) ez dlwy) T

)

on conclut que

{1 dgm) + 507 ) + 3 (- ) =

il existe donc une fonction de ligne ®|[I]| ayant pour dérivées

dF dF aF
Taom Ty ' aty

® sera appelée intégrale de f par rapport a F |[L]| et nous écrirons

o) = [ o
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notation qui est justifiée parce que
" dF dF dF
¢ |[L]] =1{'[ fmdydz + ]‘Mdzdx +fm dxdy],
I'intégrale étant étendue & une surface ¢ limitée par la ligne fermée L.

9. — Sify, fo, fs sont isogénes @ F|[L]], on a
3(/1fsfs)
o(xyz)

en effet, les dérivées de I, non toutes nulles, doivent satisfaire aux trois
équations

:0;

of; dF of; dF of; dF .

ax q7) oy di) Tazdy) —° G =123
dont le déterminant doit étre nul ; on peut dire que sz f,, f,, f; sont
1sogénes a une méme fonction de lignes, f, est fonction de f,, f,.

Réciproquement si f, ef f, sont isogénes a ¥ |[L]], toute fonction de
fu I telle que f, = g (uf,) est isogéne & F |[L]]. -

Nous dirons dans ce cas, que f,f,f; sont isogénes entre elles.

Pour donner une signification a I'isogénéité des fonctions de point,
analogue a la monogénéité, rappelons Ja définition de monogénéité de
deux fonctions f;, f, des points d’une surface. Soit P un point infiniment
voisin du point fixe M et d la différentielle suivant MP. Ies deux fonc-
tions sont monogénes si df, : df, est indépendant de la maniére par
laquelle P tend vers M.

De méme soient P, P, deux points infiniment voisins d’un point fixe M
dans un espace a trois dimensions et 4, dy; les différentielles suivant
MP,, MPy,. Si fy, fo, fo sont isogeénes, les rapports
aify  dyfy difs  dyfe . difs Aufs ‘
difs duf> | |&fs dufs| " dfi dufs
sont indépendants de la maniérve dont les points Py, Py, tendent vers M.

10. — Considérons des fonctions de lignes Fi |[L]], isogénes d’une
fonction de points f :
dFl bl dF@ bf dF, af .
dyz) "ox T dwx) oy T dmy) Tz O
on vérifie qu'il existe des fonctions de points ¢i telles que
a¥; _ d(ef) .
a(yz) — p(y2)’
et que les fonctions ¢4, f sont isogénes.
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Réciproquement, si les fonctions ¢ sont isogeénes, il existe des fonc-
tions de lignes Py telles que
dvy _ dlg)
d(yz) — d(yz)’
et les @y sont isogénes entre elles; en méme temps, les ®y sont isogénes
aux fonctions g,.

11. — Puisqu’on a, quelles que soient f, et f,,

2 d(hfs) L d(fife) + 2 d(fifs) _

ax d(yz) W dizx) 2z d(xy) 0

il existe évidemment une fonction ¥ |[I,]| donnée par

av __d(hfy) .
d(yz) — d(yz2)’ ’

nous 1’écrirons

W= (ff,) ;

nous dirons que W provient de la composition des deux fonctions f,, f,.
IL’opération générale de composition sera étudiée dans le chapitre
suivant. Nous démontrerons ici seulement le théoréme : pour que

(if) = (81&)
il est nécessaire et suffisant que f,, f, soient deux fonctions de g, g, sa-
tisfaisant &

d(gth) —1

dfufa)
La condition est évidemment suffisante ; pour établir qu'elle est
nécessaire notons que 1’égalité de (f,/,) et (gig,) signifie que

Afrfr) _ dlgng) ...
dlyz) — d(yz)

On en conclut que
dfifsfs) a(f1,81,8) —0

a(%,y,2) a(%,9,2)

d’ott
afufs) _ dlfufs) | 488 ...
dlyz) — d(g,g) 42
et par suite
dihf) _
d(gig)

— 334 —



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ET THEORIE DES FONCTIONS

12. — Remarquons aussi que si nous cherchons une fonction F
isogéne aux deux fonctions f,, f,, nous pourrons écrire
AF _, d(hh)
d(yz) a(yz)
puisque

of dF | of  dF o dF _ .
oxdyz) "oy dam) ez day) T © =12

) étant évidemment fonction de f,f,. Si nous posons

) ==

=3
ces relations deviennent

dF __d(fif) |
d(yz) — d(yz)

On en conclut que F = (f,f,), ce qui peut encore s’écrire

F = f d(fsfy) du dv,
v 8

d(uv)

v = [{ - a,

I'intégrale double étant toujours étendue & une portion de surface (de
paramétres « et v) limitée par la courbe fermée I,.

ou encore

18. — Nous avons défini plus haut la dérivée d’une ®|[L]| par rap-
port a une F|[L]| isogéne et nous avons aussi considéré (§g) 'opé-
ration inverse d’intégration. _

f étant une fonction de point isogéne a F|[L]| et ¢ une surface ouverte

ou fermée de 1’espace, %? est défini dés que le sens de la normale est

fixé et de méme l'intégrale
dF
JJ &%
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que nous avons écrit
(13) [ tap
v @

(et qui change de signe avec le sens de la normale).

Les conditions posées entrainent immédiatement que, si & est une
surface fermée ne renfermant pas de singularités de f et F, l'intégrale de
fonction isogene (15) est nulle. C’est 'analogue du théoréme de CaucHY
pour les intégrales de fonctions analytiques.

Le théoreme inverse (MORERA) se généralise aussi : si (15) s’évanouit
identiquement pout toute surface fermée o, f est isogéne a F.

Dans ces conditions si 7 est une surface ouverte (limitée par la courbe
L) Tintégrale (15) ne dépend pas de la forme de cette surface, supposée
variable dans un champ simplement connexe ot / et F n’ont pas de
singularités, mais dépend umiquement de 1, ; c’est une fonctionnelle
®|[L]|, isogéne a F et telle que

ae
ap =1
Nous avons donc bien obtenu l'opération inverse de la dérivation.
Si nous prenons F sous forme de composition, F = (f,f,), I'intégrale

(15) s’écrira
St = [ raa = [[ 1508 auas;

et, puisque f est, d’aprés ce qui précéde, fonction de f, er f,,

,f:de = ﬂ:ﬂf,fz)df,dfz.

Ceci montre la théorie des intégrales doubles des fonctions de deux va-
riables complexes est un probléme de la théovie des fonctions isogenes.
Notre résultat précédent sur l'extension du théoréme de Caucmy
coincide au fond avec l'extension du méme théoréme, donnée par
POINCARE pour le cas des intégrales doubles.
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CHAPITRE V

L’ISOGENEITE DANS LES ESPACES
A PLUS DE TROIS DIMENSIONS

SEcrION T

1. — Passons aux fonctions isogénes dans un espace a # dimen-
sions (*). Soient ®|[S/]| et F|[S]| deux fonctions complexes du premier
degré. Nous dirons qu’elles sont 7sogénes si le rapport

d® ., dF

(1) SIS
as,  "as .

est indépendant de l'orientation de I'élément dS,,,. Sinous séparons
les parties réelle et imaginaire

dF ; ;
‘ alx;:  x: ) Z?i1-..ir+1+1’q‘i1°"ir+1=?I+lql
) ( 1y oo lr,‘_‘)

Y dq) . .
T =0 iy, T Wi, = O
(d(le...xzr+x) ! ik ! T ’

ott nous désignons par I I’ensemble d’indices

(2)

(3) I=(ily"'air+i)
qui représentent une combinaison quelconque 7 4 I 4 r -~ 1 des
nombres 1, 2, - - - # ; H aura une signification analogue.

La relation d’isogénéité conduit 2

wy + 'ill __ g +"i’/\n

(4) {7[ “"‘iqx —Pn +‘iqn
d’ot
(5) \ g — Oxpr = y1u — xad:
( Oy — wufy = AP — JiPu.
Posons
©) y Eow = PiPu + qun

? Din = pgr — Pudss

(1) Voir V. VOLTERRA (24) et (B).
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d'ot1 les relations

() \ DiExr + DgugBiy; + DgBig =0
( EIHEKL - EILEKB = DigDpgr.
La solution des équations (5) est

W = Em}'r - En,(u P Epto; — Eu‘”a.
0 1= — D )
HI IH
on en conclut, par un calcul simple,
Em)(x Em)(
D
( 8), 5 HK
— Bt —— Fyxon
“ Dxn
d’ott
() { Dpgw; + Diwg -+ Digog = 0

? Dygys + Dxiga + Dmyx = o.
Les conditions d’intégrabilité

r+2 5 )
23(_— Ty ax_w’l A
I .
r+2
N 1 o e s = O
dnd S s R L R ]
1
donnent en vertu de (8)
r+2 Coe
2‘ (—1) 9—1— \E “oli—qlspye e lrpgH LK _Etl 13—1 fgg1- 1r_+z"/(‘”. —o0
Dax Vo

et la méme equation pour w. Donc : les parties réelle et imaginaire
de © satz'sfont aw systéme

v aw aw
\ DHK d( ) -+ Dg; d( Ce) + Din d(xg) — =
72
— s—l —
(10) E T
, av =
’ > ]-_‘«)l1 T AN AT i,+,‘}lm — Eil e lg—y Gstr - lr-}—de( 2 ( =0.
! Dge '

On peut montrer que réciproquement si ® satisfait au systéme (10),
1l existe une fonction ¥ telle que ® + ¥ soit isogéne avec F.
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2. — Considérons deux fonctions isogénes ® et F et la fonctionde
points

_ d® , dF
- ZSI‘—[—{ : dSr+l

f sera appelée dérivée de © par rapport a F

ae
t= g%
En vertu des conditions d’intégrabilité de
_dF
b= Gy
_ d%
" )

on conclut que
r+2

e . .o
Zs(— 1)¢ '{7,1'"1:—1134—1"“11‘-{-2 bxts—o
I

ou

r+t2
2(_1),_,_31‘_ v ___ )=o.

bxis d(xﬁ s xis—: xis-l—: xir+:

I

Nous dirons dans ce cas qu'il y a isogénéité entre F |[S/]] et [.
La dérivée f d'une fonction d'hyperespace @ par rapport & une fonction
isogéne F est isogéne avec F et P.

3. —Supposons qu’on considére une fonction d’hyperespace F|[Sr]l,
isogéne a une fonction de points f. I,’intégrale

4, dF
ﬁ,ﬁf Sy BT

sera écrite simplement

f+dF.
Sr+1

Elle est, si «, ¢, sont les cosinusdirecteurs de Sry,

dF
LJJ aF =ﬁr+ 1 2y S
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ou, en employant le théoréme de STOKES, a;;, ... 4.,

directeurs d’une Sr4, qui a pour frontiére Sry, (supposée fermée)

L A By ooy e irga)
jS‘H-If dF_LfS‘r—l—zZiah.“zngs( I) Xis dsr'“

_ Y .- . b__ e . ?f
—\J;r_i_z}.dia“"'”'“ % ZS( I,’p!l..-13_113+1 L,+aaxz

+ fZS (_‘ I)srbpl.‘ cee i&—l l:.s+1 cee i"—l—i % dSr+]

EY oA

étant les cosinus

elle est donc nulle
fdF = o.
o Sr+1]l
C’est la généralisation du théoréme de CAUCHY.

4. — Consilérons deux Sr que nous appellerons S et St tels qu’on
puisse mener un Sr4, qui ait pour frontires Sy et St il est facile
de voir qu’en vertu du théoréme ci-dessus ‘

f.dF
sr+1
est une fonction de S? et S! seuls; nous le désignons par

X
5 fdF

et I'appelons intégrale (somme) de f par rapport a F. Si S est ﬁ\e

vl = [ e

est une fonction de Sr qua est 1s0géne avec F et telle que

dd
ﬁ—f

Ceci signifie que la dérivation et l’mteamtwn qui mennent d'étre
définies somt deux opérations inverses. : o

!
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SecrioN 1T

Fonctions élémentaires. Composition.

5. — Oun voit en comparant les propriétés du paragraphe précédent
que la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe des fonctions
1sogénes avec ¥ est que le systéme d’équations aux dérivées partieiles

r+2

. . = — 1), . . 9
(II) Ell o 1' + 2— E ( I)‘Pu ceolslsy1 - f -
I

r+2 dXis

ait au- moins une intégrale f ().
Le systéme précédent peut étre incompatible. Dans le cas de quatre
dimensions et pour lesfonctions delignes (# = 4,7 = 1) le systéme est

{’32 /—i-P: f+7521 f=0
ml+ml+mi=o
Pma—xz -+ Pu Qf—i—?ssaf—o

ﬁzl—f -+ P«zif— -+ p“a—"é = 0.

Il n’est compatible que si

PP + Pispio + Pupy =0

6. — Il existe une classe importante de systémes du type (11) :
ceux pour lesquels
r+42
(12) 2 s (— X0 Dighy o« hpy1Piy « e Gs_tiyqr o ee drpn = O

I
L’'un au moins des p est différent de zéro : supposons que ce soit
Pirig - - - ip1; les conditions (12) entrainent alors que les éguations (I1)
sont des conségquences du systéme
=0

= Q s+ E;

! e e . .
(xr') R TR AT 3] 11 - frp1fn—r—1

(1) Pour plus de détails, ¢f. VOLTERRA (B).
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dans lequel les hyhy - « - hn_r—y sont tous différents entre eux et différvents
desi.

Ce théoréme est valable méme si les p ne sont pas les dérivées d’une
fonction F|[S-]| : il suffit seulement qu’ils soient hémisymétriques par
rapport 4 leurs indices et liés par les relations (12).

Si les p satisfont seulement aux conditions ci-dessus, on montre que
(11) n’est pas complet ; mais il le devient par 1’adjonction du systéme

' d
2(— IFLi, . . iy yisy1e - -irgs ox;, (¢}
s $
avec

N, Py by b
Lhy oo hpps =2 (— 1) —‘—%;hj ey
Les p étant les dérivées d'une F|[S/]|, les précédentes I, sont nulles
4 cause des conditions d’intégrabilité de sorte que, sous les conditions

(x2), le systéme (11) est complétement intégrable. Les parenthéses alter-
nées de Poisson

(CT S N S W)
sont identiquement nulles de sorte que le systéme (11’) est Jacobien.

7. — Si les conditions (12) sont satisfaites, nous dirons que F|[S/]|
est une fonction élémentairve. Davs ce cas, (II) a r 4 I intégrales indé-
pendantes

fr f17 ot ffy
le rapport
0 —_ Pir-eeirg
<d(f7fh U fr) >
d(xil' . -xir+.1).
est indépendant des indices 7, et
.. g 8T
S 7511--01r+1—ed(xilf,,x,'rﬂ)'
En vertu de
r+2 a;bi . . .
_q)e Ll ls—alsty -t try2
2 s( 1) 0X;, =0

I

(1) Voir V. VOLTERRA (25).
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on a

r--2

2 a1 -
pINEET oy, d(%iy .. y T ©

- Ky Misgq e %irpa)

ou
r+2
af
— 1) H . . . A
ZS( I) i);l...zs_lzs_l_l...zr_l_,bxi = 0}
1 S
donc § est une fonction de £, f,, - - - f,. Si nous écrivons
)
0= —f—o,
of
nous obtenons

— _Afofr -~ 1)

Piveovives = Qg %7,,)
Donc, si F est une fonction élémentaire
dF _ Alfetiyrecfr)
d(xix e xir+ 1) d(xil v xir+ 1)

01 fofy + + - Ir sont isogénes avec F.
Réciproquement, si nous prenons v 4 1 fonctions forfy -+« I les expres-
sions (13) définissent une fonction ¥ élémentaire et isogéme avec les f.

(13)

8. — Toute fonction isogine & une fonciion élémentarre est elle-méme
Elémentaire.
Car si F est élémentaire et que
ae
w1/
f est une intégrale du systéme (11) et
av . — d(fOfi fr) .

d(;‘;;fixzr.l.l) Ty e olrpr d(xi, . xir+:)

f est donc fonction de f,, f,, - - - f, ; définissons J par
d\
I=a,
il viendra
_ A0 1)

. . =
Tp oo Ipga d(xil..-xir-H)
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Nous désignerons ia fonction F, définie par (13), par

F=(lfi+-1)

et nous dirons qu’elle est obtenue par composition.

9. — Sz
(fofr ==+ fr) = (gogr -~ &)
les gi somt fonctions des fi telles que
a(gogi - &) _ |
A(fofs -+ - 1) '

La démonstration est identique 2 celle donnée pour l'espace a trois
dimensions.

10. — Jusqu'a présent nous avons composé des fonctions de point,
mais la notion de composition (*) peut étre étendue aux fonctions
d’ordre quelconque. )

Indiquons par

I
(__ I)( il"' it+: >

le nombre 1 ou — I suivant que la permutation <}Z ?::‘f) est paire

ou impaire.

11 existe une fonction F | [Sey,] | définie par
(hl e h,_,_,)
__aF =2(_ )\ a® ) v .
A%y .o Fipyy) G A(py oo Fhpyy)  E(Fhpgs - Fheps)

la somme étant étendue 4 toutes les combinaisons des ¢ + 2 indices
%y -+ + Ut4g, Pris # -+ 1 2 la fois.
Nous écrirons

F = (d)’ ‘If)

et dirons qu’on obtient F par la composition de ® et ¥.
D’une maniére générale, étant données les fonctionnelles

PO[[Sr]], - 2 |[Sre]
(1) Voir V. VOLTERRA (25) et (B).
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nous désignerons par
F = (M) ... &x)

la fonctionnelle d’hyperespace Sy, avec
. ’ K
R = Z 7+ K
I

obtenue comme il suit :
U, = (o), 0®), W, = (V,0®), ... F = (¥g_,PK)

et nous dirons que F résulte par composition de ¢, ®® ... @&,

La composition est associative mais non commutative ; une inver-
sion dans les éléments de F peut d’ailleurs produire seulement un
changement de signe du résultat.

Nous disons que ®* est un diviseur de F. Si F n’a aucun diviseur,
elle sera appelée premiére. Si une fonction divise un diviseur d’une
autre fonction, elle divise cette fonctiou. ‘

Deux fonctions ® | [Sr]| et F|[Sr]| sont isogénes st

F=(v) &= (vg

f, g étant des fonctions de points et f étant fonction de g.

Secrion 11T

Quelques extensions de la notion d’isogénéité.

11. — a) Nous pouvons étendre I'idée d’isogénéité aux fonctions
d’ordre différents ®|[S,]| et ¥|[S]|. Nous disons que ®|[S/]| et
W|[S]], avec » > ¢, sont isogénes si

r-+2 dj’_ v

(14) Z(— D die:  w xe  w N dim e ay = 0
- CIE7RNOE ZHT T WO Zay B 10 2 SR )

7

c’est 'extension de la définition du n°2 de la 17 section 2 laquelle elle
se réduit si Z = o.

Siz =t,les conditions (14) impliquent que ¢ et ¥ sont non seulement
isogénes dans notre premier sens, mais aussi qu’elles sont élémentaires.

— 345 —



V. VOLTERRA

Réciproquement, deux fonctions d’hyperespace du méme nombre de -
dimensions, élémentaires et isogénes dansle sens du début, sont isogeénes
dans le sens actuel.

Toute fonction qui est divisible par ¢ est isogene avec ¥.

I.a condition nécessaire et suffisante pour que ® soit isogéne dans
ce sens avec la fonction élémentaire ¥ est que

b = (¥8).

b) Un systéme de fonctions élémentaires sera dit systéme isogéne
d’ordre v (1) si toutes les fonctions composées ayant un ordre > r sont
nulles mais s’il existe une fonction composée de ces fonctions, d’ordre
¥ — 1, non nulle,

Les fonctions élémentaires proviennent de la composition de cer-
taines fonctions de points

frs oo fm.

Ia condition nécessaire et suffisante pour l'isogénéité d’ordre » est
qu’on ait
- Whin)
(’4(11 T xlr+1)
pour toutes les combinaisons d’indices 7, /.

Une fonction du systéme d’ordre » — 1 est isogéne avec toute autre
fonction du systéme (dans le sens a).

Toute fonction du systéme d’ordre »— 1 admet comme diviseur toute
autre fonction du systéme d’ordre moindre.

Considérons en particulier les fonctions de point du systéme, soient
fi; d’aprés (15), il v en a seulement 7 indépendantes: f,, fs,- - - f,; toute
autre fonction de point du systéme est fonction de f,, fs,- - - f., que
I'on peut appeler variables indépendantes du systéme isogéne.

Si @ et F sont des fonctions du systéme d’ordre » — 1, on aura

dd
P = )
=10 P

et, 'intégration étant faite sur un S, fermé,

fde:o.
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si
F= (f 1eas f r)

Lfd/l...d/;o,

qui est le théoréme de CAUCHY pour les intégrales de fonctions de
plusieurs variables complexes.

Sans qu’il soit besoin d’insister, on voit que I'intégration multiple
des fonctions de  variables complexes donnera lieu a4 un systéme iso-
géne d’ordre 7 tel que les 7 variables complexes soient précisément les »
variables indépendantes du systéme.

on conclut que

12. — Nous indiquerons enfin une autre extension du théoréme
de CAuCHY en renvoyant, pour plus de détails, aux Mémoires de
M. VorTERRA (cf. en particulier (30), n°® 13 et 14).

Soient deux fonctions du premier degré d’hyperespaces

FI[S1] et Fl[S.ll,

telles que
r+1
d 2 1 <+ Ggylgts o Irgy
( lr+ 1 S bxis
m o
dix dg“_,v —\ (_ I) v, Urp e fs—plstyee im.
x; X. s .
( irte Tm. 1’+2 Bx’s
Posant

dF
Livoims = Dat ) Voo i
rime hd(xh o Fhyy) Y g
.

=¥V,
h d(xhr-h o th—l) b i

nous aurons, comme le montre un calcul simple

il e im—l

*lg—aigdy - .\ dF aF I
(16) 2 dxf: N %d(xhx te xhr-l—l) d(xhr+2 te th)
m

O iy igg e im
=Y.~ ;
s X
1 $

avec hl hz..- hm = i] 1:2 e 7:m-
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. d
Si nous posons tz@_—.-z.—t—)egal au premier membre de (16), il en

résulte que
= (F, 9).

Cette propriété peut encore s’exprimer de fagon différente. Prenons
pour Sn_, un hyperespace fermé a m — 1 dimensions, contenu dans
S. et qui peut se réduire 4 un point sans rencontrer de singularités
de F et g ; soient o; . ses cosinus directeurs. Nous aurons

F1Small

Sm-—1 i ( Ed xh + h’+3 e hm_1>°’il EEEE P ds"l—l
S, - <2d Ftpr " * Fty) Vi,... h,,>oz,~l RN

e ey

avec
hihy e Ry = 548s -+ - Ty
Si
(F,9)=o,
on aura

‘ fm—lz ( ;d xhr-l-; hr+2 . b )ail SRR oy dsm—l o
1

(17) ¢

N\ aF :
( - f Z(%d("hﬁul g ) "')a"’ iy By = O

Sm—1:
< Om=1 /

Si g est une fonction de point, la formule précédente se réduit a
I'extension du théoréme de CaAucHY donnée au n° 3 de la section pré-
cédente. Elle représente donc une nouvelle extension du sus-dit
théoréme.

Voici un cas particulier auquel (17) sera applicable : celui ot
F et 7 admettent un diviseur commun, qui est une fonction d'un
hyperespace d’ordre pair. Dans ce cas, en effet, on a

(F, F)=o.
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Pour vérifier ce dernier point, on remarquera que si A est fonction
d’un hyperespace d’ordre pair, (A, 1) = o, parce que la somme

i ibivein
I3

dans laquelle

@

l. e
afx;, - - %)

1]1'2...{;

contiendra des termes deux 4 deux égaux et opposés. En appliquant
la propriété associative de I'opération de composition des fonctions
d’hyperespace, on obtiendra le résultat annoncé.

3. — Si au lieu d’'un couple de fonctions F et § nous en avons

plusieurs F, et §,, auxquels correspondent respectivement les Vg?, o

T
vk '
et Vh, taeee e, » IOUS constaterons en posant
f= Ex(Fxf ﬂx),

que f peut s’exprimer comme deux sommes d’intégrales analogues
a celles qui figurent dans (17) ; si f = o, les deux sommes d’inté-
grales seront nulles.
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