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La théorie quantique des forces de valence

PAR

W. HEITLER

I

Introduction

Le sujet de nos conférences sera la théorie de la laison chimique
homéopolaire.Ce probléme était insoluble en physique classique, pour
deux raisons. D’abord, on ne pouvait pas trouver des forces capables
d’engendrer I'attraction de deux afomes neutres, tels que deux atomes
d’hydrogéne par exemple. Nous ne connaissons en physique classique
que les forces de gravitation et les forces électriques et magnétiques.
Les ptemiéres, ainsi que les forces magnétiques sont beaucoup trop
petites pour expliquer les attractions que nous révéle la chimie.
Considérons donc les forces électriques s’exercant entre deux atomes.
Si ces derniers sont neutres, chacun étant composé de différentes
charges, par exemple d’'un noyau positif et d’électrons chargés néga-
tivement, on peut développer I'énergie potentielle mutuelle des deux
atomes en série de la forme suivante :

(5 1)
(1) P(R) = Tyt
L’énergie de CouLroms e—'Rﬁ’ est nulle, parce que les deux atomes sont

neutres ; ui est le moment dipolaire de 'atome, qui s’écrit

J— -
:L:E 7,6,;_
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ol e représentent les différentes charges del’atome et 7 leurs distances
vectorielles au centre.

Le premier membre de cette série est encore trés petit, égal a
zéro en premiére approximation. En effet, si 'on suppose en premiére
approximation que le mouvement des électrons du premier atome
n’est pas changé par la présence du deuxié¢me atome, 1, est un vecteur
qui peut prendre toutes les directions de 'espace avec une égale pro-

babilité. On comprend alors que la valeur moyenne de (y.: 7;) soit
nulle. C'est donc seulement le changement du mouvement des élec-
trons du premier atome causé par la présence du deuxiéme, qui rend
¢ différent de zéro. On appelle ce phénoméne la polarisation. Les
termes suivants de la série sont encore plus petits. Seule la polarisa-
tion produit une certaine interaction entre les deux atomes. Des
ca culs de ce genre ont été effectués par DEBYE. Iltrouva, que les deux
atomes s’attirent l'un lautre par suite de la polarisation, mais
que cette attraction est encore trop petite, inférieure & I'énergie de
dissociation de la molécule H,, par exemple.

Ce n’est 13, qu'une premiére difficulté. Les forces de la chimie sont
‘caractérisées par la notion de valence. Considérons de nouveau deux
atomes d’hydrogéne. Nous savons, que les forces chimiques produisent
une attraction ; mais nous savons aussi, qu'un troisiéme atome
d’hydrogérne ne sera plus attiré par '’ensemble des deux autres. I,’atome
d’hydrogéne posséde une valence égale d un : il ne peut attirer qu'un seul
atome d’hydrogéne, tout autre atome étant au contraire repoussé.
Si’on admettait pour un instant, que 'attraction des deux atomes était
due 2 la polarisation, ou a une autre force classique du méme
genre, il serait impossible de comprendre pourquoi un troisiéme atome
ne serait pas également attiré. Les forces de la physique classique
sont soumises 2 la loi de V'addition des vecteurs, c’est-a-dire qu’une force
qui agit entre un premier et un second atome doit également agir
entre le second et un troisiéme. Aucune force de la physique classique
ne posséde cette propriété de saturation, qui est si caractéristique de
toute la chimie. S

C’est seulement la théorie des quanta qui permet de résoudre ce pro-
bléme. Nous allons voir comment la mécanique quantique nous fournit
les forces désirées. Quelles sont donc les différences entre la mécanique
quantique d’une part et la mécanique et I'électrodynamique classique
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d’autre part ? Elles ne consistent pas dans le fait que les forces entre
particules élémentaires sont changées. Entre particules élémentaires,
c’est-a-dire entre les électrons et les noyaux, agissent en théorie quan-
tique les mémes forces qu'en théorie classique, c’est-a-dire les forces
de CouromB. Mais c’est la cinématiqgue des particules, qui est essen-
tiellement modifiée.

Un électron ne décrit plus — comme en mécanique classique —
une trajectoire définie dans l'espace ; son mouvement est décrit par
une certaine fonction d’onde ¥ déterminée par I’équation bien connue
de SCHRHDINGER

872,

A‘yn -+ il} :

(Eu — V)¥, =o,

qui conduit en général aux états quantiques discrets E.. Cette fonction
I's nous donne seulement la probabilité de présence de 1’électron au
point x, y, z. Elle est 'expression du fait, que I'électron posséde une
certaine nature ondulatoire, abstraction faite de sa nature de particule.
I équation de SCHRODINGER détermine cette probabilité, lorsque I’élec-
tron se meut sous l'influence d’une force, dérivant d’un potentiel V,
dont l'expression est la méme qu’en théorie classique.

Mais cette différence n’est pas la seule entre la cinématique classique
et la cinématique quantique. D’aprés la cinématique nouvelle, un
électron lié a un atome semble posséder un certain moment de quantité
de mouvement.

1h
(2) $= g2n

indépendamment du moment di a la rotation de 1'électron autour du
noyau. Nous appelons ce moment le spin. Le spin a la propriété sui-
vante : il est impossible d’attribuer en méme temps des valeurs définies
a ses trois composantes sz, Sy, Sz, ; on ne peut le faire que pour ’une
d’entre elles, s; par exemple, tandis que pour les deux autres on ne
peut donner que des probabilités relatives aux différentes valeurs

N

possibles. Ces derniéres sont sont seulement au nombre de deux,

. I I 2 " ’ 2
savoir + - ou— . Nous pouvons désigner un état, ot I'électron

posséde une valeur s. = -+ ; par une fleche dirigée vers le haut 4, et
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s \ 112 I P sos
un état, ot 'électron a la valeur s; = — 7, par une fleche dirigée vers

le bas |.

Enfin, nous trouvons entre les mécaniques quantique et classique
des différences fondamentales si nous considérons le cas de plusieurs
électrons.Méme si nous négligeons les forces d’interaction entre électrons,

2

C’est-a-dire si nous négligeons le potentiel de Couroms : oft, 7

X ik
représente la distance entre deux électrons ¢ et %, il subsistera toujours
une trés grande influence d’un électron donné sur les autres. Considé-
rons le cas de deux électrons.

2

. .y . . é ,
Si l'on néglige l'interaction de CouLoMB -, chaque électron se
12
trouve en un certain état ¥a qui est un de ceux, dans lequel un élec-
tron pourrait se trouver, si I'autre n’existait pas. Les deux électrons se

trouvent donc dans deux états

Yy ¥

ay by

avec les énergies Eq et Es. Pour décrire complétement I'état du systéme,
il est nécessaire de se donner aussi I'état de spin de chaque électron,
C’est-a-dire, la direction de sa composante s.. Un état du systeme est
donc complétement déterminé, si nous connaissons Y, Vs

4

___l(___.

et les deux directions de spin correspondantes.

Naturellement, il est possible, que les deux électrons se trouvent dans
le méme état : a = b. Mais alors, une loi fondamentale de la cinéma-
tique quantique exige que : Si les deux électrons se trouvent dans le
méme dat a = b, il est nécessaire que leurs directions du spin soient
opposées. Le seul état qui puisse se rencontrer dans la nature est
représenté par le symbole |4. Cette loi est connue sous le nom de principe
d’exclusion de Pauli. - '

- Jusqu’ici nous avons négligé les forces d’interaction entre les deux
dlectrons. Si mous introduisons maintenant ces fsrces, nous ne
pourrons plus parler qu'avec une certaine approximation de I'état de
chaque électron. Mais si I'on étend a ce casle principe de PauLr, il est
légitime d’admettre 'apparition d’influences trés grandes entre les
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spins de deux électrons, méme quand ces derniers se trouvent dans
deux états différents. Une conséquence du - principe. d’exclusion,
généralisé au cas de l'interaction des deux électronsest qu’il existe
un couplage trés fort entre les deux spins, qui sont forcés de se placer
soit tous les deux dans la méme direction ou soit dans deux directions
opposées.

PMooon it

A ce fort couplage correspond un grand changement de I’énergie
du systéme. Nous pouvons définir I’énergie de l'interaction en formant
la différence '

s = — (B, + Eh)

ol E représente I'énergie exacte du systéme, E. + Es représentent
'énergie que le systéme aurait sans interaction entre les électrons,
Cette énergie d’interaction n’aura pas la méme valeur suivant que les
spins seront paralléles ou antiparalléles.

Au lieu d’une seulé énergie E. + Es sans interaction des deux élec-
trons, on obtient maintenant deux énergies différentes

PR
S
pour les deux configurations des spins : Fa 4+ Ep + ¢p et o + Fo + . Si
le couplage entre les deux spins n’existait pas, I’énergie de 'interaction :
serait simplement — d’aprés la théorie des perturbations — la moyenne

En -+ EI; N

du potentiel de Couromn ; Il s’y ajoute maintenant 1’énergie de
12 .

couplage entre les deux spins, que nous appelons A. Un calcul détaillé
nous donne alors

;, =C+ A

5, =C —A.

Cette énergfe du couplage A est du méme ordre de grandeur, que C. C
et A dépendent naturellement de la structure du champ dans lequel se
meuvent les deux électrons, c’est-a-dire de la structure de 'atome.

Le fait que nous venons d’exposer est le point de départ de la théorie
de la liaison homopolaire. J’essaierai tout d’abord d’esquisser les
points de vue généraux et les résultats principaux de la théorie, sans'
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calculs détaillés, et d’'une maniére intuitive. Je développerai ensuite la
théorie exacte dans les chapitres suivants.

Considérons le cas le plus simple de deux atomes, ayant chacun un
électron. Soit R la distance entre les deux noyaux. I,’énergie du systéme
sans interaction des électrons sera la somme de I’énergie du premier
atome et du second atome, et 1’énergie d’interaction s’écrira
e = C =+ A. Ces deux quantités C et A dépendent de la structure
du systéme, c’est-a-dire dans notre cas de la distance R des noyaux.
Si, par exemple, cette distance est infinie, C et A doivent étre nuls
parce que il ne subsiste alors aucune interaction entre les deux atomes.

On peut alors interpréter ¢(R) comme I'énergie potentielle de 'inter-
%(R),

2R

Nous avons vu que l'expression de linteraction des deux atomes
en mécanique quantique est :

action des deux atomes. La force, qui agit entre eux sera —

(3) . s=C=A

On a calculé ces deux quantités en fonction de R pour quelques
atomes simples etl’on a trouvé que le couplage entre les spins, A, qui est
méme plus grand que C, est du méme ordre de grandeur que I'énergie de
dissociation de la molécule. Il s’ensuit que c’est seulement pour une seule
configuration des spins, que Vinteraction des deux atomes est telle que
les deux atomes s’attirent. Si par exemple le signe de A est négatif (et
le calcul montre qu’il en est vraiment ainsi), I’énergie d’interaction est
négative lorsque les deux spins sont antiparalléles 4.

1, énergie diminue alors en méme temps que la distance a partir de
R = o, C'est-a-dire, que les deux atomes s’attirent. Au contraire,
si les deux spins sont paralléles, les deux atomes se repoussent.
Si l'on trace les courbes de C, A, en fonction de R, on obtient
pour :(R) = C == A les deux courbes de la figure 1. _

On voit que pour 'une de ces courbes, : passe par un minimum : les
deux atomes peuvent former une molécule ; si’on calcule les constantes
de cette molécule, par exemple la distance d’équilibre et I'énergie de
dissociation, on obtient des valeurs voisines des valeurs expérimentales
La courbe pointillée correspond a l'expérience.

"Si nous considérons maintenant l'interaction de deux atomes ayant
plusieurs électrons. nous n’avons qu’a généraliser les résultats bbtenus
plus haut.
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Soient donc deux atomes A et B aplusieurs glectrons. Supposons que
le premier se trouve dans un état dans lequel 74 électrons seulement
aient leurs spins paralléles, c’est-a-dire un état dans lequel le moment

de spin total soit s« = Z—

. Wy -
Le second atome B aura un spin Sy = —21 Supposons d’autre part

s« plus grand que s;. Dans ce cas, si les deux atomes commencent a
réagir 'un sur l'autre, les deux spins se et s s’accouplent. Le modéle
de T'addition des vecteurs, qui est une conséquence générale de la
mécanique quantique, nous apprend comment ce couplage a lieu. Il

AN
Xed
: N c/:R
l
A
i d 3
\%.,;
el

est possible que le vecteur s. prenne la méme direction que ss, de sorte
que le spin résultant du systéme soit s = se + So. Mais le spin s»
peut également prendre toutes les directions permises, telles que le
spin résultant s posséde des valeurs inférieures, différant d'un nombre
entier de s« + ss, et cela jusqu’a ce que sy ait une direction opposée
a Sa. Les valeurs possibles de s sont alors

(4) §= S5 + Sp, Sy Sy — T - S S

On peut exprimer ce fait d’'une autre maniére : la valeur la plus
grande de s est sa + $» : tous les électrons, les #a électrons de a et les
n de b, ont leur spin dirigé dans la méme direction. Si donc le spin
résultant s est inférieur d’une unité, s = sa + ss — I, on peut dire
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que deux électrons, I'un de I'atome a et 'autre de I'atome b ont opposé
leurs spins, 1|, de sorte qu’ils ne contribuent plusen rien au spin résul-
tant. En général, on peut définir un nombre p de paires d’électrons &
spins antiparalléles, tel que le spin résultant soit

Ss=S5,+ 8§ — p.
p peut prendre les valeurs .
' p=0, L -+ m.

Dorénavant, c’est toujours du nombre p que nous parlerons, » repré-
sentant le nombre de paires d’électrons.

Dans chacun de ces différents cas nous aurons une énergie différente
pour linteraction de deux atomes. Le couplage entre les spins des
atomes sera différent pour les différentes valeurs de p. La théorie con-
duit & un résultat général :

(5) p="C+[p— (m — D) — D] A,

oti C et A sont deux fonctions qui dépendent seulement de la distance
R et de la structure des atomes. Dans la plupart des cas leur dépen-
dance de R est la méme que dans le cas de deux atomes ayant un seul
électron chacun. En particulier, le signe de A est négatif. On voit
alors que la liaison entre les deux atomes est maximum si p est
aussi grand quepossible. I’énergie d’interaction est dans ce cas

Ep = C+ n.’iA
si p décroit, la liaison devient plus lache, et enfin, si p = 0 nous avons
e=C— ’}'lc,,pbA.

c’est-a-dire les deux atomes se repoussent.

Le résultat de cette théorie est parfaitement d’accord avec les idées
que G. |N. LEwis a développées sur la liaison chimique. LEWIS,
en discutant le matériel empirique de la chimie, eut I'idée, que
chaque liaison homopolaire chimique est produite par une paire
d’électrons, -un-électron de chaque atome. Nous voyons maintenant,
que les paires de LEwIS ne sont autre chose que les paires d’électrons
4 spins opposés de la mécaniqhe quantique. Notre nombre p de
paires d’électrons est donc le nombre des traits de valence qui joignent
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les deux atomes. 7, — p est égal au nombre des traits libres, qui--
viennent de I'atome a ; le nombre 7. d’électrons a spins paralléles est
la valence de I'atome a.

Si I'un des deux atomes posséde un spin s. = 0, tous ses électrons
ont saturé leurs spins. Une liaison chimique avec un tel atome n’est
pas possible. I,a théorie conduit au résultat suivant :

SZC'—nbA

L’énergie de couplage des spins indique une répulsion, en accord
avec les faits connus. » ' '

L’idée de la valence a trouvé ses applications les plus fécondes dans
le cas de plusieurs atomes, surtout en chimie organique. 11 nous faut
donc étendre notre théorie a ce cas. ‘ ,
~ Considérons une série d’atomes a, b, c... de valences respectives
#a, Mo, Ne... Le probléme de la liaison de ces atomes sera résolu sinous
parvenons i calculer 'énergie d’interaction de ces atomes,. qui sera
maintenant une fonction de toutes les distances Ras (des atomes « et b),
Ruae... etc. Si nous connaissons cette fonction, nous connaitrons les
configurations d’équilibre possibles du systéme considéré et nous
saurons quels sont les atomes qui peuvent former une molécule. |

D’aprés les résultats que nous avons obtenu dans la théorie de deux
atomes, nous pouvons prévoir a peu prés le fait suivant :Adetjx atomes
A et B s’attireront s'il est possible de former une paire d’électrons avec
spins anti-paralléles entre eux.

Nous développerons la théorie pour ce cas dans les chapitres suivants,
et nous verrons qu’elle est en général d’accord avec cette idée fonda-
mentale. Mais d’autre part, les circonstances énergétiques sont trés
compliquées et nous verrons que la théorie permet d’interpréter beau-
coup de points de détail, par exemple les phénomeénes d’activation,
qui ne peuvent pas étre compris avec la simple idée des traits de valence
ou des paires d’électrons.
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II

Les invariants de -spin et les états purs de valence

1. Pour expliquer les phénoménes de la liaison homopolaire, il est
nécessaire de calculer ’énergie d’interaction de plusieurs atomes. Nous
allons développer maintenant la théorie générale de cette interaction.

Supposons que nous ayons une série d’atomes A, B, C, etc. et que
chacun d’eux se trouve dans un certain état quantique, par exemple
dans Vétat fondamental, défini par sa fonction d’onde. Soit V. la fonc-
tion d’onde de 'atome A, etc. Lorsqu'on calcule linteraction des
atomes, il n’est pas permis en général de prendre chaque atome dans
un seul état défini. Nous savons, que, dans le probléme de I'interaction,
tous les états quantiques de chaque atome interviennent. Cependant,
si I'énergie d’interaction est petile par rapport des différences d’éner-
gie des divers états, c’est-a-dire par rapport & l'énergie d’excitation
de chaque atome, il suffira, pour calculer l'interaction, de ne consi-
dérer que I'état fondamental de chaque atome. Dans cette hypothese,
il ne faut néanmoins pas perdre de vue les autres états voisins de I'état
considéré, s’il y en a. Par exemple, dans la théorie des valences diri-
gées de SLATER et PAULING la considération de plusieurs états est
essentielle.

Soit donc Y. la fonction d’onde de l'atome A.

Pour simplifier le probléme autant que possible, nous ne considérons
que les électrons de A dont les spins ne sont pas saturés ; en effet,
nous avons vu que les électrons qui ont saturé mutuellement leurs
spins a l'intérieur d'un atome, ne peuvent contribuer 4 aucune liaison
avec un autre atome. Dans ce cas on peut toujours écrire cette fonc-
tion comme le produit d'une fonction d’onde u. qui ne dépend que des
coordonnées des électrons de A et d'une fonction de spin 7.

(6) u"u = UySa-

La fonction ¥, ne dépend donc que des électrons ayant leurs spins
paralléles. Les électrons des couches internes ne jouent qu’'un réle né-

__246_
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gligeable pour toute 1'énergie d’interaction. De plus, nous supposerons
que I’état de 'atome . n’est pas dégénéré, c’est-a-dire qu’il s’agit d’'un
état S (abstraction faite de la dégénérescence de spin).

Soit #as le nombre des électrons ayant leurs spins paralléles dans
I'atome A. u. sera alors une fonction des coordonnées de ces #. élec-
trons, ¢. une fonction des #. variables de spin. Le spin résultant de A

n . ’ ,
a pour valeur s = ;" ; il en résulte, comme nous allons le démontrer,

que 7a est une fonction symétrique des #a variables de spin.

En effet, les composants de s. dans une direction déterminée (axe
des 2) peuvent prendre les valeurs
(6) Gu == Say Sa—ty "7 — S
C’est-a-dire I'état de spin s. est toujours dégénéré et tel qu’il y a
2ss + 1 différentes fonctions de spin qui correspondent aux diffé-
rentes composantes .

Si nous désignons par #(1) ou par (3(1) la fonction de spin du premier
électron suivant que ce spin est dirigé vers le haut ou vers le bas, c’est-
< a1 . 1 1. ,
a-dire suivant que la composante (1) = + 2 0u — ,,iln’yaura qu'une
seule fonction qui, pour les 7. électrons, donnera une composante 7o = sq
a savoir
(7) $na = a(I)a(2) - -+ "(”{a)-

Elle est symétrique. Faisons tourner maintenant les axes de coor-
données : ¢, se transforme en une autre fonction 7, , avec une autre
composante .. Mais la symétrie de la fonction ne peut pas étre changée.
Il en résulte, que toutes les autres fonctions 4, restent symétriques.
Alors il est facile d’écrire toutes les fonctions de spin : ce sont les
fonctions symétriques, construites 4 I'aide de z et &

(8) Crq == SYM 2(I) «--2(n, — ¥,)3(, — ¥, + I) --- 5(n,)

ol 7 représente le nombre des électrons dont la fonction de spin est 3,
: Cae : . I .

c’est-a-dire dont la composante de spin est — 2+ Le signe « sym »

signifie, que 'on doit rendre symétrique la fonction (8), en échangeant
les arguments et formant des combinaisons linéaires. T,a compo-
sante s« du spin résultant est alors

:

o

(9) Sy == = — T4

N
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parce ‘que 5. est égal a4 la somme des" composantes de chaque élec-
tron. -

Notre fonction de spin ?,a‘est donc toujours symétrique. Nous savons
que la fonction entiére de 'atome 'z doit étre antisymétrique, a cause
du principe de PauLL I’antisymétrie de la fonctiond’onde est une autre
maniére plus générale de formuler le principe d’exclusion, dont nous
avons parlé dans le premier chapitre. Si Y. est antisymétrique, et
o,, Symétrique, la fonction . doit étre antisymétrique. La fonction
de SCHRHDINGER d'un atome, pour lequel tous les électrons considérés
ont des spins paralleles est donc ant1symetr1que en ces électrons.

2.— Pour calculer I’énergie d’interaction des atomes, il faut d’abord
former toutes les fonctions propres qui décrivent le systéme sans
interaction. Si 'on a un systéme composé d’un certain nombre de
parties sans interaction mutuelle, les fonctions d’onde du systéme
entier sont le produit des fonctions d’onde des parties. Nous obtenons
donc pour le systéme entier

(IO) ‘ W= u,cr.Upsr, -

Cette fonction est déja antisymétrique pour les électrons de ’'atome A
pour ceux de I'atome B, etc. Mais pour satisfaire au principede PAuLI,
il faut qu’elle soit antisymétrique pour fous les électrons. On peut y
arriver en formant, par exemple, toutes les fonctions qui résulte de la
premiére par échange des électrons de différents atomes de A et B.
Nous allons représenter par P une permutation qui échange des élec-
trons d’atomes différents ; leur nombre est

(4 = -+ +)!

TRETAREE

On obtient alors une fonction antisymétrique en fous les électrons,
en faisant agir tous les P sur la fonction (10), et en combinant d’une
maniére adéquate les différentes fonctions ainsi obtenues.

Soit 7, un nombre égal & 4 I ou — I suivant que P est une permu-
tation paire ou impaire. 11 suffit, pour obtenir une fonction antlsyme-
trique, d’écrire

Wl
(II) \}r“’h.—:C.Z»ﬁppu“uh...?ag é...’

P

ot ¢ représente un facteur de normalisation.

_248__
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. Nous avons formé ainsi des fonctions d’onde antisymétriques qui
décrivent le systéme sans interaction. Evidemment il y en a plusieurs
de ce genre, parce qu'on peut prendre pour chaque atome diffé-
rentes fonctions de spin, par exemple pour l'atome A les fonctions
Dos Pr,» Pu,» €tC. ; Cest-2-dire que le nombre 7, des électrons de A
qui sont dirigés vers le bas peut prendre les différentes valeurs
0..., %a..., #a. Il y a donc au total (#e + 1) (6 4 1)... fonctions d’onde
anﬁsymetnques Yergry, distinctes.

Le systéme sans interaction est donc dégénéré et le degré de degene-
rescence est égal

(Mg + 1)(my + 1) -

D’apreés les régles de la théorie des perturbations d'un systéme dégé-
néré il faudrait former la matrice de la fonction d’interaction

(IZ) Hr(,n Sty Tt T fw* fafb e

ot H représente la fonction d’interaction entre les atomes, ¢’est-a-dire
I'interaction coulombienne entre toutes les charges de I'atome A et
toutes les charges des autres atomes, etc. Une fois cette matrice connue,
il faut chercher ses valeurs propres en résolvant I’équation

(13) |H,,' — & | =o.

A chaque racine de (13) correspond une fonction d’onde qui est une
combinaison linéaive des différentes fonctions &’ onde Wi,

Les différentes racines de cette équation représentent les énergies
d’interaction. Il est possible de simplifier beaucoup ce probléme.

Si nos atomes A, B... avec leurs spins forment un systéme commun,
les différents états obtenus pour le systéme total se distingueront par
la valeur de 1'énergie d’interaction et celle du spin résultant s. A
chaque racine de (13) correspond une valeur s du spin résultant.
En particulier, dans le cas de deux atomes il n’y a qu'une seule racine
pour chaque valeur possible de s. Mais dans le cas de plusieurs atomes,
a chaque valeur de s correspondent, en général, plusieurs énergies
d’interaction et, par suite, plusieurs fonctions d’onde.

Nous allons maintenant former des fonctions d’onde correspondant
aux- différentes valeurs de s avant de calculer les racines g. Cela est
possible, parce que le spin résultant est caractérisé par ses propriétés
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au cours de votations. Si nous avons formé deux fonctions correspon-
dant a deux valeurs différentes. s et s’, de s, tous les éléments de la

matrice Hys' = / U ¥H'W, sont nuls, parce que deux fonctions avec

.

différents spins résultants ne forment jamais de combinaison. Il suffit
donc de former une matrice ot n’entrent que les différentes fonctions
d’onde possédant le méme spin résultant s: Ilen résulte qu’en formant
les combinaisons linéaires, qu correspondent 4 une certaine valeur
définie de s, nous abaissons le degré de dégénérescence.

Avant d’arriver a former ces combinaisons, il faut parler de quelques
faits mathématiques relatifs aux propriétés des fonctions de spin
pendant les rotations du systéme de coordonnées.

3. — Considérons dans l'espace deux vecteurs orthogonaux de
méme longueur x, y, zet X, Y, Z, tels qu:

By =X+ V2 =1
X + yY + 2Z == o.

Si nous faisons tourner le systéme de coordonnées, les deux vecteurs
subissent une transformation linéaire.

y ¥ =1lin(x---)

(14) ) X' = lin (X--).

Formons maintenant un nouveau vecteur complexe de composantes

Ce nouveau vecteur est tel que :
Bt - =o.

Si'on pose

) Al == \/Eﬁ—i: 'i';n A2 =%+ ’i"t

(15) l Ay = = ¢+ 4n, AP = —f + iy

il sera trés aisé de démontrer que ces.deux quantités A,, A, sont les
deux composants d'un vecteur complexe A deux dimensions, et su-
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bissent une transformation linéairve, quand on fait tourner le systéme
de coordonnées dans I’espace, : ‘
Formons en effet

A1A2 =V — Ez — = 4

et, en-désignant par des accents les grandeurs transformées par rota-
tion des coordonnées,

. AI’A'.Z = :’ == Lin\E, 1, :) )
= Lin(Al'*, ‘&22, A“AQ) .

D’autre part on a

A[' = \’lin(A.", A)', L‘Xl.Ag)

A) = yln'(A2 A2 ALA)

Or S
A/A, = ylin - lin’ == Lin.

Si donc la racine d’un produit de deux fonctions linéaires est elle-
méme une fonction linéaire, il faut qu’il soit possible d’extraire aussi
la racine de lin (A?.....) c’est-a-dire, que

A,' — lin(A,, AQ) = a“Al —+ d]gAg
et
(16) Ag' = lin'(A,, Az) = aQIAAl —+ dngg.

I1 est rés simple de démontrer maintenant, que cette transformation
est orthogonale dans le sens complexe (unitaire), c’est-a-dire quel’'ona

(17) . L anan® 4+ anan* = o
et que son déterminant est égal a un,
(18) Ay 1A2s — Aoy = I.

En résumé : A,, A, forment un vecteur complexe A 4 deux dimen-
sions. A chaque rotation dans I'espace correspond une transformation
unitaire & deux dimensions. On peut exprimer les coefficients de la
transformaion ay, a;,... en fonction des angles d’Euler ¢, 7, ¢, de la
rotation dans I'espace, ou plus exactement :

ay1..-, etc., sont des fonctions ambigués des angles 7, 7, L (ambigués,
parce que le signe de la racine (14), etc., n’est pas déterminé).
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On appelle cette transformation une représentation a deux dimensions
de la rotation a trois dimensions.

4. — Si nous considérons de nouveau nos deux fonctions de spin «
et 5, nous savons, que ces deux fonctions subissent une transformation
linéaire orthogonale au sens complexe et de déterminant égal 2 1,
lorsqu’on fait tourner le systéme des coordonnées dans l'espace. Et
c’est justement la transformation (16) du vecteur A, qui est aussi la
transformation de «, 5, parce que on peut démontrer qu’il n’existe
qu'une seule transformation a deux dimensions de ce type. Nous
avons donc la correspondance

1MA1, ,?/NAJ

ou le signe =~ veut dire : « se transforme comme ».

Considérons maintenant les fonctions de spin de nos atomes. Nous
avons vu que ces fonctions de spin sont toutes symétriques ; elles ont,
par exemple, la forme (8) pour un atome a #. électrons.

Par conséquent, si pour chaque électron o et 5 se transforment
comme A, et A, nos fonctions de spin symétriques se transformeront
simplement comme les produits

(19) T o e A e TaA T

Lorsque A, et A, subissent une transformation linéaire et unitaire,
les produits symétriques

Ao, oo., AfeTTAT L A

subissent également une transformation linéaire, qui dépend des
angles de rotation dans l'espace. Mais pour la rendre orthogonale, il
faut introduire certains facteurs de normalisation dans chaque membre.
11 faut donc qute les quantités (19) soient les composantes d’un vecteur
de longueur 1 dans un espace de # + 1 dimensions, c’est-a-dire que

C LA o AT TIA, | 4 oot | AT P = 1.

— 252 —
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Et puisque nous savons que
’ JA R+ A =1

(17) et (18) nous apprennent qu'il faut poser Cr = \/ ( 7:")

- Nous pouvons alors remplacer nos fonctions de spin, dans la mesure
ol nous considérons leurs propriétés relatives aux rotations, par les
grandéurs

(20) (Pra = \// (:L:) Alna —‘7GA27a'

Les . + I fonctions de spin qui correspondent 2 la valeur du spin s.
subissent une fransformation qui est caractéristique de la valeur sa.
Sis = oil n’y a qu'une seule fonction de spin, qui ne se transforme pas
du tout : elle est invariante. ‘ ' ,

Retournons maintenant a notre probléme de linteraction de plu-
sieurs atomes. Nous avons représenté chacune des fonctions propres
des atomes A, B, comme le produit d’'une fonction #., #s... des coor-
données des électrons de chaque atome, et d'une fonction des spins
Grq, p‘@r,,._ .

Si nous représentons la fonction de spin d'un atome par un vecteur
A,, A,, il faut introduire un tel vecteur pour chaque atome ; nous le
désignerons par exemple par B,, B, pour I'atome B. B, et B, se trans-
forment exactement A, et A,. Les fonctions de spin et I'atome A seront
alors représentées par

— n na — 7
?M —_— V( ra ) _A1 a aA{u
«

et celles de I'atome B par
(21) =\/("™)B™ "B
(P’b - k 7b) 1 b

La fonction ¥, ,, se transforme comme le produit ¢, 9, ... c’est-a-
dire : .
(22) . . qr’a’b oo A e Tap Tap M '-ran et

Si nous cherchons maintenant les fonctionsd’onde, qui correspondent
a une certaine valeur s, il suffira de chercher des combinaisons linéaires

des fonctions Yr,r,..., qui se transforment suivant la transformation a
2s + 1 dimensions, qui correspond a la valeur s du spin résultant.

ANNALES DE L’INsTITUT H. PPINCARE. 17
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Le cas le plus important est celui ot s = o, parce que nous devons
nous attendre & obtenir une liaison entre les atomes, quand les spins des
différents atomes se saturent au maximum. Il ne reste plus alors aucune
valence libre dans le systéme total.

Nous ne parlerons pour le moment que du cas s = 0. On passe
d’ailleurs, par une généralisation trés simple, aux autres cas s > o.

Quand s = o, la fonction d’onde ne change pas au cours du’ne rota-
tion. Une fonction d’onde avec un spin s = o est un invariant de rota-
tion. ’

Pour obtenir les fonctions d’onde pour lesquelles s = o, il suffit
de former toutes les combinaisons linéaires des fonctions ¥,» qui
sont invariantes. C’est un probléme trés simple. La fonction W¥r,n,.. se
transforme d’apres (22).

Quelles sont donc les invariants de rotation ? Si nous considérons
les deux vecteurs complexes A, B, nous obtenons immédiatement un
invariant, en formant le déterminant.

(23) LAB] == A132 - AgB].

Cette expression est invariante, parce que le déterminant de la
matrice de la transformation est égal a I"unité

Ay Ayo
Ay Ao

Cependant, cette fonction [AB] n’est pas encore une combinaison
linéaire des fonctions Wr,r,

Pour cela, les composantes de A devraient apparaitre partout a la
puissance 74, parce qu’il en est ainsi dans toutes les fonctions Wrr..
Mais formons des produits de la forme

(24) [ABJP® . [ACJPoe [BCJPY - . -
ol
?"b +¢ac +pa(l e = N,

Cesproduits sonti nvariants (parce que le produit de deux invariants
est invariant). Alors, si nous satisfaisons aux conditions

?ab“"’pac"”‘"':”a
(25) y Pav == Puc e =y
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nous obtlendrons un invariant qui est une combinaison linéaire des
fonctions Wrr,. Nous désignerons un tel invariant par

qﬂﬁabﬁac e
En formant ainsi les fonctions (24) %pup.. sous les conditions (25)
nous obtenons des fonctions avec un spin total s = o. Et nous les
obtenons toutes. Ces fonctions (24) constituent le point de départ du
calcul de la perturbation entre atomes.
Il faut remarquer que ces fonctions ne sont pas linéairement indé-
pendantes. On démontre a partir de (23), 'identité

(26) [AB][CD] + [AC] [DB] + [AD] [BC] = o.
d’ott 'on déduit des relations analogues entre les différentes fonctions
\

pabpac:

5. — Ces fonctions ont une signification physique ou chimique
trés simple et intuitive. Former une parenthése telle que

[AB! = AB, — AB, = »{(1)2(2) — 2(1)%(2),

signifie constituer une paire d’électrons qui ont saturéleur spin, avec un
électron de 'atome A et un de B. Si nous avons formé une fonction
[AB)P* [AC]?“... nous pouvons appeler p,, le nombre des paires
d’électrons reliant A et B, ou — comme nous savons qu'une paire
d’électrons a spins antiparalléles signifie un trait de valence, — le
nombre de traits de valence reliant A et B. De méme p, sera le
nombre de traits de valence reliant A et C, etc. Une fonction Wp,,p,.
représente donc une certaine distribution des traits de valence entre les
atomes. Naturellement il existe en général plusieurs distributions pos-
sibles de ce genre.

Il faut remarquer qu'une telle distribution des traits de valence
existe pour chaque position relative des atomes (nous n’avons encore
jamais parlé de la position des atomes dans 1'espace). Par exemple, si
nous considérons deux atomes a deux électrons de valence (oxygéne)
et deux atomes d’hydrogéne, on trouve les distributions suivantes des
traits de valence :
| N/

N
o' O0=—=0 o0—0
w, W, wy

u
l
(@]
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Chaque distribution représente une fonction d’onde, que nous appe-
lons un état pur de valence. Ces trois états purs de valence existent pour
chaque position des atomes dans I'espace.

En effet il existe une relation linéaire entre ces trois états. D’aprés
(30) nous avons

[007} [O0']1[HH] + [OH][H'O'] + [OH [OH] { =0
ou '

¥, + ¥, +~ ¥y =o0.

Une telle relation ne peut pas s’exprimer dans I'image des traits de
valence.

111

L’énergie d’interaction

1. — Nous allons maintenant calculer 1'énergie de l'interaction
entre ces atomes. Dans ce but, il faut faire agir 'opérateur d’interac-
tion H sur toutes les fonctions Wp,,¥p,,... Cet opérateur H représente
I'énergie mutuelle de Coulomb toutes des charges de l'atome A et
~celles de B, de C, etc. Mais H ne contient pas les variables de spin.
D’aprés les régles générales de la mécanique quantique, 'énergie = de
linteraction est donnée par :

HY =— W,

Multiplions cette équation par us*us*... et intégrons sur tout I'espace
des coordonnées de tous les électrons de A, de B, etc. Nous obtenons
alors

(27) ET‘PP%MJM T J uFuy* - HPuuy - - -
3

= az’r‘PngabPac .o .f ua*ub*. . Pu’aub.

P
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_ Nous considérons d’abord les intégrales et calculerons ensuite
I'influence des permutations P sur les fonctions de spin.

P représente toutes les permutations entre électrons d’atomes diffé-
rents ; il y en a de différents types.

a) d’abord la permutation identique ¥ qui ne change rien. L’inté-
grale du premier membre de (27)

(28) j | eyt - - -°"H = C.

représente alors simplement linteraction de Coulomb des charges
représentées par les fonctions de SCHRGDINGER | #a |%, etc. Nous appe-
lons cet intégrale « lintégrale de CourLoms ». h

1’intégrale du second membre est, pour la permutation E, égale a 1.
car les fonctions ua, etc., sont normalisées.

b) P représente une permutation de deux électrons, par exemple d'un
électron de A avec un électron de B. Nous appellerons une telle permu-
tation une transposition Tas. I/intégrale, que nous désignerons par
(AB)

(29) fu,,*ub* <.« HT 2, - - - — AB,
ne dépend pas du fait que tel ou tel électron de A et de B sont échangés.
Nous appellons cette intégrale « I'intégrale d’échange ». C'est la quantité
fondamentale de la théorie. C'est justement la quantité que le pre-
mier chapitre nous a fait connaitre sous le nom « énergie de couplage
des vecteurs de spin », et que nous avions désignée par A.

L’intégrale correspondante du second membre de (27)

r
' U, *u’.’»* M Tul/uuub M

est trés petite. Si les fonctions d’onde . et us de différents atomes
étaient exactement orthogonales, cet intégrale serait nulle. ILes
fonctions ua et uy ne sont pas exactement orthogonales, et pour cette
raison lintégrale est trés petite. Nous pouvons la négliger.

¢) Si nous considérons maintenant des permutations supérieures,
ot plus de deux électrons sont échangés, les intégrales correspondantes
sont aussi trés petites. Cela tient a ce que la fonction d’interaction H
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est une somme de termes, dont chacun ne contient que 'interaction
de deux électrons. A cause de la presqu’orthogonalité des fonctions

ta, 4, etc., toutes nos intégrales seront petites, et nous les négligerons.
D’autre part :

Si P = E, notre symbole , = I

0 K : . .
(30) ( et comme P = ‘i, est impair, 4, = — I.

Nous obtenons donc finalement ’équation

(31) 20 = ?p‘C - Z(AB>ZTU"'% = Hs,

a,b Tab
qui nous donne :.

La somme Z est étendue 2 toutes les transpositions entre électrons
Tas
des atomes différents A et B, et la 2 est étendue a toutes les paires
b

3]

de deux atomes.

2. — Il reste & calculer I'opérateur

ETab%uz,pa- -

Tub

On peut mettre en évidence trés simplement I'effet de I'opérateur
sur la fonction de spin %p.upuc-
Considérons la fonction

(32) ¢ = [ABJ [AX P [BY™ -

Cette fonction représente un état, dans lequel tous les électrons de A
par exemple, sont liés avec des électrons d’autres atomes (X, Y)
pour former des paires. Quelques électrons de A sont liés avec des élec-
trons de X : le nombre de ces électrons est paz ; d’autres sont
liés avec des &lectrons d’autres atomes. De méme, il y a par exemple
puy Electrons de B, qui sont liés avec des électrons de Y, etc. Si donc
nous échangeons successivement tous les électrons de A avec tous les
&lectrons de B, il faudra échanger aussi chaque fois un de ces paz électrons
de A. qui sont liés avec X, avec un des électrons de B, qui sont liés

_._258_.
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avec V. L'effet d’'une telle permutation est qu’un électron de A est
lié maintenant avec VY, tandis qit'un électron de B est 1lié avec X,
au lieu d'une liaison entre B et Y. Il y a pas, poy permutations de ce
genre parce qu’il y a pa; liaisons entre A et X et, par suite, P
électrons liés avec X. Ces permutations donnent lieu alors i la trans-
formation

(33) ¢ 9 [axy (B * Pubow

Il y a naturellement aussi des électrons de A qui sont liés avec
d’autres atomes, et nous voyons, que nous avons 2 faire une sommation
relative a tous les atomes X, Y :

. ' AY] [BX]
(34) D tabhy Cpapar EAT]]‘[[BY%'
-~

Nous devons encore examiner l'effet d'une permutation qui
échange deux électrons de A et B formant eux-mémes une paire. Il y a
pas paires de ce genre. Si nous considérons la fonction de spin qui
représente une telle liaison, [AB] = A;B, — A,B, = (1){5(2) — 2(2)f
nous voyons, qu’elle est antisymétrique entre les deux électrons : l'effet
d’une permutaton du type considéré est de changer son signe. Comme
il y a pas paires entre A et B, il existe aussi pap permutations de ce
genre et nous obtenons au total :

[AY][BX]

(35) Lav = ZTab‘? = — puy + Z:‘ ﬁ«nrpby‘?[A_}(T[B—T]‘
Tas XY

Le terme de droite contient, au lieu d’'une liaison AX et BY, deux
autres liaisons AY et BX. Mais le nombre des liaisons qui sortent de A,
B, X, Y est chaque fois le méme que dans la fonction ¢, c’est-a-dire que
[AY][BX]
[AX][BY] ‘
voyons ainsi que l'opérateur fss = 2 Tas.a gissant sur ¢ produit, une

Tab

crmbinaison linéaive d’autres tnvariants .

7

représente aussi un invariant de notre probléme. Nous

8. — Considérons maintenant 'opérateur H = C — 2 (AB)las ;
. R A bt
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cet opérateur produit aussi une combinaison linéaire d’invariants. Le

nombre des invariants indépendants étant égal a f, choisissons

une série ¢,... 9y d’invariants indépendants. L’effet de Hy peut étre

développé aussi suivant cette série de fonctions indépendantes, sous

forme de combinaison linéaire dew,... ;. Nous les appellons une base.
Les équations

(36) 7 . Hyy =20y

forment un systéme d’équations linéaires et homogénes pour les
variables o,. Ces équations ne peuvent étre résolues que si leur déter-
minant est égal & zéro. Nous obtenons ainsi une équation du f-iéme
degré pour notre énergie d’interaction ¢. H est une fonction de I'inté-
grale de CouroumB C et de toutes les intégrales d’échange (AB) ; ¢ sera
par conséquent aussi une fonction des intégrales .d’échange (AB).
¢ dépendra donc de la structure des atomes et de leurs distances.

- " Une discussion détaillée montre que l'intégrale d’échange (AB)
dépend essentiellement de la structure de A et B et de leur distances
mais presque pas des autres atomes. Toutes ces intégrales (AB), (AC),
seront du méme ordre de grandeur et dépendfont des distances Ruas,
Rac & peu prés de la méme maniére. Si nous avons calculé ¢ en fonction
de ces intégrales, — cette fonction ne dépendra que des nombres de
valence de tous les atomes, on peut facilement discuter l'interaction
des atomes en fonction de leur position.

4, — Pour les applications pratiques de la théorie, il est trés impor-
tant d’avoir une méthode générale, pour construire d’'une maniére
unique une série d’états purs de valence indépendants. RUMER nous
a montré que céla est facile.

Considérons la relation linéaire :

[AR][CD] + [AC][DB] + [AD][BC] = o.

Si nous disposons les quatre atomes en carré , nous pouvons repré-
senter cette équation de la maniére suivante :

S A—B A D A /B
(37) +l l=>x
| Z ¢c—D ¢ B C. D '
Puisque [AB] = — [BA] il faut munir d’une fléche chaque trait
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de valence. On voit qu’il est possible d’exprimer un état pur de valence,
ol ‘'deux traits de valence sont croisés linéairement, par des états purs
de valence, ot le croisement n’existe pas.

De cette remarque résulte une méthode générale trés simple
permettant de construire une base d’états purs de valence indépen-
dants. Disposons tous les atomes en cercle. Naturellement, cela n’a rien
a faire avec la position réele des atomes dans 'espace, qui peut étre
quelconque. Formons alors tous les états purs de valence ot il
n'existe aucun croisement entre deux traits de valence. On peut
démontrer facilement que ces états de valence sont linéairement indé-
pendants, et on obtient ainsi une série définie univoquement d’états
purs de valence indépendants.

5. — Nous n’avons parlé que du cas ol toutes les valences sont
saturées, c’est-a-dire, ou le spin résultant est égal & zéro. Une généra~
lisation trés simple étend la théorie au cas ot le spin résultant s est
supérieur a zéro. Il suffit d’introduire un nouvel atome 1,, correspondant
al'espace libre, de maniére & I'accrocher aux spins libres et de construire
tous les invariants

(38) : Spy = [AL]PuI [AB]I’“" [BL]PM
ot [AL] représente maintenant un trait de valence qui sort de A et
n’est pas saturé. La somme :
DPar + Dot + -+

représente naturellement le nombre de traits de valence libres, ¢’est-
a-dire

(39) D 4 Pu 4 - - = 2s.
IV
Applications
1. — Nous allons maintenant faire des applications de notre théorie

générale. Considérons le cas le plus simple de deux atomes. Soient A,
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et B deux atomes avec 7. et #s électrons de spins paralléles et soit
#1a = my. I1 0’y a qu’une seule fonction pure de valence ¢ avec un'spin
défini libre s, c’est-a-dire avec un nombre défini de valences libres

M = pu + Pu
Mais, comme le nombre entier des traits de valence sortant de A doit
&tre égal a n,, il faut que
pal -+ Pal) = Ny, phl -+ pab = Wy.

Si nous écrivons simplement $, au lieu de pas l'invariant sera
(40) g, = [AL]*™~?[ABY [BL]""?

Nous pouvons le représenter aussi par la formule

I opérateur d’énergie H sera
H = C — (AB)lw.

11 suffit de calculer l'effet de #w sur la fonction ¢. L’'effet de fas
consiste 4 échanger les traits de valence sortant de A avec ceux qui
sortent de B. Comme il y a $ traits de valence entre A et B, si nous
échangeons un de ces p traits de valence, nous obtenons

— %
ce qui donne au total
— P%)
Si nous échangeons un trait de valence libre de A avec un trait de
valence libre de B nous obtenons de nouveau ¢,, parce que le point
final d’un trait de valence libre de A et B est toujours le méme, c’est-

a-dire 'espace libre «I, ». Il existe (e — $) (no — p) échanges de ce
type. Nous obtenons donc au total

(47) buso = [— B + (0, ~ B) (0 — )]s,
et pour I'énergie 4
42) ©  e=C+ (AB)[p — (m. — p) (m — P)]-
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Pour discuter ce résultat, il faut connaitre les intégrales C et (AB).
Ces deux intégrales ne dépendent que de la structure des atomes et
de leur distance. On les a calculées pour quelques paires d’atomes,
par exemple H,, Li,, LiH, etc. et on a trouvé, que dans tous ces cas,
(AB) est négatif et plus grand que C pour des distances supérieures 2
celle de I’équilibre. C’est aussi négatif aux grandes distances et infini
positif aux petites, a cause de la résuplsion infinie des noyaux. Pour le
cas de deux atomes avec un électron, par exemple pour les alcalins,
le nombre des traits de valence p peut étre égal a 1 ou a zéro, et I'éner-
gie sera : = C = (AB). Clest justement la méme formule que nous
avons déja rencontré dans le premier chapitre, ol nous avons appelé
(AB) I'énergie de couplage entre les deux vecteurs de spin. Si nous
tracons la courbe de ces deux énergies en fonction de R nous obtenons
le résultat de la figure 1 : 'énergie ¢ = C + (AB) est négative et
posséde un minimum qui correspond 4 la formation d’une molécule.
Nous voyons donc que la formation d’une molécule a lieu d’accord
avec les données de la chimie.

En général, la loi de variation des intégrales C et (AB) est la méme,
quand les deux atomes ne possédent aucun moment de quantité de
mouvement, c’est-a-dire quand le nombre des quanta / = o. Notre
formule générale de l'énergie d’interaction nous montre alors que
I'énergie négative est minimum quand le nombre des traits de valence
est aussi grand que possible. Dans ce cas, elle s’écrit

(43) : = C -+ p(AB)

ce qui correspond au niveau le plus bas de la molécule. Dans le caS
p = o, I'énergie a pour valeur

(44) ¢ = C — nm, (AB)

et les deux atomes se repoussent. Tous ces résultats sont naturelle-
ment d’accord avec ceux obtenus en chimie.

2. — Nous allons traiter maintenant un cas simple de molécule a
plusieurs atomes. Considérons par exemple la molécule C,N, avec la
formule chimique

N=C—-C=N.
_._263_



W. HEITLER

11 faut calculer, en fonction de leur position mutuelle, I’énergie
d’interaction de quatre atomes C, C/, N, N’ avec un spin résultant
O = 1. Dans ce but, il faut former d’abord les invariants, c’est-a-dire
les états purs de valence. Mais dans ce cas, il y a plusieurs invariants
Parmi eux, nous choisirons une certaine série d’invariants, linéaire-
ment indépendants. D’aprés les régles générales esquissées dans le
chapitre III. 4, nous obtenons une telle série en disposant pour un
moment les quatre atomes en cercle et formant tous les états purs de
valence sans croisement de traits de valence.

{ cC »C cC
¢ =1y i e= ., .|
‘ N XN N > N
(45) C - C/ c 3(:/
"-?32 ! ! Pe = -
\ N 3N N 3N,

Nous obtenons ainsi 4 invariants indépendants. I,’énergie d’interac-
tion est donc donnée par un déterminant du 4¢ ordre.Pour faire ces
calculs, il faut d’abord évaluer 1’action des opérateurs Zyy, fux, £y, €tc.,
sur ces quatre fonctions. D’aprés les régles générales de notre théorie,
pour obtenir par exemple #,9,, il faut échanger tous les traits de
valence sortants de C et C'. I,’équation (35) donne, en tenant compte

de (37),

1
beo o1 = — 0, +9:N=C— C' =N = 89, — 9%,,
L 1

Pour simplifier le probléme, nous supposerons que les quatre atomes
se trouvent en ligne conformément & la formule chimique

N=C—-(C=N".

Admettons d’abord que les distances Ry et Ryy soient égales.
Les distances Rww, Row, Ryy sont plus grandes que Ry, et
Rex = Ry, Les intégrales d’échange (C'N) etc., sont alors petites
comparées avec (CC'), (CN) = (C'N’). Nous les négligerons donc, ne
prenant en considération que les intégrales d’échange entre atomes
voisins. Seules sont différentes de zéro les intégrales suivantes :
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C, (CC'), (CN) = (C'N’). La fonction de HamirroN de notre probléme
est alors d’aprés (31) et (35)

H = — t(CC) — (o + teryr) (CN) + (CN)).

Si nous calculons l'action des deux opérateurs fyy et foy + fy
sur les quatre fonctions pures de valence et si nous écrivons pour
abréger

.

(CC)=9 (EN)=5 :—C=>3

b

’

nous obtenons I'équation séculaire suivante pour1'énergie d’interaction.

81—-65 + 3 —0z 0 0
—43 42+ 2 — 42 0
(40) 0 ~ . =0
0 —12p —Zx+1I05+ 3 —a
) 0 —24f — 42 +248+ 3

qui est une équation algébrique du 4¢ ordre pour 3. Cette énergie
d’interaction ¢ ne dépend que d’une seule variable, 4 savoir du rapport

g = g - Eg—gg La figure 2 montre la courbe de %\Ii): en fonction de
. E-C
&£-C 1
N €A N
6[<<C 4 \
e N
7 M\ 5 chssh\\
~ \
~J \
8 X~ 6 \\\\
9 < stable . 7 Stabtg
\
10 8% r—
o z 2 (') cnN)
CN) (cc’)
Fic. 2.
(CCY) , «—C

7= ¢ et ooy en fonction de %‘g; On voit que pour (CN) = o,

C’est-a-dire quand la distance Ry est trés grande comparée 3 Ry,
¢ = C 4 4(CC'). Dans ce cas, on a une molécule C, de deux atomes de
carbone, qui posséde exactement I'énergie donnée par la formule
relative & deux atomes isolés. Sil’on donne des valeurs plus grandes 4 z,
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C’est-a-dire, si 'on rapproche les atomes N, la courbe de ¢ monte

d’abord, c’est-a-dire, les atomes N sont repoussés par la molécule
saturée C,. Plus loin, la courbe descend, et les atomes N sont attirés,
formant alors une molécule C,N,. Les 4 traits de valence entre C=C
sont séparés et sont employés a lier les atomes N de maniére a consti-
tuer peu a peu une molécule N = C — C = N. Donc, pour former
la molécule C,N, & partir d'une molécule C, et deux atomes N, il est
nécessaire de dépenser d’abord une certaine énergie.

On appelle cette énergie, en chimie, I'énergie d’activation. Ia fonction
propre de I'état de la molécule est une combinaison linéaire des états
purs de valence (45)

W= ¢y9; + €292 + Caps + €%y

ot les coefficients ¢, ¢, dépendent de z = tg%;

Dans le domaine, ot la courbe descend, formant une molécule
N =C — C' =N’ on peut montrer, que ¢; ~ 1, c’est-a-dire, que la
fonction d’onde est presque identique a celle de I'état pur de valence o,
qui correspond a la formule chimique.

Si nous considérons I'autre fig. 2 nous voyons que pour (%% =
I'énergie C = C + 6(CN), qui est I'énergie de deux molécules non
saturées — C = N. Comme ce groupe — CN posséde une valence
libre, on pourrait s’attendre a une attraction mutuelle des deux
groupes — CN. Mais elle ne se produit pas. Nous voyons que la courbe
monte également. C’est un phénoméne tres intéressant parce qu’il faut
d’abord dépenser aussi une certaine énergie d’activation pour former
une molécule C,N, 2 partir de deux groupes CN. On a trouvé depuis
peu de temps, par I'expérience, une énergie analogue d’activation dans
la formation de C,H, & partir de deux groupes CH,.

Aprés une petite montée d’activation, la courbe de : descend et forme
une molécule C,N,. Dans la figure, le domaine, oti la molécule est stable
est encadré (la courbe pointillée se rapporte au chapitre V.).
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\%

Théorie semi-classique

1. — La théorie générale, que nous avons développée jusqu’ici,
conduit, dans les cas simples, a des résultats qui sont généralement
d’accord avec l'expérience. Mais I'idée de valence a trouvé ses appli-
cations les plus fécondes en chimie organique, ¢’est-a-dire dans le cas des
molécules trés grandes. Dans ce domaine régnent des lois trés simples :
par exemple I'énergie d'une telle molécule se compose additivement
des contributions de chaque trait de valence. Malheureusement, il est
trés difficile d’appliquer la théorie a ces cas, parce que le nombre des
états purs de valence commence a devenir extraordinairement grand,
et il faudrait résoudre une équation algébrique de degré trés élevé.

Pour appliquer la théorie a ces cas compliqués, il est peut-étre permis
de lui faire subir une simplification radicale, qui permet de traiter ces
molécules en toute généralité, mais en renoncant 2 une description
trés détaillée.

Nous avons obtenu 'opérateur

. ~ [A 2
twg = = pars + ¥ ¢ {Ag[(]][[lgg Partin
X,V

Introduisons, au lieu des fonctions de spins 9, d’autres fonctions,
qui sont normalisées d’une autre maniére.

7";17471"‘ 7. .

(47) /.Pub. e \/W'

Nous obtenons, en remarquant que

?%% == ?(Paz — I, ?by — I, i)ay ~+ I, Pbx -+ I)
(48)  tabspgy - - = — Dy +
+ YV Parbrylbay + 1) (Por 1) 7{bus — T, Pox+T, puy + T, poy—1).
X,Y
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On peut définir alors deux opérateurs du*t et du— tels que duc*
agissant sur /. éléve son argument pe: d’une unité et que du:— abaisse
cet argument d’une unité

\ St bz -+ +) = 7(pur + 1)

(49)
l pes(Paz -+ +) == 1oz — 1).

Si enfin pas représente I'opérateur qui multiplie une fonction par
son argument, nous pouvons définir deux autres opérateurs :
Y/, = VPar 8 ast. = VPar + L y(pur + 1)
et
(50) Yag/_ - a—zw \/7?:; = \/Ibtu- Z(paz‘ - I)-

On voit que l'opérateur fu» de notre théorie est égal a

(51) by = — Pu + ZY«.’/YLJ’Y?IYZQ!J'
%,y

Considérons encore les opérateurs 7z, 7a.*. Si nous formons les
deux produits
Y/!J:th = \/ Zb-a_l a+azaa—t \/E;:z pa.r
V¥ Yo = 8aa \/ﬁt; \/ﬁx—x Y Pur = Pue + 1,
nous obtenons

(52) Y& Yl = 1.

On voit que les deux opérateurs ‘/as* _—., et yas sont canoniquement

conjugués. Nous avons écrit notre opérateur fus de la chimie, en fonction
de variables canoniques. Nous connaissons déja des opérateurs de ce
genre, par exemple dans la théorie de la lumiére. DIRAC a introduit des
opérateurs analogues pour obtenir les quanta de la lumiére. Le nombre
des quanta de la fréquence v, #, est aussi égal au produit

bf b-, = Ny

de deux opérateurs canoniquement conjugués.
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Cest une conséquence de la théorie générale des quanta, que

R A
n, = b,*b,

doit étre un nombre entier. Nous voyons que, dans notre théorie de
la chimie, par = ‘Jax*7/az est aussi un nombre entier. Le nombre des
traits de valence entre deux atomes correspond en un certain sens
au nombre des quanta de lumiére de la fréquence v dans la théorie
de Dirac.

La fonction d’énergie H s’'exprime en fonction de variables cano-
niques par

H = C + Y (ABjt,
a, b

(53) by == = Yailar + };rer“ Ty

X, ¥

ou, si nous séparons dans la somme, les membres pour lesquels
% =y, nous obtenons

L -
(54) tulv - f)ub +2p4uvpbr -+ L Y}:y'}'bd\ffz \{:ez .
X XY

Dans cette fonction de Hamiroxn H, l'intégrale C et les intégrales
d’échange i1te.vienaent encore comme paramsatres. Déterminerl’énergie
d’interaction revient a trouver les valeurs propres de cette fonction
de HaMILToN H, exprimée en fonction des variables canoniques, ce qui
est un probléme quantique ordinaire.

N

2. — Nous passerons maintenant a une théorie semi-classique,
considérant H comme une fonction de HammroN classique et les
“Jaz, Ja:* comme des variables canoniques classiques, semblable aux
g et p. Nous obtiendrons ainsi une mécanique classique pour les ‘/as,
qui seront des fonctions du temps ¢. La maniére dont 7. dépend du
temps est décrite par les équations classiques de HamirLron

o OH = oH =~ o
(55) o = P - T

soit, dans notre cas, ot ™ - correspond a p et Yar 2 ¢;

oH hoe oH h o
6 O e T ')f — = — Y, .
(59) Vur 277 Voo oy, T ami
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Dans cette théorie classique, les nombres pas ne sont pas nécessaire-
ment entiers, pour le moment.

Avant de chercher des solutions de ces équations, il faut examiner
rapidement les conditions dans lesquelles il est permis de passer
4 cette théorie classique. Ceite théorie représenterait une bonne
approximation si le nombre des traits de valence pas était grand. De
méme, la théorie classique de la lumiére constitue une bonne approxi-
mation, quand le nombre des quanta v est trés grand. Mais en chimie
pab est égal a 1, 2 ou tout au plus 3. Pourtant la mécanique classique
nous fournit bien une approximation de la mécanique quantique,
si I'on impose & un certain nombre de quantités, par exemple au
nombre des quanta de lumiere des conditions de gquantification. 1’an-
cienne théorie de BoHRr est fondée sur de telles hypothéses. Nous
pouvons espérer que nous obtiendrons une certaine approximation
de la réalité, méme pour des petits nombres de quanta pas, si nous
imposons plus tard, & ces nombres pas, etc., la condition d’étre entiers,

8. — On peut trouver facilement des solutions trés générales de
nos équations classiques. Supposons qu’a un certain instant ¢ = o,
nous ayons affaire & certaines valeurs des 7.: et 7u.*. Ce sont nos
conditions initiales. Nous admetrons en outre qu’a linstant { = o
il ne se trouve pas quatre atomes A, B, X, V, qui soient tous joints par

des traits de valence suivant le schéma :

A—X

Y

Supposons qu'un des quatre nombres pas, Pay, Dbz, Pry soit égal
a zéro. Dans ce cas le produit “ay/ez7% 75, est nul parce que les 7
sont proportionnels a /p,,, etc. Alors

2mgler = Nar >

( h * — BH = — (AX)"{ar +E(AB)pszaz,

ont Yax - > * p

g h e _ oH =2(AB) :i"” = (AX)y¥, — Z(AB)?WYZ&
(57) ap T

et
o .* L] *
P:ia‘ == YaiYra ~+ YaxrYar = O.
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Et nous voyons que par = const., pour { = o, c’est-a-dire, dans ce
cas, tous les nombres p des traits de valence sont constants au temps
¢t = 0. On obtient une solution générale, si 'on pose

(58) P = const.

4 tout instant.

On voit que pas ne change pas au cours du temps. On peut exiger
alors, que ces nombres pas soient des nombres entiers. Cela correspond
en un certain sens a l’ancienne théorie de BoHR.

Il est tres facile de trouver 1'énergie du systéme, Celte énergie est
égale simplement a la fonction H, douc a

(59) s =C + Y pulAB) — N, (AB}ppi..

ab - a, b«

Nous allons discuter maintenant cette formule.
On voit que ’énergie se compose de différentes parties. Prenons

d’abord les termes C 4 2 (AB)pas. C est I'énergie de CouLoMB de sys-
a, b

téme tout entier. Les termes (AB)pas donnent une contribution qui
se compose additivement des contributions de chaque trait de
valence. La contribution de chaque trait de valence est I'énergie (AB),
c’est-a-dire I'énergie de U'intégrale d’échange. Cette énergie se présente
avec un signe positif, c’est-a-dire que atomes A et B qui sont liés
avec des traits de valence s’attirent.

La troisi¢tme partie ——E(AB){JM psx n'est différente de zéro que
X
dans le cas ot les deux atomes A et B sont liés avec un troisi¢me atome
X. Les traits de valence entre A et B effectuent alors une répulsion
entre A et B égale & — (AB)puspse. En effet la chimie organique nous
apprend que toutes les molécules ayant un cycle de traits de valence
sont moins stables que les autres molécules.

Abstraction faite de ce résultat, nous voyons que notre théorie
semi-classique correspond 2 peu prés aux images que l'on s’est faites
de la structure des molécules en chimie organique.

Il est intéressant de savoir comment cette théorie se comporte vis-
a-vis de la théorie exacte. On peut comparer les courbes de I'énergie
que nous avons calculées au chapitre IV pour la molécule C,N,,
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N

avec les courbes, obtenues a l'aide de notre théorie semi-classique
et qui sont dessinées en pointillé sur la figure 2.

On voit que justement dans le domaine ot la molécule est stable, les
courbes ne sont pas trés différentes. Mais d’autre part, pour les valeurs
treés petites ou trés grandes de z, les courbes différent beaucoup. Les
phénomeénes d’activation s’estompent a ce degré d’approximation.

Conférences faites a4 I'Institut Henri-Poincaré en mars 1933.
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Imprimerie des PRESSES UNIVERSITAIRES DE FRANCE, Paris-Saint-Amand. — 20-3-1934.

— 272 —



